
Zápočtová ṕısemka z kvantové teorie I (podzim 2024)

čas na řešeńı: 90min

Úloha 1(10 bod̊u)
V prostoru stav̊u částice v 1D máme operátor Â = α{|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨1|− |0⟩⟨1|− |1⟩⟨0|} vyjádřený
pomoćı stacionárńıch stav̊u |n⟩ harmonického oscilátoru s konstantou x0 =

√
ℏ/mω = 1. Je

tento operátor pro α > 0 pozitivně definitńı? Jedná se o omezený operátor? Najděte nějakou
netriviálńı (tj. ne násobek Î) pozorovatelnou, která je kompatibilńı s pozorovatelnou Â. Najděte
konstantu α tak, aby byl Â projekčńım operátorem a vypočtěte cos(π

2
Â).

Úloha 2(10 bod̊u)
Na prostoru kvantové trojtečky daném lineárńım obalem tř́ı ortonormálńıch vektor̊u {|1⟩, |2⟩, |3⟩}
je (pro ω > 0) dán operátor hamiltoniánu Ĥ = ℏω

√
2 (|1⟩⟨2|+ |2⟩⟨1|+ |2⟩⟨3|+ |3⟩⟨2|) a po-

zorovatelná P̂ = |2⟩⟨2| + |1⟩⟨3| + |3⟩⟨1|. V čase t = 0 připrav́ıme částici ve stavu |ψ⟩ = |1⟩.
V jakém čase je maximálńı pravděpodobnost nalézt částici ve druhé tečce? V jakém ve třet́ı?
Jaká je středńı hodnota pozorovatelné P̂ v těchto časech?

Úloha 3(10 bod̊u)
Dvě částice se spinem 1/2 jsou připraveny ve stavu |ψ⟩ = |x+⟩⊗|z-⟩ + |z-⟩⊗|x+⟩. Měřeńım
z-složky spinu prvńı částice nalezneme hodnotu 1

2
ℏ. Jaké hodnoty a s jakou pravděpodobnost́ı

můžeme naměřit následným měřeńım z-složky spinu druhé částice? Jak se změńı odpověd’ na
tuto otázku pokud v prvńım měřeńı nalezneme hodnotu −1

2
ℏ.

Úloha 4(10 bod̊u)
V prostoru stav̊u bodové částice L2(R3) mějme bázi ze společných vlastńıch vektor̊u |k, l,m⟩
operátor̊u kinetické energie, kvadrátu a z-složky orbitálńıho momentu hybnosti {Ĥ0, L̂

2, L̂z}
odpov́ıdaj́ıćı vlastńım č́ısl̊um {ℏ2k2

2m
, ℏ2l(l+1), ℏm}. Nav́ıc předpokládáme stavy normalizovány

jako ⟨k, l,m|k′, l′,m′⟩ = δ(k− k′)δll′δmm′ . V této reprezentaci je částice popsána vlnovou funkćı
ψ(k, l,m) = 1√

k0
χ⟨0,k0⟩(k)δl0, δm0, kde χ⟨0,k0⟩(k) je charakteristická funkce intervalu, rovná 1

na intervalu ⟨0, k0⟩ a 0 jinde. Najděte hustotu pravděpodobnosti výskytu částice v mı́stě r⃗ =
(x, y, z). V okoĺı kterých bod̊u je nulová pravděpodobnost nalézt tuto částici? Konstanta k0 má
hodnotu 2π/a0, kde a0 je Bohr̊uv poloměr.

Úloha 5(10 bod̊u)

Spin-orbitálńı moment hybnosti J⃗ = L⃗ + S⃗ elektronu definujeme jakou součet orbitálńıho a
spinového momentu hybnosti. Uvažujme elektron v atomu vod́ıku ve stavu s hlavńım kvantovým
č́ıslem n = 2, s orbitálńım kvantovým č́ıslem l = 1, s minimálńı možnou hodnotou J2 a s jeho
projekćı na osu z Jz = 1

2
ℏ. Kterým směrem od protonu je nejpravděpodobněǰśı nalézt tento

elektron? Jakou z-složku spinu a s jakou pravděpodobnost́ı u něj můžeme naměřit?

Mohou se hodit:∫ ∞

0

xne−xdx = n!

∫ ∞

−∞
e−ax2

dx =

√
π

a

∫ ∞

0

1

x2
[1− cos(x)]2dx =

π

2∫ ∞

0

xe−x2

dx =
1

2

∫ ∞

−∞
x2e−x2

dx =

√
π

2

∫ π/2

−π/2

cos(x)2dx =
π

2




