
Cvičení 3: Hrátky s komutačními relacemi a symetriemi.

Nechť A, B, C jsou lineární operátory na Hilbertově prostoru:

• Pomocí jednoduchých komutátorů vyjádřete: [AB, C] a [A, BC].

• Pokud [A, B] = 0 pak exp(A+B) = exp(A) exp(B). Dokažte.

Nechť navíc operátory A i B komutují s [A, B] a nechť f(x) jen funkce, pak

• [A, Bn] = nBn[A, B]

• [An, B] = nAn[A, B]

• [A, f(B)] = [A, B]f ′(B)

• [f(A), B] = f ′(A)[A, B]

• Glauberova identita: eAeB = eA+Be
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Dokažte. Nápověda: integrujte vztah F ′(t) = A+B + t[A, B]F (t), kde F (t) = eAteBt.

Pokud [Qα, Pα] = iδαβ pak Jα ≡ εαβγQαPβ splňuje komutační relace [Jα, Jβ] = iεαβγJγ . Do-
kažte. Nápověda: využijte identitu εα1β1γεα2β2γ = δα1α2δβ1β2 − δα1β2δβ1α2

Vypočtěte U(φ) = exp(−iφσx/2), kde σx je Pauliho matice. Ověřte, že U(π/2) zobrazí vlastní
vektory σz na vlastní vektory σy.

Uvažujte operaci dilatace x → x′ = ecx, kde c je reálné číslo. Najděte komutační relaci generá-
toru D této operace na Hilbertově prostoru (U(c) = exp(−icD)) s generátorem translace.


