Uvod

V tomto dokumentu naleznete zadani a vzorové feseni letosni zapoctové pisemky. Ulohy byly
voleny tak, ze by je mél byt schopen beze zbytku vytesit kazdy, kdo absolvoval prednasku a
cviceni pokud by mél dost casu, ale k vyfeSeni vSech tloh v ¢asovém limitu, je potfeba jesté
trochu tviircéi invence a porozuméni riznym souvislostem v latce prednasky.

Pro ziskani zapoctu by vam mélo stacit par bodt jako kompenzace pripadnych bodovych
ztrat z domacich tloh. Snazil jsem se tlohy volit tak, aby kazdy, kdo se vénoval hloubé€ji pfipravé
a spocital si predem par tloh, byl v ¢asovém limitu schopen ziskat alespon polovinu bodti, coz

V nasledujicim textu naleznete vzorové reseni. Doporucuji si je peclivé precist pro pripravu
ke zkousce. Snazil jsem se ukézat, nebo alespon naznacit, vzdy nékolik postupii vedoucich k
feSeni a rovnéz poukazat na rtzné souvislosti.



Zapoctova pisemka z kvantové mechaniky 1
cas na reseni: 90min

Uloha 1(10 bodi)

Ve stavovém prostoru linearniho harmonického oscilatoru je definovan operator U = ea(&*‘ﬁ),
kde a je anihilacni operator a a > 0 konstanta. Ukazte, ze tento operator je unitarni. Pomoci
zékladniho stavu oscilatoru |0) definujeme stav [¢) = U]0). Jaka je stiedni hodnota polohy v
tomto stavu?

Reseni (Cast I. unitarita):
Prvni ¢ast je pfimocaré ovéreni definice unitarniho operatoru (U U =00t =1 ). Nejdfive
spocteme U'. P¥i tom je tieba si uvédomit, Ze pii sdruZeni redlné funkce (s realnymi koeficienty
Taylorova rozvoje) operatoru, sta¢i sdruzit argument:

A

Ut = ea(&ha) _ efa(dféﬁ)'

Dostali jsme exponencielu stejného operatoru jen s opacnym znaménkem a tedy plati
U0 = U0 = eela—ah—ata—a’) _ 0 _ |

Pti vycislovani soucinu exponenciel, mnozi z vas zazmatkovali, protoze si uvédomili, Ze opera-
tory a a a' nekomutuji, ale nedoglo jim, Ze podstatné je, Ze v argumenty exponenciel (a — a')
a —(a — a') jako celek samoziejmé komutuji. Kolega Kanisky to piesto dopocital spravnym
uzitim Glauberovy identity, ale je to zbyte¢na komplikace.
Reseni (Cast II. stfedni hodnota polohy):

Na nejsnazsi feseni bohuzel nikdo nepfisel, ackoli jsem se béhem prednasky a cviceni nékolikrat
snazil upozornit na vlastnosti a vyhodnost pouziti operatoru posunuti. S pouzitim oficialniho
tahaku si mizeme ovérit, ze

(@—a") = vV2Lp = vV2saop.
Do h

Operator _ '
U = @-8") = cov2iz0p = o= dp
tedy predstavuje operator posunuti o d = —v/2zea. Vlnova funkce |1) = U]0) je posunutim
zékladniho stavu harmonického oscilatoru. Stredni hodnota polohy v zakladnim stavu harmo-
nického oscilatoru je 0 (to bud vite "by heart” nebo je to vidét z toho, Ze pfi vypoctu této
stfedni hodnoty integrujete soucin sudé a liché funkce). Stfedni hodnota posunuté funkce bude
tedy o d vétsi a tedy

(lzjp) = 04+ d = —V2zpa.



Poznamka:

I kdyz si nepamatujete vyjadfeni operatoru posunuti, lze vyuzit toho, ze U je jednoduchou
funkci operatoru hybnosti. Kolega Jungwirth byl jediny, ktery se o to pokusil, ale bohuzel to
nedokoncdil. Pro srovnani si napisme jak by to asi vypadalo. Nejdfive najdeme vlnovou funkci
zakladniho stavu harmonického oscilatoru v p-reprezentaci. Mizete to udélat Fourierovou trans-
formaci vinové funkce v x-reprezentaci. Ja to zde takto délat nebudu, protoze si pamatuji, ze
hamiltonidn harmonického oscilatoru vypada identicky v p- a v x- reprezentaci (viz prednaska)
a tudiz i vlnova funkce zakladniho stavu v obou reprezentacich bude identickd. MiZeme tedy
pouzit tahdku a zameénit ve vzorci x za p

2

1
(p|0) = ——=e
Po/T

Daéle si vzpomenu na vyjadieni operatoratoru polohy z = iﬁdip v p-reprezentaci. Hledana stiedni
hodnota tedy je

(lz]y)y = (0|UTzU|0) = f /eXp {—Zoz\/_— — —2} [mdip} exp {m\/_— — —2} dp

po  2p} P 2p%

ih - =p P } [ p} { p P p
= exp{ —iaV2— — =% liav2 — S| expliav2—= — == Vd [ &
PoN/T { po 21§ Po Po 2p§ Po
h 2 ih 2
= —aV? /e_y dy — / e Vdy = —aV2x
pO\/7_T ) pO\/7_T ) ) 0

Reseni (Cast II. stfedni hodnota polohy- jiny postup):
Nékteti z vas (kolegové Dvorék, Karamazov a Vesely) si vzpomnéli na cviceni s komutaénimi
relacemi a nasli pékné alternativni feseni. Nejdrive opét napiSeme hledanou stfedni hodnotu a
upravime je s pouzitim identity AB = BA + [A B]

(Wl2|w) = (0|0"2U0) = (0|01 T#(0) + (0|T[z, U]|0).

Piedné vyraz UTU = I, jak jsme ovéfili vyse. Pro tpravu druhého élenu miizeme pouzit vztahu
(vzpomeiite na cvi¢eni 5 s komuta¢nimi relacemi)

&, f(D)] = ihf'(P),

takze ,
($l2[y) = (0]2]0) + ir(0|UTa Q%xoff\@ = —av2x0(0|UTT0),

coz vede na stejny vysledek jako pfedchozi zptisob. Objevily se riizné varianty tohoto feseni,
které nepouzivaji komutator [z, f(p)], ale napiiklad zvlast [a, f(a —a')] a [af, f(a —al)], ale zde
prezentovana varianta mi prijde nejrychlejsi.



Uloha 2(10 bodi)
Predpokladejte, ze stavovy prostor ¢astice v kvantové 4-tecce je linedrnim obalem ortonormalni
baze {|1),|2),|3), |4)}. Déle pfedpokladejme, ze hamiltonian takové ¢astice je

4
H= Z m[—tZZ]m
m= n=1 m#n

Ze symetrie uhodneme, Ze vektor |¢) = |1) 4 (2) + |3) + [4) je vlastnim vektorem hamiltonidnu.
Ovérte! Napiste projekéni operator P, na tento stav a projektor Py na jeho ortogonalni doplnék.
Ukazte, ze H 1ze vyjadrit jako linearni kombinaci P, a P;. Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni
vektory H.

Reseni:
Klicem k efektivnimu feseni této tilohy bylo dobfe ¢ist a porozumét zadani. Piima diagonalizace
zadaného hamiltonianu hledanim korent je sice mozna, ale asi prili§ ¢asové naro¢na. V principu
lze rovnéz vlastni vektory uhodnout, pokud rozumite symetrii tilohy, ale to je nad ramec latky
probirané v ramci prednasky.

Pojdme se tedy drzet zadani a provéfme vlastni vektor ) = > |k)

Hlp) = ZZ]m (m|k) —tZZZ\m (n|k)

n m#n k
- Zzlm e =12 > D Im)u
n m#n k
ST 3p i M) 3111
n m#n m
kde jsme uzili ortonormality béze (m|n) = d,,,. Vidime tedy, ze |1)) je skutecné vlastnim

vektorem odpovidajicim vlastnimu ¢islu € — 3t.

Je uzitecné si rovnéz uvédomit maticovy zapis hamiltonidanu. Prvni ¢len v definici H rika,
7e diagonalni ¢leny jsou rovny e. Druhy c¢len definuje zase nediagonalni cleny, takze ovéreni
vlastniho vektoru lze provést také takto

e —t —t —t 1 € — 3t
A —t € —t —t 1 e — 3t
—t —t —t ¢ 1 € — 3t

Projekéni operator B, napiSeme snadno pokud nezapomeneme, Ze vektor [¢)) je tfeba nor-
movat. Tedy

1111
H_lw@l_1] 1110
"TW) 4|11
1111

Vzhledem k tomu, Ze linearni obal vektoru |¢)) a jeho ortogonélni doplnék daji dohromady
(pomoci operace direktniho souctu) cely hilbertiv prostor, plati relace tplnosti Ph+P=1a
tedy
3 -1 -1 -1
- 1f -1 3 -1 -1
T4 -1 -1 3 -1
-1 -1 -1 3



Poznamka: Pokud by vam nedosla relace P, =1 — Py pro projektor ortogonalni na b,
miizete najit t¥i navzajem kolmé vektory, ortogondlni k |¢)), spravné je normovat a spocist
Py = |¢1) (1] + |d2) (da] + |d3) (¢3]. Tyto vektory nejsou uréeny jednoznacéné (ale Py vyjde vidy
stejné!) - najdete je jako jadro matice Fy. Lze napfiklad volit

3 0 0

1 -1 1 2 1 0

|QZ51> = ﬁ _1 |¢2> = % 1 |¢3> = E 1
-1 -1 -1

Posledni dvé otazky ze zadani spolu tzce souvisi. Ve hledaném rozkladu
f{ = O[p() + ﬁpl

pozname spektralni rozklad operatoru. Koeficienty lze snadno nalézt srovnanim levé a pravé
strany této rovnice v maticovém tvaru (rozmyslete), ale & = e—3t uz zndme nebot je to nalezené
vlastni ¢islo. Druhé vlastni c¢islo mizeme dopocitat také takto

€ —t —t —t 1111 3 -1 -1 -1
A . —t e —t —t e—3t| 1111 etrt| -1 3 -1 -1
pho=H—-abb=| , , o |~ 1111 1 1 -1 3 -1
—t —t —t e 1111 -1 -1 -1 3

a tedy [ = € +t je druhé vlastni ¢islo. Vlastni vektory uz zname: [¢), |p1), |p2) a |¢3).



Uloha 3(10 bodi)

Méjme dvé ¢astice se spinem 1/2 pfipravené ve stavu [¢)) = |++) v némz m4 kazda z nich
projekei spinového momentu hybnosti na osu z rovnu +%/2. Uvazujme operator 5'6, ktery udava
projekci vektoru celkového spinového momentu obou cCéstic S =50 4 3® do sméru € =
%(1, 1,1). Jaka je pravdépodobnost, Ze méfenim veli¢iny S, nalezneme hodnotu 0 a jaky bude
stav po méreni?

Reseni:
Uloha se opira o porozuméni popisu systému dvou ¢éstic se spinem 1/2, tj. o praci v hilbertové
prostoru daném direktnim soucinem (viz cviceni 2 a 3). Nejdiive je potfeba sestrojit operator
S... Operator vektoru spinového momentu hybnosti jedné ¢astice je dan pomoci Pauliho matic.
Jejich projekce na vektor € je

C(fory fo =iy froo ) (11 1y 11w

N 10’12 0[]0 —1 V3 V3v3) V3 lu -1 7
kde jsme zavedli zkratku u = 1 + 7. Operator S, dostaneme pomoci direktniho soucinu. V
prostoru dvou Castic se spinem 1/2 si zavedeme bazi vytvofenou z vlastnich vektoru z-tové

~

0 =0 -

™y

slozky jednotlivych ¢astic {| + +),|+ —),| —+),| — —)}. V této béazi vyjadiime
1 w 0 0 1 0 w* O
N h, . Aa h 1 u —1 0 0 01 0 wur
Se = 5(06®1+1®06)_§% 000 1 v |T|wo -1 0
0 0 uw -1 0O u 0 -1
2 v v 0
_hl fw 0 0 w
S 2Bl w 0 0w
0 v u -2

Pro predpovézeni vysledki méreni potfebujeme znat vlastni vektory odpovidajici vlastni
hodnoté 0. Ty najdeme feSenim soustavy rovnic

2 u w0 a
u 0 0 u* b | 0
u 0 0 wu c |
0 v u -2 d
Bazi v prostoru feseni mtizeme volit naptiklad
0 —u* 1—1
1 1 1 1 1 1
‘¢1> - \/§ -1 ) ‘¢2> - \/6 1 - 6 1
0 U 1+ 1
Hledana pravdépodobnost je
ul? 1
po = lon )2+ () = 0+ 19 = 3

Stav po méfeni je |¢2), protoze projekce |¢)) na vektor |¢1) je 0.



Poznamka: Existuji alternativni pfistupy. Naptiklad si mizeme uvédomit, ze vysledek mé-
feni na néz se ptame, zavisi jen na thlu mezi vektorem € a osou z. MiZeme zménit souradny
systém, tak Ze polozime osu z do vektoru € a mérit z-tovou slozku celkového spinového momentu
hybnosti, jehoz vyjadieni v bézi {| + +),|+ —),| — +),| — =)} je

N

A S
52:5(62®I+I®6z):h

S O O
O O OO
S O O O

o O O

Pocateéni vektor [¢)) méa obé ¢astice ve stavu

- (1) v ()

ktery najdeme jako vlastni vektor matice o. odpovidajici vlastni hodnoté +1. Tento vektor je
roven

[¢) = let) @e+) =

Hledanou pravdépodobnost najdeme projekei vektoru |¢) na vlastni vektory matice S, odpovi-
dajici vliastnimu ¢islu 0 (vyzkousejte, Ze dostanete 2|a|?|b|?, tj. stejny vysledek jako predchozim
postupem).



Uloha 4(10 bodi)
Céstice se nachazi ve sférické, nekone¢né hluboké, potencidlové jamé o poloméru a a jeji stav
je popsan vinovou funkci

U() = (2 + y)*sin(r).

Jaké hodnoty kvadratu momentu hybnosti L? mitZeme namé¥it v tomto stavu a s jakou prav-
dépodobnosti? Jaka bude vlnova funkce pokud namétfime nejmensi z téchto hodnot?

Reseni:

Tato tuloha dopadla asi ze vSech nejhiite. Nikdo se nepriblizil plnému ohodnoceni a tak jsem se
nakonec rozhodl zdvojnéasobit pocet bodu za tento ptiklad. To znamend, Ze deset bodi mohl
dostat uz ten kdo spravneé identifikoval, které sférické harmoniky budou v rozvoji vlnové funkce,
bez ohledu na konkrétni hodnoty koeficienti.

Pro feseni ulohy je dilezité si uvédomit, ze operatory slozek vektoru orbitalniho momentu
hybnosti zavisi jen na thlovych proménnych (ve sférickych soufadnicich) a proto pro zodpo-
vézeni otazky na méfeni momentu hybnosti, mizeme vlnovou funkci vynasobit nebo vydélit
libovolnou funkci 7 = /22 + y2 + 22. Uhlova ¢ast vlnové funkce tedy je u(f, ¢) = (x + y)?/r%.
Tuto funkci miiZeme rozvést do sférickych harmonik. Vyraz (z + y)? je homogenni polynom
druhého stupné a plisobenim Laplaceova operatoru dostaneme A(z + y)? = 4 # 0. Rozvoj do
sférickych harmonik tedy bude obsahovat nejen [ = 2, ale i [ < 2. Parita funkce u(0, ¢), pfi za-
méné (z,y,z) — (—x, —y, —=z) je sud4, a rozvoj do sférickych harmonik tedy nemutize obsahovat
lich4 I. Odpovéd na prvni otézku tedy zni, Ze mizeme naméfit hodnoty L? rovny A2[(I+1) pro
l=0al=2.

Pro zodpovézeni dalSich otazek potrebujeme koeficienty rozvoje

u(0, ¢) = coYoo + c20Ya0 + €21Yo1 + co—1Ya1 + €22Yo + c2_2Ya .

Nahlédnutim do tabulky sférickych harmonik v tahaku ihned vidime, Ze

327 Ty
15 (Yoo = Yo p) = 4Zr_2’
16, 322—12 22222 —y?
5 0T 2 B r2 ’
r? 2?4y + 22
VAT =15 = — &

Odtud plyne

2y 1 32w
2 —5\/1—5(5/22—3/272)7

2 2 1 16

TV = Ve - 2vArY |
r2 3 5

2 1 /167 1 /327 1 327
_ o) = | =vVar, ——=4/ —.0.0, — =4/ —. =4/ — | .
(0007020,021,02 1, C22, C2 2) <3 , 3 500 Ty 15’9 15 )

Kvadrat normy tohoto vektoru je

4 116 8 8 165+16+3.16 916 16
2 lew] (9 +95+15+15)7T 9.5 TT s T 5T

neboli




Pravdépodobnost nalezeni [ = 0 je

)
po = Ikl /N = .

Pravdépodobnost nalezeni [ = 2 je doplitkem do 1, tj po = 4/9. Stav po naméfeni nejmensi
hodnoty [ = 0 dostaneme z rozvoje vynechanim koeficientt pro [ # 0, radidlni pribéh ztstane
zachovén, tj. () = r?sin (Zr). (normovéni nefesime)

Alternativni feSeni:
Pokud si ¢lovek uvédomi, Ze v rozvoji funkce u (6, ¢) = (x+y)?/r? budou jen sférické harmoniky
sl =0al =2, lze hledané pravdépodobnosti nalézt projekci na sférickou harmoniku Y. Tento
postup neni zase tak pracny pokud jste zbéhli v integraci ve sférickych soutadnicich.
Nejdfive si funkci u pfepiSeme do sférickych soutadnic uzitim vzorci x = rsinfcos¢ a
y = rsinfcos ¢
u = (cos ¢ + sin ¢)?*sin® § = (1 + 2 cos ¢ sin @) sin® 4.

Normovaci konstantu najdeme integraci |u|? pfes jednotkovou sféru
s 2w
N? = / sin* @ sin #d6 / (1 + sin 2¢)*d¢
0 0
™ 2
= / (1 — cos? §)*sin Gdé’/ [1+2sin2¢ + (sin2¢)] d¢
0 0

Druhy z integralii vypoc¢teme zpaméti: prvni ¢len [ 1d¢ da samozfejmé 27, druhy ¢len [ sin 2¢d¢
je nula, ze symetrie funkce sinus a tfeti ¢len [ sin*2¢d¢ je stejné velky jako [ cos? 2¢d¢ a tedy
pilka z [ 1d¢ = 27. Mame tedy

T 1
N? = 37r/ (1—cos® §)*sin #df = 37r/
0

1 1 8
(1—y?)*dy = 3 2/ (1-2y>+y)dy = 67 [1 _ty _] — e

Pravdépodobnost namétfeni hodnoty kvadratu momentu hybnosti odpovidajici [ = 0 tedy
je
5 1 ?

= N72|(Yiglu)|2 = -2 —
Po Yool )™ = 64

™ 2
/ sin? § sin 6d6 / (1 + sin 2¢)dé¢
0 0

Druhy z integralt opét vidime zpaméti [(1+sin2¢)d¢ = 27. Prvni integral spocteme substituci

L L 1
/ sin? f sin fd = / [1 — cos®]@sin 6d) = / [1—y?dy =2 ll — %} = g
0 0 _

1

Celkové tedy mame



Uloha 5(10 bodi)

Bezstrukturni ¢astice s hmotnosti m je zachycena ve vazaném stavu v potencidlu, ktery je
aproximovan jednorozmeérnou delta-jamou V(x) = —\d(x). Jaké je hustota pravdépodobnosti
naméreni hybnosti p v tomto stavu? Jaka je pravdépodobnost, Ze v tomto stavu naméfime
hybnost p > ’\Tm ?

Mohou se hodit:

/°° I 7 /°° 1 1
L 1422 4 o (L4222 8 4

/OO 1 /OO 1 T /°° 1 37

= T _ = — _— = —
I ’ oo (L4 22)2 27 oo (L+22)3 8
Reseni:

Stacionarni Schrodingerovu rovnici

h2 "
———Y" = No(z)p = F
Syl = A2 = By
nejdfive vydélenim faktorem u druhé derivace prepiSeme ve tvaru

—¢" = No(a) = —K™),

kde jsme si zavedli zkratky A\ = 2mA/h? a k = /2m|E|/h. Soucasné jsme pouzili faktu, ze
energie vazaného stavu je zaporné. Clen s delta-funkénim potencidlem nepfispiva pro = # 0.
V takovych bodech je obecné feseni této rovnice ¢ = Ae™"* 4+ Be"*. Konstanty A a B budou
mit rtizné hodnoty na intervalech (—o0,0) a (0, 00) a uré¢ime je pouzitim okrajovych podminek,
spojitosti vinové funkce a normovanim:

1. Vlnova funkce nesmi riist exponencialné v nekonecnu, tj. feseni pro x > 0 je 1 = Ae™"".
2. Podobné chovani v minus nekonecnu da pro x < 0 tvar ¢ = Be™”.
3. Spojitost vlnové funkce v x = 0 vyzaduje A = B, neboli 1) = Ae~"I®,

4. Integraci najdeme spravné normovanou funkci

o] 0 2
/ [¥[2de = 2]A\2/ .
—00 0 K

neboli ¢ (r) = /re "I

Zatim jsme nepouzili podminku pro napojovani derivace. Vypada to, ze uz je vlnova funkce
uplné urcend, a nemame dalsi prostor pro splnéni néjaké podminky, ale tato dodatecna pod-
minka urcuje energii vazaného stavu. Bez znalosti této energie neni vinova funkce zcela urcena.
Jak vime z prednésky, delta-funkéni ¢len ve Schrodingerove rovnici znamend, ze v prvni derivace
vlnové funkce méa skok

AY'(z) = lim [/(€) —P'(—€)] = =Ap(0)

e—0+

Dosazenim funkce ) (z) = /ke "*l do této rovnice dostaneme podminku —2x = —\ neboli

vvvvv




Pro zodpovézeni otazek kladenych v tloze, nejdiive prejdeme do p-reprezentace
dz

o) = [l elvar - vi [
0 ) o0 .
_ %:L{\/_oo e;bp:tertdx_i_\/O e;bpxnxdx}

B P A N h B 1 2
VNV orh \kh—ip  kh+ip _\/27r/1h1+(§h)2'

Tato vlnova funkce vznikla unitarni transformaci z normalizované funkce a neni ji tudiz tfeba
vice normovat. VSimeéte si rovnéz, ze integraly v druhém radku jsou navzajem komplexné sdru-
zené. Stacilo tedy spocist jen jeden z nich. Je dobré si téz uvédomit, Ze prirozena skala hybnosti
pro nas problém je dana konstantou py = kh = mA/h. Hustota naméfeni hybnosti p ve stavu
|1)) je ddna kvadratem vlnové funkce v p-reprezentaci

o~ npr—Hlz]

p(p) = [¥(p)|* = Wipo {1+ (p/po)?} "

Druhou otazku zodpovime jednoduchou integraci

P(p > :/ d:—/ —_:_{___}:___io'og’
(p po) P(p) p T/, [1+(p/po)2]2 Do 18 4 4 27

po

pricemz jsme vyuzili hodnotu jdenoho z integrali uvedenych v napovédeé.



