Uvod

V tomto dokumentu naleznete zadani a vzorové feseni zapoctové pisemky z prednasky ” Kvan-
tova mechanika I” za ZS 2016/17. Ulohy byly voleny tak, Ze by je mél byt schopen beze zbytku
vyresit kazdy, kdo absolvoval prednasku a cviceni pokud by mél dost casu, ale k vyfeseni tloh
v ¢asovém limitu (90min) je potfeba jesté trochu tviréi invence a porozumeéni riiznym souvis-
lostem v latce prednasky.

Na ziskani zapoctu by vam mélo stacit ziskat par bodi, k vykompenzovani piipadnych
bodovych ztrat z domacich tloh. Snazil jsem se ulohy volit tak, aby kazdy kdo se vénoval
hloubéji priprave a spocital si pfedem par tloh, byl v casovém limitu schopen ziskat alespon
zkousce.

V nasledujicim textu naleznete vzorové feseni. Doporucuji si je peclivé precist pro pripravu
ke zkousce. Snazil jsem ukazat, nebo alespon naznacit vzdy nékolik postupi vedoucich k feseni
a rovnéz poukazat na rtzné souvislosti.

Pozndmka: ReSeni pro kazdou tlohu by se mélo vejit na jednu stranku (véetné zadéani). To ze
jsou Teseni delsi je dano diskusi riznych metod, které lze pouzit.



Uloha 1(10 bodi)

Uvazujme bezstrukturni ¢astici ve dvou dimenzich s operatorem polohy 7= (Z, ¢), operatorem
hybnosti 7= (P, py) = —1h(0,,0y) a momentu hybnosti L = 2p, — §p,. Najdéte komutatory
(&, L], [py, L) a [72, L).

Reseni (1. zpiisob):

Je dobré zacit od kanonickymi komutac¢nimi relacemi
[&, 5] =ik, [2,p,) =0, [£,9]=0,
[gvﬁy] = ih? [g7ﬁ$] =0, [ﬁx;ﬁy] =0,

Déle postupujeme piimocaie uzitim pravidla [AB, O] = A[B, C] + [A, C|B. Tedy
@, L) = (& dp, — §bs) = & [&,D,] + [, 2] By — 9 [&, Pa] — [2, 9] P = —ih,
—_—— = ——
0 0 ih 0
[ﬁyy IA/] = [ﬁyy fiﬁy - @ﬁx] =1 [ﬁyaﬁy] + [ﬁya i‘] ﬁy - g [ﬁyaﬁx] - [ﬁya g] ﬁx = _ihﬁxa
—_—— N~ —_—— N~
0 0 0 —ih
@+ 9% L) = ale, L]+ [&, L)@ +9[9, L] + [§, L] § = ih(~25 — 93 + §i + &9) = 0,
p ~
—ihg i

Jiné reseni:
Mnozi z Vas ziejmé nemaji radi kanonické komutacni relace a postupovali tak, ze zaptsobili
komutacni relaci na vinovou funkci a vysledek se snazili upravit pomoci Leibnitzova pravidla:

A

(@, LW (2,y) = [2,8p, — §pulv = —ih(2®Oyp—2ydpp—x Oyatp +y Bpwp ) = —ihgep,
Y+x0p1)

A

[ﬁyv L]@Z) - [ﬁyajﬁy - gﬁ$]¢ - (_Zh) (3 xayqu) yyaﬁz) _x8y8y¢+yaxay¢) - _ihﬁw¢v
Oy Oz Y401
YOy Oz 'z

Podobné se da spocist i posledni komutator, i kdyz je tam jesté vice clent, ale ty se nako-
nec vynuluji. Mnoho z Véas si uvédomilo, Ze operator L ma jednodussi vyjadieni v polarnich
soutadnicich 5
L=—ih—.
o
Toto vyja,drenl je nezavislé na souradnici r, a proto musi tento operator komutovat s operato-
rem 72. Vétsinou jste nezdivodnili pro¢ je toto vyjadieni operatoru L spravné. Operator L je
formalné totozny s operatorem L, pro c¢astici ve tfech dimenzich, jehoz tvar jsme si odvozovali

ve sférickych soutadnicich. Operator L pak predstavuje restrikci tfirozmérného L, do roviny
z=0.

Poznamka:
Kolega 777 si v8iml, ze hledané komutatory jsou vyjadienim obecnych relaci

[Va, [A/ﬁ] = Zli:Lea/gW‘?7

platici pro libovolny vektorovy operator a napsal rovnou vysledek. Tento postup jsem povazoval
rovnéz za spravny, i kdyz je to opét s vyhradou, Ze striktné feceno bychom méli zdtvodnit
podrobnéji restrikci operatort ze tii dimenzi do roviny z = 0.



Uloha 2(10 bodi)
Predpokladejte, ze stavovy prostor ¢astice v kvantové 6-tecce je linedrnim obalem ortonormalni
baze {|n),n =1,...,6}. Na tomto prostoru definujeme operatory

C=) In+1){nl,  H=—tY (In+1){nl+n){n+1]),

pficemz pouzivdme konvenci (|n + 6) = |n), tj. napt. |7) = |1)). Ukaite, ze C' je unitarni (3
body). Déle najdéte ¢isla a a 3 tak, aby operdtor P = al + 3C? byl proje¢nim operatorem (3
body). Ukazte, ze [H,C] = 0 a najdéte redlnou funkei f(z) takovou, aby H = f(C) (4 body).

Reseni 1 (ptsobenim operatort na bazi):

Plati

Clm) =Y "In+1)(njm) = |0+ 1)dum = [m + 1) (1)
déle )

Clim) = " In)(n+1m) = [n)0ni1m = Im — 1)

neboli C’Té\m> = |m), tj. akce operatoru CT vraci akei C tj. Ct = C~! a operator C je tedy
unitarni. Déle je vhodné si uvédomit, Ze z rovnice (1) vySe plyne

C|m) = [m +n) (2)

pficemz tato relace plati pro kladna i zdporna celd n. Navic z cyklické podminky |n + 6) = |n)
plyne Co=1. Nyni uz mizeme najit hodnoty konstant o a 3 pro néz je operator P projekéni.
Budeme vychéazet z vyrazu

P? = o*] +208C% + B*C% = (a? + ()] + 208C°.
Podminka P? = P definujici projek¢ni operator je splnéna pro

a = o+
g = 22ap.

Tato soustava rovnic ma prave 4 feseni. Trividlni feSeni @ =0, # =0 a « =1, § = 0 odpovidaji
volbé P=0a P = I tj. projektorim na nulovy vektor a na cely Hilbertiiv prostor. Mnoho z Vés
tyto feseni prehlédlo, protoze vydélilo druhou rovnici konstantou 3, ktera mitize byt nulova, ale
tuto chybu jsem toleroval bez ztraty bodu. Dvé netrividlni feseni lze shrnout vzorcem o = 1/2
a 3 = £1/2 neboli
P = %(I + C3).

Kolega Guth Jarkovsky si navic spravné uvédomil, Ze jde o projektory na stavy symetrické /anti-
symetrické vii¢i plisobeni operatoru C3Jy)) = +[4). Vétdina z Vés zapoméla ovéfit podnimku
Pt = P, které ] je splnéna automaticky pro realné hodnoty a a 3. Vzhledem k tomu, Ze vSechna
nalezena feseni jsou skutecné realna, jsem toto opomenuti nepenalizoval ztratou bodi.

Dalsim tkolem bylo ovérit, ze operatory CaH komutuji. Nejjednodussi je uvédomit si
vztah

H=—t(C+C". (3)

Z néj je jiz jasné, ze operatory komutuji, nebot kazdy operator komutuje se svym sdruzenim.
Alternativné by se dalo ovérit, ze

HC|n) = —t(|n+2) + |n)) = CH|n).



Vztah (3) jesté sice neodpovid4 na posledni otazku, protoze operator CT neni realnou funkci
opratoru C, ale vzpomeneme-li si, Ze jsme dokézali unitaritu C', mizeme psat

A A

H=—t(C+C™)=f(C)
pro funkci f(x) = —t(z + 1/x).

Poznamky k dal$im zpusobum reSeni:

Vétsina z Vas se vydala jinymi cestami Feseni. ReSeni vise mé tu vyhodu, Ze vétsinou nemusime
pracovat piimo s operatory, ale jen s bazovymi vektory. Pokud chcete 1ze celé feSeni provést
pifmo s operatory. Napiiklad unitaritu, s uzitim vztahu (|a)(b|)" = |b){a| ovéiime takto

CCT=>"|m+1)(m| > |n)(n+1| = ZZ‘m—l— Omn(n+ 1= m+1)(m+1| =1,

m n m

kde jsme si uvédomili, Ze posledni zapis je po substituci [ = m + 1 rozkladem jednicky. Spravné
bychom meéli ovérit i opac¢nou relaci CtC = I ale v konetnédimenzionalnich prostorech je jiz
splnéna automaticky.

K feseni dalsich ¢asti bylo potieba dospét v néjaké formé ke kli¢ové relaci (2). V operatorové
podobé tato relace vypada takto

cn = Z\m+n><m\

m

a da se odvodit postupnym nasobenim, nebo matematickou indukci

it =CnC = Z\m+n m\Z|k+1 (k| = ZZ|m+n O 1 (K| = Z|k+n+1><k|.

Opét se da s uzitim unitarity C dokéazat, ze tato relace platii pro zaporna n. Se znalosti téchto
relaci se da dale postupovat podobné jako vyse.
Dalsi moznost je pouzivat maticovou reprezentaci operatort

000001 010001
100000 101000
A 010000 A 010100
0_001000 H__t001010
000100 000101
0000T10 100010

Nékteii z Vis zapomnéli na jednicky v rozich ze clentt |7)(6] = [1)(6] a |6)(7| = [6)(1]. Unitarita

CCt = I se pak dokaze primo maticovym nasobenim stejné jako komutator [C’ H ] = 0, nebo
lze unitaritu nahlédnout z toho, Ze matice C vznikne premutaci jednotkové matice a tedy jeji
radky tvori trivialné ortonormalni bazi. Mocniny matice C' pak vypadaji takto

000 01O 000100 100 000
000 0O0°T1 000 01O 01 0000O0
G2 100 000 3 000 0O0T1 6 001 00O
010000 1 00 000 000 10O
001 00O 01 000O0O0 000 01O
000100 001 00O 000 001

S témito relacemi jiz dokonc¢ime tlohu podobné jako predchozim pristupem.



Uloha 3(10 bodi)

Na stavovém prostoru kvantového linearniho harmonického oscilatoru uvazujme nasledujici ope-
rator U = [I + a' —a] ™[I — a' + 4], kde @ je anihilaéni operator. Dokazte, ze U je unitarni
(3 body). Naleznéte stiedni hodnotu hybnosti (3 body) a polohy (4 body) ve stavu daném
vektorem |¢) = (\O> + ]1)) kde |0) a |1) = a'|0) je zakladni a prvni excitovany stav.
Ndpovéda: najdéte (I + af — a)|0).

Reseni:
Nejdiive se pokusime dokézat unitaritu operatoru U. Piitom pouzivame relace (AB)! = Bt AT,
(A+ B)t = AT+ BT a (A7) = (A")~!, takze

U= -a +af([I+at—a™) =1 —a+al|[l +a—al]?

Nyni si uvédomime, zZe oba faktory ve vyrazu pro operatory UiUt jsou funkci operatoru a — a'
a tudiz navzajem komutuji. Takze poradi faktort si prizptisobime a tedy

ot —a)[l+af—a) ' —a'+al=[I+a—al"‘[[+a—al]=1
1

Obréacena relace UUT = I se dokaze stejné. Pred vypoctem stfednich hodnot se zamyslime nad
napovédou R
(I +a" —a)lo) = [0) + 1),

kde jsme pouzili relace al0) = 0, a'|0) = |1). Vidime, 7e stavovy vektor |¢)) miiZeme upravit
nasledovné

A

W) =U(|0) + 1)) = [[ +a' —a] ' [[ — al + a] (] + af — a)|0) = [T — af + a][0) = |0) — |1).

Podtrzenim jsme vyznagcili ¢leny, které miizeme prokomutovat k sobé, takze se navzajem vyrusi.
Pred vypoctem stfednich hodnot je tieba jesté vlnovou funkci normovat

[¥) = Z5(10) — [1)).
Vypocet stredni hodnoty hybnost: mize vypadat treba takto

a—al P 11 _ a—af _
s Y= z\/_\/_\/_(<0| {1)( )([0) = [1)).

Nyni si uvédomime, 7e nenulové maticové elementy jsou jen (0la|1) = (1|a’|0) = 1, takze

(p) = ((1la*|0) — (0]a[1)) = 0.

< > <¢|p0

2f

Mimochodem (p) se dala vy¢islit bez napovédy, kdyz si uvédomime, Ze operator U je funkei
operatoru p a tudiz s nim komutuje, takze UTpU = UTUp = p.
Stredni hodnotu polohy vypoc¢teme podobné

(@) = —=((0] = (1])(@+a")(|0) — [1)) =

Lo A A Lo
—=_((1]a']0) + (0]a|1)) = —=.

s S (1al10) + (0| = <2
Poznamky: Alternativné Slo celou ulohu feSit v p—reprezentaci, pricemz uz jsme zminili, Ze
operator U lze napsat jako funkci p, vlnova funkce [¢)) se d4 napsat pomoci Hermiteovych
polynomt a operator & = 1hd,.



Uloha 4(10 bodi)

Bezstrukturni ¢astice s hmotnosti m je zachycena v potencialové jamé aproximované d —potencidlem
V(z) = —Ad(x), kde A > 0 je konstanta. Hloubka jamy se najednou zvétsi na dvojnésobek.
Jaka je pravdépodobnost, ze ¢astice utece z jamy pryc?

Reseni:
Pocatecni stav najdeme fesenim stacionarni Schrodingerovy rovnice
hZ

g = M) = By

Potenciél je nulovy mimo bod x = 0. Obecné feseni pro fixni energii £ < 0 tedy je

| Ae™"™* 4 Be"* pro x < 0,
V() = { Ce " + Def® pro x > 0,

kde xk = %\/2m|E | je funkci zatim nezndmé energie. ReSenim pro vazany stav musi byt kvad-
raticky integrovatelna funkce a tedy A = D = 0. V bodé x = 0 musi byt vlnova funkce spojita
tj. B = C. Vysledna vlnova funkce tedy ma tvar

(x) = C exp(—klzl).

Jak jsme si fikali na prednéasce, —clen v potencialu se da zapocitat podminkou na skok v
derivaci

Ay'(0) = lim [0 +€) — (0 — )] = 2 A(0).

e—0+ h?

Po dosazeni tvaru vlnové funkce zjistime, ze tato podminka je splnéna pro jediné

Am
2

K =

Energie jediného vdzaného stavu potom je F = —h?k%/2m = —A\*m/2h?. K Gplnému urceni
vlnové funkce zbyva zjistit normaliza¢ni konstantu C', kterou dotaneme z podminky

o o 1
1= / |¢(z)]Pde = 2]0\2/ e dy = 2|C* —
oo 0 2K
neboli C' = /k. Tim jsme zcela uréili vlnovou funkeci vazaného stavu v pivodni potencidlové
jamé. Po prohloubeni jamy na dvojnasobek bude vazany stav v nové jamé popsan vlnovou
funkci qﬂ(x), ktera je ddna stejnymi vzorci, ale s hodnotou A = 2\ coZ se projevi jen zdménou
k — 2K neboli

() = V2 exp(—2xlz]).

Amplituda pravdépodobnosti, ze ¢astice zluistane zachycena v takto zménéné potencialové jamé
tedy je

~ 0 ~ 00 2./2
0 = W) = [ v s =2 [ Vare s - Tf
o 0
Pravdépobnost odchodu z jamy pak je dopliikem pravdépodobnosti zachytu

8 1
—1—|aP=1—-==.
p lal 5= 9



Uloha 5(10 bodi)
Bezstrukturni c¢astice nachazejici se v trojrozmérné potencidlové jamé je pripravena ve stavu

popsaném vlnovou funkci

U(a,y.2) = (x +y+2)%e,
kde r = /a2 +y?2+ 22 a A > 0 je konstanta. Jaké hodnoty kvadratu momentu hybnosti
miizeme naméfit a s jakou pravdépodobnosti (5 bodi)? Predpoklddejme, Ze jsme namérili
nejnizsi z téchto hodnot. Jakd bude (po tomto méfeni) pravdépodobnost, Ze ¢astice je nejvyse
ve vzdalenosti (2)\)~! od pocatku (5 bodt)?

00 1 a
/ 2"e ¥dx = nl, / 2"e dr = n! — =,
0 0 e

kde apg = 1, ay = 2, ag — 5, as — 16, g4 — 65, ay — 326, ag — 1957, a7 = 13700.

Mohou se hodit:

Reseni I: (rychlé)

Nejrychlejsi zptsob feSeni je uvédomit si, Ze odpovéd na otdzku méfeni kvadratu momentu
hybnosti, ani vzdalenosti od poc¢atku nezavisi na zvoleném souiradném systému, takze si zvolime
soufadny systém, v némz osa z mif{ ve sméru vektoru (1,1,1). V tomto souradném systému je
vlnova funkce jednodussi

U(x,y,2) = Czle™",

kde C' je v tuto chvili nepodstatna konstanta. Pohledem na tabulku sférickych harmonik zjistime

Yo, — L 12 2
” fﬂ- T25 322_p2 = 322 = TZ \ 47T <—}/20 + YE)O)
Yoo = Vi 2 2 V5

Posledni vyraz v zavorce je thlova ¢ast vlnové funkce, ktera obsahuje plnou informaci o méfeni
momentu hybnosti. Vzhledem k tomu, Zze kulové funkce tvori ortonormalni bazi na jednotkové
sféte je kvadrat normy vyrazu v zavorce roven %—i— 1= %. Spravné normované thlova ¢ast vilnové
funkce tedy je

V5

2
9,0) = 2Ya0 + 22V,
o(0, ) 3 20 + 3 100

a radialni ¢ast vinové funkce 1 je r? exp(—Ar). Koeficienty u sférickych harmonik potom pied-
stavuji amplitudy pravdépodobnosti pro méfeni momentu hybnosti. Specialné pro operator
kvadratu momentu hybnosti mizeme naméfit hodnoty A%l(l + 1) pro I = 0 a | = 2, tj. hodnotu
0 s pravdépodobnosti 4/9 a hodnotu 6A% s pravdépodobnosti 5/9. Po nalezeni hodnoty | = 0
dojde k redukci vlnové funkce do stavu

U(x,y,2) = NYyorle ™.

Normaliza¢ni konstantu najdeme integraci (symbolem d?(2 zna¢ime integraci pies jednotkovou
sféru)

6!
(237

1= / ’w‘2d3—»: / ]N]Z\%()]Z?Ae*”‘r?ﬁdZer — ’NP/ 7“6672)‘rd7° — ‘N‘2
0
neboli |N|? = (2X)7/6! a hledana pravdépodobnost je (vyuZijeme integralu z napovédy)

20)7 2N\ /(2N
p = / W‘ngFZ( ) /‘%0’2T4€2Arr2dZQdT:( ) / rSo=2M 4,
r<(2a)-1 0
1

6! 6!

- r — H — 1 — . 1
6! (2)\)7 ; z e *dx 6 720e 8.3 x 10




ResSeni II: (v ptivodnich soufadnicich)
Pokud chceme fesit tlohu v ptivodnich souradnicich budeme postupovat podobné, ale dosta-
vame ponékud komplikovanéjsi vyrazy. Uhlova ¢ast vinové funkce je tmérna vijrazu

r 2w+ y+2)? =r (@ + y?P 27+ 2oy + 2y + 222).

Nyni da vice prace zkonstruovat jednotlivé ¢leny z tabulky sférickych harmonik

Yoo = \/%—ﬂ = 2?2 + % + 22 = r2/4nYy,
Yoo — Yo 2= \/é—i%y = 2wy =12\ /25 L (Yoo — Yaoo),
Yoor + Yo = /28" = 2yz =12\ /2i(Yaoy + Yau),
Yoo = Yo = /2 7% = 2zz =1 [T (Yau1 — Vo).

Pidvodni vlnovou funkci tedy mtizeme rozlozit do sférickych harmonik nasledovné

8 1 2 . ,

=12 VAm { Yoo + \ 1r5:(Yo2 = Yaua) + 4/ [0 + 1)Youy 4 (2 — 1)Yau] o
1524 15

Vyraz v zavorce je ihlova ¢ast vinové funkce, kterou opét miizeme normovat na jednotkové sfére,

pricemz kvadraty koeficient u jednotlivych harmonik daji pfevraceny kvadrat normovaciho

koeficientu
15+4+8

81 2
NZ2=1+—-(1+1)+—(2+2)= T

154 15
Spréavné normovand thlova ¢ast vinové funkce tedy nyni je

V5 2 . . .
¢(79, (,0) = ?3/00 + 2—7 [11/2_2 + (Z + 1)5/2_1 + (Z - 1)3/21 - 23/22] .

9
£

Pravdépodobnost naméfit nulovy kvadrat momentu hybnost tedy je 5/9 a pravdépodobnost
nalézt hodnotu 642 = I(I + 1)Ah% pro [ = 2 je doplnék do 1 t;.

2 1+2+2+41 4
27( +2+2+1)= 5
Zbytek tulohy se tyka jen radialni casti a bude probihat stejné bez ohledu na volbu natoceni
souradného systému.

ResSeni III: (Integraci, bez p¥imého rozkladu do sférickych harmonik)

Jesté asi dopiSu podrobnéji. Staci si uvédomit, Ze v rozkladu bud jen I = 0 a | = 2 (sudy
polynom fadu 2). Pravdépodobnost naméfeni [ = 0 se najde projekei na Yo, tj. integraci

2
S [ ey, )@
Po = =
J (. y, 2)[Pd3r

Tato integrace se opét nejsnaze provede ve sférickych soutradnicich orientovanych s osou z ve

sméru (1,1,1), ale da se to provést i v pivodnich soutadnicich. Pravdépodobnost namétit [ = 2
je pak doplnék do 1.




