Uvod

V tomto dokumentu naleznete zadani a vzorové feseni zapoc¢tové pisemky z prednéasky ”Kvan-
tova teorie II” za LS 2022/23. Oproti minulym b&htim moji pfednasky ”Kvantova mechanika
I1” se snizila hodinové dotace z 4/2 na 3/1, proto jsme misto péti tloh Fesili jen ¢tyfi. Rovnéz
jsem poskytl v podstaté neomezeny cas (prakticky to skoncilo na 140min). VSichni kdo vydr-
zeli do konce pisemky (9 studentil) ziskali alespon polovinu bodu, ¢imz si vyslouzili odpusténi
pocitani u zkousky. Vzorové feseni nize, si doporucuji peclivé precist pro pripravu ke zkousce.
Pokud to bylo mozné, snazil jsem ukazat, nebo alespon naznacit nékolik postupt vedoucich k
feSeni a rovnéz poukazat na rtizné souvislosti a nejcastéjsi chyby.

Co se tyce uspésnosti jednotlivych tloh, tak primérny pocet bodl z odevzdanych Feseni
byl v pomérné uzkém rozsahu 7.25-8.15, pficemz ulohy s vysSim pofadovym c¢islem na tom
byly trochu htife. V prezencni ¢asti mi vSech 9 studentii odevzdalo vSechny tlohy. V feSe-
nich odevzdanych dotatecné se pocet odevzdanych feSeni jednotlivych tiloh postupné snizoval
(18,17,17,11). Celkové hodnotim vysledky pozitivné, zda se, Ze se mi podafilo sladit obtiZnost
tloh s tlohami, s nimiz jste se setkali na cviceni a v doméacich tkolech.



Uloha 1(10 bodi)
Castice v kvantové trojtec¢ce ma hamiltonian

h=—B(11)(2 +2)(3] + 3)(1)) + b c. = =B Y [m)(n,

m#n

kde h. c. znamend hermitovsky sdruzeny predchozi ¢len. Uvazujte takovou trojtecku zaplnénou
dvéma navzdjem neinteragujicimi elektrony (tj. nerozlisitelné ¢éstice se spinem 1/2). Najdéte
energie a stupen degenerace stacionarnich stavi. Dale najdéte vinovou funkci stavu s nejvétsi
energii a z-slozkou celkového spinu rovnou 1h. Jaka je v tomto stavu pravdépodobnost, Ze
néktery z elektront je v tecce |1) a soucasné ten druhy v tecce |2).

Reseni: Uloha byla v nékterych bodech podobna domécimu tikolu. Je vhodné nejdiive vytesit
jednoelektronovy problém pro uvedeny hamiltonian bez spinu. V maticové podobé
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kde jsme rovnou napsali vlastni vektory. Jejich nalezeni zde snad jiz neni tfeba opakovat. Dodejme
jen, ze prvni |¢g) 1ze uhodnout ze symetrie a vynasobenim matici h ovéfime, Ze se jedna o vlastni
vektor odpovidajici vlastnimu ¢islu ¢g = —23. U dalSich dvou vektort si vynasobenim ovérime, Ze
odpovidaji oba vlatnimu ¢islu €; = e = .

Nyni je potfeba si uvédomit, Ze pro neinteragujici elektrony se energie prosté scitaji a vlnové
funkce jsou dany (spravné antisymetrizovanym) sou¢inem jednoelektronovych feseni. Hamiltonidn
navic nezaleZi na spinu, spin se jen uplatni pro vypocet poctu stavi s danou energii. Nejdfive si pro
pozdéjsi kontrolu rozmysleme dimenzi stavového prostoru. Mame dohromady 3 x 2 jednoelektronové
stavy (tf1 prostorové krat dvé hodnoty spinové souradnice). To znamend Ze pro dvé rozlisitelné ¢astice
by bylo k dispozici 6 x 6 stavii, ale antisymetrizace ponecha jen 6 x 5/2 = (g) = 15 stavi (6 se zméni
na 5 protoze druhou ¢astici jiz nesmime dat do stejného stavu a dvéma délime, protoze nerozlisime,
zda je Castice 1 ve stavu A a Castice 2 ve stavu B nebo naopak - antisymetriza¢ni operator udéla z
obou pfipadu stejny stav). Zakladni dvoucéasticovy stav s energii E = —4f je tedy nedegenerovany
|v) = ‘.D]> Grafickym znazornénim vlnové funkce jsme ukazali, Ze stav |¢g) s energii € je obsazen

dvéma elektrony s opaénym spinem (vétsi obdélnicek) a stavy |¢1), |¢2) jsou prazdné. Druhy stav stav s

energii £ = eg+€; = — je 8krat degenerovany [¢) = ‘..> ).-> > > ).->
‘.->, ).->, .II Nejvyssi energie 273 je pak 6krat degenerovana, konkretne |¢ = )D>,
OICE)- [T [T [6)-

celkem méame 14+84-6=15 stavili, takze jsme vycerpali cely dvoucasticovy prostor. Posledni otazka se
tykala stavu s nejvétsi energii a se z-slozkou spinu 1A coz je

= [T = vadiomlon = &5 {ionle) — ga)lon } 1)11),

>. Mizeme si zkontrolovat, ze jsme spravné pocitali:

kde jsme rozepsali antisymetrizaci vlnové funkce explicitné v prvnim kvantovéni. Jesté dosadime na-
lezené funkce |¢p1) = %(2|1> —12) = [3)), |p2) = %(|2> —13)), takze

[¥) = Z5l112) = [2)[1) + [2)[3) = [3)[2) + [3)[1) — [DBHIT)IT),

kde prvni dva ¢leny odpovidaji tomu, Ze jedna ¢astice je v tecce |1) a druhd v teéce |2) a hledana

pravdépodobnost tedy je p = % + % = %



Dalsi poznamky k fesSeni: V zadéani jsem si nevS§iml nejednoznacnosti v uréeni hledaného stavu.
Vyse uvedeny stav ma nejvyssi energii, za predpokladu, ze 8 > 0. Nékteri jste na to v feSeni upozornili,
s tim, Ze v obraceném pripadé by stav s nejvyssi energii nemél spravny spin. Na druhé strané v nékolika
feSenich jste zapomnéli na znaménko a vyslo vam poradi stavii stejné obracené, coz vedlo ke zmatktm.

K dalsi chyba, ktera se nékterym vloudila spocivala ve vypoctu pravdépodobnosti. Neékteri jste
pouzili formalniho postupu vypocétu pravdépodobnosti pomoci projektoru p = <¢|Jf’\@/}>, kde

P = 1)1 @ [2){2] + [2){2] ® [1)(1] = [12){12] + [21)(21].

Chyby, které se objevily spocivali jednak v zapomenuti druhého ¢lenu (u nerozlisitelnych ¢astic ne-
zbytného) a nebo v chybném pfidani faktoru % do definice projektoru.

Komentdr ke znaceni: V TeSeni vyse jsem pro nadzornost znadil stavy grafickymi symboly, které
jsou vlastné nazornym zobrazenim reprezentace obsazovacich ¢isel. Pro zajimavost vypisuji nékteré
zminéné stavy, v této reprezentaci a také v reprezentaci prvniho kvantovani. Pro obsazovaci ¢isla si
zvolime pofadi | Ng,+Ngg—Ng,+ No,—Ng,+ Ng,—), takze zakladni stav je

[F][T) = 1110000) = V2Algatildod = Lilao)lo) () = DD}

Stavy s energii F = —f pak jsou

(]) = 1101000) = V2Aléqt)ért) = 5 {Idodr) — [d1d0)} [1)I1),
L) = 1010100) = V2Aléol)lérd) = Z; {Iéon) — [érd0)} 1)1V,
[R[0) = 1100200) = v2Aléot)é1d) = 25 {Iéodr) D) = le160) 1T}
i)y = I012000) = V2Algol)lert) = 5 {Iosr) 1) — [é100 114}

a podobné dalsi ¢tyfi stavy vzniklé zaménou ¢; — ¢2. VSiméte si, ze prvni dva stavy jsou vlastné ¢leny spinového tripletu a maji
antisymetrickou prostorovou ¢ast. Kde je tfeti ¢len tripletu? Ten dostaneme linarni kombinaci poslednich dvou stavii

5 11100100) +[011000)} = 5 {Igod1) — [ér0)} {ID)IL) + [1)11)} -
Druh4é linearni kombinace pak d& singletni stav
5 11100100) —011000)} = 5 {Igod1) + [é1b0)} {ID)IL) — [)11)} -

Vsiméte si, ze singletni stav ma symetrickou prostorovou a antisymetrickou spinovou ¢ast, zatimco vsechny cleny tripletu maji
stejnou antisymetrickou prostorovou ¢ast ve shodé s tim, jak jsme fesili podobnou tlohu v prvnim kvantovani na cvi¢eni. Néktefi
z vas diskutovali degeneraci stavi pravé v této reprezentaci.

To souvisi s poslednim zptisobem feseni, ktery se objevil. PfiSel mi komplikovanéjsi na provedeni, ale dava dalsi nezavisly pohled,
tak jej alespon zminim. Jde o to, ze nemusime vychazet z jednocasticového reseni, ale miizeme primo diagonalizovat dvoucasticovy
hamiltonian v ptivodni bazi. Pfitom vyuzijeme nezavislosti hamiltonidnu na spinu, takze stacionarni stavy musi byt vlastnim vektory
celkového spinu. To znamend, Ze tripletni stavy budou (spinové) tiikrat degenerované a budou mit antisymetrickou prostorovou
¢ast a singletni stavy budou (spinové) nedegenerované a budou mit symetrickou prostorovou ¢ast. Antisymetrickd prostorova ¢ast
je tfirozmérna a za bazi lze zvolit

L2 - 20}, L {23)-32)}, L {30 - [13))
a symetricka se Sestirozmérna s bazi
1), 22),  33), {2 +2D)},  S{23)+32)}, S5 {31 +[13)}.

V téchto bazich napiseme hamiltonidn jako 3 x 3 matici pro tripletni stavy (devét stavi, ale po trojici se stejnou energii a jinou
projekci spinu) a matici 6 X 6 pro singletni stavy. Tu diagonalizovat vyzaduje jistou obratnost nebo pouziti symetrie, ale to je na
jinou prednéasku.



Uloha 2(10 bodi)

V systému z tlohy 1 napiste hamiltonian h (respektive jeho rozsifeni jako jednocésticovy opera-
tor na Fockiv prostor) ve formalismu II. kvantovani. Dale napiste v tomto formalismu posuno-
vaci operator 5. = 5, — 45, pro celkovy spin. Pomoci téchto vyrazii a kanonickych komutacnich
relaci ukazte, ze tyto operatory komutuji.

Reseni: Prvni ¢4st tlohy je totozna s ¢asti doméciho tikolu 4, takZe by méla byt snadné. PouZijeme
znamy vztah pro vyjadfeni jednocasticového operatoru na Fockové prostoru

H =" (alhlp)ala,
a7ﬁ

kde a, kreuje stav |a) = d:&|0> a « je kompletni sada kvantovych ¢isel popisujicich jednocasticové
stavy (vlastni &isla USKO). V naSem piipadé je o = n,s, kde n = 1,2,3 uréuje polohu v jedné z
kvantovych tecek a s = +1 urcuje projekci spinu s, = h. Pro hamiltonian z tlohy 1 je

(n, s|hlm, sy = —B(1 = Gpmn)dss

a tedy
H==8) 3 ahins
S m#n
Podobné posunovaci operator S_ pro jednu c¢astici se da vyjadrit jako s_ = Bl gor © |=)(+|, kde jsme

explicitné vyjadrili i fakt, Zze operator neptisobi na prostorové stupné volnosti, takze
(n,s|3_|m,s") = hdmnde-Og+

neboli posunovaci operator pro celkovy spin (tj. soucet posunovacich operatort pres vSechny ¢astice)
A o A-l- ~
S_=h E a,_a, ..
n

Nyni nam zbyva jen spocist hledany komutator

[PAI,S'_] = _BhZZZ[dLsdmw&}z—ko

s m#n k

= _ﬂhz Z Z (d:r’bs[&ms’ &]Tg—&k+] + [&Izs’&L—dk+]&ms) .

s m#n k

Nyni nesmime zapomenout, ze zbylé komutatory musime rozvinout do antikomutatord, protoze pro
fermiony jsou kanonické anti-komutac¢ni relace {Gm.s, d:rw,} = dmndss’- K tomu jsme pouzivali na cviceni

identitu [A, BC] = {A, B}C — B{A, C} takze

[ﬁv ‘SA’—] - _th Z Z <dizs{&msﬂ &L—}&k+ - &L—{&Izsv dk+}dms)

s m#n k
= B0 DD (@hbmkOomt — A Bkt ) = —B8 D (@ — dld,, ) = 0.
s m#n k m#n

Vsiméte si, Ze v prvnim fadku jsme viibec nepsali cleny {Gms, G4} = {d;rw, a,_} = 0. Tim je dikaz
zkompletovan.

Pozndamky: Gloha byla pomérné pfimocara, vétsina fesila spravné, i kdyz néktefi jste rozepisovali
explicitné vSechny ¢leny misto obecné sumy, takze to bylo pomérné pracné. V nékolika p¥ipadech se
objevila chyba, Ze jste misto antikomuta¢nich pouzili komutacni relace. Za to jsem strhaval dva body.
Takovy postup by byl v pofadku pro bosony.



Uloha 3(10 bodi)

Elektron v atomu vodiku je pripraven ve stavu s energii odpovidajici 2. excitovanému stavu
(n = 3) a s celkovym (orbitalnim + spinovym) momentem hybnosti J = 2 a jeho projekci

M = % Zjistéte jaké stavy odpovidaji tomuto popisu. Predpokladejte, ze vSechny jsou stejné
pravdépodobné a najdéte redukovanou matici hustoty

i+7-5)

N[ =

p=

pro samotny spin elektronu v tomto stavu. Jaky je polarizacni vektor p tohoto stavu. Jedna se
o Cisty nebo smiseny stav?

Reseni: Je potfeba si vzpomenout, Ze druhé excitovana hladina atomu vodiku je 9 x 2 degene-
rovand, kde dvojka je za spin elektronu a prostorova ¢ast vinové funkce je |3lm), kde orbitalni
moment hybnosti odpovida [ = 0,1, 2. Z pravidel skladani momentu hybnosti vime, ze celko-
vého momentu hybnosti J = % muzeme dosahnout skladédnim [ = 1 a s = % nebol = 2 a
s = % Prvni moznosti je jednodussi, protoze jde o nejvyssi moznou hodnotu J a hledany stav
|nlmy|ms) tedy je

1) = [311)[+).

Druhy stav najdeme sklddanim momentt hybnosti [ = 2 a s = % Bud pouzijete tabulku
Clebsch-Gordanovych koeficient1, nebo zapiisobime posunovacim operatorem J_ na stav [322) |+)
s kvantovymi ¢isly J = M = 2 coz da \%(2|321>|+> + |322)|-)) a ortogonalizaci na tento stav
pak dostaneme dalsi stavs J = M = %

) = 35 {21822))) - [321)}4) }

Pokud pfedpokladame, ze oba stavy jsou stejné pravdépodobné, dostaneme matici hustoty

p= 4 {lunwnl + la)ual}.

Redukovana matice hustoty pro spin se pak spocte stopou pies prostorové stupné volnosti

ps = 3 (ntm|plnim) = L {1#)(+] + 40|+ L (el f = ST+ L) (] = L)1}
nlm
takZe védomi si toho, Ze o, = |+)(+| — |-)(~| vidime, Ze polariza¢ni vektor je p = (0,0, 3). Z
prednasky rovnéz vime, Ze se tedy jednad o smiSeny stav, protoze ||p|| < 1.
Pozndmka: V této uloze se objevila pomérné ¢asta chyba, Ze jste si neuvédomili, Ze stavy [322)|-)
a [321)|+) je potieba kaplovat, takze jste nespravné napsali matici hustoty jako

p=1 {\311+) (311+] + |322-)(322-| + 1321+><321+|} .

Polariza¢ni vektor pak vysel p = (0,0, %) Pokud byla tloha jinak spravné strhaval jsem za to dva
body.



Uloha 4(10 bodi)
V atomu vodiku uvazujte poruchu ve tvaru Hénonova-Heilesova potencialu

V(l’,y, Z) =A (%y?, - yw2) .

Kterou nejnizsi hladinu v atomu vodiku ovlivni tato porucha v 1. fadu poruchové teorie? Jak
velikd je matice, kterou bychom méli diagonalizovat a kolik maticovych elementii je skute¢né ne-
nulovych a které z nich budete muset opravdu pocitat integraci? Napovéda: pouzijte Gauntovu
formuli nebo Wignerovu-Eckartovu vétu a pripadné jesté paritu.

ResSeni: Z tabulky sférickych harmonik v tahdku, vycteme r?Yaig = F4/ %(m +iy)3 a tedy V =

C (Y33 + Y3_3). Hodnota konstanta C' je pro feSeni lohy nepodstatnd, dulezité je, ze dana porucha je
souctem sférického komponent tenzoru T5 a T35. Af uz pouzijeme Gauntovu formuli nebo WE-vétu,
vidime, Ze matice poruchy

(nlm|V |nl'm’),

kterou musime diagonalizovat pro korekci hladiny E, je timérna Clebsch-Gordanovym koeficientiim
(3U'3m/|lm) a (3I'=3m/|lm). Vybérova pravidla pro skladdni momentu hybnosti pak fikaji, ze tyto
maticové elementy mohou byt nenulové jen pokud je splnéna trojihelnikova nerovnost |3 —I'| <1 <
|3 + I'|. Tu nelze splnit pro obé [,I" < 2. a protoze v atomu vodiku je I < n budou vSechny maticové
elementy pro hladiny odpovidajici kvantovému ¢islu n = 1 a n = 2 nulové. Nejnizsi hladina, kterou
porucha ovlivni je tudiz n = 3. Pro tuto hladinu jsou mozné hodnoty ! = 0,1,2 a jim odpovdajici
m = —I, ..., l. Pro zapocteni poruchy je tedy potieba diagonalizovat matici 9x 9. P¥itom trojihelnikova
nerovnost nedovoli pouziti hodnot I = 0 a I’ = 0. Mozné jsou jen kombinace (I,1') = (1,2), (2,1) a
(2,2). Posledni z moznosti navic musime vyloucit kvili parité. Maticovy element (32m|V[32m’) totiz
obsahuje integral sou¢inu dvou funkeci Y5,,Y5,,, s paritou 1 a liché funkce V(z,y,z) s paritou -1 a
integrace tedy da nulu. Pokud tedy jesté aplikujeme vybérové pravidlo m’ & 3 = m zjistime nakonec,
Ze nenulové jsou jen 4 maticové elementy

(322|V|31-1),  (311|V[32-2),  (31-1]|V[322),  (32-2|V|311).

Ty navic nejsou nezavislé. Jednak kvili samosdruzenosti operatoru V jsou druhé dva elementy kom-
plexnim sdruzenim prvnich dvou a navic s pouzitim relace Y;: = (—1)"Y,_,, a vyjadfeni |nlm) =
R (r)Yinm (0, ¢), kde R, je redlné, dostaneme

(322|V|31-1) = —(311|V[32-2).

Sta¢i tedy nakonec spocitat jediny integral (322|V|31-1) = w. Porucha pak v hladiné Ej vibec
neovlivni stavy [300), |310), |32 -1), |320), |321). Ostatni stavy se smichaji na ) = a|32-2)+b|31-1)+
¢|311) + d|322) pficemz hodnoty korekce energie a koeficienty (a, b, c,d) najdeme jako vlastni ¢isla a
vlastni vektory matice (ale to jiz zadani nevyzadovalo)

0 0 0 wr
—-w 0 0 0
0 w O 0

Pozndmka: Odevzdana feseni byla vétsinou spravna (kromé téch z prezenéni pisemky, kde byl zjevné
problém nedostatek ¢asu). Jen jste ¢asto zapomnéli uvazovat rovnéz o parité, a nevyloudcili jste ele-
menty (32m|V|32m/).





