Kapitola 2

Reseni okrajové t1llohy metodou
konec¢nych diferenci a relaxacni metody

SLADIT ZNAMENKA ZDROJOVYCH CLENU V LAPLACEOVYCH ROVNICICH.

S okrajovymi tlohami pro eliptické parcidlni diferencialni operatory se setkavame v tfadé
fyzikalnich i matematickych problémii. Typickymi pfiklady jsou Poissonova rovnice pro elek-
trostaticky potencial zadaného nabojového rozloZeni, rovnice pro stacionarni proudéni idealni
kapaliny nebo tlohy pro statickou deformaci zatizeného pruzného prostiedi.

V minulé kapitole jsme vySetfovali pocatecni tlohy pro rovnice nésledujicich typt (rovnice
Schrodingerova, diftzni a vinova)

—10u = ﬁu—l—S,

—atu IA/u + S,
3ttu = EU -+ S.

VSechny tyto tlohy tzce souvisi s okrajovou tlohou pro rovnici

A

Lu(@,t) = —S(7.1). (2.1)

Tato souvislost je dvoji. Za prvé rovnici 2.1 mizeme chapat jako rovnici pro stacionarni stav,
kterékoli z vySe uvedenych rovnic, pfi¢emz stacionarnim stavem méme na mysli FeSeni u(Z,t)
nezavislé na cCase. Typické chovani fyzikalnich systému je takové, Ze do stacionarniho stavu
dostpé&jeme v po uplynuti dostatecné dlouhé doby (tj. v limité ¢ — o0). Tohoto chovani se
da dokonce vyuzit k Teseni okrajové tlohy, tak zZe integrujeme vhodnou pocatec¢ni tlohu na
dostatecné dlouhém casovém intervalu.

Druhou souvislost nahlédneme, kdyz si napiSeme jeden krok pro feseni pocatecni ulohy
pomoci implicitni Eulerovy metody v ¢ase!

(14 AtL)u™' = u™ — AtS,

kde jsme podobné jako v minulé kapitole zavedli ¢asovy index n, ale zatim nepredpokladame
zadnou diskretizaci prostorové proménné. Tuto rovnici miizeme interpretovat jako okrajovou
tlohu typu 2.1 pro funkci u"™(Z) s pozménénym diferencidlnim operdtorem L —>1-AtL a

'Pro piiklad jsme si vybrali po¢ateéni tilohu pro rovnici vedeni tepla, ale podobné se d4 argumentovat i v
ostatnich pripadech.
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s pravou stranou S — u" — AtS. Provedeni jednoho kroku implicitni metody lze tedy vlastné
chapat jakou TeSeni jisté okrajové tilohy. Podobné se daji formulovat i jiné implicitni metody
jako naptiklad metoda Cranka a Nicholsonové.

Stejné jako v predchozi kapitole se budeme zabyvat fesenim uvedené tlohy metodou konec-
nych diferenci, v niz je hledana funkce reprezentovana pomoci svych hodnot v bodech predem
zvolené sité. Pisobeni diferencialniho operatoru L na hledanou funkci u se potom aproximuje
pomoci diferenci na bodech sité. Nez budeme diskutovat riizné metody feseni vysledné sou-
stavy rovnic pro hodnoty uw v bodech sité, pfipomenme, Ze pro uplné zadani okrajové tulohy
musime specifikovat rovnéz oblast na niz chceme rovnici fesit a okrajové podminky, které ma
hledana funkce spliiovat na hranici této oblasti. SpiSe nez na obecny vyklad se soustiedime na
jednoduchy priklad, na némz si nejdtive vysvétlime nékteré pristupy k reSeni okrajové tlohy:

Uloha 1: (Poissonova rovnice v 1D)
Naleznéte funkci u(x) definovanou na intervalu x € Q = (0, 1), ktera spliiuje Poisso-
novu rovnici
d2
da?

a dale vyhovuje okrajovym podminkam

u(z) = —=S(z), (2.2)

u(0) = A4, wu(l)=B. (2.3)

Ptitom A a B jsou zadané konstanty a S(x) je pfedem zadana funkce (zdroj).

Stejné jako v predchozi kapitole reprezentujeme hledanou funkei u(z) pomoci jejich hodnot
vj ~ u(x;) na siti z; = hj, kde h = 1/N je diskretiza¢ni krok. A nyni konkrétné k jednotlivym
pristuptim k feseni takového tlohy na siti?.

1) Metoda st¥elby je piimocarou aplikaci metod na feSeni pocéatecni tlohy pro obycejné
diferencidlni rovnice. Tentokrat je nezavislou proménnou = € (0, 1). Protoze jde o rovnici dru-
hého tadu potiebujeme dvé pocatecni podminky. Jednu podminku generuje okrajova podminka
vo = u(0) = A. Druhou podminku si zvolime libovolné a oznac¢ime ji C. Jako tuto podminku
muzeme naptiklad pouzit primo v; = C a dal$i hodnoty feSeni vs, us, ... konstruovat pomoci
vhodné dvoukrokové metody (pro nas priklad mizeme s vyhodou pouzit Numerovovu metodu
uvedenou na konci kapitoly ..., kterd je pfimo navrzena pro feseni rovnic druhého fadu a od-
padé tudiz krok pfevedeni rovnice na soustavu dvou rovnic prvniho fddu). Timto postupem
dostaneme hodnotu feseni vy (C') v koncovém bodé intervalu @ = (0,1). Druhou fazi FeSeni
okrajové ulohy pak je nalezeni konstanty C, tak aby byla splnéna druha okrajova podminka

un(C) = B. (2.4)

Vhodnou strategii pro feSeni této rovnice je naptiklad metoda bisekce nebo secen, kterymi
jsme se zabyvali na zacatku tohoto textu. Pii feSeni 2.4 vlastné zkusmo nastielujeme a poté
zpresiiujeme riizné hodnoty konstanty C' tak, abychom trefili podminku 2.4. Odtud pochézi
nazev metody.

Metoda mé rtizné varianty [odkaz na NumRec| (nékdy je kvili stabilité vyhodné stiilet
z obou okraji a cilem je, aby se obé feSeni potkala uprostied), a s vyhodou muiZzeme vyuzit
vysledkt odvozenych pro obycejné diferencialni rovnice, pouziti metod vysokého fadu presnosti,
ale je obtizné ji zobecnit do vice dimenzi.

2V dalsich kapitolach si povime jesté o jinych pidstupech, ale hledanou funkci u () jiz nebudeme reprezentovat
body na siti
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OBRAZEK - PRIKLAD RESENI ULOHY 1 METODOU STRELBY
2) Diskretizace a pfimé FeSeni soustavy rovnic. Nahrazenim druhé derivace druhou
diferenci, mtizeme Poissonovu rovnici 2.2 napsat pomoci feseni na bodech sité

—vj1 + 205 — v = R[S, + O(R%)], (2.5)

kde jsme explicitné vypsali velikost diskretiza¢ni chyby.® Tato rovnice pro j = 1,2,...,N — 1
(vSechny vnitini body sité) pfedstavuje soustavu N —1 linearnich rovnic pro neznamé funkce v;.
Hodnoty v; v krajnich bodech sité¢ j = 0, N jsou rovnou definovany okrajovymi podminkami.
Tuto rovnici miizeme zapsat v maticové formé

Av = b,
kde vektor feseni v = (vy, vy, ...,uny_1)" a
2 1 h2S; + A
1 2 1 h2S,
A= 1o b= (2.6)
2 1 h?Sn_s
1 2 h?Sy_1 + B

Soustavu lze Fesit piimo napiiklad LU rozkladem, to je vSak zbytecné ¢asové narocné, nebot z
kapitoly ... vime, Ze na to potiebujeme O(N?3) FLOP. Na druhé strané matice A obsahuje jen
malo nenulovych prvki. Konkrétné v nasem pripadé jde o matici tridiagonalni a feSeni je mozné
pomoci O(N) operaci pomoci specidlnich metod pro tridiagonalni matice. Pokud bychom po-
dobné fesili okrajovou tlohu ve vice dimenzich, prislusna matice A by stale méla vétsinu prvku
tod se stava komplikovanym. Pritom vzhledem k diskretizac¢ni chybé nas ve skutecnosti zajima
limita N — oo.

3) Relaxaéni metody Relaxaéni metody jsou zaloZené na opacné filosofii nez metoda
stfelby. V metodé stfelby hledame vlastné pfesné feseni rovnice (2.5) s nespravnou okrajovou
podminkou a postupné nachazime nové iterace feSeni spliiujici ¢im dal tim gafesnéji okrajovou
podminku. V relaxac¢nich metodach zacneme Spatnou aproximaci feSeni {v](-o }, kterd vsak spl-
nuje presné okrajové podminky. Z ni postuné konstruujeme lepsi aproximace {vﬁn)}, tak ze v
limité n — oo dostaneme presné feSeni (2.5).

Jedna z moznych cest k odvozeni relaxacni metody vyuziva toho, Ze feSeni okrajové tlohy
lze ziskat jako limitu pro dlouhé ¢asy pfibuzné pocatecni tlohy. Uvazujme rovnici

—dyu = Lu+ 8, (2.7)

kde L je pozitivné definitni operator. Napiiklad pro feseni tilohy 1 bychom volili L=-4 /da?.
Vzhledem k linearité rovnice lze FeSeni nehomogenni ¢asové tilohy napsat jakou soucet u(x,t) =
u® (z) + u)(z,t), kde jednotlivé cleny rozkladu splituji

Lu® +8 = o, (2.8)
—ou) = Ly, (2.9)

3Pouzitim vyjadfeni feseni rovnice jako konvoluci zdrojii s Greenovou funkei se d4 argumentovat, ze vysledna
chyba ptiblizného feseni v; se bude gkalovat jako O(h?).
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Funkce u(%)(z) je hledané (¢asové nezévislé) feseni okrajové tilohy a uf)(z, t) je feSeni pocatecni
ulohy pro homogenni rovnici. Homogenni rovnici miizeme forméalné vytesit

w2, 1) = exp(—Lt)u™ (z,0).

Vzhledem k tomu, zZe L je pozitivné definitni operator musi toto feseni v limité t — oo vymizet
a tedy plati, Ze FeSeni rovnice (2.7) v ¢ase t — oo konverguje k feSeni zkoumané okrajové tlohy
u = u®(x). Abychom toto feSeni nalezli numericky zvolime vhodnou poéate¢ni podminku v
Case t = 0 jako pocatecni nastiel feseni u’ a Feseni u” v dalsich ¢asech t, = nAt budeme
hledat pomoci explicitni Eulerovy metody pro rovnici (2.7), pficem# operator L = —d?2/da?
opét diskretizujeme pomoci druhé diference. Mame tedy schéma

At
+1_
v = + ﬁ(v}ﬂrl — 20} + v ) — AtLS;.
To co nas tedy ve skutecnosti zajima je limita této posloupnosti u} pro velké casy. Do té to
limity se nejrychleji dostaneme s velkym krokem At, ale z minulé kapitoly vime, Ze stabilita
feSeni vyzaduje, aby krok At < %hZ. Zvolime-li nejvétsi povolenou hodnotu At dostavame jednu
iteraci Jacobtho metody

VL= T ot ) - LR%S;, (2.10)

Vsiméte si, Ze tato rovnice je iterace (viz kapitola ...) ve formé
n+1l __ n
vt = (v")

pro vektorovou veli¢inu v = v; a jejim pevnym bodem je rovnice (2.5). Rovnici pro Jacobiho ite-
race bychom mohli odvodit rovnou z (2.5) tak, ze pfevedeme v; na levou stranu a vSechny ostatni
¢leny na pravou. Levou stranu pak interpretujeme jako j—tou komponentu nové aproximace
feseni v" ! vyjadienou pomoci pomoci komponent predchozi aproximace v". Vyse uvedené od-
vozeni z pocatecni tlohy ovsem podéava zdivodnéni toho, ze tyto iterace konverguji. Jiny dikaz
konvergence uvidime nize.

Pravé odvozena relaxac¢ni Jacobiho metoda ma nékolik vyhod. Jednou z nich je, ze se da
snadno zobecnit do vyssich dimenzi a pfirozené vyuziva fidké struktury matice diskretizované
metody si ukdzeme v dalsim odstavci na dvourozmérném prikladé. Na druhé strané zatim
nezname rychlost konvergence Jacobiho metody a ukaze se, ze je dosti pomala. Tomuto tématu
a moznym vylepsenim se pak budeme vénovat v dalsich odstavcich.

OBRAZEK - PRIKLAD RESENI ULOHY 1 RELAXACNI METODOU

2.1 Priklad: Poissonova rovnice ve 2D

Nez se pustime do obecného vykladu relaxa¢nich metod uvedeme slibeny priklad okrajové
tilohy ve dvou dimenzich. Ulohu lze chépat jako hledani elektrostatického pole v kondenzéatoru
s elektrodami ve tvaru nekonec¢nych hranoli ¢tvercového prirezu.
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Uloha 2: (Poissonova rovnice ve 2D)
Naleznéte funkci u(z,y) definovanou na oblasti

Q={(r.y)sze 1)y 01|~ i +]y— 1 >1}
ktera splinuje Poissonovu rovnici
Au(z,y) = —=S(z,vy), (2.11)
a dale vyhovuje okrajové podmince

u(x, y) = f(xa y)a (2.12)

a na hranici oblasti Q. Pfitom f(z,y) a S(z,y) jsou pfedem zadané funkce (okrajova
podminka a zdroj).

Poissonovu rovnici tentokrat fesime na c¢tverci o strané 1, z néjz je vyriznut dalsi ¢tverec s
uhlopfickou %, pootoeny o 7/4 viz obrazek 2.1.
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Obréazek 2.1: Schéma sité pro diskretizaci Poissonovy rovnice v tloze 2. Plné tecky ukazuji body
sité na hranici a prazdna kolecka body sité uvniti oblasti (2.

V obréazku je rovnéz naznacCena diskretizacni sit x;, = jih, y;, = joh a rozdéleni bodl sité
(x;,,;,) na vnitini a hraniéni. Obéas budeme pouzivat sdruzeného idexu J = (jy, j») a vnitini
body sité budeme znacit symbolem J € Q a hrani¢ni body jako J € 0. Diskretizaci rovnice
(2.11) pomoci druhych diferenci dostaneme

—Vji—1js — Vj1ja—1 T 4Vj1 s — Vjit1ge — Vjrjat1 = W°[S), 4o + O(h?)]. (2.13)

Nyni si mtizeme uvédomit, Ze tato rovnice je vlastné soustavou rovnic pro neznamé hodnoty
feSeni vj, j». ProtoZe pro nasi dirichletovu tlohu jsou hodnoty na hranicich oblasti dany, hle-
dédme jen nezname hodnoty ve vnitinich bodech sité (pro diskretizaci na obrazku 2.1 mame 36
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neznamych) a steny je i pocet rovnic, které rovnéz piseme pro kazdy vnitini bod sité J e Q.
Podobné jako v jednorozmérném piipadé lze rovnici (2.13) prepsat do tvaru vhodného pro
relaxacni iterac¢ni metodu

(n+l) _ 1¢,(n) n) n) (n) 172
UJ'17J'2 - Z(Ujlfldé + Ujlij*]- + Uj1+1,j2 + Uj17j2+1) + Zh Sjlva' (2'14)

Také toto iteracni schéma lze chapat jako casovy vyvoj do ustaleného stavu pro n — oo nebo
jako hledani pevného bodu zobrazeni pomoci iteraci. Tento itaracni pristup ma oproti pifimému
feSeni soustavy rovnic (2.13) nékolik vyhod:

1. Implementace metody je velice snadna.

2. Pri implementaci se snadno zahrne i slozity tvar oblasti, prosté stac¢i prochazet vsechny
body sité a pokud vyhodnotime, Ze jde o vnitini bod oblasti provedeme iteraci podle
rovnice (2.14).

3. VyuZijeme piirozenym zpisobem faktu, Ze matice soustavy (2.13) je ridka.

Nevyhodou je, ze konvergence metody je pomérné pomaléd. V néasledujici sekci budeme rych-
lost konvergence podrobné charakterizovat a dale Jakobiho metodu zobecnime na Sirsi tfidu
relaxacnich metod, pficemz se ndm podafi rychlost konvergence vylepsit.

2.2 Uvod do teorie relaxa¢nich metod
Ptistup, ktery jsme pouzili v minulém odstavci ... zobecnéni Resime soustavu rovnic
Au=1>
Obecné myslenka spoéiva v postupném zpfesiiovani odhadu Feseni u(®) pomoci iteraci
u™ ) = Ru™ 4 ¢, (2.15)

kde R a c jsou vhodna matice a vektor. Kli¢ovymi pojmy jsou

Konzistence metody: rovnici u = Ru + ¢ fesi pravé jen vektor u = A~'h.

Konvergence metody: poslopnost u(™ konverguje k u = A~'b pro n — oo.

Priklad: Urcitou t¥idu iterac¢nich metod miizeme konstruovat nasledujicim postupem: Matici
A napiSeme jakou rozdil dvou matic A = M — K, kde M je regularni matice. Rovnici

Au=(M—K)yu=1b
vynasobime zleva matici M ! takze
u=M"'Ku+M'b=Ru+c (2.16)

Vidime tedy, Ze konzistence itera¢ni metody je zarucena pro R = M 'K a c = M~'b.

V dalsim vykladu budeme studovat rtizné iteracni metody odpovidajici riznym volbam
rozkladu A = M — K. Obecné je vhodné, aby rozklad mél strukturu umoznujici rychly vypocet
M~ a zarucoval rychlou konvergenci iteraci.
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2.2.1 Jacobiho metoda

Jakobiho metodu kterou jsme prezentovali pro specialni pripad feseni Poissovnovy rovnice v kar-
tézskych soufadnicich mizeme obecné formulovat ve vyse uvedeném schématu (2.16). Nejdiive
rozdélime matici soustavy A na dolni trojuhelnikovou, diagonalni a horni trojihelnikovou ma-
tici.

o 0 O 0 o x 0 0 0 O 0 X X X X
x 0 0 0 0 0 x 0 0 0 0 0 x x x
A=L+D+U=| x x o o o |+ 0 0 x o o |+|[o0o 0o o x x
X x x 0 0 0 0 0 x 0 00 0 0 x
X X x x 0 0O 0 0 0 x o 0 o 0 O
Pokud tento rozklad pouZijeme obecném schématu (2.16), pficemz zvolime M = D, K =

—(L + U) dostaneme obecnou Jakobiho metodu
u™Y = —D YL + U)u™ + D710 = Ryu™ + ¢;.

V piipadé Ulohy 1 je matice A dana rovnici (2.6) a matice Jakobiho metody vyjde
R;=— 5 , (2.17)

takze obecné schéma (2.15) odpovida pravé iteracim (2.10). Podobné se da ukazat, Ze pro matici
plynouci z Ulohy 2 mé iterace (2.15) s matici R tvar rovnice (2.14).

Rychlost konvergence Jacobiho metody budeme nejdiive vysetiovat na pitkladu Ulohy
1. Ttera¢ni metoda s matici (2.17) bude konvergovat, pokud nasobeni matici R; bude kon-
trahujici, tj. pokud nejvétsi vlastni ¢islo této matice bude mensi nez jedna. Vlastni vektory
Toeplitzovské matice miizeme hledat ve tvaru harmonickych funkei:

2.2.2 Gaussova-Sidelova metoda

Dtikazy z Demmela pro checkerboard ordering. - zkusit.

2.2.3 Metoda SOR a optimalni volba relaxace

2.3 Princip a priklad pouziti multigridové metody
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