Kapitola 5

Metody typu Monte-Carlo

Pojem metoda typu Monte-Carlo (¢asto se pouziva zkratka MC) zahrnuje Sirokou t¥idu metod,
které néjakym zplisobem vyuzivaji generatorti nahodnych cisel. Zde se budeme vénovat pre-
devsim vyuziti metody Monte-Carlo k integraci funkci mnoha proménnych a k feseni urcitého
typu okrajovych tloh.

Jako jednoduchy motivacni priklad si uvedeme metodu nalezeni ¢isla m metodou Monte-
Carlo.

PR 1: Budeme postupovat tak, 7e postupmé vygenerujeme N nahodngch vektort ze ¢tverce
velikosti 2 x 2 (sta¢l generovat soufadnice x a y jako dvé nédhodnd éisla z intervalu (—1,1)).
Spodteme podet vektortt N, které lezi v jednotkové kruznici, tj. spliiuji relaci 22 +y? < 1. Podil
N, /N se limitné blizi poméru plochy jednotkové kruznice a plochy ¢tverce 2 x 2, tj.

7w ~= 4N, /N.

Abychom porozuméli tomu, jaké chyby se doupoustime touto aproximaci, budeme potiebovat
nékteré:

5.1 Zakladni pojmy matematické statistiky

Zakladnim pojmem bude nahodna proménna. Prikladem nahodné proménné je cislo na horni
plose hraci kostky, které muze nabyvat hodnot 1,2,..,6 s pravdépodobnostmi 1/6 (pokud neni
kostkou podvodnou, pak mtizou pravdépodobnosti nabyvat Sesti riznych hodnot a ptijde tedy o
jinou ndhodnou proménnou). Obecné si ndhodnou proménnou muzete predstavovat jako néjaky
generator, ktery na pozadani vrati ¢islo. Pfitom se pokusime definovat pravidla jak budou tato
c¢isla vypadat, kdyz jich generujeme velké mnozstvi.

5.1.1 Diskrétni nahodna proménna

Disktétni ndhodna proménnd z je definovand pomoci mnoziny hodnot {x1,xs, ..., 2, }, kterych
muze nabyvat a pomoci pravdépodobnosti s jakou se kazda z nich mize objevit {p1, p2, ..., pn}-
Pritom pravdépodobnosti p; > 0 a p; + ps + ... + p, = 1. Pravdépodobnosti p; miizeme chapat
jako funkci pFirozeného ¢isla i, které rikdime distribuéni funkce.

Prikladem nédhodné proménné je ¢islo na horni plose hraci kostky, které muize nabyvat
hodnot 1,2,..,6 s pravdépodobnostmi 1/6 (pokud neni kostkou podvodnou, pak mtzou pravdé-
podobnosti nabyvat Sesti riznych hodnot a ptijde tedy o jinou ndhodnou proménnou).
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Budeme predpokladat, ze ndhodnou proménnou muzeme zméiit kdykoli zméfit (napiiklad
hodit kostkou) ¢imz ziskdme nékterou z jejich moznych hodnot £ € {z1, ..., z,}. Opakovanym
méfenim ziskame soubor hodnot

S = {§17£27 .-.,EN}a

neboli, tzv. statisticky soubor. To Ze statisticky soubor byl ziskdn méfenim zadané nahodné
proménné se odrazi v platnosti axiomu, nazyvaného zakon velkych éisel. Oznac¢me N; pocet
vyskytd hodnoty z; ve statistickém souboru S. Zakon velkych ¢isel potom rikd, ze limita podilu
N;/N pro N — oo je dédna pravdépodobnosti p;.

Stiredni honotou nahodné proménné x nazveme vyraz

(z) = Z Tip;.

V tomto vyrazu pro stfedni hodnotu pouzivame veli¢in z;, p; definujicich nahodnou proménnou
x. O tomto zptusobu vypoctu budeme mluvit jako o stredovani pres distribucni funkci. S pomoci
zakona velkych ¢isel mtzeme vyraz pro stfedni hodnotu prepsat jako stredovdni pres statisticky

soubor:
n

N, 1«

(@) = Jim 2 oy = i 5 2 6
Funkci f(z) ndAhodné proménné z nazveme nadhodnou proménnou f, ktera nabyva hod-

not {f(z1), f(x2),.... f(x,)} s pravdépodobnostmi {py, ..., p, }. Jeji stfedni hodnota potom je

N—oo N
k=1

(fy = flxpi = lim =Y f(&).
i=1
Dtlezitou charakteristikou ndhodné proménné z jsou jeji momenty ,,, definované jako
n n : 1 n

kde jsme opét pouzili stfedovani pres distribuc¢ni funkci i pfes statisticky soubor.

Momenty ndhodné proménné pro malé n maji nazorny vyznam. Nulty moment py = 1 udava
normovani distribu¢ni funkce p;. Prvni moment p; = (x) je prosté stfedni hodnota ndhodné
proménné a pomoci druhého momentu urc¢ime tzv. varianci neboli rozptyl ndhodné proménné

oy ={(z = (2))*) = (2%) — (2)* = po — 13,

ktera udava jak moc se typicky hodnoty &; ziskané mérenim nahodné veli¢iny odchyluji od
priuméru ().

5.1.2 Spojita nahodna proménna

Jednoduchym zobecnénim miizeme zavést pojem spojité nahodné proménné z. Ta je opét za-
dédna mnozinou hodnot Q (napfiklad interval (a, b)), kterych nabyva s hustotou pravdépodob-
nosti danou distribuéni (nezapornou) funkei p(x) definovanou na mnoziné Q2. Pravépodobnost,
ze ndhodna veli¢ina x nabude méfenim hodnoty £ z intervalu I = (x1, z5) (obecné z podmnoZiny
I C Q) tedy je

P = / (@) da

xr1
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a specialné

/Qp(x)dx =1

Poznamenejme, Ze ndhodné proménna miize byt dokonce vektorova veli¢ina tj. 2 C R?. Opa-
kovanym méfenim spojité ndhodné proménné mtzeme opét vytvorit ndhodny soubor {&}Y,.
Zakon velkych ¢isel pak formulujeme tak, Ze pro pocet vyskyti N; hodnoty & € I ve statistickém
souboru plati

. N;p _

Podobné jako v predchozim ptipadé mizeme definovat momenty nahodné proménné

jeji varianci o,, piipadné funkci f, jejiz stifedni hodnota je
() = [ rwtes = fim 3 si6)

Vsiméte si, ze vzorce vyjadiené pomoci stfedovani pres statisticky soubor jsou stejné pro dis-
krétni i pro spojitou ndhonou proménnou, jediné co se lisi jsou hodnoty, jakych mohou nabyvat
prvky souboru.

5.1.3 Priklady nahodnych proménnych a jejich vlastnosti

PR. 2: Diskrétni ndhodnéa proménna dand hodem hraci kostky m4 stfedni hodnotu (1 + 2 +
34+4+45+6)/6 = 7/2 a jeji druhy moment je dan souc¢tem (1+4+..+36)/6 = 91/6 a variance

tedy je o, = \/91/6 — 49/4 = 2.92

PR. 3: Spojitd ndhodné proménna z € (0,1) s rovnomérnym rozdélenim p(z) = 1 ma stiedni
hodnotu a varianci

PR. 4: Norméalni (Gaussovska) ndhodné proménna muze nabyvat libovolné redlné hodnoty s
hustotou pravdépodobnosti danou vzorcem

p(z) = . eXp(—M)-

o\ 2T 202

Konstanty jsou voleny tak, Ze stfedni hodnota této ndhodné proménné je (z) = a a jeji variance
je 0, = o. Pravdépodobnost nalezeni naméfeni hodnoty £ € (xy, z2) lze vyjadfit pomoci tzv.
“error function” definované integralem

T

2
Erf(z)=——= [ e*dt,

™ Jo
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takze
P<£U1,x2> = E?"f(l'g) - ETf(Il)

Dilezitymi speciadlnimi pripady jsou, tzv. pravidlo 3o:
Pia—30,a430) = 0.997
a tzv. pravdépodobnd chyba r = 0.67450:
Pia—rasry = 0.5.

PR. 5 (Sou¢et ndhodnych proménnych): Necht x; a x5 jsou dvé (nezavislé) ndhodné proménné
s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0,1). Nyni mizeme definovat novou nahodnou pro-
ménnou x = T + X3, jejiz hodnotu ziskame tak, ze generujeme hodnoty pomoci x; a x5 a pak
je secteme. Vysledkem je ndhodna proménna, kterd nabyva hodnot z intervalu (0, 2) s pravdé-
podobnosti p(x) = 1 — |x — 1] (rozmyslete si proc).

5.1.4 Centralni limitni véta

Ekvivalence stfedovani funkce ndhodné proménné pres distribu¢ni funkci a pres statisticky
soubor lze vyuzit k vypoctu integralti. Pro praktické pouziti je tfeba znat odhad chyby takového
vypoctu a k tomu potfebujeme védét jak rychle se limity

ve vzorcich pro stfedni hodnoty nabyva. Na tuto otazku odpovida

Centralni limitni véta: Méjme identické, statisticky nezavislé nahodné veli¢iny x1, ...,
xn charakterizované stfedni hodnotou (z1) = ... = (xy) = p a varianci 0, = ... = 0, = 0.
Pak nadhodna proménna sy = x1 + ... + x5 se pro N — oo blizi normalni proménné se stieni
hodnotou (sy) = Npu a s varianci 02 = No?.

Poznamky:

e Vsiméte si, ze centralni limitni véta je definovana pomoci souc¢tu nahodnych proménnych
(srovn. PR. 5).

e Véta pouziva pojem nezavilych ndhodnych velic¢in, k jehoz presnéjsi definici se jesté vra-
time. Zatim si uvedme intuitivni definici: nezavislé ndhodné veliciny jsou takové, ze mé-
feni jedné z nich neni nikterak ovlivnéno hodnotou nalezenou mérenim druhé. Mtzeme si
predstavit napiiklad dvé hraci kostky (nebo dva po sobé jdouci hody touZze kostkou), ale
ne r—ovou slozku a velikost r» ndhodného vektoru (nebot ty napiiklad spliuji nerovnost
x <r).

e Diilezitost véty pro nas spociva v tom, ze N po sobé jdoucich méfeni &1, ...,y proménné
x muzeme chapat jako nezavislé veli¢iny a vyraz

1 N
My = N Z&
i1

podle centrélni limitni véty pfedstavuje ndhodnou proménnou se stfedni hodnotou (z)
a s varianci oy = 0, /v N. Navic pro velkd N jde skoro o normélni rozdéleni, tj. napft.
pravdépodobna chyba je 0.670, /v N a maximalni (v 99.7% ptipadi) chyba je 30,/vV'N.

24



Obecné schéma metody MC: Ulohu nalézt veli¢inu v formulujeme jako tilohu na nalezeni
stfedni hodnoty v = (x) vhodné ndhodné veli¢iny x. Monte Carlo vypocet veli¢iny v pak spociva
v generovani statistického souboru {&i, ..., £x} ndhodné veli¢iny x. Hodnota v pak ziskdme ze

vzorce
N
1
v= N E &i
=1

s chybou zmensujici se jako 1/v/N. Pokud znadme varianci veli¢iny = vime, Ze nalezena hodnota
lezi vné intervalu (v — 30/v/N,v + 30/v/N) jen s pravdépodobnosti 0.3%.

PR. 1 (Pokracovéni): Formulaci problému nalezeni ¢isla 7, ktera se hodi k analjze pomoci
centralni limitni véty provedeme nasledovné. Mame nédhodnou vektorovou proménnou (zx,y).
Ta nabyvd hodnot ze ¢tverce (—1,1) x (—1,1) s hustotou pravdépodobnosti p(z,y) = 1/4.
Definujeme funkci f této ndhodné proménné nasledovné

1 pro 22 + ¢y < 1,
f= 2 2
0 pro z° +y* > 1.

Podil N,/N neni nic jiného nez stfedni hodnota této veli¢iny spoc¢itand primérovanim pies
statisticky soubor. Nyni si spo¢teme momenty nahodné veli¢iny f:

mo= A5 = [ Sty = [ Gardy =T

Y

o = <f2>=/Df(w,y)Qp(x,y)dxdyZ/()idxdy:

=] 3

atedy oy = \/p12 — p? = V/4r — 72/4 = 0.41. Podle centralni limitn{ véty tedy podil N, /N jde
ke stfedni hodnoté p; = m/4 pfi¢emz chyba se skéluje jako o/ V'N. Oc¢ekévame tedy, ze pro
vypocet m na tii platné cifry budeme potiebovat generovat fadoveé milion ndhodnych bodt.

DEMO V PYTHONU: ukézat vysledky pro 2D piiklad. Nechat nékoho, at ukéize jak je
potfeba modifikovat pro nalezeni objemu 13-ti dimenzionalni koule. Po MC nalezeni vysledku
fict analyticky vzorec a porovnat.

PR. 5 (zobecnéni pitkladu 1): Tentokrat budeme generovat nahodny dvouslozkovy vektor s
rovnomérnym rozdélenim na obrazci s plochou Sy a budeme chtit zjistit plochu obrzce S C .S
... analyzovat chybu a ¢. Ukazat, Ze je vhodné, aby S nebylo moc vétsi nez .

5.2 Integrace metodou Monte-Carlo

Zakladni ulohou, které je vhodna pro vypocet metodou Monte-Carlo je integrace funkce. Za-
¢neme formulaci pro integrovani funkce jedné proménné pres koneény interval (a,b)

IE/ﬂmHﬂMM/ﬂmmzﬁwl (5.1)

Definici integralu I jsme vynasobili a vydélili ¢islem |b—a| a souc¢asné jsme si vsimli, ze p = 1/|b—
a| je distribu¢ni funkce ndhodné proménné x s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (a,b),
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takze integral lze chapat jako vypocet stfeni hodnoty funkce f(z). Integral I tudiz mizeme
poditat stfedovanim ptes statisticky soubor {&;}¥, pro ndhodnou proménnou x

C—a &
Iy ="~ ;f@). (52)

Podle centrélni limitni véty potom Iy konverguje k I s chybou tmérnou o;/v/N. Je zajimavé
porovnat tento vzorec s kvadraturnimi pravidly z minulého semestru, obecné

In = sz’f(l’i), (5'3)

kde z; a w; jsou uzly a vahy piislusné kvadratury. Napiiklad v pfipadé (slozeného) lichobéz-
nikového pravidla jsou z; = a + ih, kde w; = h = |b — a|/N (pro vSechna i kromé prvniho a
posledniho). Dosazenim téchto hodnot zjistime, Ze vzorce (5.2) a (5.3) jsou velmi podobné. Jen
v piipadé lichobéznikového pravidla jsou uzly pravidelné usporadany s rozestupem h, zatimco
v metodé MC jde o ndhodné body. Jaky méa tento rozdil vliv na presnost kvadratury? V mi-
nulém semestru jsme si ukazali, Ze lichobé&Znikové pravidlo ma chybu O(h?) = O(1/N?). To je
mnohem rychlejsi konvergence, ale vyhody metody MC vyniknou ve vysSich dimenzich, nebot
odhad chyby metody Monte-Carlo zavisi jen na velikosti statistického souboru na ne nadimen-
zionalite. V pripadé lichobéznihového pravidla ve vyssich dimenzich (pouzijeme Fubiniovu vétu
a v kazdé dimenzi pouZijeme stejny kvadraturni vzorec) se chyba stale skéluje jako O(h?), ale
podet kvadraturnich bodii roste s dimenzi jako N = 1/h¢. Chyba lichobé&znikového pravidla pro
vypocet integralii funkci d proménnjch se da tedy psat jako O(h?) = O(N~%?). Pro d = 4 jsou
vypocty metodou Monte-Carlo a lichobéznikovym pravidlem radové stejné efektivni, pro di-
menze vyssi vyhrava MC. Jak jsme vidéli v prikladé s vypoctem plochy kruhu, MC vypocet méa
dalsi velkou vyhodu. Nemusime totiz slozité urcovat meze kazdé proménné (jako ve Fubiniové
véte), ale stadi testovat, zda generovany ndhodny bod lezi v integraéni oblasti ¢i ne.

5.2.1 Substituce v integraci metodou Monte-Carlo

Nékdy je vyhodné pii integraci metodou Monte-Carlo zvolit trochu jinou formulaci. Podobné
jako v minulém semestru pfi zavedeni Gaussovy kvadratury mtizeme integral prepsat nasledovné
(bez ijmy na obecnsti volime integraci pfes interval (0,1) ¢ehoZ lze vzdy dosdhnout linearni
substituci)

I /0 ) = /0 @)y, (5.4)

w(z)

kde w(z) je libovolnad funkce definovand na = € (0,1) nabyvajici nezapornych hodnot. Tim
dostavame jinou interpretaci vypoctu stejné veli¢iny I, nebot posleni uvedeny vyraz lze inter-
pretovat jako stiedni hodnotu funkce g(x) = f(x)/w(x) pfes ndhodnou proménnou s distribué¢ni
funkei w(z) (pfedpoklddame, Ze [w(z) =1 jinak lze integral pfenormovat). Tato Gprava mize
byt vyhodna, pokud ma funkce g(z) mensi varianci o,,.
PR. 6: Integral z Koonina, kde dostavame o fad mensi chybu pfi sejné velikosti N statistického
souboru.

Vyse zminéna metoda predpoklada, Ze umime generovat ndhodnou proménnou s predem
zadanou rozdélovaci funkci. V jedné dimenzi si mtizeme pomoci nasledujicim trikem. Definujeme
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