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Uvod k této verzi

Tento text predstavuje poznamky k prednasce numerickych metod pro teoretické fyziky z roku
2013. Cilem pfednasky neni provést uplny vycet numerickych metod a jejich dikladnou analyzu.
principy a uskali nejcastéji pouzivanych metod a dale predvést zptisob mysleni, ktery vede
k odvozeni a analyze nékterych postupi. Doufam, ze to poslucha¢tim usnadni dalsi studium
a predevsim psani vlastnich programi. V prubéhu vykladu se rovnéz snazim upozornit na
literaturu snadno dostupnou v ¢estiné a rovnéz na anglicky psanou literaturu, ktera vétsinou
patii do jedné z téchto dvou kategorii. Bud jde o knihy pfehledné shrnujici praktické stranky
pouziti numerickych metod, nebo jde o literaturu ktera umi zprostredkovat radost ze souvislosti
a porozuméni nékterym aspektiim numerickych metod.

Za zakladni literaturu pro praktické pouziti metod povazuji Numerické recepty [1] a kazdému
posluchaci, chystajicimu se fesit néjaky konkrétni problém doporucuji nejdiive konzultovat
tento zdroj.

Jde o predbéznou verzi textu, ktera ma usnadnit pripravu na zkousku v ZS 2013-14. Nékteré
kapitoly jsem viibec nestihl napsat a uvadim jen doporucenou studijni literaturu. Omluvte
prosim veskeré nedostatky. Pfipadné pfipominky k textu vitam.



Kapitola 1

Reprezentace cisel, zaokrouhlovaci
chyba.

Cilem této kapitoly je seznamit se s nékterymi specifiky pocitani v pohyblivé fadové carce.
Seznamime se s pojmy zaokrouhlovaci chyba a jeji nadmérné naristani v nékterych prikladech
(" cancelation”, ”smearing”). Dale se struéné seznamime s problematikou stability algoritmu a
rovnéz si pripomeneme pojem podminénosti llohy. VSechny tyto pojmy nas budou dale provazet
celym timto textem.

7 pfednasek z programovani vite, ze realna c¢isla jsou v programovacich jazycich reprezen-
tovana pomoci pohyblivé radové carky ve tvaru:

+m x B, (1.1)

kde m je tzv. mantisa, e je exponent a B je zéklad ¢iselné soustavy v niZ pracujeme (vétsi-
nou 2 nebo 10). Pfesna reprezentace neni pro nas vyklad pfilis dilezita, kazdopadné budeme
predpokladat, ze kazdé realné cislo x je reprezentovano cislem z, tak ze

T=z+Ar=2(1+¢,), (1.2)

kde |e,| < e. Cislo € (strojové epsilon), uréuje maximalni relativni chybu reprezentace realnych
¢isel. O cislech Az a €, budeme mluvit jako o zaokrouhlovaci chybé popfipadé relativni zao-
krouhlovaci chybé. V IEEE standardu pro reprezentaci redlnych ¢isel v pohyblivé radové carce
je e =272 ~ 1077 pro realna ¢isla v jednoduché presnosti a € = 27°2 ~ 2 x 1076 pro presnost
dvojitou!.

P1i numerickych vypoctech pomoci dané reprezentace realnych c¢isel v pocitaci je potieba
pocitat se zaokrouhlovaci chybou, jak pti zadani vstupnich dat, tak v pritbéhu veskerych aritme-
tickych operaci, z nichz se sestava algoritmus vypoctu hledané veli¢iny. Numerickd matematika
se zabyva nejen samotnym navrhem a konvergenci algoritmti pro feseni matematickych tloh
pomoci pocitace, ale podstatnou jeji ¢ast tvoii pravé analyza vlivu zaokrouhlovacich chyb na
spravnost vypoctu.

Je potieba si uvédomit, ze nékteré axiomy realné aritmetiky nejsou v jeji pocitacové repre-
zentaci splnény. Napriklad s¢itani né€kolika cisel zalezi na poradi, nebo nemusi byt vzdy splnény

IN&kdy se udéava strojové epsilon poloviéni, coz odpovida tomu, Ze ke kazdému x najdeme ne nejblizsi nizsi,

vvvvvv

nejednoznac¢nost je pro nas nepodstatna, vzhledem k tomu, Ze nam jde jen o fadové odhady chyby.



Reprezentace realnych Cisel v poditaci

IEEE (Institute of Electric and Electronics Engineering) standard

Pfiklad:
0.01(DEC)=0.000 000 101 000 111 101 ...(BIN)=1.010001111x27=mx2°

32-bitovy standard (REAL*4/single precision)
[ofoliTiTiTiTofo] [efofifofo[ofi[1] [rTioftTo[i[ir] [o[oJofo[i[o]i]0]
\ A ——

el

~
127+e (8bitu) m-1 (23bitu)

znameénkovy bit

Cislo 0.01 je zde tedy reprezentovano jako
10737418

————— =10737418x2 " = 0.009999999776482582...
1073741824

64-bitovy standard (REAL*8/double precision)

fofoli T [r[iT1] [1Tofofofoli[ofo] [oft[t[iTi]o[1[o] [iTir[o[ofofO]t]
lofrfofofofi[rfr] [rfofrfoft[t]r]o] [ofofofr[oft[o]o] [Oft[i[r]r[O]tI]T]

Obrazek 1.1: Standardni reprezentace realnych ¢isel v pocitadi.

nékteré nerovnosti (napiiklad nerovnost mezi geometrickym a aritmetickym préimérem). Pékné
pojednéani o tomto tématu naleznete na

http://www.lahey.com/float.htm

Na prvni pohled se muze zdat, ze vzhledem k tomu, jak mala je zaokrohlovaci chyba, nebudou
rozdily mezi presnym vysledkem a jeho pocitacovou reprezentaci podstatné. V této tvodni
kapitole si ukazeme nékolik ptikladt vlivu zaokrouhlovaci chyby na vysledky jednoduchych
vypocti véetné pripadi, kdy mtze zaokrouhlovaci chyba vést k velmi nepfesnému ¢i dokonce
nesmyslnému vysledku.

Priklad 1: (Vysledek zdvisi na potadi scitanci.) Napiste kratky program, ktery vypocte
sumu S, =1+ ., k2—1+k Vysledek lze spocist presné, pficemz dostaneme S, =2 —1/(n + 1)
(ndpovéda: rozlozte ¢leny sumy do parcidlnich zlomki). Porovnanim tohoto presného vysledku
a vysledku béhu programu, zjistite, ze zaokrohlovaci chyba roste s n pfiblizné jako \/ne. Zkuste
napsat program, ktery vypocte stejnou sumu, ale pri¢ita s¢itance odzadu. Vysledek: zaokrouh-
lovaci chyba je mensi nez e pro jakkoli velké n.

Priklad 2: (Odcitani skoro stejné velkych éisel: ,cancellation®.) Pti s¢itani (od¢itani) dvou
¢isel x1 a w9, lze zaokrouhlovaci relativni chybu omezit shora vyrazem

A, | + A, |
’33'1 :l:l'g‘



Prvni ¢ast vyrazu je vliv zaokrouhlovaci chyby sc¢itancii; dodatecné epsilon je kvili zaokrouh-
leni vysledku. Vidime, ze relativni chyba vysledku, mize byt znacné velkd, pokud odcitame
priblizné stejné cisla. Zkuste si spocist na pocitaci v aritmetice s pohyblivou fadovou ¢arkou
vyraz /9876 — /9875 a porovnejte jej s vysledkem vycisleni matematicky ekvivalentiho vyrazu
(V9876 + /9875) 1. Zatimco v prvnim zptlisobu vypoétu ztradcime presnost (asi 3-4 cifry od
konce) druhy zptsob si zachovava pfesnost na trovni strojového e.

S timto typem problému se setkdme pii Feseni kvadratické rovnice. Pro nékteré hodnoty
koeficientd miizeme dostat vysledek zatizeny znacnou chybou pokud nevénujeme numerickému
vypoctu kofentt dostatecnou pozornost. Zkuste si naptiklad vypocist numericky oba kofeny
rovnice 22 — 1634z 42 = 0. Ozna¢me 1 vétsi z obou kofentl. Potom x, miiZete spodist piimo ze
znéamého vzorce pro kofeny kvadratické rovnice, a nebo vyuzit vztahu zo = 2/x;. P¥i prvnim
zpusobu vypoctu ztracite pét desetinych mist pfesnosti, zatimco chyba pri vypocétu druhym
zpusobem je v mezich strojového e. Vice o spravném numerickém vypoctu kofent kvadratické
rovnice si prectéte v Numerickych receptech [1] (kapitola 5.6).

Priklad 3: (Soucet mnoha éisel, jehoZ viysledek je maly: ,smearing.) S podobnym jevem
jako v pfedchozim piikladé (ale ve skryté&jsi podobé) se setkdme napiiklad pifi vycislovani fad.
Zkuste spocist hodnotu e* pomoci Taylorova rozvoje. Pro malé hodnoty x dostavate velmi
presny vysledek a i pro vétsi, kladna x, dostanete presny vysledek pokud vezmete dost c¢lent
Taylorova rozvoje. (D4 se vysledek jesté zpfesnit preusporadanim ¢lent fady? Napiste program,
ktery najde vzdy vysledek s relativni chybou srovnatelnou se strojovym e.) Pro vétsi zaporna
x tento vypocet selze a dostavame nesmyslné vysledky. Divod je ten, Ze velmi malé ¢islo e™*
se snazime najit jako soucet pomeérné velkych cleni fady. Zaokrouhlovaci chyba téchto ¢leni
je vici malému ocekavanému vysledku velka a skutecny numericky soucet fady je dominovan
pravé zaokrouhlovacimi chybami. Néprava je snadnd. Staéi vyuzit relace e* = 1/e*.

Nasledujici priklad je prevzat z [7] a bude nas provazet do konce této kapitoly. Definujme

veli¢inu
L n
I(a) = / (1.3)
0

x—i—a'

Pro mala n snadno spoctete I,, analyticky. Vzorec pro obecné n lze nalézt pouzitim binomického
rozvoje na Citatel, pokud napiSete x = (x + a) — a, takZe po trividlni integraci

n—1

n 1 a—+1
I,(a) = —a)* 1 kgl — 4 (—a)"] . 1.4
@ = o (}) o~ o (1.4)
Toto je presna formule. Pfesto jejim pouzitim pro a = 10 zjistite, Ze pro n > 10 zac¢nou

vychézet nesmysly (z definice (1.3) je ihned zifejmé 0 < I, < 1, a pfesto dostanete zaporny
vysledek). Divod je tfeba hledat ve skladani zaokrouhlovacich chyb. Napiiklad pro n = 10 ma
Sesty ¢len sumy (tj. k& = 5) hodnotu asi 3 x 10'!. S¢itdnim takto velkych ¢isel méate nakonec
dostat vysledek jehoZz velikost je mensi nez jedna. Jde tedy o jasny piiklad ,smearingu“ (viz
predchézejici odstavec). Metodu vypoétu I,(a) pro libovolnou hodnotu n a a si ukdzeme v
nasledujicim odstavci.

1.1 Stabilita algoritmu

V prikladech z predchozi kapitoly jsme vidéli, ze veli¢iny dané jakymsi matematickym vyrazem
muzeme vypocist nékolika zptisoby, neboli nékolika postupy (algoritmy). Pfitom ne vSechny



zpusoby jsou stejné dobré pro pouziti v aritmetice s pohyblivou fadovou ¢arkou. S tim souvisi
pojem stability algoritmu.

Definice: Stabilita algoritmu AA. Rekneme, Ze uréity postup vypoctu veliciny f = f(x)
zéavisejici na vstupnich datech x je stabilnim algoritmem, pokud provedenim tohoto postupu v
aritmetice s pohyblivou fadovou ¢arkou da pro vSechna x vysledek f , ktery se od presného f lisi
relativni chybou fadu O(€), tj. pfi pouziti aritmetik s pohyblivou fadovou ¢arkou se zmensujicim
se strojovym ¢ lze chybu odhadnout shora vyrazem? ce, kde c je n&jaka konstanta nezévisejici
na .

V praxi musime navic pozadovat, aby konstanta c¢ nebyla prilis velka. S konstantou fadu
¢ = € ! pro strojové € na pocitaci, ktery mame k dispozici stejné, nedostaneme rozumny
vysledek.

Na predchozi strance jsme vidéli, ze vypocet /x + 1 — /= pro kladné = je tfeba provést
na zakladé algoritmu zaloZeném na vzorci Vo + 1 — /z = (v + 1+ /z)~*. Absolutni chybu
prvniho vzorce lze odhadnout vyrazem 24/xe, tj. relativni chyba se pro velka = chova jako 2ex, a
tedy pro velka x roste nade vSechny meze. Pro druhy vyraz dostaneme stejnou absolutni chybu
pri vypoctu jmenovatele, tj. relativni chyba jmenovatele je nejvyse 2¢. Pii vypoctu prevracené
hodnoty se relativni chyba nemeéni tudiz chybu vysledku odhadneme vyrazem 2¢ a algoritmus
pomoci tohoto vzorce je tedy stabilni.

Priklad: Stabilita vijpoctu posloupnosti zadané rekurentim vzorcem. Vratme se k vypoctu
integrélu I,,(a) definovaného v predchozi kapitole. Snadno zjistite, ze

1 ,.n-1 _ 1 1 ,.n-1 1
[n:/ " Hz+a G)dx:/ xnl_a/ o L (1.5)
0 0 0

r+a r—+a n

To je rekurentni vztah, ktery umoznuje vypocist postupné Iy, Is, ..., I, z hodnoty Iy = In 1%“
Vyzkousejte si naprogramovat tento postup v aritmetice s pohyblivou fadovou ¢arkou a pou-
Zijete jej opét pro a = 10. Opét zjistite, ze uz pro pomérné malé hodnoty n dostanete zaporné
(a tudiz nesmyslné) hodnoty I,,. Na viné je opét zaokrouhlovaci chyba. Predpoklddejme, ze do
posloupnosti I,, v ur¢itém bodé zaneseme chybu A, tj. zménime I, — I, = I, + A,. Snadno
zjistime, Ze chyba se $ifi dale podle vzorce A, .1 = —aA,, tj. po k krocich je

A = (—a)*A,. (1.6)

Pro a = 10 tudiz chyba vzroste v kazdém kroku o jeden rad. Ve dvojité presnosti, se strojovym
€ ~ 10710 pievazi zaokrouhlovaci chyby po 16 krocich nad spravnym vysledkem. Vidime tudiz,
ze vypocet integralu I,,(a) pomoci rekurentni formule (1.5) neni stabilni (¢ v definici stability
je rovno a" a nelze jej omezit shora konstantou nezavislou na vstupnich datech a, n).

Néprava tohoto problému neni obtizna. Pojdme se podivat, jak se chova chyba pfi pouziti
vzorce (1.5) odzadu:

A, = (—1/a)fA,. (1.7)

Napftiklad pro a = 10 se tedy chyba zmensuje o jeden fad s kazdou iteraci. Pro a > 1 mtizeme
tedy generovat posloupnost I,,, I,,_1, I,,_» pomoci relace (1.5). Chyba se kazdou iteraci zmensi
faktorem 1/|a|. Volbou dostate¢né velkého n a zahozenim prvnich par ¢lentt posloupnosti do-
staneme tedy spravné vysledky i pro uplné Spatnou volbu pocatecni hodnoty I,,, napriklad
I, = 0. Dochazime k zajimavému vysledku, ze zatimco presny vypocet posloupnosti odpredu

2Tento pozadavek miize byt pro nékteré problémy piilis silny. Potom vysta¢ime s odhadem chyby O(e®), kde
0 < a < 1. Viz naptiklad odstavec o numerickém derivovani.



ze spravné hodnoty I vede k nespravnym cislim, priblizny vypocet posloupnosti odzadu z
nespravné hodnoty I,, vede k presnému vysledku (s chybou fadu strojového € az na prvnich par
¢lentt posloupnosti).

1.2 Podminénost ulohy

Tuto tvodni kapitolu zakon¢ime definici pojmu podminénosti tlohy. Pfedchozi ivahy a priklady
se tykaly FeSeni néjaké matematické tlohy, nalezeni ¢isla f = f(z) (nebo mnoziny ¢isel f = f;)
na zakladé vstupnich dat x. Pritom jsme se soustfedili na rtizné algoritmy vypoctu velic¢iny f
a na zpusob, jakym malé chyby vstupujici v rtiznych mistech do algoritmu vypoctu ovliviiuji
vysledek. Nékteré tlohy mohou byt samy o sobé&, bez ohledu na zptisob vypoctu, obtizné, nebot
vysledek silné zavisi na vstupnich datech.

Piiklad: V knize , To snad nemyslite vazné“ popisuje Richard Feynman, jak se vsadil, Ze
dokéze vypocist béhem minuty vysledek jakékoli pocetni tlohy s presnosti na deset procent.
Kolegové mu davali rizné tlohy jako vypocty osklivé vypadajicich integralt ¢i feseni diferenci-
alnich rovnic. Diky své genialité a zbéhlosti v pfibliznych vypoctech Feynman vzdy vyhral, az
Sel kolem jeho kamardd matematik a ten mu fekl, af spocte tan(101%°). Toto je ptikladem $patné
podminéné tlohy. Pokud by mél mit Feynman nadé&ji spocist vysledek s relativni presnosti 1071,
musel by znat vzdalenost ¢isla 101%° od nejblizs§iho ndsobku 7 s absolutni ptesnosti fadu 1071,
coz pro argument velikosti 10'%° dava relativni piesnost 10719, Kamardd matematik si prosté
uvédomil, ze mu musi dat tlohu, v jejimz vysledku se extrémné nasobi chyba pocatecnich dat.

Definice. Cislem podminénosti wilohy nazveme

; o1l

R(x) =lim sup (1.8)
=0 5z <e |07
(absolutni ¢islo podminénosti), nebo
: 101 /[lox]
k(z) =lim sup (— — (1.9)
—Opsaj<e \ [LFI1 /Nl

(relativni ¢islo podminénosti), kde 0 f = f(x + dx) — f(z). Rekneme, Ze tiloha je $patné podmi-
nénd pokud k > 1. V opacném pripadé mluvime o dobre podminéné tloze.

V pfipadé, Ze funkéni zavislost f(x) je diferencovatelnd, je ¢islo podminénosti & dano prosté
maximem (supremem) velikosti derivace (pfipadné normou jakobidnu zobrazeni f).

Typické priklady spatné podminénych problémi:

o Vycislovdni funkce v okoli singularity. Naptiklad funkce f(x) = (In1/x)~® m4 limitu 0,
pro x — 04, ale pro x = 107" je f(z) = N~Y/8 tj. naptiklad pro N = 100 je vzdalenost
dz od x = 0 skutecné hodné malé, ale presto f(z) ~ 0.5073.

e Nalezeni koreni polynomu zadanéeho jeho koeficienty. Uvazte polynom
p(z) = 210 —102° + 4528 — ... — 10z +1 = (2 — 1)'°,

jenz mé jediny desetindsobny kofen z = 1. Po zaméné koeficientu ag = 1 — 1 — 10710
dostaneme kofeny 2z, = 1+ 0.1 x e2™*/10 pro k= 0,1, ..., 9, tj. chyba v uréeni koeficientu
polynomu p(z) se zvétsila o devét fadu (¢islo podminénosti tlohy v tomto piipadé dokonce
diverguje).



e Reseni soustav linedrnich rovnic. Pozdéji si zvlast definujeme ¢islo podminénosti matice
a uvidime, ze TeSeni soustavy rovnic pro zvolenou matici soustavy miize byt extrémné
Spatné podminénym problémem.

e Pocatecni ulohy pro diferencidlni rovnice mohou byt $patné podminéné. Uvazme tlohu
y"(z) = y s pocatecni podminkou y'(0) = a, y(0) = —a. ReSenim této tlohy je ae~*. Pii
perturbaci poc¢atec¢ni podminky musime vzit v Gvahu také druhé linedrné nezavislé reseni
et® takZe ¢islo podminénosti tlohy nalezeni feSeni v bodé x je Fadu e?*.

Na druhé strané mezi dobfe podminéné problémy patii naptiklad vypocet urcitého integralu
funkce nebo urceni vlastnich vektort a vlastnich ¢isel hermitovské matice.



Kapitola 2

Iterace, feseni nelinearnich rovnic (a
soustav)

Ve fyzice se Casto setkdvame s potfebou Tesit nelinedrni rovnici typu

x = f(x). (2.1)

Reseni této rovnice lze hledat pomoci iteraci, tj. zvolime si vhodny poc¢ate¢ni odhad = = z, a
ten zpresnujeme postupnym aplikovanim funkce f:

Tus1 = Fan). (2.2)

Konvergence této posloupnosti je za urcitych okolnosti zarucena nasledujici vétou, kterou byste
méli znat z matematické analyzy.

Véta: O pevném bodé kontrahujiciho zobrazeni. Nechtf f je spojité zobrazeni definované na
mnoziné D, kterou zobrazuje do sebe, a necht f je kontrahujici LipSicovské, tj. existuje L < 1
takové, ze pro kazdé x1,xe € D plati |f(z1) — f(22)| < L|z1 — x3]. Potom

1. f ma na D pravé jeden pevny bod: x, = f(x,),

2. posloupnost z,, = f(x,_1) konverguje k x, pro kazdou volbu xy,

3. @y — @ < £z — mol-

Piikladt nalezneme ve fyzice mnoho. Patii mezi né naptiklad Keplerova rovnice
E=M+4e€sinFE,

v niz F je neznama veli¢ina (tzv. excentrickd anomaélie souvisejici s polohou planety na orbité),
0 < € < 1 je zndma excentricita orbity a M je zadané cislo souvisejici s ¢asem. Pokud vas to
zajima, detailni vyznam veli¢in naleznete napt. na

http://en.wikipedia.org/wiki/Kepler_equation#Position as_a function of time

Jinym pfikladem, v némz = = 1) je vektor z Hilbertova prostoru a f je zobrazeni tohoto prostoru
do sebe, je Lippmannova-Schwingerova rovnice

W) = [¢) + GoV|¥).
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Tuto rovnici 1ze rovnéz za urcitych okolnosti Tesit iteracemi, ptricemz dostaneme tzv. Bornovu
fadu. Jako itera¢ni metodu lze také chapat tzv. metodu selfkonzistentniho pole ve fyzice mnoha
¢astic. Zde misto feseni pohybu vSech interagujicich ¢astic najednou fesime pohyb kazdé castice
zvlast v jakémsi pomocném stfednim poli, ale toto stfedni pole mizeme urcit jediné na zakladé
znalosti trajektorii (resp. vinovych funkei) jednotlivych ¢astic. Toto stfedni pole mizeme hledat
pomoci iteraci.

2.1 Rychlost konvergence a jeji zvysovani

Definujme chybu n-tého itera¢niho kroku e, = x, — x,,. Potom plati

€n+1 = Tp+1 — xp = f(xn) - f(xp) = f(xp + en) - f(xp) = f/(xp)en + %f//(xp)ei + ES) (23)

kde jsme predpokladali, Ze chyba e, je jiz mald a pouzili jsme Taylorova rozvoje funkce f(x)
kolem pevného bodu z,. Nyni rozlisme n¢kolik mozZnosti

1. Linedrni konvergence: f'(x,) # 0. Potom pfiblizné plati
En+1 = (€n

a tedy

€n ™~ qn’
kde ¢ = f'(x,). Pii konvergenci tohoto typu roste pocet spravnych cifer, na néz zname
pevny bod z,, linedrné s poctem krok.

2. Kvadratickd konvergence: f'(z,) = 0. Potom plati

1
nit = (1)

a pocet spravnych cifer aproximace pevného bodu z, ~ z, se v kazdém kroku zhruba
zdvojnésobi.

3. Pozn. Pokud f"(z,) = f'(x,) = 0, jde o konvergenci jesté vyssiho fadu (¥fad bude urcen
nejnizsi nenulovou derivaci). Obecné fadem metody nazyvame nenulové ¢islo «, pro néjz
existuje konecna, nenulova limita

lim [Tns — 2| (2.4)

n—oo ‘(L‘n — (L‘p|a ’

Priklad: Mackanim klavesy na kalkulacce se prakticky presvédcite, ze TeSeni alge-
braické rovnice
cos(z) =

lze nalézt iteracemi a ze konvergence je linearni pro libovolnou pocatecni hodnotu x.

Pro feseni jednoduchych algebraickych tloh jako v predchazejicim piikladé je linearni kon-
vergence vétsinou postacujici. Problém nastava, pokud je vycisleni funkce f(x) Gasové naro¢nou
ulohou (napfiklad nalezeni vlastniho ¢isla okrajové ulohy pro parcidlni diferencidlni rovnici).
Potom se vyplati pfemyslet o pripadném urychleni konvergence. V nasledujicim si ukazeme
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jak toho dosahnout. Pritom se ukazuje, ze miizeme dostat konvergujici iterace i pro funkci,
ktera nebyla v okoli pevného bodu kontrahujici. Predpokladejme, Ze posloupnost g, z1, 22, ...
konverguje linedrné k pevnému bodu z,. Potom miZeme psét

_ n
Ty — xp =

_ n+1

xn—f—l - xp = cq )

_ n+2

Tp+2 — .I'p = «q .

Tyto rovnice mizeme chapat jako soustavu tfi rovnic pro tfi neznamé c, ¢ a x,, za piedpo-
kladu, ze zname hodnoty c¢isel posloupnosti xg, x1, zs... ReSeni lze najit napriklad nasledujicim
zpusobem. Predevsim je ihned vidét:

Tn1 — Tp o Tni2 — Tp

Y
Ty — Tp Tpg1 — Tp

coZ je uz jen jedna rovnice pro x,. Jejim feSenim dostavame

2 2
S Tnlpy2 = Tpiq M (Tng1 — Tn) (2.8)
p = =Xy . .
Tny2 — 2xn+1 + T Tny2 — 2xn+1 + T

Rozmyslete si, ze zatimco oba tyto vyrazy jsou matematicky ekvivalentni, druhé vyjadieni
vede na mensi zaokroulovaci chybu (viz pfedchozi kapitola a pozndmky o od¢itani skoro stejné
velkych ¢isel). Posledni z vyrazi lze jednoduse vyjadiit jako

2.9
A2, ' (2.9)
kde jsme identifikovali operator dopiedné diference Az, = z,11 — Tn, Az, = A(Az,) =
Tpto — 2Tp41 + @, (viz nésledujici kapitolu). Navic jsme si uvédomili, Ze vzorec je samoziejmé
jen pfiblizny a vysledek zavisi na n. Definuje tedy novou posloupnost z]. Da se dokazat, ze

/
R A—
lim =22 —
n—oo Iy — Ty

a posloupnost zg, i, 75,... tedy konverguje k x, rychleji, nez ptivodni posloupnost. Obecné
plati, Zze konvergence posloupnosti z], je linedrni, ale s mensim kvocientem ¢’'. Pouziti vzorce
(2.9) se da tedy opakovat, pficemz ziskdme novou posloupnost x!! popiipadé dale xf’), ng),
O takovém urychlovani konvergence mluvime jako o Aitkenové A? algoritmu.

Ponauceni: Uvedeny postup se da obecné chapat jako extrapolace posloupnosti zg, z1, T2,
... pro n — oo, pfi¢emz pouZivime znamé asymptotické chovani chyby (2.5) pro n — oo. S
timto postupem se miiZzeme setkat v numerické matematice castéji a vede vétsinou k nejefek-
tivnéjsim algoritmim pro ziskdvani velmi pfesnych vysledki (viz Rombergova integrace, nebo
Bulirschova-Stoerova metoda integrace diferencialnich rovnic; tam se ovsem provadi extrapolace
integra¢niho kroku h ~ 1/n — 0).

Dalsi vylepseni (Aitken-Steffensen): Vyse uvedenym postupem nejdiive vygenerujeme po-
sloupnost z,, iterovanim funkce f(z) a potom pouzitim vzorce (2.9) vytvofime novou posloup-
nost z/,, a dale mizeme pokracovat opakovanim vzorce (2.9) a konstruovat z!/, xS’), ... Existuje
také alternativni postup:

1. Opét definujeme :1:(()0) = o, x§°> =11 = f(xg), xéo) =19 = f(x1).

12



2. Jako v Aitkenové algoritmu vypocteme pro kK =0,1,2, ...

(0) _ (k)2
SV (O B i

xgk) — 2x§k) + xék) ’

3. ale pfi tom xgkﬂ) = f(x(()’fﬂ))’ xékﬂ) _ f(xngrl)).

Povsimnéte si dobfe rozdilu mezi Aitkenovym a Aitkenovym-Steffensenovym algoritmem, ktery
spociva ve zdanlivé nepodstatném detailu. Zatimco v Aitkenové algoritmu spocitame celou po-
loupnost x§°> iterovanim funkce f(z) a dalsi xgk) jiz generujeme jen vzorcem (2.9), v Aitkenoveé-
Steffensonové algoritmu pouzivame stale kombinaci iterovani funkce f(x) a extrapolace vzorcem
(2.9). Ukazuje se, ze posloupnost x((,k), k=0,1,2,... (zdiraznéme, Ze se nyni méni horni index

misto dolniho) diky tomu konverguje kvadraticky k x,. To je disledkem nasledujicich tvrzeni:
e Plati x((,kﬂ) = f(xék)), kde

C o U
He) == T —2f ) 1o

e Takto definovana funkce ma pevny bod ve stejném z, jako funkce f(z) a
e pro jeji derivaci v tomto bodé plati f’(a:p) =0.

Prvni tvrzeni je jen jiny piepis Aitkenova-Steffensenova algoritmu a dalsi dvé tvrzeni ziskame
rozvojem f(x) v okoli bodu = x,,. Dosadime-li rozvoj f(x,+€) = x,4+qe+0(€%) a f(f (zp+e)) =
T, + ¢*¢ + O(€®) do definice f(z) dostavame totiz

; (g — 1)

f(l'p —f- 6) = ZEp —f- € — m + 0(62) — l‘p + 0(62)‘

2.2 ResSeni nelinearnich algebraickych rovnic

Problém: najit feSeni x = x, rovnice
g(x) =0, (2.10)

kde g(x) je zadana reélna funkce redlné proménné x. Véta o stfednim bodé zarucuje, ze kazda
spojitd funkce g(z), ktera na intervalu (a,b) méni znaménko, tj. g(a)g(b) < 0 nabyva uvnit¥
tohoto intervalu nulové hodnoty. Numerickou metodu, ktera za podminek této véty vzdy vede k
nalezeni korene s pfedem zadanou presnosti € nazyvame vZdy konvergentni. Mezi takové metody
patifi metoda bisekce.

Detailni implementaci metody bisekce najdete napiiklad v numerickych receptech [1].
Vychézi z hodnot funkce v krajnich bodech intervalu (a, b). Tento interval postupné zmensuje
na polovi¢ni tim, ze vy¢isli funkéni hodnotu v prostfednim bodé intervalu a vybere tu ¢ast na
niz zistane splnéna podminka g(a)g(b) < 0. Délka intervalu, udavajici chybu odhadu polohy
kofene, se postupné méni v kazdém kroku na polovinu a rychlost konvergence metody je tudiz
linearni.

Itera¢ni metody: Necht ¢(z) je funkce takova, ze 0 < |¢(x)| < oo pro vechna z € (a, b).
Potom rovnice

v = f(r) =z - ¢(r)g(x)

ma stejné koreny jako g(x) = 0. Jednotlivé iteraéni metody se lisi volbou ¢(x):
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e ¢(x) = m =konst. Potom mizeme hledat kofen z, iterovanim funkce f(z) podle véty o
pevném bodé kontrahujiciho zobrazeni, plati-li | f'(x)| < 1, tj. 0 < mg'(z) < 2 pro vSechna
x € {(a,b).

e Newtonova metoda. Podminka pro kvadratickou konvergenci zni
f/(xr) =1- ¢/(xr)g(xr) - ¢(xr)gl(xr) =1- ¢(xr)gl(xr) =0,

kde jsme vyuzili toho, ze g(z,) = 0. Kvadraticky konvergentni metodu tedy dostaneme
polozenim ¢(x) = 1/¢'(x). To vede na konstrukci postupnych aproximaci feseni .,

9(w,)
g'(wn)

Tpt1 = Tp —

Pouzitelnost metody: Konvergence z,, — x, samoziejmé neni zarucena pro libovolnou
volbu xy. Ale z pfedchoziho je ziejmé, ze pokud je |f'(z)| < 1 na néjakém intervalu, je
f(z) na tomto intervalu kontrahujicim zobrazenim a muzeme volit libovolné x z tohoto
intervalu. Nalézt takovy interval mize byt pro nékteré funkce g(z) pfinejmensim obtiZné.
Pokud vSak m4 funkce g(x) spojitou nenulovou derivaci v bodé x, méme alespon zaru-
¢eno splnéni této podminky v né€jakém okoli bodu x,. Prakticky lze kombinovat metodu
bisekce pro hrubou lokalizaci kofene s Newtonovou metodou pro rychlé nalezeni presné
hodnoty. (Poznamka: pokud jste se s Newtonovou metodou jesté nesetkali, rozmyslete si
jeji geometricky vyznam, viz téz [1]).

e Modifikovana Newtonova metoda - metoda secen. V praxi se Casto setkdme s pripadem,
kdy derivaci funkce g(x) nezndme. Potom mutizeme spocitat derivaci pfiblizné jako

9'(xn) =~ [g(zn) — g(Tn-1)]/ (0 — Tn1)
coz vede na posloupnost iteraci

Tpil = xn,lg(xn) - xng(xnfl)
" g(xn) - g(In—l)

D4 se ukézat, Ze pokud jsou ¢’ a ¢’ spojité, potom existuje okoli bodu z, takové, zZe
posloupnost x,, konverguje k z, pro libovolné zy z tohoto okoli. Pfitom konvergence je
fadu o = (Vb5 +1)/2 ~ 1.618 [1, 5, 9].

Priklad: Jednoduchym piikladem pouziti Newtonovy metody je klasicky algoritmus pro
vypocet druhé odmocniny. Volime-li g(z) = 2 — ¢, dostaneme iterace

Ty = f(2,) = % (f’cn+£) )

n

pfi¢emz se da dokézat, ze posloupnost vzdy konverguje. Napiiklad pro vipodet v/2 s pocatecnim
odhadem xy = 1 dostavame postupné aproximace 1.5, 1.4166, 1.4142156, 1.4142135623746,
1.4142135623730950488016896, t.j. po 5 iteracich dostavame vysledek s chybou neprevysujici
strojové € pro dvojitou presnost.

Pozndmka: Ackoli mame zajisténo, ze existuje néjaké okoli hledaného korene z,, v némz
Newtonova metoda konverguje kvadraticky, mtze byt obtizné zjistit, v jaké oblasti pfesné me-
toda konverguje. Situace je jesté komplikovanéjsi, pokud existuje nékolik kofenti. Naptiklad pro
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funkci g(x) = 2® — 1 existuji tii komplexni kofeny. Nyni je mozno kazdy bod komplexni roviny
xo € C obarvit jednou ze tii barev podle toho, ke kterému kofenu konverguje Newtonova me-
toda startujici z bodu xj. Vysledkem je prekvapivé komplikovany obrazec nazyvany Newtontv
fraktal, ktery si mizete prohlédnout napiiklad na

http://en.wikipedia.org/wiki/Newton fractal

2.3 Iterace a algebraické rovnice ve vice proménnych

Zobecnéni Banachovy véty o pevném bodé kontrahujiciho zobrazeni do vice dimenzi je pfimo-
Caré. Staci povazovat = za vektor a f(x) za vektorovou funkci vektorové proménné, t;.

R (A N A proi=1,2,...,D, (2.11)

kde D je dimenze prostoru, a dale absolutni hodnotu |z| ve vété nahradime normou vektoru
||||. Také jsme trochu modifikovali zna¢eni. Horni index ve vyrazu ™ nebo z? ¢isluje jednotlivé
¢leny posloupnosti vektori, zatimco dolni index jsme nyni vyhradili indexu ¢islujicimu slozky
vektoru.
Analyzu chyb je oproti jednodimenzionalnimu pripadu nutno mirné modifikovat. Nyni mu-
zeme psat
et =g —a? = f(a") = f(a”) = J(")e" + O(]le"]), (2.12)

kde J(x) je matice jakobidnu zobrazeni f(z), tj.

ofi  Of1 of1
o1 Oz St Oz
Ofz  Of Of2
J = 32.101 32'102 o 32?D
9fp  9fp dfp
ox1 Oxo t dxp

Ma-li f(z) byt kontrahujici zobrazeni, musi byt vSechna vlastni ¢isla matice J(x) mensi nez 1 pro
vSechna x z uvazované oblasti. Pokud je matice J(x,) nenulova, dostavame linearni konvergenci,
neboli konvergenci prvniho fadu. Obecné lze fad konvergence definovat opét vzorcem (2.4)
v némz nahradime absolutni hodnotu normou vektoru. Specidlné nas bude zajimat moznost
konstruovat metody vyssich ¥adf. Aitkentiv A%-algoritmus bohuZel nelze pifmocafe zobecnit,
protoze z nékolika nasledujicich ¢lenti posloupnosti neni snadné eliminovat celou neznamou
matici jakobianu. Pokud vSak umime matici jakobidnu zkonstruovat jinym zptsobem, podafi
se nam zobecnit alespon Newtonovu metodu.

P1i resent soustav algebraickych rovnic budeme sledovat postup z prechozi kapitoly. Nasim
cilem je opét nalézt takové x” (tentokrat vektor), ktery spliiuje soustavu algebraickych rovnic

g(z") = 0.

Uvédomme si, Ze ¢g(z) je nyni vektorova funkce vektorové proménné reprezentovand kompo-
nentami g;(x1,x2,...,zp), i = 1,2,...,D. Necht pro vSechna x z néjaké mnoziny M je A(x)
nesingularni matice. Potom 2" € M spliiuje nasi soustavu praveé tehdy, kdyz x" je pevnym
bodem zobrazeni

f(x) = & — Alz)g().
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Nyni prichazeji v tivahu rizné volby matice A. Podobné jako v jednodimenzionalnim ptipadé
je mozno vzit vhodnou konstantni matici, ale mtize byt obtizné ji zvolit tak, aby f(z) bylo
kontrahujici zobrazeni. Na druhé strané pozadavek, aby Jacobiho matice funkce f(x) byla
nulova v bodé x" vede ke vztahu

_Ofi 5 N (9Au gk
0_8mj _6Zj §<8x] gk+AZkaZE])

Prvni ¢len v sumé pies k je nulovy v bodé x = z" a dostaneme tedy podminku, Ze matice
A (z) musi byt inverzni k matici jakobidnu J, zobrazeni g(z) v bodé z = 2" a mizeme tedy
polozit A(x) = J,(z)~'. Nyni mdme pohromadé vSechny komponenty ke konstrukei itera¢niho
schematu Newtonovy metody ve vice dimenzich

"t =g — J,(2")g(2"). (2.13)

Priklad: (Transformace od kartézskych k polarnim soutadnicim). Zpusob fungovéni New-
tonovy metody ve vice dimenzich si ukazeme tak, ze vyfresime soustavu rovnic

rcos¢ —xg = 0,

rsing —y, = 0,

kde xg, yo jsou zadana realna cisla a r, ¢ hledané neznamé. Tuto soustavu lze opét chapat jako
rovnici ve tvaru g(z) = 0, kde vektor x = (r,¢) a funkce g(z) mad komponenty g;(r,¢) =
rcos¢ — o a go(r,¢) = rsin ¢ — yo. Matici jakobidnu a jeji inverzi nyni snadno najdeme

T(r, ¢) = ( cos ¢ —rsing )’ I(r,6)"" = 1( T COS ¢ rsin¢)

sing rcos¢ r\ —sin¢g cos¢

a iteracni vzorec tedy je

Pt = g cos¢" + yosin ¢",

"t = ¢ — (zosin @™ — yosin ™) /1"

Miizete si sami ovérit na pocitaci, ze podobné jako v algoritmu pro vypocet druhé odmocniny
dostavame pro rozumnou volbu poc¢atecni podminky spravny vysledek na plny pocet mist béhem
radoveé péti iteraci.

Nakonec jesté nekolik praktickych poznamek k implementaci iteracnich algoritmt. Pii prak-
tické pouziti vzorce (2.11) je potfeba pamatovat na ulozeni celého vektoru z™ do pomocné pro-
ménné, nez jeho slozky zacneme prepisovat novymi hodnotami z}. Tomu se vyhneme, pokud
schéma

33'71111 = fl(xrllaxga"'ax%)v xrllji = fl(quzjr:f&?x%)’

xg—l—l = fg(l‘?,l‘g,...,l‘%), IS_H = f2('r?+17x3;'1"7x%)7

Ty = fa(af, 25, ..., 2D), nahradime Ty = fola?T, 257, . 2),

x%“ = fp(ay,xh, ... %) x%ﬂ = fD(xTH,xSH,...,x%tll,x%).

Tim jsme samoziejmé zménili algoritmus a vysledné iterace uz neodpovidaji vzorci (2.11).
Nicméné novy vzorec ma stejny pevny bod a jak si ukdZeme pozdéji v souvislosti s resenim
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okrajovych tloh pro diferencialni rovnice, konverguje vysledny algoritmus ¢asto rychleji. V této
souvislosti mluvime o relaxaci. Dalsi moZznosti je modifikovat vzorec (2.11) nésledovné

2P = (1 —w)al +wfi(al, 2y, ..., 2), proi=1,2,..,D, (2.14)

7

kde w je takzvany relaxa¢ni parametr. Takto modifikované iterace maji opét stejny bod jako
ty ptivodni a dodatecnou volnost ve volbé parametru w 1ze pouzit k optimalizaci konvergence,
jak si povime vice u popisu itera¢nich metod feseni soustav linearnich rovnic. Také tento novy
vzorec lze samoziejmé pouzit v relaxované podobé

o = (1 —w)al +wfi(aPt ot 2l 2, proi=1,2,....D. (2.15)

7 70
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Kapitola 3

Interpolace a aproximace funkci

Mezi zakladni ulohy numerické matematiky patii diskrétni reprezentace spojitych funkci. Jed-
nou z moznosti je nahrazeni funkce, kterou chceme reprezentovat, funkci z néjaké mnoziny,
kterou lze charakterizovat koneénym poc¢tem parametrii (redlnych ¢isel). Specidlnim pfipadem
je linearni vektorovy prostor ziskany jako linearni obal kone¢né mnoziny funkci. K nejvyznam-
néjsimu pripadu tohoto typu aproximace patii aproximace pomoci polynomt do fadu n. Pii
aproximaci funkce f(x), kterou nahradime jeji reprezentaci f(z), je potieba né&jak charakteri-
zovat chybu aproximace Af(z) = f(x) — f(x). V nésledujicich odstavcich se budeme bavit o
aproximacich ve smyslu nejmensich ¢tvercti (minimalizace [ |A f(z)[?) a CebySevové aproximaci

(minimalizace max |Af(z)|). Zatneme vSak nesmirné uziteénym pojmem interpolace funkce.

3.1 Polynomialni interpolace

O polynomidlni interpolaci mluvime v pfipadé, ze nahrazujeme funkci f(x) prochézejici body
(xi, fi), 1= 10,1,...,n polynomem

L.(x) =ao+ a1z + ... + a2,

ktery rovnéz prochazi témito body, tj. L,(x;) = f;. Tuto podminku lze napsat v maticovém
tvaru:

1 x§ xg ag Jo
Va — 1 o 2y ... 2} a | f1 (3.1)
= —_— . P .
1z, 22 ... am ay, fn

ktery pfedstavuje soustavu (n + 1) linedrnich rovnic pro nezndmé koeficienty a; sdruzené do
vektoru a. Matice soustavy, tvofena ,mocninami“ sloupcového vektoru

x = (zg, 1, -\, xn)T,

se nazyva Vandermodeho matice a snadno nahlédneme, Ze jeji determinant je

VI =] —=)).
i>j
Na determinant matice V' muzeme totiz pohlizet jako na polynom v proménnych zy, =1, ...,

T, ktery ma nuly v bodech, kde vektory tvorici jeho rfadky jsou lineadrné zavislé, tj. prave
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kdyz x; = x; pro né€jaké i, j. VySe uvedend formule pak je rozvojem tohoto polynomu do jeho
n(n + 1)/2 kotfenovych ¢initelii. Soucasné je ziejmé, ze pokud jsou vSechny body x; navzajem
rtizné, potom je determinant matice V rtizny od nuly a soustava (3.1) ma pravé jedno feSeni.

Dokazali jsme existenci a jednozna¢nost interpola¢niho polynomu L, (z). O tomto polynomu
mluvime jako o Lagrangeové interpolacnim polynomu. Tento polynom miizeme nalézt feSenim
vySe uvedené soustavy. Zminme jesté dvé jiné metody konstrukce tohoto polynomu. Prvni z
nich se vétsinou pouziva pii teoretické analyze a ditkazech a spo¢iva v rozvoji do baze [;(x) v
prostoru polynomu do fadu n, kterd ma piithodnou vlastnost

lz(l']) = 6@]

Rozvoj Lagrangeova interpola¢niho polynomu do této baze zjevné je
Lo(z) = fili(z). (3.2)
i=0

Ulohu jsme tedy redukovali na nalezeni [;(z). Snadno se piesvédéite, ze polynomy s touto
vlastnosti lze psat jako

(x —zo)(x — 21)...(x — x,)
(x; — xo)(x; — 1)...(x; — )
wn-i-l(x)
(v — @)wp (@)

s vynechanim i-tého ¢lenu

v Citateli i jmenovateli

kde

wWni1(z) = (z — x0)(z — 21)...(x — 2,).
Druha metoda konstrukce interpola¢niho polynomu je vhodnéa pro prakticky vypocet inter-
pola¢niho polynomu v néjakém bodé z a spociva v postupném vypoctu sloupcti nasledujici
tabulky (Aitkenovo-Nevillovo schema)

zo fo= Po(o)

n fi=r P

Ty fo = Po(z) P1(12) P2(012)

T3 f3 _ pé?)) p1(23) P2(123) P3(0123)

V jednotlivych sloupcich konstruujeme postupné polynomialni aproximace vyssich radi, pri-
¢emz napriklad P2(012) je hodnota (v bodé x) polynomu 2. fadu prochézejictho body (xo, fo),
(21, f1), (z2, f2). Pii konstrukei nésledujiciho sloupce tabulky vyuzivime postupné fromule

iyi+1,...i+m—1) plitLitm=1litm)

+(.CEZ—33') j

Ty — Titm

(
pliitlitm) _ (x — me)P]

Jj+1 -

Platnost této formule snadno nahlédneme, kdyz si uvédomime, ze jde o vazeny priamér dvou
sousednich polynomil a vysledny polynom proto musi prochazet vSemi vnitfnimi body i +

LT—Ti4+m

1,...,24+m — 1, kterymi prochéazi oba polynomy. Konkrétni volba vahovych faktort -

i Litm

zajisti, ze vysledny polynom prochézi i krajnimi body ¢ a i + m.
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7 matematické analyzy zname Weierstrassovu aproximacni vétu, ktera rika, ze libovolnou
spojinou funkci Ize libovolné pfesné aproximovat néjakym polynomem dost vysokého fadu. Ten
ovsem nemusi byt shodny s interpola¢nim polynomem.

Pfesnost polynomialni interpolace fesi nasledujici véta (Lagrangetiv zbytek): Necht z,
T, ..., T, jsou navzajem rizné body z intervalu (a,b) a f € C""{a, ). Pak pro kazdé = € (a, b)
existuje & € (a,b), tak ze

FUrE)

f(x) = Ly(z) = (n+1)! Wnt1(T).

Podobnost se zbytkem v Taylorové rozvoji je napadna a nepiekvapi, ze napiiklad pokud
mé funkce f(z) Tayloriiv rozvoj v nékterém z krajnich bodu intervalu (a,b) a tento rozvoj
konverguje na celém tomto intervalu, pak lze vyse uvedeny zbytek odhadnout zhora cislem
max | f"TV||b—a|"*! /(n+1)!, které konverguje k nule, a tudiz L, (z) konverguje k f(x). Obecné
je potieba jisté ostrazitosti nebot chovani L, (z) pro velkd n silné zavisi na volb& mnoziny z;.
Klasickym prikladem je aproximace funkce

B 1
142

/()

ktera ma na celé realné ose spojité vsechny derivace, ale naptiklad pro rovnomérné rozlozenou
sit bodu na intervalu (—5,5) posloupnost L,(x) diverguje (viz obrazek - doddm pozdé&ji). To
lze snadno pochopit, kdyz si ¢lovék uvédomi, ze funkce méa pdly v bodech x = +i a Taylorova
fada v bodé 0 ma polomér konvergence 1, coz nepokryva cely interval (—5,5). Naproti tomu se
dé ukézat, Ze pokud volime z; na intervalu (—1,1) rozlozeny podle vzorce

potom |w,(x)| < 27V a navic Lagrangetiv interpolacni polynom libovolné funkce f(x) spojité
na tomto intervalu konverguje stejnomérné na tomto intervalu k f(x) pro n — oco. K tomuto
tématu se jesté vratime nize v povidani o Cebysevovich polynomech.

3.2 Hermiteova interpolace

Zobecnénim Lagrengeovy interpolace je interpolace Hermiteova. Zde pozadujeme, aby se apro-
ximovana funkce f(z) a interpola¢ni polynom H,,(z) shodovali v navzajem rtznych bodech x;,
a to véetné derivaci do fadu «; — 1. Polynom H,, () je opét uréen jednoznacné, pokud se pocet
kladenych podminek ag + a3 + ... + v, a pocet koeficientt polynomu (m + 1) shoduji.

Presnost Hermiteovy interpolace: Za stejnych pominek jako pro Lagrangeovu interpo-
laci a pro f € C™"{a, b) mame

FrmE)

wm+1('x)7

kde
W1 () = (2 — 20)*(x — 21)** (T — 2) .

Podobnost Lagrangeova zbytku s Taylorovou vétou se nyni osvétluje, nebot aproximace jak
Taylorovym tak Lagrangeovym polynomem je obsaZena ve vyse uvedeném vzorci jako specialni
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pripad. Hermitetiv interpolac¢ni polynom lze opét nalézt fesenim jisté soustavy linearnich rovnic,
nebo primym vzorcem, ktery pro pozdé€jsi referenci uvadime jen pro piipad ap = .. = «a,, = 2.
V tom piipadé plati

Hopia(z) = Z si(x) f(z:) + Z ti(x) f' (),
i=0 i=0
Kde s; a t; s vlastnosti s;(z;) = &5, si(z;) = 0, ti(x;) = 0, ti(z;) = &;; tvoii bazi v prostoru
polynomu stupné nejvyse m = 2n + 1 a daji se explicitné napsat pomoci polynomu [;(z) z
Lagrangeovy interpolace

si(e) = [1—2(x —z)li(x:)] 1 (2),
ti(z) = (z— ) l(2).

3.3 Interpolace funkci na rovnomeérné siti

Specialnim, casto se vyskytujicim pripadem je situace, kdy zname funkci tabelovanou na rov-
nomérné siti bodu x; = i h, kde h > 0 je (vétsinou v néjakém smyslu malé) redlné cislo. Pro
takto tabulovanou funkci se da odvodit spousta uzitecnych vzorci pro polynomialni interpo-
laci, jeji derivaci a integraci. Nékteré z téchto vzorci budeme v dalsim hojné uzivat, ukadzeme
si proto mocny nastroj pro elegantni odvozovani vzorct tohoto typu. Postup bude nasledujici:
zavedeme urcitou mnozinu operatori nad prostorem polynomt a ukazeme jejich vztah k deri-
vovani a integrovani. Vysledné vztahy budou obsahovat jen hodnoty polynomu v diskrétnich
bodech. Pokud tyto hodnoty nahradime hodnotami zkoumané funkce v téchto bodech, miizeme
vysledek interpretovat jako vztah pro interpolac¢ni polynom prolozeny témito hodnotami.

V nésledujicim budeme predpokladdat, ze p(x) je polynomem néjakého koneéného stupné.
Pokud budeme chtit specialné zdlraznit, ze stupen polynomu je néjaké konkrétni ¢islo n, bu-
deme psat p,(x). Muzeme definovat nasledujici operatory

Ip(x) = p(x) identita,
Ep(z) = p(z+h) posunuti,
Ap(x) = p(z+h)—p(x) dopfedna diference,
Vp(z) = p(z)—p(z—h) zpétné diference,
dp(x) = p(x+h/2) —p(x —h/2) centrovana diference.

VSechna tato zobrazeni jsou lineadrni operatory nad prostorem polynomi. Nyni budeme hledat
vztahy mezi témito a dalSimi operatory, pricemz rovnosti dvou operatorti budeme rozumét
to, ze se rovnaji vysledky pouziti téchto operatorti na libovolny polynom kone¢ného stupné.
Jako obvykle definujeme mocninu operatoru jako opakované pouziti operatoru, tj. naptiklad
A%p(x) = A(A(p(x))). Déle dodefinujme A° =T a A~! je takovy operator, ze A~ (A(p(x))) =
p(z), pro kazdy polynom p(z). Nyni miZzeme definovat libovolnou funkei operatoru pomoci
Taylorova rozvoje, napriklad

1 1
exp(A)=1+A+ §A2 + TSAg +

Zakladni vztahy. Je dobré si uvédomit, Ze operatory diference maji jednu dulezitou vlast-
nost
A"p,(x) = VTpu(x) = M pp(x) =0, pokud m >n
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a tedy naptiklad pro polynomy druhého fadu je exp(A) = I+ A+ %AQ. Tato vlastnost bude za
chvili klicova pro interpretaci formuli, které odvodime. Mocniny operatori diference jsou tzce
svazany s Pascalovym trojuhelnikem. Plati totiz

Ep(z) = p(z +h) = p(z + h) — p(z) + p(x) = (A + I)p(z)

[E=174]

Pro operator A pak podle binomické véty dostavame

A" = (B — )" = zn:(—nk (Z) Em*,

k=0

neboli

Toho lze vyuzit pro vypocet diferenci funkce s hodnotami f; tabelované v bodech z;. Plati
napriklad

Afp = fiv1 — fi
Af; = fivo = 2fin + fi
Af; = Jivz = 3fixa +3fira — fi

AYfi = fira—4Afis +6fio —Afin + f;

Podobné vzorce 1ze odvodit pro zpétnou a symetrickou diferenci.
Interpolaéni formule. Zobecnénim predchoziho postupu dostavame Newtonovu interpo-
lacni formuli

flx+sh) = E°f(x)=(+A)°f(x)
_ T1(5) 12 () k+1
kde
m(s) =s(s—1)...(s —n)

pficemz jsme pouzili Taylorova rozvoje funkce (1 + x)°. Striktné fefeno tento vzorec plati
pouze pro polynomy f(z) = p,(z), kde se redukuje na konecny pocet ¢lenti, nebot, jak jsme
zminili vise je A" p,(z) = 0. Pokud jej pouZijeme na f(x; + sh) a ofeZzeme pravou stranu na
kone¢ny pocet ¢lenti s poslednim ¢lenem k = n — 1, zbude na pravé strané polynom stupné n
v proménné s. Koeficienty tohoto polynomu jsou jednozna¢né urceny hodnotami AFf(x;) tj.
pouze hodnotami funkce v bodech x;, z;y1, ..., Ziyn+1. Hodnota f(z + sh) je tedy shodné s
hodnotou Lagrangeova interpola¢niho polynomu prolozeného témito body. Stejny postup jakym
jsme odvodili Newtonovu interpolac¢ni formuli pomoci dopiedné diference, mtizeme pouzit i pro
zpétnou diferenci. Vysledek se lisi jen znaménky u lichych mocnin V*.

Souvislost s derivovanim. Kromé vyse zavedenych operatoru I, E, A, V, § zavedme
jesté operator D, ktery polynomu p(x) pfifadi jeho derivaci: Dp(x) = p/(z). Pouzitim Taylorova

rozvoje
2 3

p(z +h) = p(a) + hp'(2) + 50" (2) + 579" (2) + ..

dostaneme relaci

(hD)? , (DY

91 3l 4+ ... EehD

E=1+hD +
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a tedy

e"’P = FE=T+A neboli hD =InE =1In(I + A)|

Logaritmus operatoru v poslednim z uvedenych vzorct je definovan Taylorovym rozvojem

WD = A — 1a? + LY + (—1)’f+11A’f... (3.3)
2 3 k

Kdyz si uvédomime, zZe po aplikaci na polynom kon¢i prava strana po konecném poctu cleni
a obsahuje hodnotu polynomu jen v koneéném poctu bodl, mizeme tuto formuli pouzit k de-
rivovani funkce zadané hodnotami v bodech v pravidelné siti. Formuli potom interpretujeme
jako derivaci interpola¢niho polynomu prolozeného body funkce. Podobné jako v pripadé New-
tonovy interpolacni formule, mizeme postup zopakovat s pouzitim zpétné diference a vysledek
se lisi jen znaménky u sudych mocnin diferen¢niho operatoru. Jesté rychlejsi konvergence lze
dosdhnout pouzitim symetrické diference. Symetrickd diference § pracuje s body v poloviné
mezi body sité. Alternativné mizeme pracovat s

A+ V = exp(hD) — exp(—hD) = 2sinh(hD)
a tedy

A+V
2

NE

hD = sinh™*( ) =

(=1 @2k)! (A+V\T A+V 1 A+VY
4k(k!)2(2k+1)( 2 ) T2 _6( 2 )+

i

0
(3.4)
Vsiméte si, ze vzorec pro derivaci se symetrickou diferenci obsahuje pouze liché mocniny di-
feren¢niho operatoru a po ofezani na konecny pocet Clenu je tedy o fad presnéjsi nez vzorec
pouzivajici A nebo V.
Souvislost s integrovanim. Pro nalezeni formuli pro integrovani interpola¢niho polynomu
funkce zadané hodnotami na pravidelné siti definujeme jesté operator

Plati
1 1 1
Jp(x) = h/ Ep(z)ds = h/ Edsp(z) = h/ e Edsp(x)
0 0 0
= W) = (o)
T "mE Y T g ayP”
a tedy

J=A/D| neboli |[JD=DJ=A|

Pokud chceme nalézt integracni formule interpola¢niho polynomu funkce, musime udélat Tay-
lortv rozvoj vyrazu hA/In(1 + A) v proménné A. Taylortiv rozvoj jmenovatele | ktery jsme jiz
zminili vyse, napiSeme ve tvaru In(1 + A) = A(J — R), kde

1

1. 1
= A A2 AP
R=gA=38"+]
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a tedy

hA h
/ In(1+A) I—-R (I+ R+ 1+ R,
1 1
= h(I+=A— =A%+ —A3——A4
(+2 12 720 )

P1i odvozeni predchoziho vzorce jsme nejprve vyuzili toho, Ze soucet geometrické rady s kvo-
cientem ¢ = R je (I — R)™! a pfi prechodu k druhému fadku je prosté potieba roznisobit
¢leny geometrické s R dosazenym z definice. Pouzitim tohoto vzorce na polynomy prvniho fadu
zustanou na pravé strané pouze dva cleny. Pokud vzorec aplikujeme na funkci f(z) v bodé
T = xo dostaneme

:I:)]x:xo = /‘”1 f(z)dx = g[fo + fil, (3.5)

coz je znamé lichobéznikové pravidlo. Stejné aplikaci na polynomy druhého fadu dostavame

TH@) gy = Bz o+ 21 = 25 ]

Toto je pouzitelny vzorec, ale uvédomme si co dostavame. Leva strana je integralem interpo-
la¢niho polynomu prolozeného funkci f(z) bodech xg,x1, 22 v mezich od 2y do x;. Na pravé
strané se vyskytuje téz funkéni hodnota f; v bodé x5, jenz lezi vné oboru integrace. Abychom
odstranili tuto asymetrii, pricteme jesté integral téhoz interpolacniho polynomu v intervalu
od x; do z5. Ten dostaneme stejnym vzorcem s prohozenim koeficientti u fy a fo (mizeme si
predstavovat, Ze pouZijeme stejnou integraéni formuli pro funkci f(xs — z)) a tedy

| t@de =gl + a5+ £ (36)

coz je formule znadmé pod jménem Simpsonovo pravidlo. K vzorcim vyssiho fadu se jesté
vratime, ale nejdiive se vratime k lichobéznikovému pravidlu. Pokud pouzijeme tento odhad
integralu na nékolik intervalti nasledujicich po sobé dostaneme tzv. rozsirené lichobéznikové
pravidlo, které spociva v nahrazeni integralu funkce integralem lomené ¢ary prochazejici danymi
body sité. Nasledujici diilezita véta hovoii o chybé této aproximace.
Eulerova-Maclaurinova sumaé¢ni formule: Nechf f(x) € C*%%(z, z,), potom plati

zo+ph
ij ot bl = 5 [ s

+ar[f'(wo + hp) — f'(wo)]h

+ag[f® (w0 + hp) — fO (zq >]
+ai[fPF D (o + hp) — fOF D ( )W’“ o(n**h),  (3.7)

kde ay, jsou konstanty (naptiklad a; = 11—2, ay = —ﬁlo, as = m).
Naznak dikazu: Vysetieme nejdiive integral vystupujici v dokazované formuli

x+ph z+h z+2h z+ph
/ f@)dt = / f(t)dt+/ f(t)dt+...+/ Ft)dt =

+h z+(p—1)h
Er — E°

= [E°+E'"+ E*+ ...+ E? V] Jf(2) = 7

Jf(x) = [EF = IID™" f (=),
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kde jsme vyuzili vyrazu pro soucet geometrické rady a diive dokazané relace £ — I = A a
J = A/D. Podobné miiZzeme upravit sumu vystupujici v dokazované formuli

—

p—

fx+jh) =[E°+ E' + B> + ...+ EP V] f(x) = [EP — 1A f(x).

<.
Il
o

Ditkaz dokonéime tak, Ze do posledniho vzorce dosadime za A~! z relace

1 1 1 1 1 ehP/2 4 o=hD/2
2R T 2T D1 QDR P
1 1 1 1 1

2 tanh % hD

a porovname obdrzené vyrazy pro sumu a integral. Soucasné je ziejmé jak dostat hodnoty
koeficientti a;. Jde o koeficienty v Taylorové rozvoji funkce x/2[tanh(z/2)]7!.

Poznamky: Eulerovu-Maclaurinovu formuli mtzeme pouzivat k odhadu souctu fady inte-
gralem. Lze tak napiiklad ziskat Stirlingovu aproximaci chovani Inn! pro velkd n. My se k ni
naopak vratime pfi diskusi metod pro vypocet integralu pomoci souctu funkénich hodnot na
pravidelné siti.

Posledni téma, na které aplikujeme elegantni aparat diferen¢nich operatort bude piiblizné
feseni diferencialnich rovnic. Samotnému numerickému feseni diferencialnich rovnic se budeme
vénovat pozdéji. Uvidime, Ze nahrazenim derivaci pfibliznymi vzorci v diferencialni rovnici
dostaneme diferenc¢ni rovnice, jejichz specialnim pripadem jsou Linearni diferen¢ni rovnice.
Tato je linedrnim vztahem, ktery umoznuje spocist funkci f(z) v bodé x = x¢ + nh, pokud jiz
funkci zname v nékolika predchozich bodech x = zo+ (n—1)h, ..., zg + (n — k)h. Pro strucnost
ozna¢ime f, = f(xo + nh).

Definice: Linearni diferen¢ni rovnici nazveme vztah

akfnJrk + ...+ @lfn+1 + &Ofn = Gn, (38)

kde g, je zadana funkce n a ay, ..., a; jsou redlna ¢isla (obecné to mohou rovnéz byt funkce
n, ale zde se omezime na konstanty). Funkce f, je nezndma (vlastné bychom mohli mluvit o
posloupnosti f,,), kterd musi rovnici spliiovat pro n = 0,1,2,.... Pokud je g, = 0 mluvime o
homogenni diferencni rovnici. Cislo k > 0 nazyvame rddem diferencni rovnice (pozadujeme,
aby ay # 0).

Resenim linearni diferen¢ni rovnice rozumime nalezeni f jako funkce n. Teorie feseni li-
nearnich diferenc¢nich rovnic je velmi podobnéa feSeni lineadrnich rovnic diferencialnich. Ptfitom
existence Teseni je ziejma, nebot fy, ..., fr_1 miZeme zvolit libovolné a f vypoc¢teme piimo z
(3.8) pron =0, fry1 2z (3.8) pro n = 1 atd. Z toho je rovnéz ziejmé, Ze FeSeni je jednoznacéné
pokud zaddme prvnich & ¢élent posloupnosti fo, fi, ... fr_1. Z linearity vztahu (3.8) je ihned
vidét, ze Teseni homogenni rovnice je k-dimenzionalni linearni vektorovy prostor a obecné fe-
seni nehomogenni rovnice je dano partikularnim feSenim s danou pravou stranou plus obecné
feSeni rovnice homogenni, podobné jako pro linearni rovnice diferencialni. Zbyva zodpovédét
otazku jak nalézt k linedrné nezavislych reseni homogenni rovnice a partikularni feseni rovnice
nehomogenni.

Nejdiive si pov§imnéme, 7e f,.; = E'f, a rovnici (3.8) tedy miiZeme psat ve tvaru
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kde p(A) je tzv. charakteristickym polynomem rovnice (3.8)
p(N) = @A+ ah Fag = ap(A — M) (A — An)0

V posledni rovnici jsme si dovolili kromé definice charakteristického polynomu jesté napsat jeho
rozklad na soucin kofenovych ciniteld, kde ¢isla A, jsou tyto koreny a a,, fady téchto kofenti,
pricemz z algebry vime, Ze

ay+ ... ta, =k

Rovnici (3.8) tedy mizeme piepsat jako
P(E)fn=ar(E — )" (B — X)) fr = gn-

Nyni si stac¢i uvédomit, ze pro libovolné komplexni ¢islo A je funkce f, = A" vlastni funkci
operatoru posunuti KA" = A" a tedy funkce f, = A" fesi diferen¢ni rovnici, pokud A\ = \;
je kofenem charakteristického polynomu. Pokud jsou vSechny kofeny jednoduché a; = 1, Vi
mame nalezeno k linedrné nezavislych feseni homogenni rovnice. Pro nasobné kotfeny si staci
uvédomit, ze

(E— Nan(m)A" = gn(n + DA — gn(n)A" T = Gy_1(n) A"
kde gy respektive ¢y_1 = Agy jsou néjaké polynomy stupné N a N — 1 a tedy plati
(E — /\Z)O‘qu(n))\” == 0,

pro libovolny polynom ¢y(n) stupné mensiho nez «;. Jako k linedrné nezavislych feseni rovnice
(3.8) lze tedy volit naptiklad A, nA?, n? A\, ... n®=I\D Vi,

Pozndmka: feseni rovnice s realnymi koeficienty lze volit redlna. Pokud vyjdou komplexni
koteny charakteristického polynomu, vyskytuji se v parech navzajem komplexné sdruzenych
kofent. Soucet a rozdil (vydéleny i) pfislusnych dvou FeSeni je uZ reélny.

Piiklad: (Fibonacciho posloupnost) Vyfesme homogenni diferen¢éni rovnici

fn-‘rl = fn + fn—la

s poc¢atecni podminkou fy = 1, fi = 1. Vysledkem je zndmé Fibonacciho posloupnost (mnozici
se kralici, kolika zptisoby lze vyjit schody mohu-li udélat krok pres jeden ¢i dva schody, pocet
spirdl v kvétech slunecnice, ananasu atd.) 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...

ResSeni: Charakteristickym polynomem rovnice je p(A\) = A2 — X\ — 1 jehoz kofeny jsou
Mo = (1 £+/5)/2 a tedy obecné feseni je f, = AN} 4+ BA}. Konstanty A, B najdeme z
pocatecni

fo = 1=A+B,
fi = 1=A\M+B\=(A+B+V5(A-B))/2,

tj. A= ‘fjgl, B = ‘ég\/_gl neboli




To je pozoruhodny vysledek. VSechny cleny Fibonacciho posloupnosti musi byt cela cisla, a
tento vzorec také cela cisla dava pro kazdé n > 0 i kdyz to na prvni pohled neni vidét.

Nyni si ukdzeme zpiisob jak najit partikularni reseni alespon pro specialni volbu g,,. Ukazme
si to na prikladu rovnice

fn+2_fn+1_fn:(EZ_E_[)fn:n' (39)
Jeji forméalni feSeni miizeme psat jako
fo = (BP~E-D'n=[IT+A?*-T+A)—I"'n=—[-A—A?*"n,
—[I+Aln=—-FEn=—(n+1),

pricemz v druhém Fadku jsme udélali Taylortv rozvoj v A do prvniho fadu, nebot vyssi ¢leny
vymizi pti aplikaci na polynom prvniho fadu. Podobny postup lze uplatnit i pro jiné diferencni
rovnice a pro pravou stranu ve tvaru libovolného polynomu v proménné n. Obecné feseni rovnice

(3.9) tedy je . .
fn=A (1 +2\/5> + B (1 _2\/§> —(n+1).

Ovsem konstanty A a B musime ur¢it znovu. Pro poc¢ate¢ni podminku fy = f; = 1 dostaneme

VE+2 (1+v5) V-2 (1-5\
:\/g<2>+\/5<2>—(n+1).

I

3.4 Numericka derivace

Tematiky numerického derivovani jsme se letmo dotkli v minulém odstavci. Podatilo se nam od-
vodit nékteré vzorce pro numerickou derivaci funkce tabelované na rovnomeérné siti. Zde jesté
odvodime nékteré vzorce klasickym zptisobem s pouzitim Taylorova rozvoje. Budeme proto
predpokladat, ze funkce f(x) je dostateénékrat spojité diferencovatelnd a déle si oznacime f;
hodnotu v bodé f(z + ih), kde h je krok diskretizacni sité. Uvedme nejdiive nékolik nejpouzi-
vanéjsich vzorct

f(x) =1 — fol/h+O(h), ( ) (D
= [fo — f-1)/h + O(h), ( ghf" ) (D

fi = f-1]/2h + O(h?), (—2n2f™), (D
( ) (D

( ) (D

———— — ——

—f2 +4f1 = 3fo]/2h + O(h?),
3fo —4f-1+ f-2]/2h+ O(h?),
_f2+8f1_Sf—1+f—2]/12h+0(h4)7 ( %h4fv )7 (D6)
pficemz formule (D1) a (D4) jsou pfimym dusledkem formule (3.3) pouzité na interpola¢ni
polynom prvniho respektive druhého fadu a vzorce (D2) a (D5) jsou jejich analogie pro zpétnou
diferenci. Symetricky vzorec (D3) plyne z (3.4) po aplikaci na interpola¢ni polynom druhého
rfadu. Povsiméte si vyrazi v zavorce. Ty upfesniuji nejnizsi ¢len v asymptotickém rozvoji pro
h — 0. Ten snadno naleznete dosazenim Taylorovych rozvoji
f72 _ fo—th/+2h2f//—%hgf///+£h4fiv+0(h5),
f—l — fo—hf/+%h2f”_%hgf,/,+2_14h4fw+0(h5),

fl _ fo_i_hf/_i_%h2f//_i_%h?)f///_}_ih4fw_+_0(h5)7

f2 _ f0+2hf/—|—2h2f//+%hgf///+£h4fzv+0(h5).
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Obrazek 3.1: Vliv zaokrouhlovaci chyby a chyby aproximace pfi vypoctu derivace z kone¢nych
diferenci funkce (vzorce D1,D3,D6).

do vzorct pro derivaci. Pomoci téchto rozvoju lze také dospét ke vzorctim (D1)-(D6) alterna-
tivnim (pracnéj$im) zptisobem — metodou neurcitych koeficientii. Napiiklad k odvozeni vzorce
(D4) potfebujeme najit koeficienty ag, a3 a as v linearni kombinaci DF = ag fo + a1 f1 + a2 fs,
tak aby vysledny Taylortiv rozvoj vyrazu DF obsahoval koeficient 0 u mocniny h°, koeficient
1 u mocniny h' a koeficient 0 u mocniny h%. To vede na soustavu linedrnich rovnic uréujici
koeficienty a;. Podobné k odvozeni (D6) hledame koeficienty u péti funkénich hodnot f o, f_1,
fo, f1, f2 (koeficient u fy vychdzi u vysledného vyrazu nulovy).

Ke vzorci (D6) lze rovnéz dospét metodou Richardsonovy extrapolace ze vzorce (D3). Po-
dobné jako pii odvozeni Aitkenova A%-vzorce vyuZzijeme znalosti asymptotického chovani chyby.
Definujeme

Df(h) = =—[f1 — f] = [+ Ch* + O(h")

1
2h
a tedy

Df(2h) [fa = f=2] = [+ 4CH* + O(hY).

1
~ 4h
Z toho vidime, Ze vezmeme-li ¢tyinasobek prvniho vzorce a odecteme vzorec druhy, prvni ¢ast
chybového c¢lenu se vyrusi, tj.

4Df(h) = Df(h) 4f1 U
3 B 6h 12h

= f'+0(hY),

coZ je az na preusporadani ¢lenti vzorec (D6).

Optimalni volba hodnoty ~ pro numericky vypocet derivace.

Uvedené vzorce lze vyuzit ke skutecnému numerickému nalezeni derivace pokud méame k
dispozici proceduru, ktera vraci funkéni hodnotu f(z) v daném bodé z, nebo pokud méme
funkci f tabelovanou s rovnomérnym krokem h. K ujasnéni vlivu volby délky kroku h na
vyslednou hodnotu derivace pouzijeme nékteré z uvedenych vzorci pro vypocet derivace funkce
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f(z) = exp(cosz) v bodé x = 1. Funkci umime derivovat pfesné, takze mizeme naptiklad
vypocitat chybu |f’ — Df(h)| aproximace hodnoty f'(x) pomoci vzorce (D1) v zavislosti na
velikosti h. Vysledek je ukdzan na obrézku 3.1 (Cervené ¢tverecky). Vysledny obrézek je dany
souperenim dvou trendu:

e Chyba aprorimace: Pro vétsi hodnoty h chyba roste linearné s h v souladu s predpokla-
danou teoretickou chybou hf” /2 aproximace derivace vzorcem (D1).

e Zaokrouhlovact chyba: Pro opravdu malé hodnoty h prevladne zaokrouhlovaci chyba. Po-
kud predpokladame, ze relativni chyba vypoc¢tu funkéni hodnoty je omezena strojovym
¢, musi numerickd funkéni hodnota f(x) leZet v intervalu f(x)(1 &+ €). Absolutni chybu
vysledku vzorce D f(h) mizeme tedy shora odhadnout hodnotou 2¢|f|/h.

Zaokrouhlovaci chyba se tedy zmensuje s rostoucim h, zatimco chyba aproximace se s rostoucim
h naopak zvétsuje. Nejmensi celkové chyby dosdhneme pro takové hg, pro néz budou obé chyby
zhruba stejné velké, tj. plati

hol /"] 2¢lf] . /]
5 ~ T neboli ho >~ 2 ]f”\\/g

Faktor D = 2+/|f/f”| mé& stejny rozmér jako x a h a mizeme jej chépat jako charakteristickou
skalu na niz se podstatné méni funkce f. Pfesnost samotné formule charakterizuje faktor \/e. V
piipadé vzorce (D1) pii pouziti dvojité presnosti vychézi optimélni hy = /¢ ~ 107® ve shodé s
minimem cervené kiivky na obrazku 3.1. Na stejném obrazku jsou ukézany téz hodnoty chyby
pro vzorce D3(zelené kolecka) a D6(modré trojuhelnicky). Vidime, ze zatimco zaokrouhlovaci
chyba v levé ¢asti grafu je pro vSsechny metody zhruba stejna, chyba aproximace se pro jednotlivé
metody dramaticky ligi. Jeji chovani je fadové f”h? respektive fUh* pro vyrazy D3 a D6.
Zopakovanim predchozi analyzy pro tyto pfipady dostaneme optiméalni volbu kroku radoveé
ho ~ Y€ ~ 107 a hy ~ /e ~ 1073 ve shodé s obrazkem. Z obrazku 3.1 rovnéz vidime,
ze ¥ad metody (mocnina h v odhadu chyby) ur¢uje nejen to jaké optimalni h = hg zvolit
pro nejvétsi presnost vysledku, ale urcuje presnost samou. Pro vzorec vyssiho fadu obecné
miizeme dostat vyssi presnost vysledku. Napiiklad pro pravé analyzované vzorce (D1), (D3)
respektive (D6) je nejmensi dosazitelna chyba fadové h} = /e ~ 1078 h2 = €/3 ~ 3 x 107! a
hy = e*/5 ~ 3 x 10713,
Pro tplnost uvedme jesté par vzorci pro vyssi derivace

Ji—=2fo+ fa
12

- +O(h2),

Analyzu vybéru optimalni hodnoty lze provést stejné jako pro prvni derivaci, jen zaokrouhlovaci
chyba pro k—tou derivaci je tmérna h=".

3.5 Numericka integrace

V této kapitole se budeme vénovat numerickému vypoctu ur¢itého integralu funkce

I[f(z)] = / f(2)dx. (3.10)
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Pfitom bychom integral radi nahradili kone¢nou sumou (tzv. kvadraturnim vzorcem)

If @) = In[f(@)] = D _w;f (@), (3.11)

kde N je pocet intervali délky h = |b — a|/N na néz jsme rozdélili integra¢ni oblast. O bodech
x; = a + ith v nichz vy¢islujeme integrovanou funkci f(x) se v tomto kontextu casto mluvi
jako o wuzlech kvadraturniho vzorce a o koeficientech w; jako o wahdch. Forma vzorce (3.11)
je vlastné zobecnénim Riemanovy definice integralu, ktery dostaneme pro h — 0. Vétsina
kvadraturnich vzorcd vychazi z toho, ze funkce je dostatecné hladké a lze ji aproximovat dobie
polynomem. Ptikladem je lichobéznikové (3.5) a Simpsonovo pravidlo (3.6). Ty jsme odvodili
tak, ze jsme vyjadrili operator integrace pomoci rozvoje v operatoru diference a ofezanim do
prvniho respektive druhého fadu v A jsme zarudili, Ze vzorec integruje presné polynom prvniho
respektive druhého fadu. Protoze vzorce soucasné obsahuji funkéni hodnoty fy, fi respektive
fo, f1, f2 plati pro obecnou funkei f(x), Ze tyto vzorce integruji pfesné interpolaéni polynom
prvniho respektive druhého radu, prolozeny témito hodnotami. Zobecnénim téchto myslenek je
pojem Newtonovych-Cotesovych vzorct.

Definice: Rekneme, 7e vzorec (3.11) je Newtoniiv-Cotestv, pokud Iy(z") = I[z"] pro
vsechna n =0,1,2,..., N.

Tato definice pozaduje, aby kvadraturni vzorec splinoval N + 1 podminek. Pfitom vzorec
obsahuje N 41 neznamych konstant w;, které jsou témito podminkami jednoznacné urceny. Pri-
slusnou soustavu rovnic si za chvili napiseme v trochu obecnéjsim pripadé pti diskusi Gaussovy
kvadratury.

P1i praktickém pouziti Newtonovych-Cotesovych vzorcti nemizeme prili§ zvysovat rad N.
To nahlédneme z toho, ze tyto vzorce vlastné integruji interpolacni polynom. Z diskuse in-
terpolace funkci vime, Ze interpola¢ni polynomy maji problémy vystihnout funkce, které maji
nespojitosti v nékteré derivaci, ale i pro zcela hladkou funkci se muize interpolacni polynom
vysokého Tadu znac¢né lisit od interpolované funkce v intervalech mezi uzlovymi body z;. Jeden
ze zpusobl napravy je vzdat se jednoduché sité pravidelné rozmisténych bodt z;. Jak jsme
vidéli v kapitole o interpolaci, vhodné zvolena sif vede k dobrym vlastnostem interpolace do-
konce i pro nehladké funkce. Tuto strategii rovnéz rozvineme detailnéji v nasledujicim odstavci
o Gaussové kvadrature.

Druhou moznosti napravy je rozdélit integracni oblast na mnoho malych intervalt a na nich
opakované pouzit Newtonovych-Cotesovych vzorci nizkého fadu. To vede k definici sloZengch
Newtonouvyjch-Cotesovyjch vzorci. Uvedme si alespont dva nejnizsi. Rozdélenim integracni oblasti

(o, zN) na intervaly (xg,x1), (z1,x2), (T2, 23), ... a pouzitim lichobé&znikového pravidla (3.5)
na kazdém z nich dostaneme (rozsirené) lichobéznihové pravidlo

IN[f(2)] :h[%f0+f1+f2+~-+fN—1+%fN} . (3.12)
Rozdéleni integrac¢ni oblasti (zg, zx) na intervaly (xg, z2), (2, 4), (x4, x¢), ... (budeme predpo-

kladat, ze N je sudé) a pouziti Simpsonova pravidla (3.6) na kazdém z nich vede na (rozsirené)
Simpsonovo pravidlo

Iy[f(2)] = g [fo+4fi+2fa+4fs+2fs+ .. +4fn 1+ fa]. (3.13)

Nyni bychom se mohli pokouset pokracovat a konstruovat Newtonovy-Cotesovy vzorce vys-
sich radt a jejich slozené varianty. Ukazeme si elegantni metodu jak toho dosdhnout bez toho
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abychom konstruovali kazdy vzorec zvlast. Klicem k tomuto postupu je porozuméni diskre-
tizacni chybé rozsizeného lichobéznikového pravidlaTu udava Eulerova-Maclaurinova sumacni
formule

If) = I1f) + anlfiy = folh? + aal £ — f5710" + .

Zdtraznéme jesté, ze nejde o konvergentni, ale o asymptoticky rozvoj, tj. naptiklad po zahrnuti
¢lenu timérného rozdilu prvnich derivaci je zbytek O(h?), po zahrnuti dalsiho ¢lenu je zby-
tek O(h?) atd. V kapitole 2 pii odvozeni Aitkenova A%-vzorce jsme vidéli, Ze znalost chovani
chyby umoznuje konstrukei presnéjsiho vysledku tzv. metodou Richarsonovy extrapolace. Nyni
si uvédomime, ze

VT = I[f]+ch?®+O(n?),
DyIf] = I[f]+c3h® + O(hY).

Odtud je ihned vidét, ze
_ ALy - Iy

Linlfl = — 3 - I[f] + O(h").

Pfitom se snadno presvédéite, Ze vysledné I3 je totozné vysledku Simpsonova pravidla (3.13).
Nyni miiZeme pokracovat a pokusit se zkonstruovat I?[f] odstranénim chyby fadu h*, I3[f]
odstranénim O(h®) atd. Obecné dostavame

_ Ay Iy

Lylfl = —2—"— = 1[/1+ 0(n*™*™). (3.14)

Jestd si uvédomime, ze pro vypocet IJy miiZeme vyuzit informace obsazené v I

N

By = 31+ 2D f(w41), (3.15)

j=1

kde faktor 1/2 pochdzi z toho, ze pro vypocet I%[f] pouzivime dvakrat vétsi krok nez pro
I3y [f]. Nyni mizeme formulovat Rombergiv algoritmus, ktery spociva v postupném vypoctu
tabulky

If] Inlf] 13 [f]
Tabulku generujeme postupné po radcich, pricemz vzdy dalsi ¢islo v fadku nalezneme z pted-
choziho pomoci vzorce (3.14) a prvni éislo v kazdém sloupci vypoc¢teme pomoci vzorce (3.15)
prifemz vidy zmenSujeme krok h na polovinu. Startovaci hodnota I? = 22[f(a) + f(b)] je
prosté (srovnejte se vzorcem (3.5)) tj. poc¢ateéni h = b — a.
Poznamky:

e Pro funkce, které maji charakteristické skaly (napi. perioda, $ifka peaku) hodné mensi nez
velikost integra¢ni oblasti |b — a| mize byt vhodné odstartovat Rombergtiv algoritmus od
hodnoty I% misto I? pficemz N je voleno tak, aby poc¢ateéni krok |b—a|/N byl srovnatelny
s charakteristickou skalou.
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e Nezapomerite, Zze Rombergtv algoritmus vychazi z Eulerova-Maclaurinova vzorce. Ten byl
odvozen pro funkce dobie aproximované polynomy. Obecné k—ty sloupec I* Rombergovy
tabulky bude dobfe aproximovat integréal I[f] pokud funkce f mé spojitych 2k—1 derivaci.
Pokud funkce neni dostate¢né spojitd, musime dalstho zpfesiiovani odhadu I% dosahovat
zvétsovanim N a ne k.

e Platnost Eulerova-Maclaurinova vzorce je tfeba mit v paméti i z nasledujiciho davodu.
Miize se stat, ze derivace funkce v krajnich bodech jsou z néjakého divodu nulové nebo
shodné (napfiklad p¥i integraci periodické funkce pfes periodu). Potom jeden nebo nékolik
¢lenti asymptotického rozvoje je nulovych a pouziti Richardsonovy extrapolace pro jejich
odstranéni je nespravné.

e Pravé ptipad integrace hladké periodické funkce pies jeji periodu zasluhuje zvlastni po-
zornost. Tam pravé vSechny cleny odhadu chyby pomoci Eulerova-Maclaurinovy formule
vymizi. To neznamend, ze chyba je nulova, ale spiSe, Zze chyba ubyva se zmensujicim h
rychleji nez jakakoli mocnina h™, tj. napf. exponencialné. V tomto pripadé nema smysl
pouzivat Rombergiiv algoritmus, ale uz samotné odhady integralu pomoci lichobézniko-
vého pravidla konverguji s rostoucim N velmi rychle ke spravné hodnoté. To je velmi
dilezité pro vypocet diskrétni fourierovy tranformace.

e Dosud jsme se vénovali analyze diskretizacni chyby kvadraturnich formuli. Vidéli jsme,
ze diskretiza¢ni chyba sloZzeného lichobéznikového pravidla je fadu O(h?), diskretizacni
chyba sloZeného Simpsonova iddu O(h?) a Rombergtv algoritmus umo#iiuje konstruovat
systematicky odhady s presnosti vyssich fadd. Pii analyze numerického vypoctu deri-
vace jsme vidéli, Ze finalni dosazenou pfesnost podstatné ovliviiuje rovnéz zaokrouhlovaci
chyba. Pii vypoctu integralfi, vétsinou zaoktrouhlovaci chyba vysledky podstatné neo-
vliviiuje, diky néasobeni h v kvadraturnich vzorcich a pro rozumné funkce neni obtizné
doséhnout vysledné presnosti jen nékolikrat horsi nez strojové epsilon (vyjimkou mize
byt napiiklad integrace oscilujicich funkci).

Poznamky o kvadratuie pro funkce s nespojitostmi singularitami atd.

Doposud jsme si ukazali jak lze velice efektivné integrovat pres konec¢ny interval funkci,
ktera je na tomto intervalu dostatecné hladka v celém intervalu. Pokud mé funkce nebo jeji
derivace nespojitosti nebo singularity, nebo pokud chceme pocitat nevlastni integraly, nejsou
Rombergova metoda vhodna pro vypocet integralu. V nejjednodussim ptipadé, kdy k pro-
blémim dochéazi v konecném poctu bodi, lze integrac¢ni interval rozrezat na nékolik kust a
Rombergovu kvadraturu pouzit po c¢astech. Pritom se muze stat, Ze funkce neni definovana v
krajnich bodech intervalu. Potom lze uvazovat o pouziti tzv. otevienych vzorci. Napriklad ...

Jinou metodou odstranéni problémt je pouziti vhodné tpravy integralu, kterych chceme
spocist. Ukazeme si to na prikladé vypoctu Hilbertovy transformace. Hilbertova transformace
funkce f(z) je definovana nésledujicim integralem

flx
Hf(y) = v.p./ (z) dz,
y—x
kde v.p. oznacuje hlavni hodnotu integralu. Integrand mé singularitu v bodé z = y. Tato

singularita se da odstranit, pokud najdeme funkei g(z), jejiz Hilbertovu transformaci Hg(y)
zname, pokud je soucasné funkce f(x) = f(z)/g(z) hladka, nebot muzeme psat (k funkei f(x)
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v integrandu jsme pficetli a odecetli f(y))

Hf(y) = v.p./%dx = / /(@) ;i(g)]g(x)derf(y)Hg(y)-

Integrand v poslednim integralu je jiz hladkou funkci, nebot bod x = y ve vyrazu

[f(@) = FW)l/(x —y)

predstavuje odstranitelnou singularitu.

Toto byl jen jeden priklad odstranéni singularity tGpravou integralu. Obecné je v tomto
pripadé potfebna schopnost jisté matematické tvorivosti. Kromeé toho existuji rozsahlé knihovny
pro integraci vyrazu specialniho tvaru jejichz rozbor je nad ramec této prednasky (viz napiiklad
...). My si uvedeme jesté jeden obecnéjsi piistup zahrnuti singularit a nespojitosti do numerické
kvadratury, ktery spociva v zavedeni vahové funkce. Nejdfive si pro tento piipad zobecnime
Newtonovy-Cotesovy vzorce a poté se seznamime s pojmy:

3.5.1 Gaussova kvadratura a ortogonalni polynomy

V této kapitole budeme nasledovat pana Gausse a dovedeme kvadraturni vzorce k dokonalosti.
Nejprve par definic.
Uvazujeme nasledujici vzorec pro vypocet integralu

I[f(x)] = / f(z)w(z)dr ~ ijf(xj) = Iy[f(2)]. (3.16)

Tento vzorec se podoba Newtonovym-Cotesovym vzorcim, kromé toho, Ze jsme si rozdélili
integrand na dvé ¢asti. O funkci w(z) budeme predpokladat, Ze je skoro vSude kladnd na
intervalu (a, b), a ze integral I[z"]| konverguje pro vSechna n a budeme o ni mluvit jako o vdhové
funkci. Vyraz Iy|f(x)] nazveme kvadraturnim vzorcem. Podobné jako v piipadé Newtonovych-
Cotesovych vzorct budeme hledat koeficienty w; tak, aby kvadraturni vzorec byl co nejpiesnéjsi
a budeme chtit, aby vzorec byl presny, kdykoli je funkce f(z) polynomem nizkého stupné. /]f]
i In[f] jsou linedrnimi funkciondly a tudiz plati, Ze je-li vzorec (3.16) pfesny na néjaké mnoziné
funkci, je piesny také na linedrnim obalu této mnoziny. Rekneme, 7e vzorec Iy|[f] je Newtontiv-
Cotestiv, pokud Iy[z"] = I[z"] = pn, pro vSechna n = 0,1,..., N — 1. To vede na nésledujici
soustavu linearnich rovnic pro koeficienty w;

Vw =p

kde w a g jsou sloupcové vektory tvorené koeficienty w; a integraly p,, = I[z"] (kterym
fikdime momenty miry w(x)dz). S Vandermodeho matici Vw jsme se jiz setkali v kapitole o
Lagrangeové interpolaci a vime tedy, Ze pro navzajem rtizné body z;, je tato matice regularni a
tedy existuje pravé jedna sada vah w;, tak ze vzorec Iy|f] je Newtontv-Cotestiv. Po¢itanim na
prstech zjistime, Ze pocet neznamych koeficientlh w; odpovida dimenzi prostoru polynomi, pro
které funguje kvadraturni vzorec piesné. Body z; figuruji v kvadraturnim vzorci jako pevné
parametry a v pripadé klasickych Newtonovych-Cotesovych vzorci jsou voleny jako pravidelna
sit bodi s rozestupem h > 0. Pokud se budeme na ¢isla z; budeme divat jako na proménné
budeme moci zvétsit dimenzi prostoru polynomt, které integruje kvadraturni vzorec presné.
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Definice: Rekneme, e kvadraturni vzorec Iy[f] je Gausstv, pokud Iy[z"] = I[z"], pro
vSechna n =0,1,...,2N — 1.

Zatimco nalezeni parametrt w;, bylo pfimocaré a vedlo na linedrni problém, rovnice pro z;
tvori komplikovany nelinearni systém. Pro jejich nalezeni budeme muset udélat odbocku.

Definice (Ortogondlni polynomy): Rekneme, 7e posloupnost polynomti {po(z), p1 (), p2(z), ...}
tvoii ortogonalni systém polynomt, pokud p,(z) je polynom stupné n a I[p,(z)q(x)] = 0 pro
kazdy polynom stupné nejvyse n — 1.

Specialné pro ortogonalni polynomy plati I (p;(z)p;(x)) = A;d;j, kde A; > 0. Zadané I[f(z)]
vlastné definuje skalarni soucin

(p(2)lq(x)) = I(p(x)gq(x))

na prostoru polynomt a posloupnost po(z), p1(z), p2(x) lze konstruovat postupnou ortogonali-
zaci mnoziny 1, z, 22, ... Z toho je ziejmé, Ze ortogonalni polynomy jsou pro danou vahovou
funkci w(x) uréeny jednozna¢né, az na normalizacni konstantu A;.
Kdy je kvadratura Iy[f(z)] Gaussova?

Pfedpokladejme, Ze vahy w; v Iy jsou zvoleny tak, aby kvadraturni vzorec byl Newtontiv-
Cotestiv. Libovolny polynom p(x), stupné nejvyse 2N —1 mizeme napsat jako p(x) = ¢(z)py(x)+
r(z), kde q(x) a r(z) jsou podil a zbytek po déleni polynomu p(z) N-tym prvkem p, (x) ze sys-
tému ortogonélnich polynomt piislusnych funkcionédlu I[f(z)]. Jsou to tedy polynomy stupné
nejvyse N — 1 a plati

Ip(a)] = Hg(@)pn ()] + I[r(2)] = In[r(z)],

kde jsme vyuzili nejdiive toho, ze py(x) je ortogonélni polynom a tedy I[q(z)p,(x)] = 0 a dale
toho, Ze vzorec je Newtoniv-Cotesiv a tedy I[r(xz)] = Iy[r(x)]. Aby, byl vzorec Iy Gaussiv,
musi platit

N
Ilpl = Inlpl = > wjg(a;)pn ()] + In[r(@)]
J=1
pro libovolnou volbu polynomu ¢(x). To je mozno splnit jediné tehdy, pokud 1, za, ..., zy

jsou kotfeny polynomu p,(x).

Dospivame k zavéru: kvadraturni vzorec (3.16) je Gausstv, pravé kdyZ uzly x; jsou koteny
ortogondlniho polynomu py(z). Ze zakladni véty algebry, plyne, Ze téchto kofent je pravé N.
Pozdéji si fekneme vice o jejich hledani a také si dokazeme, Ze jsou vSechny navzajem rtizné
(tj. pn(x) ma jen jednoduché koteny).

Nejcastéji se vyskytujici Gaussovy kvadratury jsou shrnuty v nasledujici tabulce

Gauss-Legendre: (—1,1) s vahou w(z) = 1,
Gauss-Chebychev:  (—1,1) s vahou w(z) = ﬁ,
Gauss-Jacobi: (—1,1) s vdhou w(x) = (1 — 2)*(1 + z)?,

Gauss-Laguere: (0, 00) s vahou w(z) = z% ™7,

Gauss-Hermite: (—00,00) s vdhou w(z) = e™*".

Prvni tii kvadratury odpovidaji integraci v konecnych mezich, kterou lze linedrni substituci
z = ax + b prevést vzdy na interval (—1,1). Jednotlivé moznosti odpovidaji riznym singulari-
tam v krajnich bodech (pokud se singularita nachézi ve vnitinim bodé mizeme vzdy rozdélit
integraci na dvé ¢asti). Gaussova-Laguerova kvadratura umoziuje provadét numerickou inte-
graci s jednou, a Gaussova-Hemitova se dvéma nevlastnimi mezemi. Podrobnosti o nalezeni
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uzlovych a vdhovych bodd, lze nalézt v Numerickych receptech [|, véetné podprogrami v ruz-
nych programovacich jazycich a nékterych vlastnostech prislusnych ortogonalnich polynomti.
Chybové vzorce pro nékteré kvadratury naleznete naptiklad v [].

Neékdy se setkame se situaci, kdy musime konstruovat Gaussiv kvadraturni vzorec sami
pro néjakou nestandardni vahovou funkei w(z). Pfimoc¢ara konstrukce posloupnosti ortogonal-
nich polynomi p(z) a nasledné nalezeni kofenti nepfedstavuje stabilni algoritmus, nebot tloha
nalezeni kofent polynomu ze znalosti jeho koeficienti, neni dobfe podminéna. V nasledujicim
odstavci pfevedeme tlohu pro nalezeni uzlovych bodt z; na nalezeni vlastnich ¢isel simetrické
tridiagonalni matice, coz je dobfe podminénd tiloha na jejiz feseni existuji efektivni algoritmy
(viz kapitola vénujici se numerické linedrni algebfte).

Nejdrive nalezneme elegantni zptisob konstrukce posloupnosti ortogonalnich polynomii. Po-
divejme se na polynom zp, (x). To je polynom ¥adu n + 1 a musi jit tudiz napsat jako linedrni
kombinace prvnich n + 1 polynomii ortogonalniho systému

n+1

pa(@) = 3 api(a),

k=0

kde ar = (px|zpn)/(pr|pr). Piitom z definice ortogonélnich polynomu vime, ze skalarni souc¢in
(pk|zp,) mize byt nenulovy jen pro k = n—1,n,n+ 1. VySe uvedend rovnice tudiz predstavuje
tfi-¢lennou rekurentni relaci, pomoci niz lze konstruovat postupné posloupnost ortogonalnich
polynomt. To lze napsat jako nasledujici

Lanczosuv algoritmus:
B-1=0,p-1(z) =0, po(x) = 1/]|1]|
pron=20,1,2, ..

v(z) = apa(x),

Qp = (pn|U),
v(x) = v(x) = Bu-1Pa-1(T) — aupa(z),
B = Ioll,

pn-l-l(x) = U('r)/ﬁn

Tento algoritmus je pozoruhodny sam osobé, zastavime se u néj tudiz trochu podrobnéji. Lze
jej totiz chapat obecnéji jako postupnou konstrukei ortonormalni baze vektori py, k = 0,1, 2, ...
v niz je pfedem zadany operator A tridiagonalni (v naSem piipadé je A = z, tj. operator
nasobeni nezavislou proménnou z v prostoru polynomi) tj.

<pn’Apn> = Oy,
<pn+1|Apn> = <pn|Apn+1> = ﬁm
(Pm|Apn)

0, pro |m —n| > 1.

Pfitom pocatecni vektor pg si obecné mizeme volit libovolné (v pfipadé konstrukce ortogo-
nalnich polynomt samoziejmé ne), a ostatni vektory tvoii postupné ortogonalni bazi v tzv.
Krylovové prostoru, ktery je dal jako linedrni obal vektoril po, Apg, A%pg, ... A™po.
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Kapitola 4

Numericka integrace diferencialnich
rovnic

V této kapitole se budeme zabyvat numerickym feSenim diferencidlnich rovnic. Nejdrive si tro-
chu detailnéji vylozime elegantni teorii linedrnich multikrokovych metod (podrobnéjsi pouceni
naleznete v [3]) a potom se jesté zminime o metodach typu Runge-Kuta [1]. Tyto prvni dvé
¢asti se vénuji feseni diferencialnich rovnic prvniho fadu. V poslednim odstavci se jesté vénujeme
struéné jedné metodé pro primé feseni nékterych typt rovnic druhého radu.

P1i zbézném prohlédnuti této kapitoly muizete ziskat dojem, Ze existuje nepireberné mnozstvi
metod Teseni obycejnych diferencialnich rovnic a pfi praktickém pouziti se vam miize najednou
stat, ze nevite kam sahnout. Tato kapitola neslouzi jako praktickd prirucka, ale spise ukazka
zpusobu mysleni, které vede ke konstrukci rtiznych metod a zpiisobu analyzy konvergence a
stability metod. Pfed praktickym pouzitim doporucuji séhnout k numerickym receptim [1].
Obecnéa rada je pouzit metody typu Runge-Kutta pro jednodussi ulohy ¢i tlohy nevyzadujici
extrémni presnost a multikrokové metody s Richardsonouvou extrapolaci pro dosazeni presnosti
blizici se strojové presnosti. Pro problémy komplikované fenoménem silného tlumeni je tieba
pouzit implicitni metody (v p¥ipadé, Zze problém neni vypocetné naro¢ny se lze nékdy rovnéz
uchylit k metoddm typu Runge-Kutta s dostate¢né malym integraénim krokem). Podstata
problému silného tlumeni je vyloZena na konci kapitoly o linearnich multikrokovych metodach,
ale obecné lze Tici, ze v pripadé systému velkého mnozstvi svazanych rovnic tento problém
témeér jisté nastane.

4.1 Uloha a Gvodni pozniAmky

Naleznéte funkci u(t) : (0, T) — C? spliiujici rovnici

_du

u(t) = 5 = flult).0), (4.1)

a poc¢atecni podminku u(t = 0) = ug, kde uq je predem zadany vektor a f(u,t) pfedem zadana

funkce f: C? x (0,7T) — C%.

Poznamky:

36



e Povsiméte si, Ze tlohu jsme formulovali pomérné obecné. Pfedné pracujeme s vektorem
feSeni u(t) = (uq(t), ..., uq(t)), tj. feSime ne jednu rovnici, ale soustavu rovnic

ui(®) = filua(r), ..., ua(t), ),

uy(t) = falur(r), ..., uq(t), ).
Navic obecné uvazujeme komplexni funkce realné proménné .

e Rovnice fesime na intervalu (0,7"). To necini zddnou Gjmu na obecnosti, nebot substituci,
lze pocatek feseni vzdy posunout do ¢t = 0.

e V rovnici vystupuje jen prvni derivace. Z tvodniho kurzu matematické analyzy vite, ze
libovolnou diferencialni rovnici vyssiho fadu lze prevést na soustavu rovnic prvniho fadu
zavedenim novych neznamych funkei uy(t) = w'(t), ua(t) = u”(t) = wy(t), ...

e Pocatecni podminka rovnéz predstavuje ne jednu, ale d podminek. Kromé pocatec¢ni tilohy,
lze rovnéz tesit, tzv okrajovou tlohu, v niz se pozaduje splnéni d; podminek v bodé t =0
a dy podminek v bodé t = T, pricemz dy + ds = d. Okrajovou tulohou se budeme zabyvat
az v dalsim semestru, nebot metody k jejimu feSeni tizce souvisi s metodami pro feSeni
parcialnich diferencialnich rovnic. Zde se budeme vénovat vyhradné pocatecni tloze.

Neékolik prikladu konstrukce metod reseni

P1i feseni pocatecni tlohy pro obycejné diferencialni rovnice budeme vzdy konstruovat reseni
na rovnomeérné siti ¢, = nh v nezavislé proménné ¢, pficemz h je krokem sité. ReSeni budeme
reprezentovat hodnotami v,, které by mély v idedlnim pripadé byt rovny spravnému reseni
u, = u(ty,), ale jelikoz numerické metody vedou ke konstrukci pouze feSeni ptiblizného zvolili
jsme oznaceni nalezenych numerickych hodnot feseni pismenem v, ¢imz je odlisime od pfesnych
hodnot u. Podobné zavedeme znaceni f,, = f(v,,t,) (tentokrat nebudeme potfebovat presnou
hodnotu f(u(t,),t,)).

Priklad 1 (Eulerova metoda): Asi prvni myslenka co ¢lovéka napadne pro numerické
nalezeni FeSeni rovnice (4.1) je nahradit derivaci kone¢nou diferenci

U"Lhun ~u'(t,) = fn.
V rovnici je psdna jen pribliznd rovnost, nebot jak jsme si ukézali vySe je chyba nahrazeni
derivace zlomkem na levé strané rovna O(h). Pfibliznou rovnost nahradime pfesnou a vysledek
interpretujeme jako predpis jak postupné konstruovat posloupnost hodnot vy, vs, ... z po¢atecni
hodnoty vy = uy pomoci vztahu (EU)

Up+t1 = Up + hfn

Priklad 2 (Implicitni/zpétna FEulerova metoda): Toto metodu nalezneme drobnou
modifikaci predchoziho postupu. Vyuzijeme toho, ze prvni diferenci miizeme aproximovat hod-
notu derivace v obou krajnich bodech se stejnou chybou (tj. O(h)) a tedy

Up+1 — Un

h = ul(tn-i-l) = fot1-
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Pro konstrukei pfiblizného feSeni dostaneme predpis (IE)

Unt41 = Un + hfnJrl-

Zde hovofime o implicitni metodé, nebot v, nalezneme z v,, az po vyfeseni rovnice

Ups1 — hf(Uny1,tn) = Upe

Pro konkrétni pravou stranu f(u,t) muze jit tato rovnice vyfesit analyticky, ale obecné jsme
odkéazani na iterac¢ni metody. O konkrétni implementaci téchto iteraci se jesté podrobnéji zmi-
nime, zatim se spokojme s predpokladem, zZe tuto rovnici umime pro novou hodnotu v, 1 vytesit
presné.

Priiklad 3 (metody zpétné diference vyssiho 1dadu): Odvozeni implicitni Eulerovy
metody (IEU) vySe vychéazi vlastné z aproximace operdtoru derivace na pravidelné siti do
prvniho fadu, tak jak jsme o ném mluvili v kapitole ... tj.

hDuy1 = —In(I — V)ups1 >~ Vg = Upg1 — Up.

rozvojem logaritmu to Taylorova rozvoje vyssiho fadu dostaneme presnéjsi schemata. Ukazeme
si to na prikladu metody zpétné diference 3.radu. Nejdiive napiSeme

hfns1 = hDupy = —In(l — V)up ~ (V + %VQ + %Vg)unﬂ.
Odtud explicitnim vyjadfenim mocnin operatoru zpétné diference dostaneme schema (ZD3)
Up+1 = }_?Un - %Un—l + %Un—Z + %hfn—l—l

s lokalni chybou O(h*). Pfedchozi piiklady ukazovali tzv. jednokrokové metody, které vyja-
dfuji hodnotu v,,+1 pomoci jediné pfedchozi hodnoty v,. Tato metoda je pfikladem (implicitni)
tfikrokové metody. Pro konstrukci v,.; potfebujeme znat tii predchozi hodnoty v,, v,_1 a
Un—o. To muze predstavovat obtiz pro nastartovani rekurentni relace pro né€jz potrebujeme tii
hodnoty vg, vy, vs. Poc¢atecni podminka ovSem fixuje jen vy. Pokud zadani tlohy neumoznuje
néjaky specidlni trik (napt. Tayloriv rozvoj feSeni v okoli po¢atku) mizeme hodnoty vy a vy
dostat pouzitim jednokrokové metody, ale tim pokazime lokalni diskretiza¢ni chybu. Resenim
je pouzitim nelinearnich jednokrokovych metod typu Runge-Kuta, o nichz si povime pozdéji.

Priklad 4 (Lichobéznikové pravidlo/ metoda Crank-Nicolsonova): Posledni dva
dilezité priklady lze odvodit kvadraturnimi formulemi. Mtzeme totiz psat

Uit — 1y = / " futt), e = T,

Riznymi aproximacemi integralu J f,, pak dostavame rtzna diferen¢ni schemata. Napiiklad po-
uzitim lichobéznikového pravidla Jf, = h(f, + fut1)/2 dostavame metodu Cranka a Nicolsona
(CN)

Upy1 = Up + %hfn + %hfnJrl'

Jde o implicitni jednokrokovou metodu jako (EU), ale s pfesnosti druhého fadu (lokalni dis-
kretizacni chyba o fad vé&tsi O(h?)). Pouzitim aproximaci operatoru J rozvojem do zpétnych
diferenci vyssiho fadu lze dostat vicekrokové metody vyssiho fadu pfesnosti (Adamsovy me-
tody). Pozdéji si ukazeme jesté elegantnéjsi metodu jak tyto metody odvodit pomoci aproximace
funkce logaritmus podilem polynomi.
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4.2 Linearni mnohakrokové metody

Uvedli jsme nékolik metod jak konstruovat priblizna feSeni pocatecni tlohy pro zadanou dife-
rencialni rovnici. VSsechny tyto metody spadaji do t¥idy metod, které budeme souhrné nazyvat
linearni multikrokové formule (LIMUFO).

Definice (LIMUFO): Obecna s—krokova linearni multikrokova formule (metoda) je zadana
vozrcem

Z@jvnﬂ' = hZﬂjfnJrja (4.2)
j=0 j=0

kde ay = 1 a apfy # 0. Pokud navic 3; = 0 nazyvame formuli explicitni, jinak jde o formuli
implicitni.

4.2.1 Presnost a konzistence metody

LIMUFO musi integrovat libovolnou rozumnou diferencialni rovnici. To je mozné jediné tak,
ze formuli spliiuje dostatecné presné (ve smyslu rozvoje pro h — 0) libovolnad funkce wu(t)
jejiz hodnoty dosazujeme za v, a jeji derivace, kterou dosazujeme za f,. Pfesnost formule Ize
oveérovat dosazenim Taylorovych rozvoju

Untj = Up+ jhu' + 1(Gh)*u" + ...,
hfn+j = hu;Hrj = hu' +jh2u// + %j2h3u/// +

do linedrni multikrokové formule. VS§iméte si, ze vzdy derivace fadu k, se vyskytuje vynasobena
mocninou h* a tedy

Lu, = Z QjUpyj — N Zﬂju;ﬂ- = Cou,, + Crhul, + Coh®u! + ...,

j=0 7=0

kde jsme soucasné zavedli linearni multikrokovy operator £ a koeficienty rozvoje C;. Linearni
multikrokova formule bude integrovat diferencialni rovnice tim lépe, ¢im bude prava strana
mensi, tj. ¢im vice koeficientti C; se ndm podafi vynulovat.

Definice (konzistence a tad presnosti LIMUFO): Nechf koeficienty v rozvoji linearniho
multikrokového operatoru spliuji Cy = C; = ... = C, = 0 a C}41 # 0. Pak fekneme, ze LIMUFO
je Fddu presnosti p a Cpyq je tzv. chybovd konstanta. Rekneme ze formule je konzistentni, pokud
Cy = C1 =0, tj. pokud rad pfesnosti je alespon 1.

Pokuste se explicitné aplikovat vyse uvedené definice na nékterou z metod uvedenych v
prikladech vyse. Napfiklad v Eulerové metodé jsme pouzili vyjadieni derivace s lokalni dis-
kretizacni chybou O(h). Lokélni chyba piislusné LIMUFO je O(h?) (rovnici jsme vynasobili
h). Metoda je tudiz fadu presnosti 1, tj. je konzistentni. Zkuste najit chybovou konstantu Cj
dosazenim zminénych Taylorovych rozvoji do definice linedrniho multikrokového operatoru L.
Obecné najdeme vztahy

OO = O[0+O[1+...+Oés, (43)
Ci = (g +2a0+ ... +sag) — (Bo+ 1+ ... + 05), (4.4)
: (4.5)
S jm S jm—l
Cn = 2+ 2 G o
7=0 7=0
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které lze pouzit k nalezeni fadu presnosti zadané metody, ale také ke konstrukci LIMUFO
metodou neurcitych koeficientii (zvolime si, které a a 3 budou nenulové a ty najdeme fesenim
soustavy linedrnich rovnic C; = 0). Ukazeme si ale elegantnéjsi metodu jak tyto dva ukoly
provést.

4.2.2 Konstrukce metod

Nejdrive si uvédomime, Ze operator £ miizeme napsat pomoci operatoru translace a operatoru
derivace

L = p(E) — hDo(E) = p(e"P) — hDo(e"P), (4.7)

kde jsme zavedli charakteristické polynomy LIMUFO p(z) = > ;27 a 0(z) = Y 5;27. Definici
koeficientd C; mizeme tedy vyjadrit jako

L(k) = p(e*) — ko(e") = Cy + C1k + Cor® + ...

Koeficienty C; a tedy fad dané metody mizeme tedy rychle najit pomoci Taylorova rozvoje
této funkce.

Priklad 5 (7ad presnosti metod z prikladu 1-4): Pomoci programu Maple pro sym-
bolické manipulace postupné zjistime lokalni diskretizacni chyby metod (EU), (IE), (ZD3) a
(CN):
>taylor(exp(x)-1-x*(1),x,3);

12+ 0(2?),
>taylor (exp(x)-1-x*(exp(x)),x,3);
—12% + 0(2?),
>taylor (exp(3*x)-18/11*xexp(2*x)+9/11*exp(x)-2/11-x*6/11*exp(3*x) ,x,5) ;
—32*+0(2),
>taylor (exp(x)-1-x/2*(exp(x)+1) ,x,4);
— 2%+ O(2").

Overili jsme tedy, Ze metody Eulerova explicitni i implicitni metody jsou prvniho fadu (tj.
lokalni diskretiza¢ni chyba druhého fadu), metoda zpétné diference je tietiho Fadu jak jsme
predpokladali a metoda Crankova-Nicolsonova je druhého fadu presnosti.

Uvedeny postup lze obratit a pouzit ke konstrukci multikrokovych metod. Nejdiive pomoci
chybového operétoru (4.7), ktery poloZime roven nule vyjadiime operéator derivace

p(E)
hD =In(F) = —.
(B) =~ &)
Vidime tedy, ze multikrokova metoda tizce souvisi s aproximaci funkce logaritmu podilem dvou
polynomu. Tento typ aproximace se nazyva Padého aproximace (viz dodatek). Padého aproxi-
mace se provadi porovnanim Taylorova rozvoje vyrazu na obou stranach. V nasem ptipadé je
potieba dostadit £ = I — V a tedy provadét Taylortiv rozvoj v bodé E = I.
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Priklad 5 (Odvozovant ruzngch LIMUFO pomoci Padého aproximace): 7 defi-
nice polynomt p(z) a o(z) je rovnou vidét, ze Eulerova a implicitni Eulerova metoda odpovidaji
aproximacim

I—V) O[O—f-OélE—f-...—i—OZEs
In(E) = In(] — V) = -V — 192 _1y3 4 ... = A _ s
Il( ) Il( v) \Y QV 3V + O'(]—V) ﬁo+ﬁ1E+m+ﬁsE5

Shrnuti nejpouzivanéjsich metod je uvedeno v tabulce
>simplify(pade(1ln(z), z = 1, [1, 1]1));

2(z—1)
z+1

1, [1, 31));

>simplify(pade(1n(z)/z"3, z

24(z — 1)
—9 + 372 — 5922 + 5523

1, [1, 41));

>simplify(pade(1n(z)/z"3, z

720(z — 1)
—19 + 106z — 26422 + 6462 + 2512

Tabulka I: Explicitni metody typu Adams-Bashforth
(EU) Upg1 = Up + I fp
(AB2) vy =v, + h( fn — %fn—l)
(AB3)  vppy = v, + W(E n—£ﬁ4+%h4)
(AB4) Un4+1 = U + h( fn - %fnfl + ;)_anfZ - %fn%S)

Tabulka II: Implicitni metody typu Adams-Moulton
(IE)  vpy1=v, + hfn+1
(CN) Unt+1 = Up + h( Jne1 + an)
(AMB) Up41 = Up + h(ufnJrl + 12fn - 1_12](‘71*1)
(AM4)  vni1 = vn + A5 farr + 530 — 55 Sn-1 + 37 n—2)
(AM5) Up+1 = Un + h(?g(l)fn—i-l + %g n %fn—l + %fn—2 720fn 3)

Tabulka III: Explicitni metody zalozené na zpétné diferenci
(IE)  vppr = Un + hfn+1
(BD2) wpq1 = §Un — Un 1+ hfn+1
(BDB) Un+1 = }?Un - i’Un 1 + an 2 + 11hfn+1
(BD4) Unt1 = 3?7171 - %UTL 1+ 2_21)71 2 = 235Un 3+ 25hfn+1
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4.2.3 Konvergence a stabilita

V minulé sekci jsme si ukazali, ze nejpresnéjsi dvoukrokova explicitni formule je
Un+1 = —4’Un + 5Un,1 + h(4fn + 2fn71)7 (*) (48)

ktera je tfetiho Ffadu presnosti. Na obrazku ?7a je ukdzano feseni rovnice u'(t) = u s pocatecni
podminkou %(0) = 1 na intervalu ¢ € (0, 1) jednak pomoci této metody a také pomoci metody
Adamse-Bashfortha druhého fadu s krokem h = 0.1. Je vidét, ze metoda (*), a¢ formalné
vyssiho Ffadu presnosti, nedava dobré vysledky. Obrazek ?7b ukazuje, ze ani zjemnovani kroku
h nevede pro metodu (*) k lepsim vysledkiim. Naopak, zatimco chyby Bashforthovych method
(AB2) a (AB4) se chovaji jako O(h?) a O(h*), jak maji podle tvaru formalni diskretiza¢ni
chyby, metoda (*) mé se zmensujicim se krokem stale vétsi chybu.

Evidentné ne kazda konzistentni multikrokova metoda konverguje. Pricinu je tireba hledat
ve stabilité metody. Uvedeny piiklad je volen tak, Ze vysledny rekurentni vztah (*) mtizeme
pro f(u) = u vyfFesit pomoci metod na FeSeni diferen¢nich rovnic z kapitoly 3. V nasem pfipadé
tedy (*) dava relaci

Unto + 4vp1 — dv, = 4hv, 1 + 2ho,,

jehoz obecnym dvé linearné nezavisla feseni jsou
1/2

W = X,

kde Ay a Ay jsou kofeny charakteristického polynomu

N4+ 4(1 —h)A—5+2h =0.

Pro malé hodnoty h najdeme kofeny \; = 1+ h + O(h?) a Ay = —5 + 3h + O(h?). Snadno
nahlédneme, Ze prvni feseni diferenc¢ni rovnice odpovida spravnému feseni diferencialni rovnice
u(t) = exp(t), nebot pro zmensujici se délku kroku h = 1/N dostaneme

UN:)\]lV:(l—l—%)Nme:u(l).

Dtivodem toho, ze metoda nekonverguje je existence druhého feseni, které se pro mala h chova
jako v, = A2 ~ (—5)". Tomuto FesSeni budeme Fikat parazitni feseni. I kdyZ volbou poc¢atecni
podminky vybereme spravné feseni, zaokrouhlovacimi chybami vzdy pribereme malou ¢ast pa-
razitniho feseni. Toto TeSeni exponencialné roste a brzy preroste spravné reseni. Tento problém
se se zmensovanim kroku zhorsuje. Zvolena metoda proto nekonverguje. Podminkou konver-
gence, je ze vSechna parazitni feSeni jsou omezena. Jesté si uvédomme, Ze rekurentni relace
vyse je v limité h — 0 dané jen koeficienty as, tj. polynomem p(z). Z toho vychézi nasledujici
definice a véta.

Definice (stabilita LIMUFO): Linearni multikrokovou formuli nazyvame stabilni pokud jsou
v8echna TeSeni rekurentni relace p(FE)v, = 0 omezend pro n — 0.

7Z teorie TeSeni linearnich diferencnich rovnic z kapitoly 3, plyne ihned néasledujici véta.

Véta: Linearni multikrokova formule je stabilni pravé kdyz vSechny koreny z; polynomu
p(z) spliuji podminku |z;| < 1 a ptipadné kofeny pro néz |z| = 1 jsou jednoduché.

Je dobré si uvédomit nasledujici:

e Charakteristicky polynom p(z) mé vzdy kofen z = 1. Plati totiz p(1) = Cy (viz 4.3) tedy
existence tohoto kofenu plyne z konzistence metody. Tomuto kofenu fikdme principialni
a to je koren, ktery vede na feSeni rovnice. Ostatni kofeny jsou parazitni.
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e Adamsovy metody pfedstavené v predchozim odstavci jsou stabilni, nebot p(z) = z° —
271 = 2*71(2 — 1). Kromé principidlniho kofenu maji tudiZ jen vicenidsobny kofen z = 0.

e Podrobnéjsim zkoumanim s-krokové metody vychézejici ze zpétné diference (rovnéz stu-
dované v predchozim odstavci) zjistime, Ze metoda je stabilni pro 1 < s < 6 a nestabilni
pro z > 7.

Obecné nutné podminky stability LIMUFO shrnuje nasledujici véta
Véta (PRVNI DAHLQUISTOVA BARIERA STABILITY): Kazda stabilni s-krokova line-

arni multikrokova formule fadu presnosti p pliuje

s+2 ...ssudé
p<< s+1 ...sliché
S ... pro explicitni formuli

V piikladé vyse jsme vidéli, ze LIMUFO (*) nekonverguje, protoZe neni stabilni. Otéazka je,
jestli kazda stabilni metoda (dost vysokého fadu presnosti) uz konverguje. Ukazuje se, Ze ano.
To a rychlost konvergence Tesi nasledujici véty, které uvedeme opét bez dikazu.

Definice (konvergence LIMUFO): Rekneme, Ze linedrni multikrokova metoda je konver-

gentni, kdyZz pro vSechny rozumné (viz [3]) pocatecni problémy a pro startovaci hodnoty spl-

tujict ||, — wol| 229, 0 pro viechna n =0, ..., s — 1 plati lo(t) —u(t)|| =0 0.

Véta (DAHLQUISTOVA VETA O EKVIVALENCI): Line4rni multikrokovd metoda je kon-
vergentni pravé kdyz je konzistentni a stabilni.

Tato véta tedy Tesi otazku konvergence LIMUFO prevedenim na vySetfovani stability, tj.
na hledéni kofent charakteristického polynomu p(z) a konzistence. Konzistenci jsme definovali
tak, ze fad presnosti konvergentni metody je alepon p = 1. Lokalni diskretizac¢ni chyba tedy
je alespont O(h?), tj. po provedeni N ~ 1/h krokt se nas¢itd na O(h) — 0 (pokud je metoda
stabilni). Dahlquistova véta o ekvivalenci tedy fika, Zze tento naivni odhad je spravny. Otazka
je, jestli podobny odhad plati i pro metodu vyssi presnosti. Tam bychom naivné ocekavali, ze
lokalni chyba O(h?*!) se nascita na globalni chybu O(h?). D4 se ukdzat, ze pro stabilni metody
je to pravda.

Véta (o globdini presnosti): Necht je zaddna ROZUMNA pocatecni tloha a f(u,t) je na-
vic spojité diferencovatelnd, a nechf posloupnost v, je spoctena konvergentni LIMUFO fadu
presnosti alesponn p a necht startovaci hodnoty pro LIMUFO jsou zvoleny tak, Ze spliiuji
|lvn, — u(ty)|| = O(R?) pro h — 0 a0 < n < s— 1. Pak ||v(t) — u(t)|| = O(h*) pro — 0
stejnomérné na t € (0, 7).

4.2.4 Ulohy se silnym tlumenim a oblast stability

V minulém odstavci jsme vyjasnili podminky za jakych je danda LIMUFO konvergentni, tj. kdy
dostaneme v limité h — 0 spravné feseni zadané pocatecni tlohy. V praxi ovSem potiebujeme
védét nejen, ze limita pro h — 0 je spravna, ale ze pro konecné hodnoty h dostavame rozumné
vysledky. To miize byt problematické zvlasté pro tzv. tlohy se silnym tlumenim, kde se ukazuje,
ze stabilni LIMUFO dava nestabilni vysledky pokud neni h opravdu extrémné malé. Ukazeme
si to na piikladu (Trefethen [3]).

P¥iklad: Reste numericky rovnici

u'(t) = —100[u — cos(t)] — sin(t)
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s pocateni podminkou u(0) = 1. ReSenim tlohy ocividné je u(t) = cos(t). Podivejme se
na to jak se s tlohou vyporadaji dvé metody druhého fadu: Adamsova-Bashforthova (AB2)
a zpétna diference (BD2). Obé metody jsou dvoukrokové a tedy kromé pocateéni podminky
vo = 0 protfebujeme jesté vy, kam si pro jednoduchost dosadime presné feSeni v; = cos(h).
Obrazek 77 ukazuje vyslednou chybu feseni Au = abs(v(1) — u(1)) v bodé ¢t = 1 pro pfiblizné
feSeni ziskané metodami AB2 a BD2 pro rizné hodnoty délky kroku h. Jak bychom ocekavali z
predchozi kapitoly, chyba feseni jde k nule pro malé hodnoty kroku h pro obé metody, pficemz
asymptoticky se chyba chovéa jako O(h?). Rozdil je v tom jak rychle se kazd4 z metod k této
asymptotice dostane. Zatimco metoda pouzivajici zpétné diference dava rozumné vysledky s
pomérné velkym krokem, formule Adamse a Bashfortha nefunguje dobie pokud h > 0.01.
Piiklad: Podobné problémy pro soustavu rovnic

u = —bu+ 6v,
v = 4du—Hv.

Rozbor a obrazek doplnim pozdeji, ale opét jde od dvé rozdilne casovée skaly, dané vlastnimi
cisly matice prave strany A = —0.1, —9.9

Dtivod popsaného chovani pochopime, kdyz zopakujeme analyzu stability LIMUFO tento-
krat pfi koneéné hodnoté h. Analyza pifi nulovém h nezdvisela na pravé strané f(u,t). Ten-
tokrat se nevyhneme charakteristice funkce f. Obvyklym trikem je linearizace funkce f(u,t)
v okoli bodu (u,t), kde nas zajima stabilita: f(u,t) ~ au + b, pficemz konstantni ¢len b mi-
zeme ignorovat, nebot pfi vySetfovani stability prislusnych diferencnich rovnic prispiva pouze
k partikularnimu a ne obecnému feSeni. Dosazenim této aproximace do LIMUFO dostaneme

rekurentni relaci
S

> (e = 1B vng; =0, (4.9)

=0

kde jsme zavedli znaceni h = ah

Definice: (absolutni stabilita LIMUFO)
Rekneme, Ze linearni multikrokova formule je absolutné stabilni pro dané h € C pokud kazdé
feSeni rekurentni relace (4.9) je omezené pro n — oo.

7 teorie TeSeni linearnich diferenc¢nich rovnic pfritom dostaneme nasledujici charakteristiku
absolutni stability:

Véta: (Polynom stability)
Linearni multikrokova formule je absolutné stabilni, pravé kdyz vSechny kofeny z polynomu
stability

S

m(2) = S (as - h) = p(2) - ho(2) (4.10)
5=0
spliiuji podminku |z| <1 a kofeny s |z| = 1 jsou jednoduché.
Definice: (oblast stability) Oblast stability S linedrni multikrokové metody definujeme, jako
mnozinu viech bodi h € C, pro néz je dand formule absolutné stabilni.
Oblast stability pak dava navod jak volit velikost kroku h pro konkrétni problém a metodu.
Je prosté potieba volit tak malé h, aby prislusné h = ah bylo v oblasti stability. Poznamenejme,
ze samotna stabilita metody, kterou jsme vysetrovali v predchozim odstavci zarucuje, ze bod
h = 0 patii do oblasti stability. Oblasti stability pro metody Adamsovy a zpétné diference
jsou vyznaceny na obrazcich 77-77(ukazoval jsem na prednasce, ¢asem doplnim). Z obrazku je
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ziejmy vyznam implicitnich metod, které maji vétsi oblast stability a predevsim metody zpétné
diference, jejiz oblast stability dokonce obsahuje celou zapornou poloosu.

Pojem absolutni stability neni vhodny pro vySetfovani rostoucich feseni, tj. a > 0 (daji se
zavést jiné pojmy, napt. L-stabilita), nebof pak samotné principiélni feSeni neni omezené. Pti
vySetfovani pojmu stability formule (ktery by nemél zaviset na volbé f) se proto omezime na
h z levé poloroviny v komplexni roving.

Definice: (A-stabilita)

Rekneme, 7e dana metoda je A-stabilni, pokud celd leva komplexni polorovina Reh < 0 patii
do oblasti stability. Rekneme, 7e metoda je A(a) stabilni, pokud mnozina |Argh| > © — «
(vyse¢ kolem zaporné realné osy s vrcholovym thlem 2«) patii do oblasti stability.

Ukazuje se, ze A-stabilita je velmi tvrdé kritérium. Pfitom pro tlohy se silnym tlumenim,
zvlasté pro velké soustavy diferencialnich rovnic je dtlezita. Plati nasledujici véta.

Véta: (DRUHA DAHLQUISTOVA BARIERA STABILITY)

Rad p A-stabilni linearni multikrokova formule musi spliiovat nerovnost p < 2. Explicitni
formule nemtize byt A-stabilni.

Pozndmka: Formule zaloZené na zpétné diferenci jsou A(0) stabilni pro p < 6 (presnéji A(«)
stabilni pficemz o = 7 pro s = 1,2 a a ~ 86°,73°,52° a 18° pro s = 3,4,5 a 6)

Poznamka: 7 druhé Dahlquistovy bariéry stability plyne vyznam metod prvniho a dru-
hého radu pro feSeni parcialnich diferencialnich rovnic, které se ¢asto prostorovou diskretizaci
prevedou na obrovskou soustavu obycejnych diferencialnich rovnic v ¢asové oblasti.

4.3 Nelinearni jednokrokové metody typu Runge-Kutta

Zatim jsem nestihl prepsat poznamky do HTEXu. Doporucuji se podivat do numerickych receptt
[1] nebo opét do Trefethenovych pozndmek [3]. Metody typu Runge-Kutta maji tu vyhodu, zZe
jsou jednokrokové a k jejich nastartovani tedy staci pouze pocatecni podminka. Vyssiho radu
presnosti dosahuji tim, ze si pfed provedeni kroku z v, do v,;; ”osahaji” funkci f(u,t) v
nékolika bodech v okoli bodu (u,t) = (v,,t,) (metody vyssiho fadu samoziejmé osahavaji vice
bodti, a tudiz na provedeni jednoho kroku potiebuji vice vycisleni funkce f). Vysledna formule
pro provedeni jednoho kroku je nelinearni (pro nelinearni funkei f). Opét lze vySetfovat oblast
stability Runge-Kuttovych metod. Ukazuje se, Ze nejsou A-stabilni, ale oblast stability vzdy
obsahuje alesponi kruh |z + 1| <1 v komplexni roviné.

4.4 Numerovova metoda - reseni rovnic druhého radu

Tato kapitola se zabyva jistou specialni metodou na rovnice tvaru

u’(t) = f(u,t).

Zatim je ponechéna dle staré verze poznamek. Musim ji prepsat v duchu teorie LIMUFO.
Zajemcim to zatim ponechavam jako cviceni. Jen drobna napovéda: Lokalni diskretizac¢ni chyba
bude nyni souviset s operatorem

£ = p(B) - (hD)%s(E)
. Numerovovu metodu pak Ize chapat jako aproximaci funkce (In 2)? podilem polynomi
22 —2241
22+ 102+ 1
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coz davé lokalni chybu 6. fadu. Stabilitu je tfeba definovat trochu mirnéji, nebot pro rovnici
druhého fadu musi nutné existovat dvé principialni feseni, které v limité h — 0 vedou na dva
koreny charakteristického polynomu s z = 1. S tim souvisi také to, ze lokalni diskretizac¢ni chyba
6. fadu vede nakonec na globalni chybu pouze 4. fadu a ne 5. jak by clovek cekal na zakladé
predchozi kapitoly.

A ZDE JSOU SLIBENE STARE POZNAMKY:

Numerovova metoda je specialni numerickou metodou pro diskretizaci rovnice druhého fadu
tvaru

y'(@) + K (2)y(e) = S(@), (4.11)

kde y(z) je nezndmé funkce; k*(z) a S(x) jsou piedem zadané, dostate¢nd hladké funkce.
Rovnice tohoto typu se casto objevuje ve fyzice pfi feseni Schodingerovy nebo Poissonovy
rovnice. Sestavme diskretizovanou verzi této rovnice na siti bodid xg, x1,... xxy pokryvajici
interval (a,b) = (xg,zy) rovnomérné s krokem h = (b — a)/N. Nejprve napiseme Tayloriuv
rozvoj y;+1 kolem bodu x;

1 1
) — s+ / - 2 3 /l/ 14 5 6 4.12
Odtud ihned vidime, Ze
Yit1 — 2Ui + Yia
* e =yl + h2 +O(h%) (4.13)
a tedy
Yit1 — 2Ui + Yia
Yy = 2 e — h2 + O(hY). (4.14)
Stejné bychom pomoci Taylorova rozvoje y”(x) dosta,h ¢tvrtou dervaci
ylw— yZJrl h?JJQZ +yl 1 O(hZ): ( +1 z+1y+1) ( h2 zy)+( 1 i—1Y 1)—|—O(h2),
(4.15)

kam jsme za druhou derivaci dosadili y” = S — k?y, z rovnice (4.11). VloZenim tohoto vyrazu
pro ¢tvrtou derivaci do (4.13) a drobnymi tpravami dostaneme nakonec

h? 5h% h* h? 6
(1 + 12kn+1) Ynt1—2 (1 — ﬁk") yn+< an 1) Yn1 = 12(Sn+1+105n+8n,1)+0(h ).
(4.16)
Tuto formuli 1ze chapat jako vyjadfeni y,,; pomoci y, a y,_1 a umoziuje generovat postupné
celé feseni rovnice (4.11) z hodnot g, y1. Cisla yp, y1 musime urcit z po¢ateéni podminky, t. j.
ze zadanych hodnot y(x) a y/(x) v bodé = = x.

Lokélni diskretiza¢ni chyba Numerovovy metody je O(h®). Naivni ivahou bychom ocekévali,
ze globélni chyba po N-ndsobném opakovani pouziti lokdlniho vzorce bude NO(hS) = O(h®),
nebot N = (zny — x9)/h. Podrobnéjsi analjza ukazuje, Ze chyba ve skutecnosti naroste jesté o
f4d vice na O(h?) a feSeni ziskané Numerovovou metodou je spravné do fadu h?.

Pokud chceme uréit ¢isla yo, y; z pocateéni podminky yo, ¥, a nepokazit pfitom Fad dis-
kretizacni chyby, miizeme postupovat podobné jako vyse, ale misto druhé derivace si rozdilem
Taylorovych rozvoji v bodech x;1; a x;_; vyjadiime druhou derivaci a do vzorce dosadime
vyraz pro t¥eti derivaci ziskany derivovanim (4.11). Pro i = 0 dospéjeme ke vztahu

h? h?
th/(l‘o) — E(Sl - S_l) - (1 + Fk’%) U1
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- (1 + 614/31) Y-1
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Tato rovnice tvoii spolu s diferenénim schematem (4.16) soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé
Y1 a y_1. Jejim Feseni dostédvame vzorec

(1 + }11—;/631) Yo + <1 + %2/6%1) U1

2 2 2 2 ) 4.18

WS T ER) (T4 R 1 (15 BRE,) (1+ ER) (18)

) 5h? h?

Yo = 2 — ?ko Yo + E(Sl + 1080 + Sfl), (419)
h2

= 2hyy+ g(sl —S_1). (4.20)

Pouziti téchto tézkopadnych vzorcid se lze Casto vyhnout. Pokud zni jedna z pocatecnich
podminek y(z9) = 0, potom druhd podminka y'(zg) = ¥y, urcuje celkovou normalizaci funkce
y(x). Pokud nés tato normalizace nezajima, nebo pokud ji budeme urcovat az nakonec z nale-
zenych hodnot funkce, miizeme jako druhou okrajovou podminku vzit y; = 1, ¢imz se vyhneme
pouziti predchoziho vzorce.

47



Kapitola 5

Numericka linearni algebra

TO JSEM JESTE NENAPSAL. PREDNASKU JSEM PRIPRAVO-
VAL DLE UCEBNICE [2] KTEROU SI MUZETE STAHNOUT NA
ADRESE (CISLO 05 JE AKTUALNI MESIC - ADRESA SE MENT)

http://utf.mff.cuni.cz/~houfek/esources05/Books/Numerical Methods, Programming, Software/

KDE JDE ZVLASTE O KAPITOLY 1.3-5, 11.6-8,10,11, III.(BEZ DU-
KAZU), IV., V.24-26 DALE DIAGONALIZACE JACOBIHO ME-
TODOU PODLE NUMERICKYCH RECEPTU

5.1 TUvod. Vektory, matice, normy.

5.2 Faktorizace matic. Gramova-Schmidtova ortogonali-
zace.

5.2.1 Zpétna stabilita

5.3 Soustavy linearnich rovnic

5.4 Diagonalizace matic a ivod do itera¢nich metod

5.4.1 Opakovani: zakladni fakta

Podobnostni transformace
Vlastni cisla a vektory
Charakteristicky polynom, nasobnost korenti
Jordanuv tvar
Schurova faktorizace

5.4.2 Givensova rotace a Jacobiho algoritmus

5.4.3
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Kapitola 6

Diskrétni Fourierova trasformace a
spektralni metody

OPET JSEM JESTE NENAPSAL. PRO TEORII DOPORUCUJI
[3] KAPITOLA 2 A NUMERICKE RECEPTY KAPITOLA O FFT
A APLIKACI NA SINOVOU - COSINOVOU TRANSFORMACI,
PRO PRAKTICKOU IMPLEMENTACI

6.1 Diskrétni Fourierova transformace, vlastnosti
6.2 Algoritmus FFT

6.3 Aplikace a obecné poznamky o spektralnich meto-
dach

1], [4]
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Priloha A

Aproximace Padé

LETOS NEZKOUSIM. JINAK LZE NAJIT V NUMERICKYCH
RECEPTECH A V KNIZE KUKULINA, KRASNOPOLSKEHO A
HORACKA: THEORY OF RESONANCES.

Aproximaci Padé rozumime nahrazeni funkce f(x) racionalni funkci

P]V[(l')
Qn(z)

R[]V[,N](l') = s (Al)

kde

PM(’I) = Do +p1$+p2x2+...+prM,
Qn(®) = q+qz+ @2’ + ..+ qva®

jsou polynomy stupné M respektive N. Existuje né€kolik variant Padého aproximace podle toho
jakym zptisobem ur¢ime koeficienty p;, ¢; pro danou funkei f(z). Padého aproximace pak tak
mitize slouzit jako rozvoj kolem daného bodu xg, interpolace danymi body =z, x1, ..., Tk, nebo
jako interpolace ve smyslu nejmensich ¢tvercti. U téchto moznosti se podrobnéji zastavime nize.
Nejdfive nékolik obecnéjsich poznamek.

Za prvni si povSimnéme, Zze ne vSechny z M + N + 2 koeficienti p;, ¢; jsou nezavislé.
Konkrétné bez ujmy na obecnosti mizeme zvolit ¢o = 1, nebot ditatel i jmenovat miZzeme
vydélit spolecnym faktorem. Zbyva K = M + N + 1 koeficienti, které jiz jsou nezavislé.

Na rozdil od aproximace funkce f(x) polynomem je aproximant R, nj(«) nelinedrni funkci
koeficientt p;, ¢;. To komplikuje analyzu presnosti a konvergence Padého aproximace a vysledky
v této oblasti jsou daleko komplikovanéjsi a netplné. Casto vsak ...

A.0.1 Aproximace Padé I.druhu—rozvoj v okoli bodu
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