Zapoctové ulohy pro rok LS 2015

Uloha 1: Rozpad stavu zachyceného v bariére

(pocdtecni uloha pro Schrodingerovu rovnici - konecné diference)

Necht je v ¢ase t = 0 pfipravena ¢astice ve stavu

(0.0 = {2 expl- (o - 17

Reste ¢asovou Schrédingerovu rovnici
0 (a,t) = HY = =3 Apip(a, 1) + V() (2, 1)
v potencidlovém poli
V(z) = (2% — 1) exp(—2?/4).

Integraci rovnice kontinuity pro tok hustoty pravdépodobnosti mizeme dostat zakon zachovani
1=p(T) + J(T) + J(T),

kde

T

a
o1) = [ 0P de 2 lT) = £ 2o
—a 0
je pravdépodobnost vyskytu ¢astice v intervalu z € (—a,a) a pravdépodobnosti, Ze ¢astice
utekla z © € (—a, a) pravou/levou hranici. S pomoci téchto vztahi studujte unik ¢astice ven z

potencialové bariéry.

t=T r==+a

Podrobnéjsi instrukee:

e Navrhnéte vhodnou diskretizaci problému a zvolte vhodné (stabilni) diferencéni schéma
k feseni ¢asové Schrodingerovy rovnice. Ulohu feste na intervalu x € (—25,25) a pro
zamezeni odrazu od koncovych bodt pridejte k potencialu komplexni absorbujici c¢ast
Vaps = —i1073(|z| — 8)* pro |x| > 8.

e Nakreslete vlnovou funkci ¢ (x,t) pro nékolik ¢asu z intervalu ¢ € (0,5) a diskutujte
fyzikalni chovani systému. Porovnejte z chovanim pro V(z) = 0 pro néjz znate analytické
feSeni [v]2.

e Spoctéte veliciny p, J,,JJ_ pro T =1 a a = 7. Diskutujte konvergenci téchto veli¢in pfi
zjemnovani sité.

e Po nalezeni spravné diskretizace nakreslete zavislost p, J. na case T

Vystupem k odevzdani budou obrazky vlnové funkce v nékolika casech, obrazek dokumentujici
konvergenci pravdépodobnosti, obrazky casové zavislosti pravdépodobnosti.



Uloha 2: Metoda rozdéleného propagatoru
(pocdtecni dloha pro Schrodingerovu rovnici)

Stejné tkoly jako pro tlohu 1, ale ¢asovou Schrodingerovu rovnice feste metodou rozdé-
leného operatoru (”split-operator method”). Pro vypocet operatoru kinetické energie pouzijte
proceduru pro diskrétni Fourierovu transformaci. Mizete pouzit hotovou proceduru pro FFT
naptiklad z Numerickiych recepti nebo z knihovny numpy.



Uloha 3: Nelinearni chemicki dynamika v 1D

(Tesend evolucénich rovnic metodou siti)

Na prednésce jsme si ukazovali model pro nelinearni chemickou dynamiku. Pro jednu pro-
storovou dimenzi dostaneme soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic parabolického typu

OX(r,t) = Dx0,X(rt)+A—(B+1)X(rt)+ X(r,t)*Y(r,t), (1)
0,Y (r,t) = Dy0,Y(r,t)+BX(r,t) — X(r,t)*Y(r,1), (2)
kde X, Y jsou koncentrace meziprodukti a Dy, Dy, A, B zadané konstanty (diftzni koeficienty
a koncentrace reaktantii). Ulohu feste na intervalu r € (0, 1) s Neumannovou hraniéni podmin-

kou. Parametry tlohy volte: Dx = 0.001, Dx = 0.002, A = 2.0. Pfi volbé pocatecni hodnoty
B se inspirujte nasledujicim diagramem stability: Diagram obsahuje oblasti stability trivial-

Oblasti stability pro Dx=1e-3, Dy=2e-3, A=2
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Frekvence m

niho feSeni X = A Y = B/A, vad¢i malym harmonickym perturbacim cos(rmz) (pokud vés
zajimaji detaily, viz Koonin, kapitola 6). Poc¢atecni podminku volte ve tvaru trividlniho feSeni
plus mald harmonickd perturbace (s amplitudou asi 0.01-0.1). Pozorujte jak amplituda pertu-
rbace roste/klesa, podle toho, zda jste v nestabilni/stabilni oblasti parametri. Pro odevzdani
se zamyslete nad nasledujicim:

e Jakd je asi presnost vaseho TeSeni? Dosahli jste konvergence v prostorovém a casovém
kroku?

e Podivejte se na vySe uvedeny graf a naleznéte stabilni feseni v némz klesa amplituda
perturbace.

e Naleznéte nestabilni feseni. Rozumite jeho chovani s ¢asem? Jaky je rozdil mezi touto
nestabilitou a nestabilitou explicitni metody?



Uloha 4 OptimAlni umisténi okna

(okrajovd uloha pro PDR)

Ve starém domé instalujeme nova okna. Jak daleko do tlusté zdi je tfeba umistit okno, aby
se minimalizovaly ztraty vedenim tepla ptes zed.
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Model problému: Reste rovnici vedeni tepla pro ustaleny stav
Au(z,y) =0

na oblasti dané vnittkem obdélniku a x b (viz obrazek) se smiSenou okrajovou podminkou u = 0
na modré ¢asti hranice, © = 1 na Cervené ¢asti hranice a d,u = J,u = 0 (nulovd normalova
slozka gradientu) na zelené ¢asti hranice. Tepelny tok sténou nakonec spocteme jako

)
y=l

b
q:/ oyu(z,y)de
0

kde [ € (yo, yo + d). Ulohu feste pro hodnoty a = 6d, b = 12d, d = 2. Podrobné&jsi pokyny:
e Navrhnéte diskretizaci ulohy a diferencni schéma véetné zahrnuti okrajovych podminek.

e Pro jednu hodnotu y, vyfeste vyslednou soustavu rovnic metodou SOR. Pokuste se najit
optimalni volbu relaxac¢niho parametru.

e 7 nalezenych hodnot u spoctéte tok tepla ¢ integraci lichobéznikovym pravidlem.

e Studujte konvergenci hodnoty g v zavislosti na velikosti diskretiza¢niho kroku. Ovétte, ze
tok je nezavisly na hodnoteé [.

Vystupem k odevzdani bude obrazek dokumentujici rychlost konvergence ¢ v zavislosti na
velikosti kroku, déle obrazek rozlozeni teploty pro jednu hodnotu gy. Nakonec spoctéte g v
zavislosti na poloze okna yq (sta¢i provést vypocet pro cca 10-20 hodnot yq).



Uloha 5: Obtékani prekazky
(okrajovd uloha - konecné diference, relazacni metody)

Najdéte stacionarni proudéni kolem prekazky. Rovnice pro proudovou a virovou funkci feste
relaxacni metodou. Detaily zadani viz nize. Pro zapocet mi stac¢i provést ”stepl-stepb” tj. nalézt
proudovou a virovou funkci pro alespon jednu hodnotu Reynoldsova cisla.

Literatura: Koonin: Computational Physics. Kapitola 6, project VI.



Uloha 6: Poissonova rovnice ve 2D metodou sdruZenych
gradientu

(aplikace sdruZenych gradienti, na konecné diference)

Reste Laplaceovu rovnici na ¢tverci (z,y) € (0,1) x (0, 1) s vykousnutym ¢tvercem uprostied

=3l +ly =3l >1

a s okrajovou podminkou v = 0 na hranici vnéjsiho ¢tverce a u = 1 na hranici vnitiniho ¢tverce.
Tuto tlohu lze chapat jako nalezeni elektrického pole uvnitt kondenzatoru. Pouzitim Gaussovy
véty naleznéte naboj na vnitini elektrodé, tj. kapacitu kondenzatoru.
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Podrobnéjsi instrukee:

Na ¢tverci definujte pravidelnou sit a napiste si diferencni schéma odpovidajici Laplaceové
rovnici.

Napiste si vlastni proceduru pro feseni soustavy rovnic metodou sdruzenych gradientt.
Proceduru napiste tak, abyste nemuseli pro vypocet rezidua sestavovat soustavu rovnic,
ale prochazeli diferen¢ni schéma pres vSechny body sité podobné jako pfi relaxacnich
metodach.

Studujte rychlost konvergence pro riiznou hustotu sité. Jako kritérium konvergence pou-
zijte velikost rezidua.

Napiste proceduru pro vypocet nadboje na vnitini elektrodé z Gaussovy véty integraci
pres ctverec lezici cely uvnitt sité. Budete potfebovat normalovou slozku gradientu wu.
Rozmyslete si dobfe polohu bodi z nichz budete pocitat gradient a polohu integra¢nich
bodt.

Studujte rychlost konvergence vypoctené hodnoty naboje pii zjemnovani site.

Vystupem z tlohy budou grafy rychlosti konvergence metody sdruzenych gradientii pro
nekolik hodnot kroku sité, obrazek vysledného pole u, graf dokumentujici rychlost konvergence
naboje pii zjemtiovani sité a vyslednd hodnota kapacity kondenzatoru (véetné vaseho odhadu
presnosti obdrzeného vysledku).



Uloha 7: Sou¢et ndhodnych proménnych

(centrdalni limitni véta prakticky)

Na prednasce jsme si ukazali, ze souctem dvou totoznych nadhodnych proménnych z, a
r1 s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0,1) (tj. s rozdélovaci funkei p(z;) = x01y(i))
dostaneme nédhodnou proménnou ys = x¢ + x; s rozdélenim p(y) = 1 — |y — 1| na intervalu
(0,2). Obecné plati, Ze soucet ndhodné proménné z, s rozdélovaci funkei po(x) a nadhodné
proménné z; s rozdélovaci funkei p;(x) mé rozdélovaci funkei danou konvoluci

p(y) = / po(z)p1(y — x)dz = po * p1.

Najdéte pomoci tohoto vzorce rozdélovaci funkei p™)(y) pro souéet N nahodnjch proménnych
SN =Zo+21+ ... +TN_1

s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0,1) pro N = 2 3. Vysledné funkce se nazyvaji
B—spliny a lze je také ziskat pomoci Cox-de Boorovy formule:

p(l)(s) = X<0,1>(8)7
P = V() +

N+1-—
%p(zv)(s_ 1).

Pro N = 2,3 ovéite, ze tato formule da stejné vysledky jako konvoluce. Napiste proceduru,
ktera vypocte pt™)(x) pro libovolné N.

Nahodnd proménnd sy mé stieni hodnotu s = N/2 a rozptyl 2 = N/12. Po pfenormovani
dostaneme ndhodnou proménnou

YN = (SN —N/Q)x/lQ/N,

ktera podle centralni limitni véty konverguje ke gaussovské (normalni) ndhodné proménné se
stfedni hodnotou 0 a rozptylem 1. Napiste vzorec pro rozdélovaci funkci ¢y (z) ndhodné pro-
ménné yy pomoci vyse definovanych funkei py(x). Nakreslete grafy funkei ¢y(z) pro N =
3,5,12 a pozorujte konvergenci k normalni ndhodné proménné s Gaussovskym rozdélenim

¢(z) = exp(—a®/2) /2.

Pro N = 12 vytvorte velky statisticky soubor (cca milién hodnot nebo vice) a ovéite jak
histogram tohoto souboru odpovida teoretické kiivee ¢12(x) a jak se lisi od normélniho rozdéleni
¢(x). Spoctéte p a o pro tento statisticky soubor.

Vystupy: Grafy funkei po(x) a p3(x). Spoleény graf funkei ¢y (z) a ¢(z) pro N = 3,5,12 v
linearni a logaritmické skéale. Vysledky pro statisticky soubor: stfedni hodnota, rozptyl a graf
srovnéani histogramu s ¢(x) a ¢12(x).



Uloha 8: Diftizni Monte Carlo metoda pro zakladni stav

(metoda difizni Monte Carlo)

Otestujte metodu diftizniho MC pro nalezeni energie zakladniho stavu harmonického osci-
latoru s Hamiltonidnem

H = 1[-0,, +2°].
Jako startovaci vinovou funkci pouzijte
¢(z) = exp(—az?)

a naleznéte vzorce pro funkce ¢(z) a D(z) pro tuto volbu. Veli¢iny odvodte obecné a findlni
MC simulaci provedte pro a = 1. Diskutujte chybu nalezené energie zékladniho stavu a jak
zavisi na poc¢tu bodi statistického souboru a na délce integrace. Program napiste tak, aby bylo
snadné vymeénit pocatecni odhad vinové funkce a funkce € a D.

Literatura: Koonin: Computational Physics. Kapitola 8, project VIII.

varianta pro harmonicky oscilator.



