Zapoctové ulohy pro rok ZS 2015

Uloha 1: Lambetova W-funkce

(iterace, derivace)

Definujme funkci

a_a,..

yla) =a”
Tuto funkci mizeme chapat jako pevny bod zobrazeni

y— fly)=a.

e Napiste proceduru, kterd pro zadané a najde co nejpiesnéjsi hodnotu y(a). Predpoklé-
dejte, ze e > a > exp(—1/e) ~ 0.6922, a Ze zobrazeni je kontrahujici. Namalujte graf
ukazujici rychlost konvergence a porovnejte v ném rychlost konvergence primych iteraci
a iteraci urychlenych metodou Aitkena-Stefensona.

e Napiste proceduru, kterd najde co nejpresnéji derivaci funkce y(a) a diskutujte jeji pres-
nost.

e Programy napiste obecné a potom naleznéte co nejpfesnéji y(e) a y'(e). Pro testovani
pfesnosti vypoctu derivace mizete rovnéz pouzit hodnotu y'(1) = —1.

Vystupem k odevzdani budou dva obrazky (rychlost konvergence iteraci a analyza chyb nalezeni
derivace) a dvé ¢isla y(e) a y'(e).

Pozndmka: Funkci y(a) lze vyjadiit pomoci tzv. Lambertovy W-funkce W (z), kterd je de-
finovana jako inverzni funkce k funkci z(w) = wexp(w). Z této definice si snadno odvodite,
ze nas pevny bod je y(a) = W(lna)/Ina. Lambertovu W-funkei 1ze obecné vyuzit pii feSeni
algebraickych rovnic obsahujicich neznamou linearné a v exponentu.



Uloha 2: Obvod Rocheova laloku v ekvatorialni roviné
(numerické Teseni rovnic, analyza chyby, extrapolace)

V popisu dynamiky dvojhvézdnych systémi je definovan Rocheiiv lalok jako oblast prostoru
kolem hvézdy 1, kterou lze zaplnit plynem, bez toho, aby pretékal na hvézdu 2. Tato oblast je
ohranic¢ena ekvipotencialni plochou v systému korotujicim se vzajemné se obihajicimi hvézdami,
na niz je potencial roven potencidlu v Lagrangeové bodé L; (bod kde se vyrovnavaji gravitacni
sily obou téles a odstfediva sila). Pro tuto tlohu se omezime na rovinu v niz obihaji obé hvézdy
po kruhové draze. V této roviné naleznéte ¢aru ohranicujici tento lalok a spoctéte jeji délku.
Pocatek soufadného systému polozte do hvézdy 1 a osa x necht sméfuje do hvézdy 2. Délky

vz

budeme mérit v jednotkdch danych vzdalenosti obou hvézd R. Podrobnéjsi instrukce:
e Najdéte polohu bodu L; (viz rovnice vedle obrazku) a hodnotu potencialu V7, v tomto bodé.

e Pro hodnoty 6 = 2an/N, n = 0,1,..., N naleznéte body x,, = rcosf, y, = rsinf na hledané
ekvipotencialni plose. Body hledejte pro fixni 6 FeSenim rovnice V(r) = Vi vami zvolenou
metodou. Pokuste se najit hodnoty x,y s presnosti blizkou strojovému e.

e Spoctéte délku Dy lomené ¢ary (x1,v1), (z2,92), ... (zn,yn). Studujte konvergenci této hodnoty
pro N — oo. Pokuste se identifikovat bod, kde dochazi k rovnovaze mezi zaokrouhlovaci a
diskretizac¢ni chybou.

e Pokuste se presnost metody zlepsit naptiklad vhodnou extrapolaci diskretiza¢ni chyby.

Vystupem k odevzdani bude obrazek lomené éary (x1,vy1), (22,92), ... (zn,yn), dile ob-
razek dokumentujici konvergenci Dy, z né€jz bude vidét fad diskretizacni chyby a nakonec co
nejptresnéjsi hodnota D = limy_ o, Dy.

Rovnice pro urceni souradnice x; Lagran-
geova bodu L; je ddna rovnovahou sil:

ma ma

L R —y
(1—zp)* 2

Ty — Mo +

Kde m; = M;/M a my = My/M jsou

hmotnosti obou slozek v jednotkéach cel-

. kové hmotnosti M = M; + M, dvojhvézdy.

Gravita¢ni potencial (v jednotkach kM /R)

v korotujicim systému (vcetné odstfedivé
sily) je

kde r = /22 + 42, 79 = V72 — 2rcosf + 1
a1y = /12— 2mgrcosf +m3 jsou vada-
lenosti bodu (x,y) od hvézdy 1, hvézdy

Vv

stfedu rotace).



Uloha 3: Model oscilujici chemické reakce
(Tesent obycejnych diferencidlnich rovnic)

V dnesni dobé je znamo nékolik tzv. chemickych oscilatort (doporucuji vyhledat ,chemical
oscillator” na youtube), coz smés latek, v niz dochézi k jisté mnoziné chemickych reakei, které
vedou k oscilacim koncentrace meziprodukti. V dobé svého objevu to vedlo k nediivére a
odmitnuti (viz heslo Belousov-Zhabotinsky reaction na anglické wikipedii), ale dnes existuji
jednoduché teoretické modely, které takové chovani vysvétluji. Jeden takovy jednoduchy model
si zkusime prozkoumat. V nasem modelu (Lotka-Volterra model) se ldtka A méni postupné na
latku B, pficemz vznikaji meziprodukty X a Y podle schématu

A+X — 2X
X+Y — 2Y
Y — B

Oznacime-li k1, ko a k3 reakcéni rychlosti téchto reakci, dostaneme pro ¢asové zavislosti koncen-
trace A, X, Y a B soustavu diferencialnich rovnic

%A = —kAX, d%a = —kKar,
%X = kAX — kXY, d%:c = Kkaxr — xy,
%Y = kXY — k3Y, %y = 2y —v,

V pravém sloupci jsme rovnice piepsali do bezrozmérnych veli¢in 7 = tks, b = B/Ao, y = Y/ Ay,
T = kyX/ks a k = ki /ky, pficemz Ay je pocatecni koncentrace latky A. Reste tyto rovnice
numericky pro k = 0.002 a pocatecni podminku a = 498.4, x = 1.5, y = 0.1, b = 0. Podrobnéji:

e Napiste proceduru pro integraci dané soustavy diferencidlnich rovnic s fadem pfesnosti
4. tadu. Ovérte konvergenci vysledktl v zavislosti na délce kroku pro vysledek ve fixnim
case t = 100 a dale ovérte, ze veli¢ina a + x + b + y se zachovava.

e Nakreslete a(t) a b(t) do jednoho obrazku a naleznéte hodnotu ¢asu ¢, kdy se vyrovna
koncentrace reaktanti a produkti a(t) = b(t). Odhadnéte jak presné jste tento ¢as uréili.

e Nakreslete koncentrace meziproduktt z(t) a y(t) a uréete periodu jejich oscilaci. Odhad-
néte jaka je priblizné vase presnost urceni této periody?

Rozmyslete si, Ze oscilace funguji jako jakasi ,,chemickad pumpa“. Céast cyklu s vysokym z vede

ke zvysené konzumaci reaktantu A a ¢ast cyklu s vysokym y vede ke zvysSené tvorbé produktu B.

Vystupem budou ti obrazky (rychlost konvergence, ¢asova zéavislost a(t),b(t) a ¢asova za-
vislost meziproduktii) a dvé ¢isla (¢as vyrovnani koncentraci a perioda oscilaci).



Uloha 4: WKB aproximace
(modifikace Rombergovy integrace)

V kvantové mechanice se ukazuje, ze v ramci WKB aproximace se daji vazané stavy nalézt

pomoci podminky
T2
fp(x)dx = 27/ VE—V(z)=2r(n+3),

kde celkové energie je E, V(x) je energie potencalni a konstanta - souvisi s hmotnosti systému.
Body x1 a 23 (tzv. body obratu) jsou body v nichz nabyva integrand nulové hodnoty. Naleznéte
analyticky vzorec pro x; a zo pro tzv. Morseho potencial V (z) = e 2*—2e* a energie E € (0, 1).

Spocitejte integral
T2
1(E) :/ VE-V({@)
1

pomoci N-bodového lichobéznikového pravidla I a znazornéte zavislost chyby Iy — | na N
pro N = 2,48, ...,1024 v log/log 8kale. Jako pfesnou hodnotu (pro tcely tohoto grafu) vezméte
I = I1024. Porovnejte tuto zavislost s odhadem N ~2 z Eulerovy-Maclaurinovy formule. Pro¢ je
zavislost jina? Najdéte zkusmo spravny odhad chovani chyby N~¢. Pokuste se zpiesnit vysledky
pomoci metody Richardsonovy extrapolace

Jaky je f4d chyby a nového vysledku. Pokuste se zobecnit metodu Rombergovy integrace na
tento pfipad. Najdéte co nejpfesnéji umite hodnotu I(E=-0.5).

Vystupem z tlohy bude graf rychlosti konvergence lichobéznikového pravidla a jeho Ri-
chardsonovy extrapolace a jedno ¢islo (vase nejlepsi aproximace I pro F = —0.5).



Uloha 5: Jesté jednou WKB aproximace

(Gaussova-Cebysevova kvadratura)

Vypoctéte integral z predchozi tilohy pomoci Gaussovy-Cebysevovy kvadratury.

Nejdiive si uvédomte, ze integrand se v krajnich bodech w1, x5 chova jako /x — 1 a
Vrs —x a ma tedy v téchto bodech singularni derivaci. Singularni chovani se napravi
vyndsobenim vyrazem +/(z — z1)(x2 — ). Provedte linearni transformaci  — y, ktera
pievede integrand na interval (—1,1) a vypoctéte integral pomoci Gaussovy-Cebysevovy

kvadratury
: dy ZN .

(2

Studujte rychlost konvergence integralu v zavislosti na N.

Namalujte graf zavislosti 2vI(E) pro E € (—1,0) pro v = 16.65 (odpovida zhruba vib-
racim molekuly Hy). Odectéte z néj priblizné energii zakladniho stavu (viz kvantovaci
podminka v zadani predchozi ulohy).

Vystupem z tlohy bude graf chyby urceni I v zavislosti na N a graf funkce 2vI(E) s vyznacenou
pribliznou polohou energie zakladniho stavu. Zajemci mohou tuto energii zkusit najit numericky
cO nejpresnéji.

Pozndmka: hodnoty vah pro Gaussovu-Cebysevovu kvadraturu jsou w; = 7/N a uzly jsou
dany vzorcem



Uloha 6: Legendrovy polynomy
(QR-faktorizace, integrace)

Napiste vlastni proceduru pro provedeni QR faktorizace (modifikovanou Gramovou-Schmidtovou
nebo Householdervou metodou) a otestujte, ze spravné funguje, tj. ze pro nahodné zvolenou
matici dostanete faktory, z nichz jeden je ortogonalni a druhy trojihelnikova matice a Ze soucin
téchto matic se jen malo (zaokrouhlovaci chyby!) lisi od ptivodni matice. Aplikujte program na
Vandermodeho matici

1 =z a3 zd
1z, 23 oy

. : Y
1 xy 2%, ... 2

jejiz Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci dostanete Legendrovy polynomy (sloupce matice

Q).

e Body zg, ... x) volte tak, aby pokryly rovnomérné interval (—1,1) s krokem 0.02 (t;.
M = 101). Nakreslete ziskané polynomy P;(x) pro ! = 0,1, ..., 5, pfi¢emz je normujte tak,
aby Pj(1) = 1.

e Napiste funkci, kterd alternativné vypocte tyto polynomy s pouzitim Bonnetova vzorce
(n+1)P1(x) = 2n+ 1)azP,(x) —nP,—1(x)
a nakreslete vysledek do stejného grafu.

e Diskutujte rozdily vysledkid obou metod: Jak se zméni pokud volime M = 10017 Jak
souvisi tento rozdil s chybou kvadraturniho vzorce? Modifikujte Vandermodeho matici
tak, abyste zmensili chybu polynomu nalezenych QR faktorizaci.

Ndpoveda: Ortogonalita sloupci v matici Q neodpovida presné ortogonalité polynomt ve smyslu
L skalarniho soucinu. Porovnejte s vzorcem pro kvadraturu lichobéznikovym pravidlem.



Uloha 7: Chaoticka dynamika
(integrace soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic)

Reste pohyb ¢astice s hmotnosti m = 1 v silovém poli popsaném Hénonovym-Hailesovym
potencialem
V(z,y) = 5(2* +y°) + 2’y — 59°.

Trajektorii ¢astice naleznete feSenim Hmiltonovych pohybovych rovnic pro Hamiltonian

H(x,y,pe,py) = 505+ 05) + V(2,9).

e Vyberte vhodnou metodu pro feseni pohybovych rovnic alespon 4. fadu presnosti. Na-
kreslete graf konvergence chyby feseni v ¢ase t = 1 metody v zavislosti na zmenSovani
integra¢niho kroku v log/log skale. Misto konvergence feseni muzete studovat konver-
genci energie, kterd by se pro pfesné feSeni méla zachovavat, ale numericky bude zatizena
diskretizacni a zaokrouhlovaci chybou.

e Na zakladé predchozi analyzy vyberte vhodnou délku kroku a pokuste se nakreslit tzv.
Poincarého fezy néasledujicim postupem. Pro pocéateéni podminku =z = xy € (0.3,0.6),
y =0, p, = 0, p, = 0.03 integrujte trajektorii a do souboru ukladejte soutadnice (z, p,, p,)
bodt, kde trajektorie protina rovinu y = 0. Trajektorii integrujte tak dlouho, abyste méli
dost bodu (stovky). Nakonec vykreslete body do rovinného grafu (napfiklad soufadnice
x a p,). Zkousejte jak se zméni obrazek pro rizné volby pocateéni podminky .

Vysledkem tlohy bude graf demonstrujici, ze lokalni diskretizacni chyba vasi metody integrace
je alespon 4. Tadu a vybér nékolika reprezentativnich obrazkd Poincarého fezl, ukazujici zmény
charakteru dynamiky pfi rtiznych volbach pocatecni podminky x,.



Uloha 8: Energie vazanych stavii metodou DVR

(diagonalizace matic)

Energie vazanych stavil v jednorozmérné potencidlové jameé lze nalézt feSenim Schrodinge-
rovy rovnice, kterd ma v bezrozmérnych jednotkach tvar

d2
—ww(@ +2E = V(@)]y(r) = 0.
Uvazujme Morseho potencial V' (z) a hodnotu « z tloh 4 a 5. Energie vazanych stavii najdeme

diagonalizaci operatoru
2

o d
H:—”)/ 2@4“/(.%)

nasledujici metodou. Nejdiive zvolime vhodny interval (a,b) v némz ocekdvame, ze budou
lokalizovany vézané stavy (napfiklad a = —3, b = 5) a definujeme bazi v prostoru kvadraticky
integrovatelnych funkci na tomto intervalu

2 . km(zr—a
or(x) = — lf—a) k=1,2,..

V této bazi vyjadiime maticové elementy hamiltonidnu Hy = (¢r|H|¢;). Maticové elementy
operatoru kinetické energie, miizeme spocist piimo

b d2 L 2
[ o) || eeas = [ ]

a maticové elementy potencidlni energie V' () numerickou integraci lichob&Znikovym pravidlem.
Naleznéte energie prvnich tii vazanych stavi diagonalizaci matice Hj; vhodnou numerickou
metodou. Jaka je chyba vami obdrzenych hodnot? Pokuste se to zjistit systematickou zménou
parametri a, b, po¢tu kvadraturnich bodt a poctu prvki béze (rozmér matice H). Vysledkem
ulohy budou tfi ¢isla a odhad jejich chyby.

Pozndmka: Pro hlubsi zajemce (modifikace postupu): Metoda DVR, spoc¢iva v uré¢itém triku
jak spodist jinak maticové elementy potencidlni energie V' (z). Nejdfive spoc¢teme maticové ele-
menty operatoru x. To se d& udélat analyticky. Jsou nenulové jen pro liché hodnoty k£ + 1 a
to

8ki(b — a)
w2(k +1)2(k —1)?

Matici X diagonalizujeme pomoci numerického nalezeni podobnostni transformace A = QT X Q.
V reprezentaci diagonalizujici matici X snadno najdeme maticové elementy potencialu V(\)
poté piejdeme zpét do ptivodni baze V = QV (A\)Q'. Pokud se rozhodnete implementovat tuto
metodu, usetfite mezikrok numerické integrace potencialu a ziskate presné€jsi hodnoty energii
vazanych stavii. Stejnd metoda se da provést s jinou volbou baze, naptiklad vlastnich funkeci
vhodné zvoleného linedrnitho harmonického oscilatoru (je ovSem potfeba prepocitat hodnoty
maticovych elementii kinetické energie a operatoru X v této bézi). Tim se zbavime také para-
metri a, b a stac¢i studovat konvergenci vysledkt s jedinym parametrem, zvysujici se velikosti
béze.

Xkl = /l‘gbk(l‘)gbl(l‘)dl‘ = —



Uloha 9: Vypocet Hilbertovy transformace
(vyuziti FFT pro vypocet konvoluce)

Hilbertova transformace funkce f(z) je definovana jako integral ve smyslu hlavni hodnoty

g(y) = v.p./%dx.

Napiste program pocitajici Hilbertovu transformaci pfedem zadané funkce. Vyuzijte toho, ze
Hilbertova transformace ma tvar konvoluce s distribuci v.p.1/x jejiz Fourierovu transformaci
zndme (miZete si ji spocist integraci v komplexni rovning, kdyz si uvédomite, ze

1 1

v.p.— = Re .
px T + 1€

Nejdfive otestujte program pro piimou a zpétnou transformaci tim, ze pomoci Fourierovy trans-
formace spocitate derivaci néjaké funkce a nakonec spoctéte Hilbertovu transformaci funkce
O(x)xe™™ (0(x) je Heavysideova skokova funkce). Testujte zavislost na volbé vzorkovaci hustoty
a intervalu na némz provadite transformaci.



