Lorentzova transformace
a jednorozmeérna vlnova rovnice

Zadani

1. Urcete infinitezimalni generator

Lorentzovy transformace
F=x(x—vt), t=~t—vz/?), y=+1-v2/c2. (2)

2. Resenim systému obycejnych diferencialnich rovnic

dz o~ -
d—gzg’"(m,t), zZ(0) =z,
o 3)

vyjadiete transformaci (2) pomoci parametru €, pro ktery bude platit ¢(e1,e2) = €1 + 2. Jaky je vztah nového
parametru ¢ a rychlosti v?

3. Ovéite, Ze vlnova rovnice
0%Y(x,t 1 0%y(x,t
Ox 2 0t
je invariantni vé Lorentzové transformaci (2). Uhodnéte (nebo spoctéte) dalsi t¥i elementdrni symetrie této
rovnice.

4. Které z nalezenych symetri{ jsou téz varia¢ni symetrie? Lagrangian odpovidajici rovnici (4) je

32524 (252)]

Vyberte si jednu symetrii a naleznéte ji odpovidajici zdkon zachovani.

5. Urcete partikuldrni feseni rovnice (4), které je invariantnim feSenim pii Lorentzové transformaci.



Reseni

1. Infinitezimalni Lorentzovu transformaci lze pomoci infinitezimalt £%(z,t) a £'(x,t) zapsat jako
B(x,t;v) = o + 0% (,t) + O(v?),
t(w, t;v) =t + vt (x,t) + O(v?).

Infinitezimaly uré¢ime pomoci

o 0@ to)|
f ('Tvt) - v o - _ta (6)
Ot (z,t;v) x
t _ » by _ &
§ (I’,t) - Bv _— 02 (7)
a hledany generator (1) ma tedy tvar
0 z0
Y= ®)
2. Dosazenim (6) a (7) do systému (3) obdrzime
dz -
) = —t(e), Z(0) =z,
00 ?)
€ Z(e -
= —— t =t.
de 2’ 0)

de? 2’
jejiz obecné feseni je
() = AeME + Bet2f, (10)
kde Aq 2 jsou TeSeni charakteristické rovnice
1 1
M=, tedy A==, A=——.
c c
Pro #(¢) dostaneme
o di(e) Acle B —¢/c
te) = — =—— — . 11
(€) de c e c ¢ (11)
Neznamé konstanty A, B uréime z pocéatecnich podminek systému (9), které vedou na soustavu
- 1
I(e=0)=A+B=z, tle=0=—-——(A-B)=t,
c
jejiz Teseni je
A ac—ct7 B x—|—ct'
2 2

Dosadime-li za A, B do (10) a (11) a vyuZzijeme-li definice hyperbolickych funkci, mizeme Lorentzovu transfor-
maci vyjadrit jako

Z(z,t;e) = xcosh S _¢tsinh , (12)
c c

ct(z,t;e) = —rsinh € ycteosh S , (13)
c c

tj. jde o ,rotaci® v 1+ 1-Minkowském prostoru se soufadnicemi (z, c¢t). Vztah mezi novou parametrizaci Lorent-
zovy transformace pomoci € a parametrizaci pomoci rychlosti v ziskdme nejsnaze porovnanim vyrazi stojicicich
u x a t v rovnicich (2) a (12) pro Z, neboli

€ . L€
cosh—- =7, —csinh—- = —yv.
c c



Jejich vydélenim dostaneme prevodni vztah
tanh & = 2. (14)
c ¢
Poznamenejme, Ze provedeme-li Lorentzovu transformaci (2), resp. (12)—(13), dvakrat po sobé, jednou s para-
metrem vy, resp. €1, a podruhé s parametrem vs, resp. €2, dostaneme opét Lorentzovu transformaci tentokrat s

parametrem
U1 + (%]

1+ v1U2 ’
kde prvni vztah je znadmy vzorecek pro skladam rychlosti ve specidlni teorii relativity. Mtizeme ho odvodit bud
pfimo z Lorentzovy transformace (2), nebo ze vztahu e3 = £1 + £2 dosazenim za € z (14) a vyuzitim vzorecku
a+f

1+apb’

. 'V nésledujicim textu budeme parcidlni derivaci zapisovat zkracenym zptisobem pomoci indexu, kterému pted-
chézi ¢arka, napt. v , = g—f, abychom derivace odlisili od jinych indext. Totalni derivaci budeme znacit D, kde
x je nezavisla proménna, podle které derivujeme, takze napft.

vy = resp. €3 =¢€1 +¢&2,

tanh(arctanh o + arctanh 3) =

oF oF oF OF
Do F (2,8, 9(2,8), Ya(2,1), ¥4(2,1)) = o+ Yagr + Yo g = + Yo - (15)
oY Oy oy
a podobné pro funkce F' zavislé na vyssich derivacich.
K ovéreni, Ze vlnova rovnice
1
w,:r:v - gw,tt =0 (].6)
je invariantni vici Lorentzové transformaci
7 = X(2,t,030) = (@ — v1),
t=T(x,t,;v) =~(t —vz/c?), (17)

¥ =¥(z,t,¢;0) =,
kde v = y/1 — v?/c?, mizeme pouzit t¥i postupy.
(a) Ukézat, Ze po transformaci ur¢itého feSeni 1 (z,t) dostaneme opét FeSeni dané rovnice.
(b) Pievést vinovou rovnici do proménnych (Z,,1) = 1) a ukézat, Ze nova rovnice ma stejny tvar jako pitvodni.
(c) Rozsifit generator (8) a pouzit infinitezimalni kritérium invariance diferencialnich rovnic.

Pfedvedeme zde podrobné postupy (a) a (c). Postup (b) je jen pfeformulovanim postupu (a).

(a) Necht ¢ = f(x,t) je libovolné feSeni rovnice (16). Pfi transformaci (17) pfejde toto FeSeni v novou funkei,
kterd je dana implicitné vztahem

1Z:\Ij(xataf(lyt)vv) :\I’(X(iag,’d?;—’U),T(.’Z‘,ﬂ’(ﬁ;—U),f(X(fE,E,’(Z};— ) (‘% E/(/; )) )
a konkrétné pro Lorentzovu transformaci ma jednoduchy tvar
D(E,8) = f((E +0l), A (T + 0E/P)) = f(a,1).

Mé-li byt rovnice (16) invariantni vii¢i transformaci (17), musi byt obdrzené funkce (%, ) feSenim rovnice

- 1 -
Yzz — 7¢ it —
Pro derivace postupné dostavame
00 _0for ofor__(0f vos
o  0rdi oto0r '\or 20ot)’
Ph_ o (P v P 2Pf
012 ox? c20x0t o2 )’
0f _ofor ofor_ ( of of
of ozor otor \"ox ot )

0% a2f a2f o2 f

Vo2 T ozot T o2



a tedy

2y 10% v2\ 9% f v vy Of v 1\ 9% f]
a@z‘@ap”[(l‘@%xz“(—) +<_>8t2}_

:72 (1_“2> {62‘70_162]0] =0
c2 ) |0x2 2 Ot2 ’
Posledni rovnost plyne z pfedpokladu, ze f(z,t) je FeSenim vlnové rovnice (16).
Ukazali jsme, Ze funkce J}(:E,f) ziskana transformaci funkce f(x,t) je téz FeSenim dané vlnové rovnice, a
proto je tato rovnice invariantni vi¢i Lorentzové transformaci.
Abychom zapsali rovnici (16) v novjch soufadnicich Z,1,1) uréenych vztahy (17), potiebujeme vyjadiit

vSechny derivace v podle z a t pomoci derivaci 1) podle # a . Toho nejsnize doséhneme tak, ze vyjdeme z
inverzni transformace

@ = X(%,,4; —v) = (& + vf), (18)
t = T(%,,; —v) = (I +vF/), (19)

a zapiseme totalni diferencial funkce v

o oY
dy = —d —dt 21
V=5t B (1)
téz pomoci (20) jako

dy = D;Wdi + D;¥df, (22)

kde jsme pouzili totalni derivace namisto parcidlnich derivaci, nebot funkce ¥ v rovnici (20) je obecné funkci
Z,t a 1(Z,t). Diferencidly dz a dt mizeme vyjadfit obdobné z rovnic (18) a (19)

dz = Dz XdZ + D; Xd?, (23)
dt = D;7d% + D;Tdt (24)

a po dosazeni do (21) a porovnani vyrazii stojicich u d# a df s témi v rovnici (22) obdrzime soustavu rovnic
pro derivace 1 podle = a t

A o
D;X 5+ D;T - =D;¥, (25)

x% 5% _p.
DiX 5+ DT - =Dyv. (26)

Zavedeme-li jacobidn transformace (18)—(19)
7 D;X D;T
-\ D;x D;T |’
miZeme Feseni soustavy (25)—(26) ur¢it, zname-li inverzni matici J~!. Konkrétné pro Lorentzovu transfor-

maci dostavame
vy /c? —vy/c?
s (7 v/ RS v/ ’
vy —vy Y

o % v 07
<3x> _ g (Di‘l’> _ (’Yafz ~YEar >
0 ' : .

Podobnym zptisobem lze uréit druhé derivace v, a 1 5+ z transformace

a tedy



a Ptz a P44 z transformace

w,t - lI’t(jv 57 12)7 7[’,1; ’Jj,f) = _U’YQZ},E + ,V’JJ,E .

Opét porovnanim pat¥iénych diferencidld a vyfeSenim rovnic podobnych rovnicim (25)—(26) uréime pfevodni

vztahy
2 7, T ﬂ
(w) _(2;5)_ (w) [ e
- 82111 - - - ~ »2
Vit w0t Dils 72 [—vw,ﬁ (1 7)

+
<¢,tx> _ (5;5‘;) _ g1 (Di\:[]t> _ 72 [—’U’l;,;ffc + (1 Z—) 1&5«5 - 6%15757]
b g;awt Prty 72 [021/;,5:5 — 209 4+ 'g:| ?

pricemz 1 44+ a 1) 4, se pochopitelné transformuji stejné.
Nyni uz jen dosadime do vlnové rovnice (16) za 1 5, a 14 a dostaneme

1 v2\ - v2 1Y - ~ 1 -
0= 44 — gw,tt =72 [(1 - c2> Vg5 + (04 — CQ) 1#,{{} =Y zz — gwﬂ-

Pii Lorentzové transformaci pfechdzi vlnova rovnice (16) ve vlnovou rovnici stejného tvaru a je tedy inva-
riantni vaci této transformaci.

@r
K1
+
+
Q ‘C
|
S
=
[

Protoze mame rovnici druhého fadu, budeme potfebovat druhé rozsifeni generdtoru (8). Druhé rozsifeni
obecného generétoru symetrie rovnice (16) m4 tvar

Sw gt J ny_~ 0 (1) ¢ 2_Y 0 17(2) ¢ 17(2) ¢
6¢ 6ww " 5¢, 510 Tx ! 6'(/)1 " 6'(/)

kde 779(,; ) a nt( ) urcuji rozsifeni dané transformace do prostoru prvnich derivaci, infinitezimalné
Ve =Y +en<1>(x b, e ) + O(E),
Wy =+ en) (@, 1,4, 90, 0.) + O(e?).

Podobné 773(13-)7 775(5215), nt(f ) urcuji rozsiteni do prostoru druhych derivaci. Infinitezimalni podminka invariance
pro vlnovou rovnici (16) bude

1 1 (2
XO e = 5u) =0 — 5 =0, (27)
kterd musi byt splnéna pro kazdé feSeni i(x,t) vlnové rovnice (16). Potfebujeme tedy urcit néx) a 77(2). K
tomu vyuzijeme obecné vztahy platné pro infinitezimalni generatory bodovych symetrii skalarnich parcial-
nich diferencidlnich rovnic

k

12, = Dyl =D (D), -
k

V nagem pifpadé mame x1 = x, 20 = t,£% = —t,£' = —z/c?,n = 0 a postupné dostaneme
1
773(131) = _(ngt)w,t = ?¢’t’
2
(2) =D T)(l) (Dmft)1/’,zt = ?w,ztv

) = —(DiEWow =
<2’ =Dy} — (D) te = 2ot
Dosazenim za ng(m) a 77“) do podminky (27) nakonec obdrzime

1 2
X(2) (w,zw - Cjw,tt) = leﬂ,zt - Cjw,xt =0

a tedy vlnova rovnice (16) je invariantni vii¢i Lorentzové transformaci.



K tomu, abychom uréili nékteré dalsi bodové symetrie vlnové rovnice (16), neni zapot¥ebi pouzit podminku
invariance (27) s obecnymi predpisy pro &%, &% a n a fesit systém parcidlnich diferencidlnich rovnic (i kdyz v
tomto pFipadé je to také mozné). Staci si uvédomit, Ze vinova rovnice (16) nezavisi explicitné jak na proménnych
x,t, tak na zavislé proménné 1, a je tedy invariantni vaci translaci v téchto proménnych. Navic z toho, ze je
to linearni homogenni rovnice, ktera zavisi pouze na druhych derivacich, plyne invariance vici skalovani zavislé
proménné 1/1 = a1) a dale vii¢i soucasnému skalovani nezavislych proménnych & = Bz, = [(t. Infinitezimalni
generatory odpovidajici témto bodovym transformacim jsou

X, = a%’ (28)
X, = %, (29)
X5 = %, (30)
Xi=ug, (31)
X, = xa% —|—t%. (32)

. Aby bodové symetrie vlnové rovnice (16) byla téz varia¢ni symetrii, musi byt viéi ni invariantni odpovidajici
varia¢ni funkciondl. Infinitezimalni podminkou invariance varia¢niho funkcionalu vici transformaci generované
infinitezimalnim generatorem

X =¢"(a,t ¢0*‘* +& w> ; Tt dO 90 (33)
je rovnice
XWL 4+ L(D£* + DY) =0, (34)
kde L je piislusny lagrangiadn, v nasem pripadé
1 1
ol = 5 (vh - 392). (35)

a X je prvni rozsifeni generatoru (33). Aniz bychom zachézeli do podrobnosti (postup vypoctu X (1) je zcela
obdobny postupu uvedeném v bodé 4c), uvedeme, Zze podminka (34) je splnéna pro generatory (8), (28), (29),
(30) a (32). Bodova symetrie generovana operétorern (31) neni varia¢ni symetrii, nebot

0

xP =yl 55

+¢x +1/Jt

) 5’1/1 t

a tedy
XL 4 L(D, €% + Dyt') = 2L #0.
Uré¢ime nyni zdkony zachovani odpovidajici translacim v nezavislych proménnych. Obecny tvar zakona zachovani
pro vlnovou rovnici (16) je dan vztahem
DivP =D, P* +D,P' =0, (36)

kde veli¢iny P* a P! jsou néjaké funkce proménnych x, ¢, a derivaci ¢ vzhledem k z a t. Z teorému E. Noetherové
plyne, Ze pokud je infinitezimalni operdtor (33) generdtorem variaéni symetrie lagrangidnu (35), pak velifiny

L

— (0 + €~ ) — LE”, (37)
oL

P (€ € =) — 16" (39)

spliiuji zakon zachovani (36). Pro generatory (28), resp. (29), pro které £% =1, = 0,1 = 0, resp. £ = 0,8 =
1,m7 = 0, dostaneme

%awﬁ ~rg =3 (v 5u) (39)

1
t _—
Pl - 7/),90 81#,75 62 w,zw,t ) (40)



resp.

=Yia— =Valy, (41)

31%

g - 16 =3 (v + 2v3) (42)

31/1

Pfimym vypoétem se miZeme snadno presvédéit, Ze tyto veli¢iny vskutku spliuji zdkon zachovani (36). Pozna-
menejme jesté, ze usporadanim téchto veli¢in do matice

— (Pf Pf) B (; W%+ 29%) —Eveta )
"o \Ps P bathe  —3 (W% + Sv2)

obdrzime relativisticky ,tenzor energie a hybnosti“ pro skalarni pole 1 (x,t), pomoci néhoz lze psat zdkony
zachovani jako
T;.,=0.

Obdobnym zptsobem bychom mohli najit dalsi zdkony zachovani pro jiné variacni symetrie.

. K tomu, abychom nalezli partikuldrni feSeni ¢ = f(x,t) vlnové rovnice

1
w,m:c - gw,tt =0 (43)
invariantni pfi Lorentzové transformaci (£% = —t,£' = —x/c%,n = 0), tj. spliujici dodateénou podminku
B Gf 0f _of xof
X = f@O)yepon =n—85-—¢ ot |, jmt)—fafx‘*‘cja—oa (44)

muzeme pouzit dva postupy.
(a) Metoda invariantniho tvaru: nejprve nalezneme obecné feSeni podminky (44) a poté uréime, kdy splituje
t€z vlnovou rovnici (43).
(b) Metoda primé substituce: nejprve snizime pocet nezavislych proménnych ve vlnové rovnici (43) s vyuzitim
podminky (44), ¢imz ziskdme obyéejnou diferencidlni rovnici, jejiz obecné feseni bude zaviset na libovolnych
funkcich vyloufené proménné, jejichz tvar uréime dosazenim (43) nebo (44).

Z pedagogickych divodi predvedeme podrobné oba postupy, které by mély vést ke stejnému vysledku.

(a) Metoda invariantniho tvaru
Podminka (44) je linedrni parcidlni diferencidlni rovnice a jeji obecné FeSeni muZzeme urcit napf. pomoci
metody charakteristik. Rovnice charakteristik

kterd je obycejnou diferencidlni rovnici, ma feSeni

z? — *t? = konst = z,

a tedy obecné feseni rovnice (44) m4 tvar
f(z,t) = F(z) = F(‘rz - C2t2)a
kde F je libovolna funkce. Dosazenim do vlnové rovnice (43) dostaneme oby¢ejnou diferencidlni rovnici pro
F(2)
dr d&’F
Tl
dz dz2
jejiz obecné feSeni, které uréime napf. tak, ze polozime F'(z) = G(z) a vyfesime nejprve rovnici prvniho
fadu pro G(z), mé tvar

:0)

F(z)=Alnz+ B,
kde A a B jsou libovolné konstanty. Invariantni feSeni vlnové rovnice (43) je tedy ddno vyrazem

Y(z,t) = Aln(2? — %) + B. (45)



(b) Metoda pfimé substituce
Piepisme podminku (44) do tvaru

aof x Of
- = 4
ox tc2 ot (46)
a derivujme jesté jednou podle z
of__1of eof (1 2\of a &f (47)
o2 t2 Ot tc2otdxr  \tc2  t3ct) Ot 2t ot

Posledni rovnost plyne z opétovného dosazeni za df/0x z rovnice (46). Dosadime-li nyni do vlnové rovnice
(43) z rovnice (47), dostaneme

0% f 132]”_ x? 1\ 0%f 1 x? 8f_0
0x2 2otz \t2ct  ¢2) o2 tez2  t3ct) ot
V této rovnici hraje x roli parametru a muzeme ji tedy Fesit jako oby¢ejnou diferencialni rovnici pro funkeci

f(t;x), kde stiednik vyjadiuje parametrickou zdvislost na x. Jeji feSeni nalezneme opét tak, Ze nejprve
polozime Of (t; x) /0t = g(t; ). Rovnici pro ¢(t; z) lze pfimo integrovat a dostaneme

x2 + 22 dt t
ng(tio) = [ 5T = +ele).

kde integraéni konstanta je libovolnou funkci x a polozime ji rovnu ¢(z) = In C(z). Pro funkci g(¢; z) pak
mame obecny predpis

C(x)t

97) = g
Funkei f(t; ) uré¢ime dalsi integraci podle ¢

fltz) = /g(t;x)dt = _C;(Ca;) In(z? — t2¢?) + B(x) = A(z) In(2? — t3¢?) + B(z),

pfi¢emz jsme v posledni tipravé zahrnuli konstantni faktor —1/2¢? to nové neznamé funkce A(x). Aby
hledana funkce f(z,t) byla invariantnim feSenim vlnové rovnice (43) musime jesté urc¢it funkce A(z) a B(z)
tak, aby byla splnéna podminka (44). Dosazenim obdrzime

of ~xof  dA(x)

or ot aB(s)
dxr 2ot = dx

dx

In(z? — t3¢%) + t =0.

Tato rovnice musi byt splnéna pro libovolné ¢, z ¢ehoz dostavame podminky

dA(z) dB(z)

dx ’ dx ’

a tedy A(x) a B(x) musi byt konstanty. Opét jsme dospéli k invariantnimu FeSeni danému rovnici (45).



