Lieovy teorémy

Lietiv prvni zakladni teorém

Méjme r-parametrickou lokélni Lieovu grupu transformaci (rLGT)

F=F(r,e), kdex=(2',....2") ae=(c1,...,&), (1)
s operaci sklddani parametru
¢(5a6):(d)l(ga(s)a---a(br(saa))v (2)
kde 6 = (61,...,0,) a ¢1,..., ¢, jsou analytické funkce, odpovidajici sloZeni dvou transformaci
Q%ZF(:Z';(S) = F(F(z,¢),0) = F(z,¢(c,0)). (3)

Déle necht E(x) je infinitezimalni matice r X n s prvky
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, a=1,....,r, 7=1,...,n, (4)
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kde € <> e znamen4, Ze derivace je tieba vy¢islit pro parametry odpovidajici identické transformaci, a necht O(¢) je
matice r X 7 s prvky

a b 1 1
o%y(e) = 20n0) Cneboli O(e) = [+ .. , (5)
o (a,b)=(e,e) 0¢1 .. 99
b Obr 7 (a,b)=(g,e)
jejiz inverzni matici oznacime
U(e) =0(e) ", (6)
pricemz prvky této matice lze téz vyjadiit jako
d¢s(a,b)
Uy(e) =~ . (7)

abo‘ (a,b)=(e~1,e)

Pak na jistém okoli identity (¢ <+ ) jsou transformace (1) ekvivalentni feseni systému rn parcidlnich diferencidlnich
rovnic 1. fadu

651 861
: D = Y(e)EE) (8)
ozt . 9"
Oe, Oe,

s poc¢atecéni podminkou & = x pro € > e. Specilné pro 1l-parametrickou Lieovu grupu transformaci mame (¥(e) je
nyni jedind funkce, takZe index o odpad4)

(86_53; 53:) =U(e)2(2) = (gl(j)gn(g})) , Flere)=ua 9)

a v tomto pripadé lze nalézt novou parametrizaci

(&) = / w(de (10)
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pro kterou dostaneme novou operaci sklddani ¢'(m1, 72) = 71 + 72, z niz plyne /(1) = 1, takze se systém (9) zjednodusi
na systém (psano vektorové)

i -
o=@, Er=0=c. (11)



Infinitezimalni operatory
Pro kazdy parametr £, rLGT definujeme infinitezimalni oparator
0
*J =1,...,r. 12
;smax], o=1 (12)

Pomoci téchto operdtort lze Lietv prvni zékladni teorém pieformulovat tak, Ze transformace (1) je ekvivalentni

F=eXagnaXa . ol Xy (13)
pro urcité realné parametry puq, ..., 4, kde exponencidla je definovana jako obvykle
12
ehaXa — 1+NaXa+2_?X02¢+"' . (14)

Prestoze obecné
ehaXaghsXp £ eHBXﬂeH(xXa’

existuji parametry p, ..., u. takové, ze napf.
’7 ’7 ’
7 = el X2gm X1, ghrXr g (15)

Navic 1ze tuto transformaci lokalné vyjadrit jako

7=z

pro jisty operator X, ktery je linearni kombinaci operatoru X, tj. existuji o, takové, ze

X = Zaa Q_Zgﬂ , kde ¢/ (x 205‘”

Vsechny infinitezimalni operatory X tvori vektorovy prostor s bazi X, a definujeme-li na tomto prostoru komutator

T . 8
[(Xa, Xp] = XaXp — XpXo = Z(bja (z)
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j=1 BI@:EJ’ (16)

kde
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=1

dostaneme Lieovu algebru, nebot pro komutéator (16) plati vztahy
[Xa, Xg] = —[X35,Xa] » antisymetrie,

[Xo, [ X5, X,]] + X5, [Xy, Xal] + [ Xy, [Xa, X8]] =0, Jacobiho identita .

Lieuv druhy zakladni teorém

Komutétor dvou infinitezimélnich operator rLGT je téz infinitezimalni operator a lze tedy psat
(X, Xp] = anﬂ . (17)

kde ¢ 5 Jsou strukturni konstanty Lieovy algebry.

Lieuv treti zakladni teorém
Strukturni konstanty Lieovy algebry infinitezimalnich operatort spliuji vztahy

08 = ~Chas (18)

Cop =

5 5 5
Ch5Coy T CiayCpa + BaChs =0, (19)



Zadani Gloh

1. Urcete infinitezimalni matici =(x) a matice ©(g) a ¥(e) pro 2-parametrickou Lieovu grupu linearnich transformaci
jednorozmérného prostoru
T =a1x+ az,

kde a; > 0 a ay jsou parametry. Ukazte, ze TeSeni soustavy parcidlnich diferencialnich rovnic
oz
661 p—f o~
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je ekvivalentni této linedrni transformaci.

Dale zvolte dva linearné nezavislé infinitezimalni operatory Xi, X5 pro tuto grupu transformaci a naleznéte
dvojice parametrii (p1, p2) a (uf, 1h) tak, aby

F=ai1z+ay = e Xreh2Xey — g2 Xogni X1g
Je mozné tuto transformaci pro obecné parametry a; > 0 a as vyjadrit jako jednu exponencidlu?
2. Uréete infinitezimélni matici Z(z) a funkce O(g) a ¥(e) pro 1-parametrickou Lieovu grupu Lorentzovych trans-
formaci
F=n(—vt), t=7t—vx/c?), y=+/1—0v2/c2.
kde rychlost v je parametr. Naleznéte feseni soustavy parcidlnich diferencialnich rovnic
9% 9t \ — =(7
( 3_: De ) - _‘(I, t)

bud pifimo, nebo pomoci vztahi

X

I=e"x, =Xt

(S

=e
a urCete parametr ¢ jako funkci rychlosti v tak, aby toto feSeni bylo ekvivalentni standardni Lorentzové trans-
formaci.
Reseni
1. Infinitezimalni matici pro 2-parametrickou Lieovu grupu linearnich transformaci jednorozmérného prostoru
T =aixr+ as, (20)
uréime derivovanim podle jednotlivych parametrt v identité e = (1, 0), neboli

oz

dai x
E@) = | ,. " <1> (21)

9az |(1,0)

Slozime-li dvé transformace (20), dostaneme
Q:'J = bl(alx —+ az) + b2 = b1a1£C + (b1a2 + b2) .
Odtud ur¢ime funkce ¢ pro skladani parametri

¢(aa b) = (blah biaz + b2) = (¢1 (aa b)7 b2 (aa b)) ) (22)

9¢1 0¢2
ab, by ay az €1 €2
O =1 a4, 04 = = (23)
1 2 01 _ 01
Oby bz / (a,b)=(c,e) (a,b)=(z,e)
a k ni inverzni matici

Op1 O
v (% o = (" (=8 (24)
| 201 902 o \o1 ey N0 1
Obs  Oba (a7b):(5 175) (a,b)—(& 18)

a z nich matici




kde jsme dosadili hodnoty parametrii pro inverzni transformaci e =1 = (1/ey, —e2/e1).

Lineéarni transformace (20) by méla byt ekvivalentni feSeni systému

DF i _ e
(;) = U(e)5(7) = ( 1 ) (25)
Oea

s pocatecni podminkou Z(1,0) = x. Tento systém miizeme snadno vyfesit. Z druhé rovnice nejprve dostdvame
T =e92+ f(e1), kde f je zatim libovolna funkce. Dosazenim do prvni rovnice obdrzime rovnici

df(er) _ flen)

d€1 €1 ’
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linearni transformaci
T =¢ec1x +éeg.
Béaze Lieovy algebry infinitezimalnich operatort je napr.
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a ng{z(x)%:%

X1 =& () (26)
Prvni operator odpovidé skalovani (parametr a;) a druhy translaci (parametr as). ProtoZe ptsobenim na z
obdrzime

Xiz=2,XF =0, Xoz=1,X5=0(k>1),
snadno vypocteme
2

x+u2):x+uz+u1:ﬂ+%I+~~~:e’“z+u2

eu1X1elt2X2 1X1(

T =el

’ ’ ’ ’ ’
eH2X2eH1X11- — el¢2X2 (eﬁhx) = eM1 (l‘ + ,LLIZ) ,
a tedy porovnanim s (20) vidime, Ze

ar=e"ay=py = p1=Ina,pe =as

a; = e“/l,ag = e“llug = py=lnay,py,=as/a;.
Odpovéd na posledni otazku je kladna, nebotf kazdou transformaci (20) lze vyjadiit jako

. C2
F=a1x + ay = e X1t Xz — oo 4 —=(e* —=1)

C1
a porovnanim parametri dostaneme
as Inaq
c1 =Ina; a Cy = .
ay — 1

Pokud a; = 0, bude jednoduse ¢; =0 a ¢ = as.

. Infinitezimalni matici pro 1-parametrickou Lieovu grupu Lorentzovych transformaci

=)z —vt), t=~v)t—-vz/®), ~()=+1-0v2/c. (27)

uré¢ime derivovanim podle rychlosti v bodé v = 0, neboli

- oz ot
S(a,t) = (%], 4

(-t —%). (28)
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P1i tom jsme vyuzili vztahy
v 3
= —=v(v
27)




Slozime-li dvé Lorentzovy transformace (27), méli bychom opét dostat Lorentzovu transformaci, tj. mélo by

platit
V1V

T =7(v2) (% — vat) = y(va2)y(v1) {x (1 + c—2> — (1 + vg)t} =v(v)(z — vt),
F= 20T~ 5) =22 (on) |1 (14 252) = 252 <o)t - .

Porovnanim vyraz u soufadnic x a t lze nahlédnout, Ze skladani rychlosti je vskutku dano relativistickym
vztahem

V1 + U2
v = ¢(v1,v2) = Tt (29)
priemz pfimé ovéreni vyzaduje ukazat
V1V2
Yw2)y(on) (1+=52) =),
coz prenechdvame Gtenafi. Ze vztahu (29) jiz pfimocafe vypocteme
O¢(v1, v 1 vi+ve W v? 1
o(v) = ¢(81, 2) = o - 1421}22_; =1-2 = o (30)
U2 Hsa)=(00) = (1+22) O o) o
a
U(v) =O(v)"! =7(v)* (31)
Podle prvniho Lieova zdkladniho teorému je tedy Lorentzova transformace (27) ekvivalentni feSeni soustavy
dz 9
— =) (=T
1 =W (=),

ai 5 s po¢ateéni podminkou # = x,t =t prov =0.
2

= — ~(v _z

EitAC) ( 62) :

Tuto soustavu lze prevést na jednodussi tvar

dz -
Ei; = Aft(s)a 5
- _ s pocdateéni podminkou £ = z,t =t proe =0, (32)
dt  Z(e)
de 2’

pokud prejdeme k nové parametrizaci

v 1
e(v) = / v(v")2dv’" = carctanh v In -~ v/e (33)

_c
—o c 2 1-vw/c’

kterd jiz méa operaci skladani ¢(e1,e2) = €1 + 2. Refeni soustavy (32) lze ur¢it tak, Ze prvni rovnici jesté
jednou zderivujeme a dosadime z druhé rovnice, ¢imz obdrzime az na znaménko rovnici linedrniho harmonického
oscilatoru, jejiz obecné feSeni je soucet hyperbolického sinu a kosinu. Obdobné pro druhou rovnici a po urcéeni
neznamych koeficientti z pocatecnich podminek nakonec dostaneme

€ € . € €
Z = xcosh — — ctsinh —, f=—Zsinh< +tcosh . (34)
c c c c c

Druhou mozZnosti je urc¢it ,¢ pomoci exponencialy inf. op.

0 x 0
X=—t— 22 35
Oox c2ot’ (35)
neboli
2 3
€ e’ t € €
:Tc:eEX:E::EfstJrgc%fgc—2+~~~:xcoshzfctsinhz,
P ot Xp g EI+€2t 53x+ % b & 4 foosh
=e =t—-e-+4+—————+---=—"sinh - cosh — .
c2 21¢2 314 c c c



