Nalezeni obycejné diferencialni rovnice majici zadanou bodovou symetrii
Piimé pouziti infinitezimalniho kritéria invariance
Ma-1i byt obycejna diferencialni rovnice k-tého fadu

k

dvy
Yk = f(may7yla"'7yk—1)7 kde Yk = @7 (1)

invariatni viéi jednoparametrické Lieové grupé bodovych symetrii generované infinitezimalnim operatorem

X = . p) 2L 4 n(a.y)

Ox oy’
musi byt splnéno infinitezimalni kritérium invariance
X(k)(yk_f(x7yay177yk—1)) =0. (3)
yr=f
X *) je k-té rozsifeni infinitezimalniho operatoru X
0 0
x® — x 1 — 4. (k) - 4
+n (Iayvyl)ayl + +1n (x7yay17 ayk)ayk ) ( )
ktery nalezneme pomoci vztaht
7’(1) = Dxn(xv y) - (Da:g(xa y))yla (5)
n(k) = Dxn(k_l) (l‘, Y, Yty - -, ykfl) - (ng(xa y))yk . (6)
Rovnice (3) je parcidlni diferencidlni rovnice prvniho fddu pro neznamou funkei f(x,y,y1,...,Yk—1), jejiz feseni lze

nalézt napr. pouzitim metody charakteristik.

Pouziti kanonickych proménnych

K nalezeni obyéejné diferencidlni rovnice k-tého fadu (1) invariatni viéi jednoparametrické Lieové grupé bodovych
symetri{ generované infinitezimalnim operatorem (2) muzeme té7 vyuzit kanonické proménné dané rovnicemi

Xr(z,y)=0,  Xs(z,y)=1, (7)
ve kterych mé operator (2) jednoduchy tvar (jde o generétor translace v nové zavislé proménné s(z,y))
0
xms) — 2 8
P (8)

Z infinitezimalniho kritéria plyne, ze ODR v téchto novych proménnych nebude explicitné zaviset na s a obecnd ODR
majici zadanou symetrii tedy bude
d*s ds d*1s

@:G(raga"'vm)ﬂ (9)

kde G je libovolnd funkce. Pfechodem zpét k proménnym (z,y) dostaneme obecnou ODR invariatni viéi bodovym
transformacim generovanym operatorem (2) v pivodnich soufadnicich.

Pouziti diferencialnich invariantu

Dalsi moznosti je nalezeni vSech invarianti (obvykle diferencidlnich) splitujicich

XBv(z,y,y1,...,y6) =0, (10)
kterych je k + 1 nezavisljch a které lze urcit bud pifimo pomoci metody charakteristik, nebo pomoci derivovani,
zname-li prvni dva, takto
dvl - Dz’l)l o dvk,1 vak,1

= = = . 11
du D,u ) y Uk ( )

Xu=0, XWy =0
u ) U1 y V2 du DJ,U
Obecna ODR majici zadanou symetrii pak bude mit tvar

G(U(I, y)ﬂ)l(%ya y1)7U2($7ya y17y2)a e avk(x7ya Y1y -y yk)) = 0) (12)
kde G je opét libovolna funkce.



Zadani Gloh

1. Urcete obecnou obycejnou diferencidlni rovnici 1. fadu invarianti vici jednoparametrické Lieové grupé bodovych
symetrii generované infinitezimalnim operatorem

0 0

X=z—+ —.
x8x+8y

2. Urcete obecnou obycejnou diferencidlni rovnici 2. fadu invarianti vici Galileové grupé transformaci generované
infinitezimélnim operatorem

0
X=z—.
:an

1. (a) Pfimé pouziti infinitezimalniho kritéria invariance

Prvni rozsifeni zadaného infinitezimalniho operatoru

0 0

X=g—+— 13
xax + oy (13)
uréime pomoci (4) a (5), pficemz nyni &(z,y) = = a n(z,y) = 1. Dosazenim dostaneme
0 0 0
xW = 4 2 14
$8$+8y ylé)yl (14)
a infinitezimalni kritérium invariance
XW(yy = f(x,y)) =0 (15)
n=rf
vede na parcialni diferencialni rovnici 1. fadu
Of(x,y)  Of(x,y)
_ _ = ), 16
e LX) (16)
kterou lze vyfesit metodou charakteristik. Rovnice charakteristik jsou
dz dy
= — _ = =1 17
dt v dt (a7
s pocateénimi podminkami (1ze je volit téméF libovolng, av§ak pokud mozno jednoduse)
z(0) =z,  y(0)=0, (18)
jejichz vyresenim dostaneme
z(t) =moe™",  y(t)=—t. (19)
Hledana funkce f je podél charakteristik ddana rovnici
dz
7 Z(t) ) Z(O) = 9(990) ) (20)
dt
kde z(t) = f(z(t),y(t)) a g je libovolna funkce. ReSeni je
d
= = glxo)e’ . (21)

Hledanou funkci f(z,y) uréime nakonec tak, Ze pomoci vztahii (19) uréime pocateéni xg a t pro charakte-
ristiku jdouci bodem (z,y), tj.
t=-y, o = xe’ = ze7Y. (22)

Dosazenim do (21) dostaneme
fz,y) = 2(—y) = g(ze™¥)e™", (23)



coz muzeme pomoci e”¥ = xy/x plestat téz do tvaru

xo  h(xzg) h(xe V)

F(a,y) = glao)e™ = glag) 2 = L0 0, (24)

kde h je opét libovolna funkce.
K témuz vysledku se miizeme dostat i rychleji pfepisem rovnic charakteristik (17) a (21) do tvaru

dx d d
Jdedy _df g (25)
x 1 f
Integraci prvni rovnice (obsahujici pouze dz a dy) dostaneme jako (vhodné zvolenou) integraéni konstantu
vyraz, ktery se neméni podél charakteristiky

Inz+lnc=y, c(zr,y)=xe"Y. (26)
A dale napft. integraci rovnice obsahujici pouze dz a df dostaneme

A h(xe™¥
Inf=—-Inz+InA, f(x,y):—:m, (27)
x x
kde jsme nakonec za integra¢ni konstantu A dosadili libovolnou funkci konstantniho vyrazu c(x,y) z feSeni
(26). Vidime, ze vysledek je stejny jako (24). Pokud bychom integrovali rovnici obsahujici pouze dy a df,
dostali bychom (vhodnou volbou integra¢ni konstanty)

Inf-InA=-y, f(z,y)=Ae Y =glze ¥)e ", (28)

coz je totéz jako (23).
Pouziti kanonickych proménnych
Kanonické proménné pro infinitezimalni operator (13) nalezneme jako FeSeni rovnic (7). Nova nezavisla
proménna r(x,y) lze zvolit jako libovolny vyraz, ktery se neméni podél charakteristiky, napf. vyraz uréeny
v rovnici (26), tj.

r(z,y) =xe™ Y. (29)

Zavislou proménnou s(z,y) uréime tak, ze zintegrujeme rovnici charakteristiky pro X s(x,y) = 1, kterd ma
napft. tvar

dy ds
_d =2 30
Nejjednodussi volba je (nulové integraéni konstanta)
s(z,y) =y. (31)
V téchto kanonickych proménnych je obecnd ODR 1. fadu majici zadanou symetrii ddna vztahem
ds
— =G(r). 32
= =G0 (32)
Tuto rovnici pfevedeme do ptivodnich proménnych
ds  Dygs Y1 _
= _ A y 33
dr  Dgr e Y —xe Yy (we™) (33)
a vyjadiime y;
e VG (xe ™Y _ _
y1 = flz,y) = re?) __. Yg(we™), (34)

1+ ze VG (ze™Y)
coZ je opét totéz jako (23).

Pouziti diferencialnich invariantu

Diferencidlni invarianty w(z,y),v1(x,y,y1), .-, Vk(2, Y, Y1, - . ., Yx) pro infinitezimélni operator (13) nalez-
neme pomoci vztaht (11). Prvni invariant spliiuje stejnou rovnici jako kanonickd proménnd r(x,y), takze
je dan vyrazem (31)

u(z,y) =xe Y. (35)



Druhy invariant najdeme pomoci

81)1 81)1 81)1 —0. (36)

Xl — = - - _ — =
”01(1', yayl) z or ay Y1 5y1

Metodou charakteristik tuto PDR pfevedeme na obycejné diferencialni rovnice pro charakteristiky

de _dy _ dyn

= 37
| " (37)
a invariant v; dostaneme jako konstantu pfi integraci libovolné ze dvou ODR obsahujicich dy;, napt.
d d
—I:—ﬂ, atedy wv; =zy;. (38)
T Y1

Druh4 rovnice by vedla na invariant y;e¥ = vy /u, ktery je, jak vidime, jiz funkci invariant u a v;. Protoze
mame urcit ODR 1. fadu, dalsi invarianty jiz nepotfebujeme a mtizeme psat, ze obecna ODR 1. fadu
invariantni viéi grupé bodovych symetrii generované (13) ma tvar

G(ua ’1)1) - G(Ieiyaxyl) - 07 (39)

kterd muze byt prepsana do tvaru
h(ze™)

— v 4
Y1 z ) (0)

coz je opét stejny vysledek jako vyse.

2. U této ulohy pouzijeme pouze metodu diferencidlnich invariantt, ostatni pfistupy vedou samoziejmé k témuz
vysledku. Nejprve uréime rozsifeni infinitezimalniho operatoru

0

pomoci (4) a (5), pficemz nyni &(x,y) = 0 a n(z,y) = x. Dosazenim dostaneme

0 0
X® =g 4 —. 42
9y On (42)
Prvni invariant spliiuje Xu(z,y) = 0 a protoze £ = 0 v (41), musi byt invariantem
u(z,y) == (43)
Druhy invariant najdeme pomoci
Xl ( ) 8”01 n 8”01 0 (44)
v1(z,y, =xr—/ — =
1\, Y, Y1 By Y1 A
a metodou charakteristik tuto PDR pfevedeme na obycejnou diferencidlni rovnici
d d
%:%, x = u = konst . (45)
Invariant v; dostaneme jako konstantu pii integraci této rovnice, a tedy
_ Y
vi1(z,Y,y1) = Y1 — T (46)
Posledni invariant vy splitujici X vy = 0 miizeme volit jednoduse jako
U2(Zay7y1ay2) =Y2 (47)

opét diky tomu, ze 7(?) = 0. Obecna ODR 2. ¥adu invariantni vii¢i grupé bodovych symetrii generované (41) ma
tvar
G(U7U15U2) = G(x7y1 —y/.ﬁ,yg) = 07 (48)
kterd muze byt prepsana do tvaru
y2 = f(z, 10 —y/z). (49)



Pokud bychom posledni invariant uréili jako diferencidlni invariant

vy = =Y2 -~ —

D, 1 ( y)
D,u T T

dostali bychom

1 y
Yo :g(xvylfy/fﬂ)JF; (ylf =

coz mize opét byt pfepsdno na tvar (49).
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