Kalkul pro fyziku — 1.dil Kl e

J. Obdrzalek — piedbézna verze, 2009-09-30

Pro pohodli studentt zde shrnujeme hlavni matematické vzorce a tpravy uzivané pfti
uvodnim vykladu fyziky. Pfedpokladame souc¢innost ¢tenarovu; obc¢as uvedeme namisto obec-
ného vzorce konkrétni priklad (napf. u binomické véty) s virou, Ze ¢tenaf ihned pochopi, o co
jde. Text je obcas doplnén poznamkami petitem, aby se netrhal souvisly déj.

Ad binomické véta a (1 + 2)° na nasledujici strané: Asi tak n&jak bychom to fekli svému véci znalému
kolegovi, chtéli-li bychom mu véc stru¢né pfipomenout. Pokud véci totiz ¢tendf uz rozumi (coz predpoklé-
ddme), pak si je — citi-li potfebu — snadno pfesné doformuluje sdm; navic tim bude mit kontrolu, Ze véc
zné do hloubky. Ctenai méné zkuseny je zase zpravidla konkrétnim piikladem rychleji orientovan spravnym
smérem pro pochopeni véci nez obecnym vzorcem.

Obcas jsou uvedeny poznamky mirné odbornéjsi znacené <—. Nevadi, kdyz ji v prvnim
¢teni preskocite anebo kdyz ji nebudete rozumét.
<— Téleso C komplexnich ¢éisel (vzniklé rozsifenim télesa redlnych ¢isel o prvek ,i“, pro néjz je i2 = —1), nelze
dale rozsitit hledanim feseni rovnice 22 = i, protoze takové x jiz lezi v C. Lze vSak vytvofit asociativni, ale
nekomutativni téleso Q s bazi étyt prvki a s algebrou kvaternionii: ¢ = a+b i+cj+dk, kde i =j? = k? = —1,
a dale i j = k; j i = —k, dalsi vzorce ziskdme cyklickou permutaci prvki i, j, k. Bylo zavedeno Hamiltonem
pro popis rotace tuhého télesa, pro nas je vSak nyni nazornéjsi jeho maticova reprezentace.

Ptesna formulace, podminky platnosti apod. jsou ovSsem podstatné v pfednasce z mate-
matické analyzy ¢i z numerické matematiky; pro né vsak tento text urcen neni. Ten je pouhym
doplinkem k nékterym prednaskam z fyziky, kde se matematika vyuziva. Jde tu jednak o pfi-
pomenuti — tedy o strucné vystizeni jadra jistych matematickych technik pouzivanych ve
fyzice, jednak o ukazku, jak fyzika matematiky pouziva.

Zejména pro budouciho ucitele fyziky jsou urceny dalsi poznamky: plna jména osob v po-
zndmce pod ¢arou', etymologie (1), popularndjsi komentar (&) apod.

Y Kalkul = pocet, ze stilat. calculus = vapencovy kaminek, kterym se pocitalo, z lat. calx, -cis, f. vdpenec.
& Literatura tohoto typu se zpravidla nazyvéa ,kuchatka®.

U mne (J.O.) mtZete tento text pouzivat pii prednaskach i pfi pisemkach z fyziky coby
ytahak*. A také upfimné uvitdm Vase podnéty, co mam doplnit do dalsi verze.
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1 Binomicka véta

Binomicka véta rozvadi n-tou mocninu binomu (1 + x) v fadu, konvergujici pro
a) komplexni |z| < 1 a libovolné realné n;
b) pfirozené n a libovolné komplexni z (suma pak ma jen n + 1 nenulovych s¢itancit).

> [(n > n! 9 9-8 9-8-7
1 "= b= — " r. (1 S =1+ 2 S
(1+2) };O(k)f gk!(n—k)!$’ mapf. - (Lra)" = It gt o g
) 1)
<= Pro necelé n lze definovat n! = ['(n+1) = [ 2™ e~ dz. Viz vSak téZ pf. 1.1 s n = —3.

9§ binom = dvojclen; z fr. bindme t.v., a to z bi- lat. = dvoj-; vouos o, ¥. = fad, ¢len.

Vysledkem je zfejmé mocninna fada se vSemi typickymi vlastnostmi: zejména v okoli
pocatku x = 0 mizeme ocekavat rychlou konvergenci.

Binomické koeficienty znate z Pascalova trojuhelniku:

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

N ORNGING (n) ()

Priklad 1.1: UkaZte souvislost klasického vzorce pro kinetickou energii Ey = ;muv® se

zZnamym relatwlstlckym vzorcem FE = mc?. ,Relativistickd“ hmotnost m souvisi s ,,klidovou*

mg vztahem m = m, kde 8 =v/c.

Reseni: Ziejmé

E = moc211__ﬁg = moc?(1 + (—52))—%
a pouzijeme binomickou vétu pro n = —%, r = —p%
o, 35 2 5 S 2
B - (1—< )+ 22 (P 2L 2(—6)3+--~>
= moc + 1m0v + 3m 023 + > —mev?B*. .. (2)
2 8 16

V klasickém piibliZzeni je v < ¢, takze 8 — 0, my = m a oznacime-li By = mgc?, plati zfejmé
opravdu F = Fy + Ey. ,Klidova“ energie E, predstavuje Clen sice obrovsky, ale konstantni,



neménici se v prubéhu déje a neovlivnujici tedy nijak mechanicky pohyb v klasické fyzice.
(Muzeme ho pokladat za vnitini energii ¢astice.) (Konec FeSeni)

Priklad 1.2: Odvodte vzorec pro (a + b)".
Reseni: Zrejmé plati (a + b)" = a"(1 + 2)", takze

[e.e] k n
(a+b)"=a"> (Z) <b> ;  pro piirozené n plati (a4 )" = (Z) a"Fok. (3)
k=0 a

k=0

(Konec feSeni)

2 Komplexni ¢isla a goniometrické funkce

2.1 Zavedeni

K realnym ¢&islim ptiddme imaginarni jednotku?i, algebraicky je rozsifime (4, —, *, /)
a vzapéti ,zazime“ relaci i? +1 = 0. Cisla typu 2 = a + ib nazjvame komplexnimi. Pro
jejich s¢itani i ndsobeni plati stejné zakony (komutativni, asociativni, distributivni) jako pro
realna cisla.

<= Precisné&ji: Téleso R realnych &isel rozsiiime o algebraicky prvek i (aby 1 + i = 0) na nadtéleso C
komplexnich ¢isel. Struénéji: Téleso C komplexnich ¢isel je algebraicky uzavienym algebraickym rozsifenim
télesa R realnych ¢isel. Jinak: Komplexni &isla zobrazujeme jako body v Gaussové ® roviné; realnou, resp.
imaginarni ¢ast udava souradnice x, resp. y.

& Relaci 22 + 1 = 0 oviem vyhovuje nejenom x = i, ale také x = — i.

& Nékdy se pise i = v/—1; my viak rad&ji nebudeme zavadét (vicezna¢nou) odmocninu komplexniho ¢&isla.
Proto napf. feseni rovnice z? = i budeme psat jako z1 2 = i@(l + i), ale neuzijeme zapis v/1 = :&:@(1 + 1).

Cislo z = a — ib je komplerné sdruzené k &islu z = a + ib. Soudet z + Z a souéin zZ jsou
realné, rozdil z — Z ryze imaginarni. Velikost komplexniho ¢isla (téZ absolutni hodnota) je

2] = |a + ib| = Va@ + 02 . (4)

Tzv. zédkladni véta algebry Tika, Ze v oboru komplexnich ¢isel méa kazdy polynom n-tého
stupné pravé n kofenu (se zapoCtenim event. nasobnosti korent).

<— S pojmem blizkym nasobnosti kotfene se setkate napt. v kvantové mechanice pod nazvem ,stupen dege-
nerace (hladiny energie)“, kdyz nékolik riiznych stavii, tvoficich tuto hladinu, méa stejnou energii. Hladina
je napf. ¢tyfikrat degenerovand, jestlize vhodnd porucha (tj. mald zména) tuto hladinu rozstépi na ¢tyti
riizné hladiny, ale nikdy ne na vic. Polynomialni rovnice 2 = 0 m4 kofen = = 0, a to étyfnasobny: x1234 = 0,
protoze porusené rovnice téhoz stupné 2* — a = 0 m4 éty¥i rizné kofeny (£+/a, + i /a) pro libovolné malé
a > 0. Ne kazd4 porucha se ndm oviem hodi; porucha typu (1 — a)z* = 0 degeneraci nesnimd, protoze
symetrii tlohy nenarusi (a dokonce ani nezméni kofeny). Porucha vedouci k rovnici 2 — az? = 0 sejme
degeneraci jen cdstecné, symetrie zlistane ¢astecné zachovana a rovnice bude mit jeden dvojnasobny kofen
z12 = 0 a dva jednoduché kofeny z3 = /a a x4 = —/a.

§ imagindrni = zdanlivy, obrazny, z lat. imago, -inis f. = obraz, vidina; §komplexni = sloZeny, z lat. com-
= s-; plectd, -ere, plexi, plexus = plésti, tedy ¢islo ,spletené“ dohromady ze dvou ¢asti; 9algebra ze stilat.
algebra z arab. al-dzabr = fada disel; {komutativni = zdménny z lat. com- = s-; mito, -are, -avi, -atum
= zamé&hovati; asociativni = sdruZovatelny z lat. ad- = k; socio, -are, -avi, -atum = pojiti, sdruZovati;
QY distributivni = rozdélitelny, z lat. dis- = roz-; tribuo, -ere, -ui, -titum = déliti; §reding = skute¢ny, vécny
ze stilat. realis z lat. res, rei, f. = véc.

2Elektrotechnici zna¢i imaginarni jednotku ,,j“ a znacku ,i“ ponechévaji pro elektricky proud.
3Karl Friedrich Gauss, 1777-1855, ném. astronom, matematik a fyzik



2.2 Zapisy komplexnich éisel
Zapis

z=a+1ib (5)
se nazyva kartézsky*. M4 nazorny vyznam bodu v Gaussové roviné a je vhodny pro al-
gebraické zpracovani. Soucdet a rozdil (,algebraicky soudet“) maji ndzornou geometrickou

interpretaci ,pravidlem rovnobéznika‘.
Jiny uzivany tvar je goniometricky:

z =r(cosp + isinp), (6)

kde r = |z| je velikost komplexniho ¢isla a ¢ jeho argument; ten se zpravidla uvazuje mod 27
v intervalu [0, 27| a nazyva se pak hlavni hodnota argumentu.
Vztah

exp(iy) = cosp + isinp. (7)
se nazyva Moivrova® véta; lze ho ovéfit nap¥. rozvojem v mocninnou fadu.
7 tohoto vzorce plyne exponencidlni tvar komplexniho ¢isla, totiz

z=rexpigp, (8)

opét r = |z|. Ten je zvlasté vyhodny pro nasobeni, mocnéni a nékteré funkce (umocrnovani).
Nasobime-li komplexni ¢isla z; a 29, pak vysledek z15 ma velikost 715 danou soucinem
dil¢ich velikosti, argument ;5 souctem dil¢ich argumentii:
T2 = T172

P12 = P11 P2 (9)
Z exponencialniho tvaru je mj. ziejmy logaritmus komplexniho ¢isla:
Inz=1Inr+ie (+ i2kn pro libovolné celé k). (10)

Tak mtzeme napi. spocitat komplexni mocninu komplexniho c¢isla:

(a + ib)(c-i—id) = (r eiso)(c+id) = 7 elep pid gmed — (e e—god) pilcotdinr)

Zpravidla pocitame s hlavni hodnotou argumentu komplexniho ¢isla, ale nesmime zapominat,
Ze existuji i vSechny ostatni hodnoty (s argumentem odlisnym o 2 ik7) a musime tedy vzdy
uvazit, zda nas zajimé opravdu pouze hlavni hodnota.

Priklad 2.1: Urcete i'.
Reseni: V exponencidlnim zapisu je i = e!
c=0ad=1, takze

WP

. Je tedy r = 1, hlavni hodnota ¢ = 7,

i'=(1-el?)i = (el2 1) = 75 =0,20788... . (Konec FeSeni)
<— Vedle hlavni hodnoty existuje nekonecné mnoho dalsich redlnych hodnot; nékteré konverguji k nule, jiné
utikaji do nekone¢na. Zjistéte je vSechny!

Piiklad 2.2: Odvodte souc¢tové vzorce pro cos(a £ b) a sin(a &+ b) a vzorce pro souéty
a souciny trigonometrickych funkeci.

4 Cartesius je polatinstély tvar jména Descartes (René Descartes, fr. filosof a matematik, 1596-1650).
5 Abraham de Moivre, 1667-1754, fr. matematik



Reseni: Vzhledem k tomu, Ze e*™ = e®. e, dostaneme dosazenim z rov. (7)
cos(a £ b) + isin(a £ b) = el = eia ¢*1b — (cosa 4 isina)(cosb=+ isind).  (11)
-y , vnéni i . VI Stove vz
Odtud roznésobenim a porovnanim redlnych a imagindrnich ¢asti snadno souctové vzorce

sin(a+b) = sinacosb= cosasinb (12)

cos(a+b) = cosacosbTFsinasinb, (13)

z nichZ plyne (pro Fourierovy integraly)

cosa cosb = ;(cos(a +b) + cos(a — b)) (14)
sina sinb = ;(— cos(a + b) + cos(a — b)) (15)
sina cosb = ;(sin(a +b) +sin(a — b)) (16)
a pro studium stojatych vin (a = %, b= %)
sinc+sind = 2sincgdcoscgd (17)
sinc—sind = 2cosc;dsincgd (18)
cosc+cosd = 20030+dcosc_d (19)
2 2
cosc—cosd = —2sin< —|2— d sin ; d. (Konec reSeni) (20)

Priklad 2.3: Ukazte souvislost mezi funkcemi nasobného uhlu a tzv. trigonometrickymi
polynomy (tj. polynomy ve funkcich sin a cos).

Reseni: Napiiklad
o 3ia ia)? i )3
cos3a + isin3a = e’ ' = (e ) = (cosa + isina) (21)

Roznésobenim, uzitim relace cos? a + sin? a = 1 a porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti
dostanene snadno

cos3a = 4cos® a — 3cosa ; sin3a = 3sina — 4sin®a (22)

Pro jiny exponent si jisté poradite sami (pfipadné s uzitim binomické véty). (Konec FeSeni)

Zapisy goniometricky i exponencialni jsou jednoznacné pii volbé intervalu [J délky 27
pro ¢ a pro z # 0. V pfipadé z = 0 miize byt zvolen argument ¢ libovolné.

Komplexni ¢isla se bohaté vyuzivaji napt. v elektrotechnice pii popisu obvodu se stii-
davym proudem. V linedrnich obvodech jsou vSechny hodnoty napéti w(t) i proudua i(t)
harmonickymi funkcemi, tedy funkcemi typu u = ug(coswt + @), i = ip(coswt + ;) s riz-
nymi fazovymi konstantami ¢, ;; rozdil fazi se nazyva zpravidla fdzovy posuv. Pro pevné
w zavedeme jako zobecnéni redlného (ohmického) odporu komplexni impedanci, popisujic



pak chovani rezistort, kondenzatoru a civek v libovolnych kombinacich; s veli¢inou u(t) pra-
cujeme jako s komplexni veli¢inou u v exponencialnim zapisu. Tim se vyrazné zjednodusuje
vyjadreni veskerych linedrnich rovnic a vztahi. Veli¢iny tohoto typu se nazyvaji v elektro-
technice fazory.

Komplexni ¢isla jsou ovSem vhodna i vSude jinde pii popisu harmonickych kmitt a vin.
Pti linearnich jevech pak staci uvazovat jako méfenou veli¢inu napt. readlnou ¢ast prislusné
komplexni veli¢iny. Pro vypocet nelinedrnich veli¢in (napf. energie) je nutno nejprve piejit
k redlnym castem a pak pripadné pro tyto veli¢iny odvodit specialni pravidla.

Stejné jako z realnych cisel mizeme i z komplexnich ¢isel konstruovat napi. vektory,
matice apod. Mluvime pak o komplexnich vektorech atd.

<V kvantové teorii je stav systému popsan zpravidla® tzv. vlnovou funkei 1, ktera je obecné komplexni
a neni pfimo méfitelna. Komplexni sdruzeni se zpravidla znaci hvézdickou: ¢*. Méfitelné veliciny ziskavame
stfedovanim, napf. pro elektron popsany funkci ¥ (z) je pravdépodobnost vyskytu na intervalu [a, b rovna

J2 4 () () da.

3 Derivace

3.1 Zavedeni

Uvazujme dvé fyzikalni veli¢iny, napf. polohu z na lince v peci a teplotu f(x) v této poloze;
ta bude jisté na poloze zaviset. Zajima nas vliv zmény polohy na zménu teploty. Studium
zavislosti zmén vede k zavedeni derivace. Znaéme zmény (pfirtstky, diference) znackou A.
Pii nartistu” x o Az (posunuti) necht vzroste teplota o Af. Derivace je pak limitou

f'(z) = lim ﬂ _ 4/ (23)

Azs0 Az dz

Ve stejném vyznamu se uzivaji i zapisy

F) = 2 fa) = df/de (24)

Derivaci podle ¢asu zna¢ime ve fyzice ¢asto teckou nad proménnou: dr/dt = 7.

Vyraz df se nazyva (totalni) diferencial funkce f; kone¢nd zména Af je diference.
<— Kdyby f byla linearni, pak by bylo Af = df pfesné i pro koneéné dz. V tom smyslu se iika, ze df
je linedrni ¢4st piirtistku A f. Danému bodu ¢ a diferencidlu da odpovida pak diferencidl df = f/(zo) da
pfesné a pro libovolné dz.

Ve fyzikalnich tvahach se ¢asto mluvi o konecném priristku Az, na rozdil od infinitezi-
malntho nebo nekonecné malého prirtistku dz. O tom se jesté zminime pozdéji.
<— Pojmy derivace i limity (s kvantifikatory, ¢, ¢,...) proberete detailné v tvodnim kurzu matematické ana-
Iyzy. Nézornou predstavu infinitezimélnich veli¢in (nekoneéné malych ¢ nekoneéné velkych veliéin rtiznych
celistvych ¥add), kterou zde budeme pouzivat, lze téz vybudovat zcela korektné v alternativni analyze; ta je
v8ak zaloZena na teorii polomnozin (angl. demiset), kde ¢4sti mnoziny nemusi byt mnozina.
§ derivace = odvozeni metaf. z lat. derivatio, -onis f. odvodnéni z de- = od, 1Tvus, -1 m. = potok; §limita

= hranice, mez z lat. Iimes, -itis m. = mez (mezi poli); § d, A, § z lat. differentia, -& f. = rozdil, riznost
z dis- = roz-; fero, ferre, tuli, latum = nésti.

6Stav miize byt popsan i (komplexnim) stavovym vektorem. Nejobecnéjsi popis dava tzv. matice hustoty;
samoziejmeé je také komplexni.

"Samoziejmé miize byt Az nebo Af zaporné; v tom piipadé fakticky neptijde o nartist, ale o pokles.
Ctenafe zvyklého na algebraicky soucet, zahrnujici i odéitani, to jisté nezmate.



3.2 Vyznam v aplikacich

Vyjadiime-li funkci y(z) kfivkou (grafem v soutadnicich x, y), pak derivace ¢/'(z) = tga
v bodé (x,y) je smérnici tecny kiivky v tomto bodé. Graf je nutno ovSem vynéset tak, aby
jednotky SI veli¢in x, y byly zobrazeny na oséch stejné velkymi tseky.

Je-li nezavisle proménnou éas t,je [ = ds

E rychlost: je-li s draha, je § = -3 rychlost

pohybu; je-li T teplota, je T' = rychlost zahfivani apod.

& S tim souviseji i rfiznd bézna ctenl derivace: dp/dt ,Gasovd zména hybnosti“, ,p¥iriistek hybnosti za
jednotku ¢asu“. Napf. rychlost pohybu ds/dt se ¢asto ¢te jako ,drédha za jednotku ¢asu“. Rozumi se tim,
Ze kdyby byla rychlost pohybu stala, pak by dréha urazend za jednotku Casu (tj. za sekundu) byla ¢iselné
rovna této rychlosti.

3.3 ,,Slovnik“ pro derivace

(konst)" = (expz) =expx (arctanz) = (1 + 2%)7!
(z") = nx" ! (cosz) = —sinx (arcsinz)’ = (1 — %)~/
(In|z|) =1/x (sinz) = cosx (arccos )’ = —(1 — x2)~1/2
& Norma predepisuje pro tangentu znacku tan, nikoli tg, tang apod.
3.4 ,,Gramatika“ pro derivace
3.4.1 Derivace souctu a soucinu
Jsou-li o, 3, v konstanty a f, g, h funkce, plati
(af +B8g=~h) = af +Bg" =l (25)
(fgh) = f'gh+ fg'h+ fgl' (26)
N\ fg—1d
( = ——5— prog#0. (27)
g g
3.4.2 Derivace slozené funkce
Je-li f= f(z), x =&(t) a znac¢ime-li F(t) = f(£(t)), plati
dFt — df d§ . : :
—_— cil F=Ff 28
dt  dedt fe (28)

Velmi casto se ve fyzice nerozlisuje F' od f, protoze popisuji fyzikalné tutéz velicinu. Pak

se ovSem nerozlisuje ani x od £ a pise se napft.

df — df dex

dt ~ dz dt’
jako by se ,kratilo diferencidlem dz*. To muze hloubavého studenta zmast; takova interpre-
tace také zradi u funkci vice proménnych. Pfedevsim to vsak pravem rozhot¢i matematika.
Z jeho hlediska jsou totiz F' a f zcela rizné funkce F(t) a f(z), a taky x je nezévisle pro-
ménné, zatimco £ je funkce £(t) nezéavisle proménné ¢.

Priklad: Zna¢me 7 teplotu podél linky v peci. Necht roste pro 0 < x < 1 line4rné,
podle vztahu 7(z) = 79 + (7 — 70). Teplomér projizdi linku zrychlené, pro 0 < ¢t < 1 je
£(t) = 2. Udaj T(t) teploméru roste tedy kvadraticky s ¢asem: T'(t) = 7o+ t2(11 — 10). Fyzik
zdiraznuje, ze oboji T' i 7 znamenaji totéz, totiz teplotu v peci. Matematik zdtraznuje, ze
T(t) a 7(x) jsou zcela riizné funkece rtiznych proménnych. Pravdu maji samoziejmé oba.

& Rozmyslete si, co plyne z fyzikalni interpretace derivace sloZené funkce: idaj teploméru se méni (% #0)
opravdu jen tehdy, kdyZ se podél linky méni teplota (% # 0) a pfitom se teplomér pohybuje (% #0).
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3.4.3 Derivace inverzni funkce
Derivace inverzni funkce je rovna prevracené hodnoté derivace funkce ptivodni:

dx 1
_ 29

dx

P1i geometrické interpretaci porovnavame ptvodni graf funkce s grafem pieklopenym kolem
osy prvniho kvadrantu.
& Osy z, y si tedy proméni polohu.

«— Presnéji: Je-li y = y(z) v okoli U(xp) bodu zg monotonni a ma-li nenulovou derivaci, pak existuje inverzni
funkce z = x(y), tj. pro X € U plati z(y(X)) = X, a jeji derivace je rovna uvedenému vyrazu. Symboly x,
y maji na obou strandch rov. (29) trochu jiny vyznam, podobné jako vyse u kap. 3.4.2.

3.5 Vyssi derivace

Derivovanou funkci miizeme opét derivovat: (f')'=f"=f?, neboli

d [df\  af

a Cteme ,dé druhé f podle dé x na druhou®“. Podobné tvotfime i vyssi derivace.

Zapis druhé derivace dz? zde znamena (dz)2; nikoli tedy d(x2), coz je prvni derivace podle vyrazu z
prilezitostné v analytické mechanice.

s y L . BURSTRR « i S« i

Vyssi derivace podle casu znacime analogicky vice teckami: ¥l =7, T =r.

2 a vyskytuje se

3.6 Taylorova rada

Casto miizeme zkoumanou funkci f rozvinout v okoli néjakého bodu x v mocninnou fadu
podle vzdalenosti h od bodu x, tzv. Taylorovu® fadu:

h2 h3 N-1 hk
fl+h) = f@) +hf' @)+ 5 (@) + @)+ = 30 P+ 00", (30)
k=0 "7°

< Rada konverguje k f(z), pokud zbytek O(h") — 0 (kriteria napi. Cauchy, Lagrange). Takovym funkcim
se i1k4 analytické (v bodé ). Neanalyticka je napi funkce f(z) = 2%/ v bodé 2 = 0; pro vSechna ostatni
x # 0 je v8ak f analytickd. Funkce f(z) = e~1/e f(0) = 0ma £ = 0 pro vSechna piirozena n, pfesto neni
identicky nulové. Z hlediska teorie funkci komplexni proménné ma v po¢atku (x = 0) podstatnou singularitu.
Taylorova fada je ,nejlepsi aproximaci“ funkce f(z) polynomem P(z) v nejtésnéjsim
okoli bodu = a n + 1 ¢len fady popisuje n-tou derivaci funkce. Rada mé milou vlastnost:
zname-li jiz n ¢lend a chceme-li jich mit n + 1, stac¢i pfidat posledni; dosavadni ¢leny fady
se nezmeéni.
<— Néco jiného je aproximace funkce polynomem na intervalu, napt. [-1,1]. Takovy polynom ma zcela jiny
tvar nez napi. Taylorova fada v bodé 0. Rovnéz aproximace stupné n a n + 1 se zpravidla lisi ve vSech
¢lenech; nestaci tedy ,,doplnit posledni ¢len.

8Brooke Taylor, 1685-1731, anglicky matematik.



3.7 Funkce vice proménnych
3.7.1 Parcialni derivace

V piipadé funkce vice proménnych se zavadi parcialni derivace s oznacenim

Of(a:,y,...,z): of ~ lim flx+Az,y,...,2) — f(x) (31)

ox -~ \ Oz - Az—0 Ax
a Cte se zpravidla ,parcialni dé f podle dé x pri konstantnim y, ..., z“. Konstantnosti se
rozumi to, Ze v procesu limity neménime vy, ..., 2. Vysledek sdm — parcialni derivace — je
ovsem opét funkci vSech proménnych z,v, ..., 2. Tradicné se pri vice nez jedné proménné

uziva znacka O namisto d.

& Piesné vzato, proménné dole u zavorky jen pfipominaji, ve kterych proménnjch (kromé téch, podle
kterych derivujeme) mé byt vyjadfena derivovana funkce, kdyz uz uzivame téhoz pismene f pro uvazovanou
fyzikalni veli¢inu bez ohledu na to, ve kterych proménnych je vyjadfena (viz 3.4.2). Proménné, podle niz se
derivuje, mezi nimi nebyvaji uvedeny.

3.8 Operator nabla, V

Ukazuje se vyhodné zavést stru¢né oznaceni V, pfipadné grad (gradient), pro ¢asto se vy-
skytujici konstrukci

OF OF OF
VF(ZL‘,y, 2) = grad F(Zlf,y, Z) = (03}’83/’ (‘92) (32)
= a(x,y,z)

Symbol V se nazyva nabla, a je to tedy vektorovy operator (predpis vytvarejici ze skalarni
funkce F(z,y, z) vektorovou funkci a(z,y, 2).

& V knihach je nabla tuéné, protoze to je vektor. Viele doporuc¢ujeme pii ruénim psani psat nad nabla
,vektorovou® Sipku, tedy V.

¥ Jméno nabla je podle staroasyrského hudebniho néstroje, lyry tohoto tvaru.

Protoze V je vektorem, mizeme s nim vytvafet i souciny typické pro vektor: skaldrni

a vektorovy. Pokud pritom zaroven V putisobi na veli¢inu, s niz ho tento soucin vaze, uziva

se pro néj specidlnich jmen, totiz div (divergence), resp. rot (rotace; v angl. téz casto curl):
ov,  Ov,  Ov,

V.v=dive = 5 + o + 5, =v(x,y, 2) (33)

ov, Ovy, Ov, Ov, v, O,

; ;. — — — | =b(z,y,2). 34
dy 0z 0z Or Ox Oy > (%,9,2) (34)
Ve vsech ostatnich pripadech zlstava oznaceni grad, tedy napt. skalarni operator

9, 9, 9]
v-VEv-gradzvx——i-vya—y—i-vz— (35)

Vxv=rotv = (

ox 0z

§ gradient: lat. gradiens stoupajici; vektor grad ¢ ma smér nejprudsiho stoupani funkce ¢; rotace=otaceni:
lat. roto, -are krouziti; divergence=rozchézeni: lat. diverto, -ere rozchézeti se.

Znalost poli divwv a rot v = a uvnitr oblasti V spolu se znalosti hodnot v, na hranici 9V
urcuje jednozna¢né hodnoty v uvnitt celé V.
Situace je obdobna tomu, ze znalost vektorového a skalarniho sou¢inu neznamého vektoru

se znamym urcuje nezndmy vektor jednoznacné, viz rov. (??), pfi¢emz roli zndmého vektoru
zde hraje nabla, V.



3.8.1 Fyzikalni vyznam operatoru V (tj. grad, div, rot)

grad: Vektor grad ¢ mé smeér nejprudsiho naristu pole ¢ ; je kolmy k ekviskaldrni plose, tj.
ku ploge dané rovnici ¢(x) = konst (k ,vrstevnici).
Dikaz viz priklad 4.3.3.

v- grad: tzv. konvekéni derivace, proudovd derivace. Skalar v- grad ¢ udava zménu veli-
¢iny ¢ (napf. teplota) naméfenou v disledku toho, ze pole ¢(r) je nehomogenni a ze méfidlo
(teplomér) se v ném pohybuje rychlosti v.

Viz rozbor rov. (39).

div: Je-li v rychlost tekutiny v bodé r(, pak skalar div v udava vydatnost zdroje tekutiny
v tomto bodé, tj. o¢ vice tekutiny vytece z okoli tohoto bodu ven, nez ji vtece dovnitt.
Mnozstvi tekutiny zde méfime objemem; méa-li tekutina hustotou p, pak div(pv) udava rozdil

v hmotnosti.
Dtkaz viz priklad 4.3.4.

rot: Je-li v rychlost tekutiny v bodé r(, pak vektor rot v = a méri otaceni tekutiny
kolem osy a (ve smyslu pravidla pravé ruky) prochézejici timto bodem.
Diikaz viz priklad 4.3.5.

3.9 Derivace slozené funkce vice proménnych

Necht je f funkeci vice proménnych, napt. f = f(x,y, z) a tyto proménné jsou opét funkcemi
dalsich proménnych, napt. x = £(u,v), y = n(u,v), z = ((u,v). Pak mizeme zavést sloZzenou
funkei F(u,v) = f({(u, v),n(u,v), C(u,v)) a plati napf.
OF 0§05 0fon 050
dv  dxdv Oydv 0z0v
Jako v kap. 3.4.2, ani zde se ve fyzice obvykle nerozlisuje F' od f, £ od x atp.
V mechanice zavisi velmi ¢asto funkce vice proménnych (prostorovych) na jediné pro-
ménné — na case t. Uvazujme napf. teplotu 7 = 7(z,y,2,t) a x = £(t), y = n(t), z = ((t).
Pak mizeme zavést slozenou funkci T'(t) = T(f(t), n(t), (1), t) a plati
AT _orde ordy 0rdCor
dt  Oxdt Ooydt 0zdt Ot
Jako v kap. 3.4.2, ani zde se ve fyzice obvykle nerozlisuje 7" od 7, £ od = atd. a piSe se

._dT _ 9T, or. 9T,

(36)

(37)

=& P s v 2 neboli
T axac—l—ayy—i—azz +8t’ neboli
dT oT
— = . dT —_— . 38
dt vosm ot (38)
Leva strana rov. (38), tedy clen %, se nazyva zpravidla dpind neboli totalni derivace.

Prvni ¢len pravé strany se nazyva casto konvekcni neboli proudovd derivace. Posledni ¢len,
%—f, se pak nazyva lokdlni neboli mistni derivace.

Je potfeba si uvédomit fyzikdlni interpretaci jednotlivych cleni. Necht napf. funkce
7(z,y, 2,t) uréuje teplotu T v terénu a r je poloha teploméru. Udaj T teploméru se s ¢asem
méni: 7 = T'(t). Jeho zména (tplna derivace <L) je podle rov. (38) rovna

dT

or , . dr oT
ikl grad 7 + s zpravidla psano prialE grad T+ o (39)
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a je dana jednak tim, Ze se v daném misté v pribéhu dne teplota méni (mistni derivace %—f),
jednak tim, Ze se teplomér pohybuje (v # 0), pfi¢emz v ruznych bodech terénu je rizna
teplota (gradT # 0), a jeSté je nutno, aby se teplomér nepohyboval kolmo ke gradientu

(nartstu) teploty — tj. po ,vrstevnici“ teploty, jinak by skalédrni soucin v - grad T byl nulovy.

4 Infinitezimalni pocet a fyzikalni realita

4.1 Motivace

Clovek jinak uvazuje pro sebe (primitivnéji, schematicky, z jistych ,stavebnich prototypt“),
a jinak pak nahlas sdéli ostatnim, na co pfisel (,,ucesané“, nejkratsi cestou k cili). Stejné je
tomu i s fyzikalnimi ivahami, vedoucimi nakonec k formulaci fyzikalnich zdkont vyjadrenych
rovnicemi. Pokusime se tu popsat pravé ty vychozi primitivni, schematické ivahy — nejen
jejich vysledky v definitivni apraveé.

Funkéni vztahy mezi fyzikalnimi veli¢inami jsou velmi casto dany diferencidlnimi a inte-
gralnimi rovnicemi. Odvozujeme-li vSak tyto rovnice z fyzikalnich predstav, neuvazujeme ob-
vykle v kategoriich derivaci. Postupujeme nejcastéji tak, ze uvazujeme malé prirtstky zvané
v tomto kontextu infinitezimdlni (napf. maly kousek hmoty; malé posunuti; maly pfirtstek
¢asu a jemu odpovidajici zmény vSech veli¢in, které béhem néj nastanou). Vyvozujeme, jak
tyto prirtstky spolu souviseji a srovnavame je navzajem. Jejich poméry po néasledném li-
mitnim pfechodu vedou k derivacim a k diferencidlnim rovnicim, popisujicim matematicky
dany fyzikalni jev. Limitni prechod sam je vsak pro fyzika jiz zpravidla nezajimavy, je jen
technickym dokoncenim, ¢asto se ani nezdtraziiuje (rozbor a vypocet této limity mize ovem
byt obtizny i zajimavy na cvifeni z matematické analyzy).

4.2 Rozdil v pfistupu fyziky a matematické analyzy

V zékladnich partiich fyziky jde z hlediska fyziky casto o teleologicky pfistup: hledam feseni,
o némz vim predem, zZe existuje a ze je jediné; pritom i tfida myslitelnych feseni byva znacné
omezena. Pokud by pouzity aparat matematiky nevedl k feSeni ¢i pfipoustél feSeni vic, pak
e matematickd formulace (dlohy, okrajovych a poc¢ateénich podminek, ptisobicich vlivi)
byla natolik zjednodusena, ze pripousti i situaci fyzikalné nerealnou, tj. v prirodé se
nevyskytujici: napf. ¢asovy pribéh sily, ktery by byl dan v okoli ¢asu ¢t = 0 vztahem

F(t) = Fysin (1) | (40)

<—1 v takovém piipadé byva zajimavé nékdy pozdéji zjistit, odkud se ,nefyzikalni“ feSeni vzalo
a jestli mu prece jen nelze néjaky ten vyznam dat.

e anebo je ona ,nefesitelnost principialni, nap¥. pokus o pouziti totalniho diferencialu
na plochu v bodé, kde mé plocha hrot (tfeba vrchol jehlanu). Pak bud pouzity fyzikalni
model nebyl v dané situaci vhodny (je pfilis hruby nebo se vyskytuji dalsi, neuvazované
jevy), anebo je nedostatek v nasi (fyzikdlni) avaze, jak ilustrujeme dale:

— Elektricka intenzita na hrotu nabité jehly vyjde nekonecné velké a nemajici smér.
To signalizuje jednak, Ze na ostfejsi jehle bude opravdu elektrické pole siln€jsi nez na
tupé, jednak Ze skutecna jehla nikdy neni na $pi¢ce bodova (napf. uz kvili rozmé-
rim atomu), jednak Ze pfi skuteéném pokusu muze dochazet k novym jeviim (srseni,
elektricky priraz).
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—  Prti studiu sifeni svétla v dvojosém krystalu podél optické osy zjistime, ze pri
vypoctu dvojnasobné limity zdvisi vysledek na poradi dil¢ich limit. Bereme to jako
upozornéni na singularni tvar vlnoplochy, ktera sama sebe protina v bodé. Chova se
podobné jako dvojplocha tvofena rotaci kiivky podle své secny A, B. Ta ma v kazdém
z bodu A, B v kazdém rovinném fezu obsahujicim secnu dvé te¢ny; pritom kfivky
v tomto Tezu prechazeji z ,,vnéjsi“ slupky dvojplochy do ,,vnitfni“ a naopak.

V tadé pripadl je to nejen praktickd stranka meéfeni, co omezuje presnost pfi stanoveni
definované velic¢iny. I fyzikalni veli¢ina sama ma pro kazdy objekt jistou rozumnou dolni
hranici presnosti: u vzdalenosti dvou meést asi plati ono tesarské ,centimetr zadna mira®,
hmotnost ¢lovéka udand v mikrogramech navozuje otazku, co vlastné jesté k zivému, dycha-
jicimu ¢lovéku patti. Pak ovSem i zavislosti, se kterymi se v tomto kontextu setkdme, budou
»jednodussi® nez ty, se kterymi se sejdete pfi studiu obecnych funkci v matematické analyze.
Vzhledem k jejich fyzikalnimu zavedeni bude zpravidla postacujici popis funkcemi hladkymi
(tj. spojitymi a majicimi derivaci) vSude, az na jisté dané plochy — hranice téchto objekti.
Podobné casto nemusime zkoumat jinak obtizné otazky existence feseni rovnice; z fyzikalni
podstaty problému zpravidla vyplyva existence feseni, pripadné i jeho jednoznacnost.

<— Uvazte také, ze — striktné vzato — limitni pfechod nezbytny v matematické analyze pro derivaci vy-
zaduje 1daj o méfené veli¢iné v tak malych rozmérech, kde jeji ptivodni definice ztraci smysl. Pro méfeni
rychlosti da/dt t&€zko uréime polohu vlaku s pfesnosti dz = 1 mm, pfesnost v mikrometrech vyvolava po-
chybnosti, co vlastné k vlaku patii a co ne, a presnost vyssi, nez je polomér jidra atomu, nebudeme rozebirat.
A to jsou pro Az — 0 jen prvni krucky!

Z toho hlediska lze snadnéji intrerpretovat pristup alternativni analyzy s polomnozinami a s nekonecné
malymi a velkymi veli¢inami rtiznych Fadi.

Naproti tomu v jednotlivych zdtvodnénych ptipadech budeme pouzivat i funkce dosti
komplikované. Napt. poloha klasické Castice vykonavajici Browniv pohyb je vystizné po-
psana spojitou funkci nemajici derivaci v zadném bodé. Kvantovou ¢astici popiseme zase
komplexni vlnovou funkci nebo nekone¢nérozmérnym stavovym vektorem. Pro popis diskrét-
niho prostiedi nebo pro veli¢iny majici charakter spektralniho rozkladu miize byt vhodna
d-funkce (ze 2. dilu kalkulu) nemajici jednoduchou analogii mezi napf. lebesgueovsky integro-
vatelnymi funkcemi. Jevy majici ndhodny charakter (Sum, nepolarizované svétlo, elektrickou
intenzitu tepelného zareni ¢erného télesa) lze GspéSné popsat také jen pomérné slozitymi
strukturami.

4.3 Praktické pouziti

V matematice se diferencidlem df popisuje chovani nikoli funkce f(z), ale jeji te¢ny, tecné
nadroviny apod. Ve fyzice si vSak infinitezimalni pfirtstek df predstavujeme jako prirtstek
skutecné funkce, konecny, ale

e natolik maly, aby Slo v rdmci pozadované presnosti zanedbat rozdil mezi nim a mate-
matickym diferencidlem, a pfitom

e natolik velky, aby §lo podrzet uzity fyzikalni model a nebylo nutno napft. prechazet do
atomarni a subatomarni fyziky.
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4.3.1 Fyzikalni tvaha

Pri fyzikalni avaze predpokladame, ze objekt je v infinitezimalnim rozmezi zcela homogenni:
oblacek® dV plynu o infinitezimalnim objemu dV a infinitezimalni hmotnosti dm m4 polohu
plné urdenou jedinym polohovym vektorem 7, mé hustotu p(r) = dm/dV, mé jistou teplotu
T, tlak p apod. Pritom tedy

e zadna z velic¢in p, T, p jiz nezavisi na konkrétni velikosti dV — tj. nezménila by se,
kdybychom sledovali tfeba jen desetinu oblasti d) oblacku;

e kdyby vsSak napt. takto kleslo dV na desetinu, pak by se na desetinu zmensilo i dm.
Vsechny spolu souvisejici infinitezimalni velic¢iny jsou si tedy v tomto smyslu pfimo
ameérné;

e nepripoustime, ze diky konec¢nosti oblacku bychom mohli brat jeho polohu r s rozptylem
fadové v/ dV a Ze by se tedy v rdmci d) mohl ménit tlak, hustota, teplota atd. Tyto
vSechny zmény se mohou objevit az v novém, sousednim oblacku.

Uvazme dale ,sousedni“ oblacek dV*. Ten je ovSsem také homogenni, ale vSechny uvedené
hodnoty v ném budou zménéné o jisty infinitezimalni pfiristek (je-li zdporny, znamena to
samoziejmeé tbytek). M4 tedy polohu r* = r+ dr, hustotu p* = p+ dp, teplotu T = T'+ dT,
je v ném tlak p* = p + dp apod. Posunuti dr je nova infinitezimalni veli¢ina: je nezavisld
na dV, ale pfitom na dr zaviseji piirtstky dp, d7', dp (a to opét linedrné). Zpravidla
nepotfebujeme porovnavat, zda ma novy sousedni oblacek objem dV™* stejny jako ptvodni,
tedy dV, protoze, jak bylo zfejmé, na konkrétni velikosti dV', resp. dV* zadna z velic¢in p,
T, p, resp. p*, T*, p* nezavisela.

<— Néco jiného nastane pii studiu deformace kontinua. Tam pravé zalezi na ¢asové zmeéné velikosti i tvaru
jistého infinitezimélniho ,,oblacku“. Proto pro jeho rozméry zavedeme prosté nové proménné. Infinitezimalni

hranol umistény v bodé r ma infinitezimalni hrany &, 0, ¢, které se za dobu dt deformaci zméni na & + d§,
n+ dn, ¢ + d¢. Fakticky jde o dvoji infinitezimalni zménu. Viz kap. QQQ.

4.3.2 Matematické zpracovani vyrazu s diferencialy

P1i nasledném matematickém zpracovani béhem dalSich tprav

e vypadnou ¢leny, které neobsahuji infinitezimalni veli¢iny (,,prosté ¢leny*)

e zistanou (nékteré) ¢leny, obsahujici pravé jeden infinitezimalni ¢len (,,infinitezimalni
veli¢iny prvniho fadu“)

e mohou zistat i ¢leny obsahujici souciny vice infinitezimélnich vyrazu (,,infinitezimalni
veli¢iny vyssich fadu“), ale ty pfi néasledné limité vypadnou. MiZeme je proto vyne-
chavat jiz béhem prace.

Cela situace piipominé aproximace funkci pomoci mocninnych rozvoju (zde jsou to roz-
voje v mocninach infinitezimélnich ptirastka dt, dz, dp, dm atp.). Infinitezimalni velic¢iny
vysSich fadid mizeme proto zpravidla zanedbavat uz v ivodnich fyzikalnich tvahach: bereme
(1+ de)® =1+ 3dyp apod. V kazdém piipadé je zanedbame pied sestavenim diferencialni
rovnice.
<— Vzpomeiite si na to pfi ¢teni textu po feseni nasledujiciho ptikladu.

& Samoziejmé se mliZe vzacnd stat, ze vypadnou nejen prosté ¢leny, ale i viechny infinitezimalni veliciny
prvniho fadu. Pak budeme muset vypocet opakovat a podrzet i ¢leny nejblizsiho vyssiho fadu.

9Casto se ani nerozlisuje oznadeni objektu — oblacku (oblast V) od jeho atributu — fyzikalni veli¢iny
(objem V). Je to pochopitelné nespravné, ale jen mélokdy by to mohlo vést k chybé.
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4.3.3 Ilustrace

Priklad 4.3.1: Odvodte pohybovou rovnici pro téleso s proménnou hmotou, napf. pro
pohyb rakety.

Fyzikalni formulace Uvazujme pro jednoduchost jen pohyb podél osy x; znacka v bude
tedy znamenat z-ovou slozku vektoru v atp. Velikost vektoru W budeme znacit |W|.

V jistém okamziku ¢ mé raketa rychlost v a hmotnost m. V raketé hoti pohonna
smés ,rychlosti hofeni“ ¢ kg/s a méni se tim v plyny (samoziejmé téze hmotnosti), které

CaS: N v
t —dm: m 4+ dm —_—

|W | v+ dv
t+ dt —d m+ dm

proudi od rakety rychlosti o velikosti W = |W/|. Systém (tvofeny raketou) ma na zacatku
hybnost p = mv. Podle Newtonova zdkona sily plati F' = ma = dp/dt. Protoze ve sméru
pohybu nepiisobi zadné vnéjsi sily, neméni se hybnost systému.

Po infinitezimalni dob& dt¢ se zméni ¢as na t* =t + dt, hmotnost rakety se zméni'®
na m* = m + dm = m — ¢dt, jeji rychlost na v* = v + dv a hybnost na p* = m*v* =
(m—gqdt)(v+ dv). Vedle toho vSak pfibyl oblac¢ek spaleného paliva o hmotnosti dm pohybujici
se rychlosti v + dv — W a majici tedy hybnost p** = dm - (v+ dv —W) = g(v+ dv — W) dt.
Protoze se hybnost systému (tvofeného nyni zbylou raketou a oblackem spaleného paliva)
nezménila, musi platit

p=mv = p"+p”=(mv—qudt+mdv—qdtdv)+ (qudt + qdvdt — ¢W¥ dt)
= mv+mdv—q¢Wdt (41)
0 = mdv—q¢Wdt. (42)

,Prosty ¢len* muv (bez infinitezimalnich veli¢in) se vyrusil, infinitezimalni veli¢iny vysSich
rada se ani nevyskytly a po vydéleni dt a tpraveé zbyva hledana rovnice

dv

W 43
m-g =4 (43)

Vyraz na pravé strané — hmotnost krat zrychleni — mtizeme podle Newtonova zakona sily F' =
ma pokladat za silu, tzv. reaktivni silu, kterad urychluje raketu; ta je tedy imérna vytokové
rychlosti W spalenych plynii a ,rychlosti hofeni* paliva ¢ = dm/dt. (Konec FeSeni)

Pfti tomto postupu nebylo tieba zanedbavat infinitezimalni velic¢iny 2. fadu, protoze ¢leny
typu ¢dt dv z rov. (41) se vSechny vyrusily. Kdybychom vSak nejprve uréili rychlost oblacku

10Vsimnéte si dobfe tohoto obratu. Zdalo by se pfirozenéjsi rovnou mluvit o ubytku, ale velmi snadno
bychom pak udélali chybu ve znaménku: je ubytek kladny, nebo zaporny? Proto je lepsi vsude uvazovat
,prirtistek® a pripustit, Zze mtze vyjit kladny ¢i zaporny.
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plynu jako v — W a poté rychlost zbytku rakety jako v + dw, dostali bychom analogickou
rovnici

p=mv = p"+p”=(mv—qudt+mdv—qdtdv)+ (qudt — ¢V dt)
= mv+mdv—qWdt — qdvdt. (44)

Opét se vyrusi ¢len muv, zbydou infinitezimalni veli¢iny 1. fadu a navic ¢len 2. fadu —q dv dt,
takze po vydéleni dt a tipravé ma rovnice nyni tvar

dv
m— = qW + qdov. (45)

dt
Nyni provedeme limitni pfechod dv — 0; tim ovSem posledni ¢len vymizi, takze vysledna
rovnice vyjde stejnd jako rov.(43). Subtilni Gvaha, zda uvaZovat vzajemnou rychlost W
oblacku viici raketé pred shofenim nebo po shoreni, tedy neméni nic na konec¢ném vysledku.

Priklad 4.3.2: Barometricka formule. Jak se méni v atmosfére tlak vzduchu s nadmor-
skou vyskou? Uvazujme nejjednodussi situaci klidného vzduchu v mechanické rovnovaze.
Reseni:
Tlak vzduchu v nadmoiské visce 2 je vlastné hydrostatickym!! tlakem zndmym z Archimé-
dova!? a Pascalova!® zdkona a je dan tihou vzduchu nachézejiciho se nad trovni z. V mysle-
ném valci o priifezu s plochou'* dS necht je v nadmotské vysce z tlak p = dF/dS, kde dF

Qe
ans.

= QX

[

je sila pisobici kolmo na plochu dS, zptsobena tizi vzduchového sloupce se zakladnou dS.
Pfesunime se o infinitezimalni vysku dz vyse. Tam bude tlak nizsi o tihu zpisobenou valec-
kem o zdkladné dS a vysce dz, ktery tedy ma objem dV = dS.dz, hmotnost dm = pdV
a tedy dF' = gdm = pgdV. Zména tlaku dp je proto
_dF pgdV

dpfd—Sf s = pgdz .

(46)
Rovnice dp = pgdz se nazyva barometrickd formule; miZzeme ji Fesit, zname-li (z termody-
namiky), jakou mé vzduch hustotu p pii tlaku p, tj. zavislost p = p(p), resp. p = p(p,T) pii
riznych teplotach 7.

Priklad 4.3.3: Fyzikalni vyznam operatoru V, grad

1UPro puristy: aerostatickym

12 Archimédes ze Syrakus (Sicilie), matematik, fyzik a — v naSich pojmech — vynikajici technik a aplikator
védy, 287-212 pr.Kr.

13Blaise Pascal, francouzsky matematik, fyzik, filosof a spisovatel, 1623-1662

14Tato plocha by mohla byt klidné kone¢na a nikoli infinitezimalni, aniz by to ovlivnilo dalsi postup;
neuvazujeme totiz jakoukoliv zavislost ve vodorovnych smérech x a y. Berme to jako cviceni na situaci
s nékolika nezavislymi infinitezimalnimi veli¢inami.
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Vektor grad ¢ ma smér nejprudsiho stoupani funkce ¢ ; je kolmy k ,,vrstevnici® — ku plose
dané rovnici p(z) = konst. K vyznamu skalarniho operatoru v- grad viz rozbor rov. (39).

ResSeni:
Uvazujme bod rg, v némz ¢(rg) = ¢o, a posunuti dr vedouci do bodu ry + dr s toutéz
hodnotou p(r¢ + dr) = ¢g. Pak je dp = ¢y — @ = 0, pfi¢emz v rozvoji do 1. fadu plati

dp = p(ro+ dr) — p(ro) = (i2(re) + grad p(ro) - dr) — p(ro) = grad p(ro) - dr.  (47)

Protoze dy = 0, je vektor grad ¢(7g) kolmy k vektoru posunuti dr lezicimu na ,vrstevnici“.

Priklad 4.3.4: Fyzikalni vyznam operatoru div
Je-li v rychlost tekutiny v bodé r(, pak skalar div v udava, jaky objem tekutiny se ztraci
v okoli tohoto bodu (mé-li tekutina hustotou p, pak div(pv) udava ztratu v hmotnosti).

ResSeni:

Priklad 4.3.5: Fyzikalni vyznam operatoru rot
Vektor rot v = @ méfi otaceni tekutiny kolem osy a (ve smyslu pravidla pravé ruky).

ResSeni:
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