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1 Uvod

1.1 Motivace

Zavedli jsme entropii. V termodynamice méla vSechny atributy nepotradku, chaosu apod.:
v izolovaném systému samovolné mohla jen rist nevratnym procesem. Ve statistické fyzice
souvisela s pravdépodobnosti daného makrostavu v konkurenci k makrostaviim ostatnim,
majicim jiné pocty jim odpovidajicich mikrostavi. Na rozdil od multiplikativni pravdépo-
dobnosti (nezéavislych déji) je entropie (neinteragujicich stavti) aditivni.

Chtéli bychom z definice entropie ,,odpreparovat® vsechno ostatni a ponechat jenom prav-
dépodobnost; tim by byl takovy pojem pouzitelny vSude, kde se s pravdépodobnosti pracuje
— napt. pravé v informatice. Ukazeme, Ze pokus o kvantifikovani pojmt ,neurcitost, ,nejis-
tota“ vede pravé timto smérem — k pojmu entropie, znamému z termodynamiky a statistické
fyziky.

1.2 Zakladni predstavy a oznaceni

Znac¢me (v souladu s normou IEC/ISO 80000, Dil 13)
e log, logaritmus o zakladu u,
e lg = log,, logaritmus o zakladu 10; jednotka informace hartley, Hart;
e In = log, logaritmus o zdkladu e (logaritmus naturalis); jednotka informace nat, nat;
e b = log, logaritmus o zdkladu 2 (binarni); jednotka informace shannon, Sh.
Pro jevy J zavedeme pravdépodobnosti p, takové, ze
e jev jisty Z ma pravdépodobnost p = 1,
e jev vylouceny O mé pravdépodobnost p = 0,
e kazdy jiny jev J mé pravdépodobnost 0 < p < 1.

e pravdépodobnost p, Ze nastane néktery z navzajem se vylucujicich jeva J;, J;, je rovna
souctu jejich pravdépodobnosti: p = p; + p;.

Uvazujme tplny soubor jevii S§, tvoreny N elementdrnimi jevy &; s pravdépodobnostmi p;
(proi=1...N),tj.

e s urcitosti nastane néktery z nich,
e nikdy nenastane soucasné vice z nich.

e vSechny maji stejnou pravdépodobnost p;; ziejmé plati p; = %



Déle uvazujme tplny soubor Sk tvoreny K jevy J; s pravdépodobnostmi p; (proi =1... K),
tj.

e s urcitosti nastane néktery z nich,
e nikdy nenastane soucasné vice z nich.
e jev J; ma pravdépodobnost p;; zfejmé plati SN p; = 1.

Mnozinu v8ech pravdépodobnosti p; pro ¢ = 1,..., N budeme znacit bud vypisem vSech p;,
anebo {p;}{ (tedy také {{}1 pro N = 4), piipadné p.

2 Nejistota

2.1 Znadeni

Kazdy tplny soubor Sk tvoreny K jevy J; je tedy charakterizovan kone¢nou posloupnosti
{p:}¥ tvofenou K pravdépodobnostmi {p;}¥. Nagim zdmérem bude vyslyset Galilea' a pfi-
fadit tomuto souboru ¢islo, které by méfilo nasi nejistotu, mame-li uhadnout, ktery z jevi
J;i v jistém konkrétnim p¥ipadé nastane. Nejistotu oznac¢ime H(p), kde p = {p;}¥. Piilezi-
tostné uzijeme oznaceni typu Hy () pro zdiraznéni poctu jevi, pfipadné oznaceni typu H*
pro konkrétni hodnotu H.

Velmi ¢asty ptipad nejistoty souboru tvofeného N stejné pravdépodobnymi (elementar-
nimi) jevy budeme struéné znacit Hy = H({%}{).
& Pismeno S uzivané pro entropii se nam pro nejistotu nehodi, protoze ho uzivame pro soubory. Nase pis-

meno H ovSem neznamend termodynamickou entalpii. Kdo by moci mermo chtél mit néjakou tu mnemoniku,
tak at si predstavi, ze H méfi horrorovitost situace.

2.2 Konkrétni priklad: Jifik a Zlatovlaska

Jak znamo, Jitik poté, co zdolal vSechny prekazky, si mél vybrat svou Zlatovlasku ze dvanacti
(N = 12) na pohled stejnych panen; jeho nezavidénihodné nejistota byla nejprve

_ _gg(ir 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
H12_H(p)_H(12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12,12). (1)

Tuto nejistotu bychom v dalsim radi kvantifikovali. Diky dobroté srdce Jifikova v pied-
chozim déni mu vsak zlatd muska sednuvsi na tfeti pannu zleva zménila podminky soutéze

v/

na mnohem pftiznivéjsi situaci:
HP? = H(p®?) = H(0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0). (2)

Jitik mél nyni naprostou jistotu, ze zvoli Zlatovlasku a nikoli povitruli. Nejistotu mél tedy
nulovou: HP'? = (. Fakticky byl ve stejné situaci, jako kdyby od Zlatovlasky dale nebyl
nikdo:

H” = H(p") = H(0,0,1) = H""? (3)

anebo rovnou, kdyby tam byla jedina divka, z niZz by mél volit?

H, = H(1) = 0. (4)

1 Co se da zméfit, ma byt zméfeno, a co se nedd méfit, méa byt pFevedeno na méfitelné.“
Princip voleb za totality (Ndrodni fronta) uz soucasni studenti znaji jen z vypravéni.



Pripustme v8ak alternativni pohadku, kdy je letni parno, plno much kolem hradu i uvnitf
a znaveny Jifik si neni jisty, zda velkd zlatd moucha prfiletévsi nahle na prvni divku je
opozdénou pravou, velkou zlatou muskou ¢i obyc¢ejnou masatrkou; nyni je situace

H'? = H(p“*?) = H(},0,},0,0,0,0,0,0,0,0,0) , (5)

599
fakticky stejna se situaci

HO = ™) = 1 (3, 3) = H, ©)
odhlédneme-li od kandidatek evidentné klamnych.

Kdyby se mu prece jen velkd a tlustd moucha zdéla méné vhodna ke Zlatovlasce (ale
koneckonct kdovi, ¢eho se mize nadit pozdéji ... ), mohlo by to byt tfeba

HPY = H(p"*) = H(;,0, 35,0,0,0,0,0,0,0,0,0), (7)
fakticky shodné se situaci
HP = H(p") = H(55. {%)- (8)

Pro tplnost ptfipomenme, ze potradi kandidatek v seviené rojnici neni jisté podstatné,
takze zaména prvni a treti divky

HP* = H(pP*') = H (35,0, 5,0,0,0,0,0,0,0,0,0), (9)
je opét fakticky stejna se situaci
HY = H(p") = H({55. 5. (10)

Meéni ovsem Jitikovo rozhodnuti, nikoli vSak jeho Sance, a tedy ani jeho nejistotu.
Uhrnné miizeme kvalifikovat pofadi nejistot:

0= H1 — HBlQ HB3 < HD13 HD2 HD3,1 — HD < H2 — HClQ — HCZ < le 7
(11)

Pro kvantifikaci provedeme v dalsim podrobnéjsi rozbor. Zatim si prosim znovu proctéte
a promyslete Jifikovy alternativy spolu s jeho kvalitativnim hodnoceni Sanci podle rel. (11).

2.3 Pozadavky na kvantitativni hodnoceni

Stanovme nejprve, co ocekdavame od nejistoty H jako takové:

symetrie: Hodnota funkce H ({pz}) nezavisi na permutaci indext:
H({...,pi,...,pj,...}>:H({...,pj,...,pi,...}) pro kazda i, j; (12)
spojitost: Funkce H ({pl}> je spojitou funkci kazdé ze svych proménnych p;;

monotonie (viéi po¢tu moznosti): Pro nejistoty stejné pravdépodobnych jevii (v souborech
S%) plati:

0= Hi(1) < Hs(s5,3) <H3(%,%,%)... (13)
tedy
(0=) Hi<Hy<...<Hy<Hy;<...; (14)
aditivita: Zapiseme-li posloupnost jevi jako skupiny skupin téchto jevi, pak se vSechny
nejistoty vSech skupin se¢tou (s pfislusnymi vahami).

Tato formulace neni asi pfili§ srozumitelnd na prvni ¢teni. Osvétlime ji v nasledujicim
odstavci.



2.4 Aditivita (rozdél a panuj)

Piedstavme si misto dobrého Jifika zhy¢kaného Zorzika, kterému zadna zlatd muska nehodla
pomoci. Veze si ssebou proto tfi oddané sluhy, aby se sim nemusel namahat a aby oni prevzali
aspon kus jeho préce i odpovédnosti. Ted se pokousi, zda by néco ziskal rozdélenim nejistot
mezi své sluhy. On sdm maé nejistotu HZ; podle rov. (1) je v8ak HZ = H,,.

(Ail111111131, (15)
127127127127127127 127127127127 127 12

Z

Zkusi rozdélit odpovédnost tak, ze Alfons navrhne mezi prvnimi péti pannami, Bolton mezi
dalsimi ¢tyfmi a Cyril mezi zbyvajicimi tfemi pannami.
(iiiii 111 iii)
127127127127127 127127127127 12712712
A B C

Alfons mé Sanci (mize mit stastnou ruku) v % piipadii a ma nejistotu H4 = Hj, Bolton

(16)

ma Sanci % s nejistotou H? = Hy a Cyril m4 nejmensi Sanci %, ale s nejistotou jen H¢ = Hs.
TR . Ly sz / o .y . 5 4 3

Zorzik se pak rozhodne mezi tfemi navrhy svych sluhi, tedy mezi sancemi (ﬁ, 15 ﬁ)

(11111 1 1 1 1 111) (17)
127127127127 127 127127127127 12712712
A B C
Z*
Uvazi-li, jakou mél ktery sluha $anci uhddnout Zlatovlasku, pfinasi Zorzik sAm nejistotu
. 5 4 3

H? = Hy(—, —, — 18
3(12’12712) (18)

Z nejistot kazdého z jeho sluhi se ovS§em uplatni jen pfislusna pomérné ¢ast. Celkova vysledna
nejistota kouméackého Zorzika je tedy

z 5 I7A 4 7B 3 gC _
HY + 2p*+ AHP 4+ 3HC =
5 4 3 5 4 3
Hi(3 5o 1g) T BHs+faHa+ 5H; (19)
My ovSem vime, Ze spravedlnost vitézi®, ¢ili Zorzik si tim nemiize ani polepsit, ani pohorsit.
Musi tedy platit
5 43
12712712
a to je nas predpoklad spravedlivého skladani nejistot v tomto konkrétnim pripadé.
Kazdy matfyzak to ovSsem ihned pfepise obecné: Pro tiplny soubor Sk tvoteny K jevy J;

s pravdépodobnostmi p; (pro ¢ = 1...K) preveditelnymi na spoleény jmenovatel tak, zZe
pi = %, kde n;, N jsou pfirozena ¢isla, plati

(H” =) M= H( )+ 5Hs + Hy + SHy (20)

Hy = Hg ({pk}f) + iPank ; (21)

3(ve vSech pohadkach i ve $kolnich uéebnicich, véetné teoretické fyziky)
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resp. po opusténi nasich zkratek

(o) = He({aeho) + s () )

O situace, kdy pravdépodobnosti p; jsou iracionalni a nelze je tedy prevést na spolecny
jmenovatel, se pak postard nas pozadavek spojitosti.

3 Reseni problému

3.1 Uloha

Pozadavky jsou formulovany; staci tedy ,,jen“ je splnit, tj. najit obecny vzorec pro

me({m}) = e ({Fhe,) (23)

pro libovolnou posloupnost racionélnich py, (se spoleénym jmenovatelem N), a piipadné najit
feSeni i pro iracionalni p;.

3.2 Zjednoduseni

UkéZzeme, 7ze namisto vyjadieni (23) staci vyjadfit vSechna Hy pro N = 1,2,..., tedy ne-
jistoty pro soubory 8% elementarnich jevii pro vSechna piirozend N. Hledani (23) totiz
pri znalosti Hy dostaneme pro libovolnou konec¢nou posloupnost {pk} s racionalnimi py
z rov. (21). To je ovSem znamenité zjednoduseni.

3.3 Specialni pripad: N = 2"

Piipad N =1 je jasny: H; = H;(1) = 0, zadn4 nejistota neni.
Ani pro pfipad N = 2 nam rov. (21) nepfinese nic nového: rozdélime-li 2 jevy do 2 skupin
po 1 jevu, dostaneme

1. 1
Hy = Hy(3.3) + 5Hi+ JHi=Hy +04+0=H, (24)

tedy identitu. (Aspon mame potvrzeno, ze H; = 0.)
Az dalsi pripad, N = 4, davd néco nového: ¢tyfi elementarni jevy rozdélime na dveé
skupiny po dvou a dostaneme

1 1

Hy = Ha(}. 105 1) = Ha(3.5) + gHe + JHy = 2H,. (25)
Podobné postupujeme dale:

1 1

Hy = Hs({,..}) = H(}.3) + 5 Ha + S H, = 3H, (26)
1 1
Hyg = Hlﬁ({%a---}) :H2(%,%) +§H8+§H8:4H2 ; (27)
a snadno dokazeme tplnou indukci, ze

H2n - an 5 (28)



neboli
Hy = 1b(N)H,, (29)

alespon pokud je Ib N = n pfirozené ¢islo. Logaritmicka zavislost ve specidlnim pripadé
budi podezteni, Ze vzorec jde zobecnit. Zkusime proto dostat obecnou funkcionalni rovnici.

3.4 Dalsi specialni pripad: N =a-b
V predchozim odstavci jsme zvétSovali pocet jevli ndsobenim dvéma. Mizeme ovsem nésobit
i jinym cislem, tieba tfemi.
Jestlize je N = 3b, kde b je prirozené ¢islo, pak mizeme N jevi rozdélit na 3 disjunktni
skupiny po b elementarnich jevech a rov. (21) dava
1
Hgb:Hg—i—g'gHb:Hg—l—Hb (30)
Neda praci nahlédnout, Ze pro libovolna prirozena cisla plati
H,=H,+H, (31)

Staci tedy znat jen H, pro vSechna prvocisla p.

3.5 Obecné fesSeni pro Hy a H({p;})
Funkcionalni rov. (31) méa vSak zndmé feSent:
H, =loga pii libovolném zdkladu logaritmu. (32)

V informatice obvykle pracujeme s binarni soustavou, a proto bereme logaritmy se za-
kladem 2, tedy 1b (x) = log,(x).

Pfipometime, Ze vSechny logaritmy si jsou amérné, takze plati napf. lb 27 = lg27/1g 2.
Volba zékladu logaritmu je tedy pouze otézkou volby konstanty — mérné jednotky (viz
norma IEC/ISO 80000, Dil 13). U binarnich logaritmt je Hy = 1; jednotkou je proto shannon,
Sh. Volba prirozenych logaritmi In se zakladem e dava jednotku nat, nat. Volba dekadickych
logaritmt lg dava jednotku hartley, Hart. Pfiblizné pfevodni vztahy jsou

e 1 Sh ~0,693 nat ~0,301 Hart
e 1 nat ~ 1,433 Sh ~0,434 Hart
e 1 Hart ~ 3,322 Sh = 2,303 nat

Dosazenim do rov. (21) dostaneme

K
HK({pk}f) = —Hy-— Zpank pro pr, = nyi/N; tedy
k=1

2\3

:—me%

Hi({m}l) = -3 e o) (33)

k=1
Tento vzorec jsme odvodili jen pro racionalni pravdépodobnosti px, ale diky pozadavku
spojitosti H musi platit i pro p; zcela obecna.



