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Kapitola 1

O fyzice obecné ...

<— Odstavce a kapitoly takto oznacené muzete ptreskocit, aniz ztratite souvislost.

1.1 Literatura

Doporucenou literaturou pro prednasku Fyzika pro matematiky (NMFy160) je zdkladni ucebnice

e Halliday D., Resnick R., Walker J.: Fyzika. VUTTUM Brno, 2013 (dfivéjsi preklad VUTIUM
Brno + Prometheus Praha, 2001, dotisky 2003, 2006), dale uvadéna jako HRW

Zajimavou literaturou o fyzice vSeobecné je

e The Feynman lectures on physics. Addison-Wesley, 1963, 1966
existuje i pfeklad cesky (2000) a slovensky (1990, Alfa, Bratislava)

Hlavné ale vyuzijte texty ze strdnky UTF, napf. vyborné vyklady doc. Langera a prof.
Podolského k mechanice nebo skriptum doc. Semeréka k relativité. Text této své prednasky (zhruba)
davam priibézné na svou webovou stranku utf.mff.cuni.cz/~jobdr, tamtéz je i shrnuti Kalkul aj.

Obcas jsou v textu zafazeny otazky; jejich feSeni je na konci dale uvedené kapitoly.

777 Otazka: Jakou e to ma webovou stranku UTF? (—sstr. 10)

1.2 Fyzika coby véda

Fyzika je objektivni véda (védecky postup, pfistup, pohled atd., versus umeéni, umélecky pristup;
tedy objektivni vs. subjektivni) Snazi se proto o co nejmensi vliv subjektu, ktery védu tvori nebo
ji pfijima, a maximalni vliv objektu, ktery je védou studovan.

Véda formuluje model a vytvari pojmy vhodné pro popis reality, pfifazuje jim nazvy — ter-
miny; studuje vlastnosti tohoto modelu a porovnava ho s pozorovanim ¢i (dokonce) experimen-
tem. Idedlem je pak moznost pfedvidat (na zékladé modelu), co se stane v budoucnu. V tomto
modelu poziva (fyzikdlni) veli¢iny popisujici ty vlastnosti objekti, které lze vyjadiit cislem (a
referenci, viz str. 153) a méfit.

Objektivita: velky vyznam méreni.

Galileo: Co lze zmérit, mame zméfit; co zmérit nejde, mame prevést na méritelné.
Lord Kelvin (1906, IEC): If you can’t measure it, you can’t improve it. Viz téz kap. E.1.

Kritérium pravdivosti teorie: koneckonct soulad teorie s pozorovanim realného svéta. Diléi
kritéria jsou vnitini logickd konzistence, jednoduchost teorie, vyvratitelnost (Popper) ....

1.3 Fyzika v ramci ostatnich véd

Fyzika je pFirodni véda (vs. spoleéenské, humanitni védy o ¢lovéku a lidské spole¢nosti). Dalsi
prirodni védy jsou napr. chemie, biologie, ale i mineralogie, geofyzika, astrofyzika, technické védy
apod.. V aplikované fyzice se mizeme setkat s filozofickymi kategoriemi jako jsou priéina ¢i
dusledek!, ale pfedmétem nasich tivah nebudou kategorie typu vile, védomi, myslenka, vira,

! Akce a reakce vyskytujici se ve 3. Newtonové zékonu nemagi charakter pii¢iny a dusledku. Viz str. 40.

9



10 KAPITOLA 1. O FYZICE OBECNE 20150625

Bih, smysl (zivota, véci), dobro, zlo apod. (Mohou se samoziejmé vyskytnout ve styénych oblastech
s historii védy, didaktikou, v aplikacich apod.)

Fyzika zkouma nejzakladnéjsi procesy v prirodé, zejména nezivé (i kdyz biofyzika vyklada fyzi-
kalnimi metodami i chovéani zivych objektit). Je ze vsech ptirodnich véd nejvice ,matematizovana“
(fakticky: axiomatizovand, ma nejpresnéji formulované predpoklady i pracovni metody). V tomto
smyslu je i ,nejhlubsi* pfirodni védou: napf. kvantova fyzika vysvétluje pojem chemické vazby
(kli¢ovy pro chemii), ktery chemie jen postuluje z experimentu.

Samoziejmé existuji mezni obory: fyzikdlni chemie, kvantovd chemie, biofyzika (fyzikalni za-
klady zakladnich projevi zivych organismi), biomechanika (mechanika ¢lovéka — balet, sport).

V historii Sel velmi ¢asto ruku v ruce vyvoj fyziky a matematiky (naptf. Newton — diferenci-
alni pocet pro popis pohybu hmotného bodu; Cauchy, Riemann — parcialni diferencialni rovnice
pro popis mechaniky kontinua). Fyzika jednak vyuzivala hotového matematického aparatu (napf.
teorie grup, zejména teorie reprezentaci ma rozsahlé a klicové aplikace v kvantové teorii), ale sou-
Casné inspirovala matematiky pro aktivitu v novych oblastech (ve fyzice uzivana, ale matematicky
nekorektni Diracova d—funkce vedla v matematice k teorii distribuci).

11! Odpovéd ze str. 9: http://utf.mff.cuni.cz/

1.4 Vychozi predstavy fyziky
1.4.1 Fyzika klasicka, relativisticka, kvantova
Zakladni je rozdéleni na

e teorie nerelativistické vs. relativistické podle popisu prostorocasu; srovnani se svételnou
rychlostt ¢ = 299792458 m/s;

e teorie mekvantové vs. kvantové podle popisu hmoty a energie (pfi malych rozmérech a
energiich), kdyz se uplatni Planckova konstanta h = 6,624...-10734].s.

nerelativisticky relativisticky
nekvantové ¢—>o00 h—0 c<oo h—0
kvantoveé c—o h>0 c<oo h>0
Vétsinou ,klasicky“= ,nekvantové & nerelativisticky“, nyni ¢asto ,klasicky* = ,nekvantové“.

Oznadceni ,velké“ ¢i ,malé“ u veli¢in s rozméry: nutno srovnat s hodnotou jiné veli¢iny majici tyz rozmér (napt.
srovnavani s ¢lovékem a jeho moznostmi — antropomorfismus).

1.4.2 Klasicka fyzika

Ramec popisu (podrobnéji viz kap. 2.3.1)

Prostor (3D). Z geometrie: euklidovskd metrika (prostor je plochy = neni zakiiveny)

Cas (1D) plyne jen jednim smérem. Z filosofie prebirdme princip kauzality: nejprve nastane
pfi¢ina, po ni teprve disledek; ve vlastni fyzice se vSak kauzalita vyskytuje ziidka?.

V Kklasické fyzice jsou prostor a ¢as mezdvislé na sobé€ a vytvareji pevny rdmec pro popis
pfirodnich déji zajimajicich fyziku. V modernich partiich fyziky tomu tak uz neni: ve STR
jsou prostor a ¢as svazany na prostorocas, v OTR mé prostorocas aktivni Gcast na dynamice
téles: vystihuje a tim nahrazuje dosavadni gravitaci. Z hlubsich teorii: superstruny.

Objekt, ktery sledujeme (podrobnéji viz kap. 2.3.2)

Téleso je obvyklym modelem objektu. M4 jisty tvar a jistou polohu v prostoru (vs. ob-
jekty abstraktni, jako nap¥. MSMT). Tvar se miiZe s ¢asem ménit: téleso deformovatelné
(materidl: kontinuum), nebo se neméni: tuhé téleso (néco jiného je pevna latka, viz dale).

Latka = hmota = material (synonyma).

2Jak uZ bylo na str. 9 pod ¢arou podotknuto a na str. 40 bude vysvétleno, sily vystupujici ve 3. Newtonové zdkonu
jako akce a reakce nejsou v kauzalnim vztahu.
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Tvar télesa: nejjednodussi situace je, kdyz na tvaru nezalezi a téleso lze pokladat za bodové
(napf. jeho vlastni rozméry jsou zanedbatelné malé viéi jeho vzdéalenosti od ostatnich uva-
zovanych objekti): hmotny bod (HB). Jeho poloha v prostoru je uréena jen tfemi soufad-
nicemi, napf. kartézskymi. Jako synonymum pro ,hmotny bod“ zde ¢asto pouzivame kratsi,
jednoslovné oznaceni ,c¢astice“. (Zde nejde o ,elementéarni ¢astice* kvantovych teorii.)

Soustava (= systém) nékolika ¢astic (hmotnych bodu).

Spojité prostiedi (kontinuum), napt. voda v mofi, vs. diskrétni soustava (¢astice, tuha
télesa), napt. pisek a kameny na plazi.

Kontinuum predpoklddame v klasické fyzice za prakticky nekonecné jemné délitelné; moderni
¢loveék ovSem vi, ze nemtuze délit do oblasti co do rozmérd srovnatelnych s molekulami pii-
slusné latky. Kontinuum lze také ziskat abstrakci, kdyz pocet ¢astic v soustavé zvétsujeme do
nekonecna a soucasné tyto ¢astice zmensujeme tak, aby vhodné veli¢iny (napft. hustota latky)
mély rozumnou limitu. Naopak kontinuum pfi popisu Casto diskretizujeme na infinitezimalni
ycastice“, dostatecné malé s velikosti vychozi oblasti, ale pfitom Ffadové vétsi, nez jsou roz-
meéry molekul. V klasické matematické analyze predpokladame pak u téchto ¢astic nasledny
limitni pfechod, v alternativni analjze pracujeme s infinitezimalnimi veli¢inami pfimo.

Atributy téles: zejména hmotnost m a naboj ¢, na trovni elementarnich ¢astic dale zejména
spin s coby vlastni moment hybnosti elementarni ¢astice ¢i jejich soustavy.

Interakci mezi latkovymi objekty popisuje klasicka fyzika pojmem sila (podrobnéji viz kap. 2.3.3);
jejim spojitym zobecnénim je silové pole: gravitacni pole, elektromagnetické pole.

Velic¢ina je vlastnost objektu ¢i jevu popsatelnd Cislem a referenci, viz kap. E.1.

Meéfeni veli¢iny je realizovano interakci méfeného objektu a méficiho pfistroje. V klasické fyzice
vSak pfedpokladdme, ze proces méteni bud vibec neovliviiuje méfenou veli¢inu (napi. ,bez-
kontaktni“ méfeni délky), nebo ji ovliviiuje zndmym, pro dany ucel ,nezdvadnym* zptisobem
(,Fehtacka“ u mikrometru).

Klasickd teorie elektromagnetického pole vsak uz v sobé obsahuje veskerou matematiku teorie
relativity (napf. invariantnost viéi Lorentzové a nikoli Galileova transformaci). Chybi ji k relativité
jen Einsteintiv krok — zavedeni pojmu prostorocasu, tj. pochopeni, ze napf. Lorentzova kontrakce
pohybujicich se objektt neni vlastnosti téchto objektu (¢i jejich materidlu), ale vlastnosti prosto-
rocasu, v némz tyto objekty popisujeme a méfime.

V klasické fyzice jsou tedy dvoji zakladni ,stavebni kameny“, éastice (korpuskule) a pole. Jsou
diametralné odlisné, proto byl rozpor mezi korpuskularni a vlnovou teorii svétla. Tento rozdil setie
kvantova fyzika, ktera jak castice, tak pole popisuje stejné (napf. vlnovou funkei) a rozdil je jen
v tom, ze pro ,.Castice” je m > 0, pro ,,pole“ je m = 0.

1.4.3 <+ ,Moderni“ (kvantova) fyzika, soucasny pohled

Co nového

Termin ,moderni fyzika“ se uziva zpravidla jako protiklad ke klasické fyzice a zahrnuje teorii
relativity a zejména kvantovou fyziku (i kdyz obé discipliny jsou vice nez jedno stoleti staré!).

U relativity nastavd podstatnd zména ndzoru na prostor a ¢as (spojuji se v prostorocas,
soucasnost se stava relativni, naproti tomu rychlost svétla je absolutni, tedy stejna v kazdé inercialni
soustavé).

V kvantové teorii nastava podstatnd zména v pohledu na édstici (korpuskule) a pole (objekt
doposud ,vInové povahy*“), tj. méni se i pfedstava a pojem hmoty. Kvantova ¢astice se chova stejné
jako kvantové pole, lisi se jen jedinym parametrem — klidovou hmotnosti mg, ktera je kladna pro
dosavadni ¢éstice (napi. elektron) a nulova pro dosavadni pole (napi. foton).

Nerozlisitelnost: Céstice ztraceji svou individualitu: ¢astice téhoz druhu jsou navzajem neroz-
lisitelné, asi jako jednotlivé koruny na elektronickém bankovnim tc¢tu nebo viny na vodé. Vkladate-li
kazdy den po koruné, nema smysl otazka, zda pristi tyden vybrané koruna je pondélni ¢i patecni.
Jdou-li proti sobé dvé vlny na rybnice, nema smysl rozliSovat, zda se vlny od sebe odrazily nebo
zda jedna prosla druhou (,ktera je ktera“).

Kvantovani: Podobné jako je kvantovana hmota (napf. molekulami), jsou kvantovany i fyzi-
kalni veli¢iny, napt. energie. Atom vodiku tvofeny navzajem se p¥itahujicimi elektronem a protonem
mé povoleny jen nékteré stabilni stavy (se zadpornou energii, bereme-li nulovou hodnotu energie pro
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situaci, kdy jsou obé ¢astice od sebe tak daleko, Zze uz na sebe prakticky nepiisobi). Pfi interakci
atomu vodiku s okolim se energie vodiku méni jen o dané rozdily energii jednotlivych stavi, nikoli
tedy spojité.

Meéreni je v principu interakce objektu s méficim pristrojem, a to zcela jiného typu, nez jeho
,b&Zny* Casovy vyvoj. Zatimco v klasické fyzice se predpoklada moznost provést méreni tak ,Se-
trné*“, aby tato interakce znatelné neovlinila méfeny objekt, v kvantové fyzice je nutno pocitat
s tim, Ze v principu kazdé méfeni zméni méfeny objekt. (Jedinou vyjimkou je opakované métenti,
které vsak zase nepiinasi novou informaci o méfeném objektu.)

Stav: vlnova funkce, stavovy vektor; reprezentace

Soustava napi. 5 klasickych ¢astic je popsana 2 x 3 x 5 = 30 funkcemi ¢asu ¢ v 3D prostoru, napft.
jejich polohami 7;(¢) a hybnostmi p; (jde o vektory, kazdy méa 3 nezévislé slozky). Naproti tomu
soustava 5 kvantovych ¢astic je popsana jedinou vlnovou funkci v prostoru o 5 x 3+ 1 = 16
rozmérech: ¥ (7, t). Tato funkce se téz nazyva stavovy vektor, zejména je-li opravdu reprezentovana
vektorem — svym rozvojem ve vhodné soustavé ortogonalnich funkei. Je-li tedy ¥ = > ; a5, kde v;

jsou vlastni funkce operatoru Q, pak se (stavovy) vektor a; nazyva QQ-reprezentact vlnové funk-

ce ¥. Vlnova funkce je komplexni, komplexni sdruzeni se znaci hvézdickou: ¥*, nékdy pruhem: .
U vlnové funkce neni podstatna amplituda; funkce ¢ a (—5+ 2 i)y by popisovaly pfesné stejny
stav. Pracujeme proto vétsinou s vinovymi funkcemi normalizovanymi, zpravidla na jednotku, tj.
aby napi. (Y|¢) = [¢*(2)(z)dr = 1.
Koherentni smés vinovych funkci je popsana jejich linedrni kombinaci: ¢ = Y ax¢y. Nejobecndj-
$im popisem kvantového systému je pak matice hustoty M;; popisujici nekoherentni smés vinovych
funkei.

Veli¢ina: operator

Kazdé fyzikalni veli¢iné L je prifazen operdtor, tedy predpis pfifazujici jedné funkci obecné jinou
funkci; znadi se stfiskou: L. V maticové reprezentaci, kde je vinova funkce popsana vektorem (v Hil-

bertové prostoru), je operator popsan matici L. Stfedni hodnota L veli¢iny L ve stavu 1 (z) je
pak

L= @iki) = [ @)L (1.1)

Meéftitelné fyzikalni veli¢iny L jsou popsany hermitovskymi operatory (samosdruzenymi, L;, = Lj,).
MoZné naméritelné hodnoty jsou pak vlastni hodnoty A\p tohoto operatoru; vlastni funkce ¢p vy-
hovuji rovnici

Loy = Ao (nesCité se pres k) (1.2)

Vinova funkce ¢ popisuje stav majici hodnotu Ay veli¢iny L. Pfi méfeni veliciny L ve stavu
popsaném funkei ¢ = > ap ¢y dostavame jako vysledek méfeni ndhodné veli¢iny A, kazdou s prav-
dépodobnosti ajay.

Teorie ,skrytych parametri“, predpokladajici, ze stav ,ve skuteCnosti“ mé néjakou presnou hodnotu méfené
veli¢iny a ze je jen otdzkou nasi (ne)dokonalosti ji naméfit, se ukdzaly z principu nepravdivé a byly vyvraceny i
experimentalné (Belliv teorém).

7Z nerozlisitelnosti kvantovych ¢astic plynou symetrie kladené na jejich vlnovou funkci, viz déle.

Fermiony, bosony; Pauliho vylucovaci princip

Kterakoliv z elementarnich ¢astic je bud fermion, nebo boson, podle statistiky (bud Fermiho-
Diracova, nebo Boseho-Einsteinova), kterou se ¥idi. Tytéz ¢astice (napt. ¢tyfi elektrony) jsou neroz-
lisitelné. Jsou popsany jedinou funkci ¥ (7, 7, 73, 74) (zpravidla struéné ¥(1,2,3,4), nevypisujeme
pro jednoduchost moznou zavislost na ¢ase t), ktera je funkci 4*3 =12 proménnych, tedy v 12D
prostoru, a tato funkce ¥ pri zaméné dvou trojic proménnych popisujicich dvé vybrané ¢astice téhoz
druhu (napf. 2. a 3.) bud zméni znaménko (fermiony, ¥(1,3,2,4) = —¥(1,2,3,4)), nebo nezméni
(bozony, ¥(1,3,2,4) = ¥(1,2,3,4)). Z toho plyne pro fermiony Pauliho vylucovaci princip:
dva fermiony v jednom systému nemohou byt v tomtéz stavu. To by totiz zaménou dvou stejnych
fermionti zménila jejich vlnova funkce ¥ znaménko na —¥, ale vzhledem k nerozlisitelnosti téchtyz
¢astic by musela ztistat stejné, tedy ¥ = —W, takze ¥ by musela byt nulova.
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Nebylo by na misté zde vykladat kvantovou mechaniku. Ale dikaz, Ze pro kvantovou ¢&éstici neni jind moznost
nez byt bosonem nebo fermionem, je tak jednoduchy a nazorny, Ze stoji za uvedeni:
Zavedme zde operator Ths zamény druhé &astice s treti (transpozice) a hledejme vlastni funkce (1,2, 3,4) a vlastni
hodnoty A tohoto operatoru, tedy funkce, pro néz vede aplikace operatoru na pouhé vynasobeni ¢islem A:

ngw(1,2, 3,4)=1(1,3,2,4) = M\(1,2,3,4) . (1.3)

Opakovana aplikace Tus viak vede k puvodni funkci, tedy

TosTos1p(1,2,3,4) = Tharp(1,3,2,4) = ¥(1,2,3,4) = A%(1,2,3,4) (1.4)

odkud plyne
2= (1.5)
A=—-1 anebo A=1 |, (1.6)

vlastni hodnota A operédtoru ¢astice je bud —1 a &astice je fermion (zdména Gastic méni znaménko vlnové funkce),
anebo +1 a ¢éstice je boson (zdmeéna ¢astic neméni znaménko vinové funkce).

Standardni model

Zakladnimi prvky hmoty jsou podle soucasnych predstav tzv. standardniho modelu fermiony, a
to dvé Sestice leptont a kvark (a ke kazdé ¢astici jesté existuje anticastice s opa¢nym nabojem,
znacka s pruhem nahoie: k elektronu to je pozitron, & = e™, k protonu antiproton p = p~). Tabulky
shrnuji k r. 2016 jejich znacky, hmotnosti m (v MeV/c? ~ 1,783 x 10730 kg), ndboje ¢ a nazvy
(,viné“). Hmotnost neutrin je nepatrna, je vsak nenulova. VSechny tyto ¢astice jsou fermiony,
maji tedy polociselny spin a plati pro né Pauliho vylucovaci princip.

Kvarky se v pfirodé nikdy nevyskytuji samostatné, ale jen ve dvojicich nebo trojicich drzenych
spolu gluony a bosony W, Z vzdy tak, aby vysledna ,barva“? byla neutralni — ,bila“. Nukleony
(tvofici jadro atomu) a jiné baryony (tézsi ¢astice) jsou tvofeny trojicemi kvarki (napf. proton

pT = uud, neutron n = udd, A = uds, Q~ = sss), mezony jsou tvofeny kvarkem a antikvarkem
(pion 7t = ud, kaon K~ = su).
Leptony
H zn. ‘ m ‘ q ‘ vineé H zn. ‘ m ‘ q ‘ vine H zn. ‘ m ‘ q ‘ viné H
e~ 0,511 | -1 | elektron | w~ | 105,67 | -1 mion T | 17768 | -1 tauon

ve | <22-107% ] 0 | e-neutrino Uy <1,7| 0| p-neutrino || v | <155 | 0 | 7-neutrino

Kvarky
H zn. ‘ m ‘ q ‘ viné H zn. ‘ m ‘ q ‘ viné H zn. ‘ m ‘ q ‘ viné H
ptivabny hni
w24 42| 0B ¢ 1ors | 42 | eharm | ¢ | 172440 | 42 | ep
. dold . podivny . spodni
d | 48| —35 | down S 95 | —35 | strange b 4180 | —5 | bottom

Interakce mezi fermiony — a tedy obecné mezi libovolnymi hmotnymi ¢asticemi — se kvantoveé
vyklada jako vymeéna bosont coby kvantovanych poli pfislusné interakce. Podle nasSich znalosti
existuji ¢tyti? interakce, z nichz nejslabsi, ale v makrosvété na velké vzdalenosti prakticky jedina
vyznamna, gravitacni interakce, se popisuje v obecné teorii relativity zakfivenim prostoru, tedy
geometricky; to bohuzel zatim vzdoruje snaham o Gspésné kvantovani. Piehledné:

3Tato charakteristika kvarku a gluonu nabyva jedné z hodnot &ervens, zelena, modra a samoziejmé nema s optickou
barvou nic spole¢ného.

4Tzv. viménna interakce neni skuteénou interakci, ale jen nazornou interpretaci principu nerozlisitelnosti kvan-
tovych castic.
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H jméno interakce ,nsila ‘ dosah ‘ zprostiredkuje ‘ dusledek (napft.) H

gravitacni 10~49 | makro | 7?7 (graviton) | stabilita slune¢ni soustavy
elektromagnetickd | 1072 | makro | v (foton) stabilita atomu

silna 107! | mikro | g (gluon) stabilita atom. jadra, protonu
slaba 10~° | mikro | WH, W=, Z | stabilita elementarnich ¢astic

Makroskopické interakce: sila klesé se vzdalenosti r jako 72, tedy energie jako %

Mikroskopické interakce: zavislost energie je jina: r e™", proto je srovnéani jen velmi pfiblizné.

Uvedend hodnota ,sila“ je fadova velikost energie na vzdalenost poloméru atomového jadra.

Interakce mezi fermiony jsou popsany kvantovymi poli; jejich kvantovanim dostadvame rov-
néz Castice, ale bozony: pro elektromagnetickou interakci jsou to fotony (s nulovou hmotnosti a
bez naboje), pro slabou interakci jsou to c¢astice W (elektricky nabité) a Z (elektricky nenabitd)
s hmotnostmi 80,6 GeV/c? a 91,2 GeV/c? (tedy cca tisickrat t&z§i nez proton!), pro silnou inter-
akci mezi kvarky jsou to gluony (s nulovou hmotnosti, elektricky nenabité) popsané kvantovou
chromodynamikou QCD.

Interakci elektromagnetickou a slabou se podarilo sjednotit na interakci zvanou elektroslaba.
Velké sjednoceni bude jeji spojeni se silnou interakci (GUT = grand unification theory).

Gravitaci se zatim kvantovat nedafi, lze ji vSak v obecné teorii relativity popsat geometrii
prostoru (gravitace jako zakiiveni prostoru). O jeji spojeni se silnou a elektroslabou interakci se
snazi tzv. teorie vseho (TOE = theory of everything), napt. teorie strun. Problémy: rovnice obecné
teorie gravitace jsou vyrazné nelinearni. Zatim vsak umime pohodlné kvantovat jen linearni teorie.

1.5 Filozofie a fyzika (informativni body)

1.5.1 Cesty rozvoje fyziky (indukce vs. dedukce)

Indukce: Konkrétni, jednotlivé zkuSenosti zobectiujeme na vyroky s obecnou platnosti. Jejich
dusledky pak ovéfujeme pozorovanim, event. experimentem, abychom teorii potvrdili. (Pfesnéji
fe¢eno: abychom tim teorii vyvrétili, je-li pozorovéani s ni v rozporu.) Pfiklady:

e J. Kepler ze svych pozorovani planet induktivné odvodil své tr'i Keplerovy zdkony pro
pohyb planet.

e Na zakladé pozorovani padu pozemskych téles (legendéarni jablko) a pohybu téles ,nebeskych
(Mésic) I. Newton induktivné odvodil Newtonuv gravitaéni zdkon a indukci usoudil, ze
v ,nebeské sfére* plati stejné zakony jako na Zemi, coz byl v té dobé vyznamny fyzikalni i
filosoficky zlom.

e J. J. Thomson objevil, ze katodové zafeni je tvofeno zapornymi ¢asticemi (elektrony) vytr-
Zenymi z neutralnich atomu. Na zakladé indukce proto navrhl tzv. pudingovy model atomu,
v némz elektrony jsou jako zaporné nabité hrozinky plovouci v kladné nabitém pudingu tvo-
ficim atom latky. Protoze se vsak kladné nabité a-castice po dopadu na latku obcas odrazi
do ostrého uhlu zpatky (experimentalni vyvréaceni predstavy fidkého kladného pudingu), vy-
slovil Rutherford doménku (indukce), Ze i kladny nédboj je v latce nikoli spojité rozestten, ale
soustiedén do velmi malého jadra atomu, kolem kterého lehky a zaporny elektron obiha, tzv.
planetarni model atomu.

Dedukce: Z dané soustavy zdkonu (principt, v matematice z axiomi) logicky pfesné odvodime
zdkon novy. (Jeho ptipadné experimentalni popfeni pak popird nejen novy zdkon, ale i vychozi
axiomy, pfipadné postup odvozeni.) Pfiklad:

e 7 Newtonovych pohybovych zdkonti + Newtonova gravita¢niho zédkona lze deduktivné odvo-
dit Keplerovy zakony, a to v obecnéjsim a presnéjsim tvaru, nez byly formulovany indukci
Z pozorovani:
1. vedle eliptickych trajektorii piibydou i parabolické a hyperbolické (napf. pro komety);
2. v ohnisku kuzelosecky je nikoli Slunce, ale hmotny stfed soustavy Slunce + planeta.



1.5. FILOZOFIE A FYZIKA (INFORMATIVNI BODY) 15

1.5.2 Zduvodnéni (kauzalni, teleologické; statistika)
Kauzalni (pfi¢inné) vysvétleni: ,Déje se XX (dusledek, ted), protoZe YY (pficina, ted ¢ diive)“.

e Svétlo (ale také Céstice) se na rozhrani odrézi tak, ze thel odrazu = thel lomu. Protoze
v okamziku dopadu dopada pod jistym thlem, tak se v nasledujicim okamziku odrazi pod
uré¢enym thlem odrazu.

e Céstice se pohybuje pod vlivem sily (pfi¢ina, nyni) F tak, Ze jeji zrychleni @ (disledek, nyni)
je rovno @ = F/m (odkud ziskdme 7 pomoci dvoji integrace).

Teleologické (ucelové) vysvétleni: ,Déje se XX (ted), aby YY (cil, v budoucnosti)“.

e Svétlo (ale také ¢astice) se pohybuje pfi odrazu po takové trajektorii, aby se z vychoziho do
cilového bodu dostalo (rychlosti odpovidajici mistnimu indexu lomu) v co nejkratsim case.

o Castice se pohybuje po takové trajektorii q(t) a takovou rychlosti ¢(t), aby p¥i dodrzeni
zédkona zachovani energie byla miniméalni akce, tj. integral

A = /E(q(t),q’(t),t)dt . (1.7)
kde lagrangian L je rozdil kinetické a potencialni energie castice.

Statisticky vyklad rovnovaznych stavii.

e Popis rovnovazného systému pomoci pravdépodobnostniho vykladu déji. Pfechod k rovno-
véaze je prechodem k makrostavu majicimu nejvétsi pravdépodobnost (makrostav realizovany
nejvétsim poctem mikrostavil). Popis fazovych prechodii. Termodynamika. Statisticka fyzika.

Vzajemny vztah Mezi kauzélnim a teleologickym popisem neni v rdmci klasické fyziky filozoficky
rozpor, protoze jak mechanika, tak optika je prisné deterministickd a neni v ni tedy prostor pro
vlastni vili. Oba vyklady jsou ve svych disledcich — jak se ve fyzice dokazuje — ekvivalentni, a
jak jiz bylo ostatné fec¢eno, fyzika jev svobodné vile neuvazuje a nezkouma.

Ve védach zkoumajicich zivot je naopak zpravidla pfirozenéjsi teleologické vysvétleni:

e Zvire jde na lov, aby se nasytilo.
e Motyli v bfezovém haji ¢asem zbélaji, aby unikli pozornosti predator.

Vysvétleni kauzalni, s vyc¢tem faktt a pripadné s pouzitim statistiky, zni tézkopadné a svou délkou
odvadi pozornost jinam:

e Zvite jde na lov, protoze ma hlad a protoze ma k tomu v paméti ulozenu zkusSenost, ze hlad
prejde po tspésném lovu.

e I motyli v bifezovém héaji podléhaji pfirozenému vybéru. Jejich tmavé mutace, pozorujicim
predatorem lépe viditelné na bilé kife bfizy, maji nizsi pravdépodobnost pieziti nez svétlé.
Proto po nékolika generacich vyrazné prevazi ¢i uplné preziji jen svétlé mutace motyla.

Kauzalné zalozeny teoreticky fyzik ¢i matematik se o tom lépe poudi napf. v ivodnich kapitolach
v popularni verzi uéebnice ,,Uvod do evoluéni biologie“, J. Flegr, Praha, Academia 2007.

1.5.3 Klasifikace védy: fenomenologicka, fundamentalni

Tato klasifikace je spiSe zalezitosti historie fyziky a je relativni, tj. v tomto pripadé zavisla na
vybéru dvou uvazovanych disciplin; sama o sobé by striktné vzato byla snad kazda disciplina
fenomenologicka.

Priklad: pri zkoumani jevu ,teplo®“, ,teplota® apod. je termodynamika onou védou fenome-
nologickou, tedy vychéazejici jen z popisu téchto jevi a ze zkoumaéni jejich vzajemnych vztahi.
Naproti tomu molekulovd fyzika uvedené jevy prevadi na jevy jiné, ,hlubsi“, totiZ na mechanické
vlastnosti a chovani molekul. Je tedy vici termodynamice védou fundamentalni.

(Ovsem koneckoncti i té ,nejhlubsi védé“ je vidy nutné néco predpokladat, z toho vychazet a
na zakladé toho vykladat pozorované jevy.)
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1.5.4 ,Je foton castice nebo vlna?“

Fyzika pfedeviim popisuje jevy a hleda v jevech zakonitosti. Uspésnou metodou piitom byva re-
dukcionismus. Jev popisujeme na zdkladé modelu tim, Ze ho pfevedeme ¢i rozlozime na souhrn
jinych (jednodussich) jevi. Tak nap¥. pohyb Zemé kolem Slunce pievedeme s vyhovujici pfesnosti
na gravitacni zdkon a pohybové rovnice pro dva hmotné body. (Chceme-li pfesnost zvysit, vezmeme
jiny model, zahrneme dalsi vlivy.) Redukcionismus mé ovSem své meze i sva tskali.

Vyslovime-li otazku typu ,,Co je to plyn“, ,,Co je to hmota“, , Je foton ¢astice nebo vlna?“, , Co
je to kvark“, ocekédvame aplné prevedeni daného objektu ¢i jevu na objekty ¢i jevy jednodussi. To jde
celkem Uspésné u prvni otazky: prakticky vzdycky nam stac¢i predstava, ze plyn je soubor obrovského
poctu ¢éastic (molekul), které se na nejblizsich vzdalenostech (mensich nez rozmér molekuly) silné
odpuzuji, na vétsich vzdéalenostech naopak jen slabé pritahuji silou klesajici jako dipdlova interakce.
U otazky na podstatu hmoty staci fakticky jen podat vycet leptoni a kvarkt a interakci mezi nimi,
i kdyZ to asi zpravidla tazatele moc neuspokoji. U treti otazky jsou vSak podsunuty pouhé dva
klasické modely, z nichz ani jeden nevyhovuje aplné; foton sdm vSak mizZeme vystizné popsat
v kvantové elektrodynamice. Otazka typu ,,Co je to kvark“ vsSsak v tomto kontextu nemd ani
smysl, protoze kvark neni na co jednodussiho prevést. Smysl vSsak mé otézka jina: , Jak se chova
kvark, kdyz ...“, nebo ,,Co se stane s protonem (slozenym ze 3 kvarki), kdyz ...“, a podobné.

Zjednodusujici otazka typu ,,Co to je ...“ navadi v takovém pfipadé k jednoduché, pripadné
elegantni, ale bezobsazné odpovédi uzitim jinych nedefinovanych nebo zamérné vagnich pojmu typu
,Hmota je nesmirné zhusténa energie“. (A co je pak ta energie? A z ¢eho je ta? Jak lze tuto definici
pouzit, co z ni 1ze odvodit? Lze ji vyvratit (Popper)?) Takové pseudo-odpovédi se ovSem snazte
vyhnout (alespoii nejste-li profesionalni politik).

1.5.5 FE = mc? aneb je hmota jen ,,nesmirné zhusténa energie“?

Neni. Stejné jako z rovnice s = ct pro drahu s urazenou svétlem za dobu ¢ neusuzujeme, ze by Cas
byl jen velice zhustény prostor. Ale predevs§im, m je hmotnost, tedy jen jedna z mnoha vlastnosti
hmotného predmétu (jako objem V', ndboj ¢ apod.), nikoli hmota sama (materidl).

V praxi neméfime ,celou” energii soustavy, ale jeji prirustek AE pred déjem a po ném. Z Einstei-
novy rovnice tedy plyne, Ze zvétSime nebo zmensime-li energii soustavy o AF, bude mit soustava
o Am = AE/c® vétsi ¢ mensi setrvacnost a o totéz vic ¢i min bude gravitaéné piitahovat jiné
hmotné objekty.

1.5.6 Co s rozpory
Rozpory teorie a pfistup k nim:
e Rozpor teorie s praxi:

— revize méfeni (Weberovo méteni s rychlosti svétla cca o 10 % vétsi; ziejmé §lo o omyl v ex-
perimentu);

revize toho, kterd teorie a jak byla pouzita (napf. byl pouzit ptili§ zjednoduseny model);

revize teorie samé (Rozbor Michelsonova-Morleyova pokusu vedl ke vzniku teorie relativity).

Vnitini rozpory a nekonzistence teorie.

Nemély by byt, ale proces poznavani je opravdu obtizny. Obcas jsou znama ,bolavd mista“
teorie, kde jistd pragmatickd nekonzistentnost je nejjednodussim (piip. zatim jedinym zna-
mym) feSenim. Tak v chemii pfedkvantového véku byl rozpor v chovani celkem velmi stabil-
niho benzenu popsaného jako vysoce nenasyceny cyklohexatrien se tfemi dvojnymi vazbami
v uhlikovém cyklu; teprve kvantova mechanika vysvétlila jeho stabilitu pomoci tplné deloka-
lizace m-elektrontl vytvarejicich tyto vazby. Podobné o historickém Bohrové modelu vodiku
se zertem Tikavalo, ze podle néj se pocita jednim zptsobem v pondéli, stredu a patek, jinym
zpusobem v utery, ¢tvrtek a sobotu, a Ze v nedéli se nepocita.

1.5.7 Resumé

Vime toho na jednu stranu piekvapivé mnoho, ovsem zdaleka ne ani to, co bychom dost urgentné
potfebovali. To je samoziejmé docela dobfe — je to Sance pro mladé fyziky, ale i pro matematiky:
Nobelovovu cenu za fyziku dostal v roce 1961 matematik Rudolf Ludwig Méssbauer za rezonanéni
absorpci y-zareni a s tim spojeny jev po ném nazvany.



Kapitola 2

Zakladni pojmy (,,mechanikopis®) ...

2.1 Literatura

Jde hlavné o pfipomenuti znamych véci a zasazeni do kontextu. Mnohé z toho je v itvodnim kurzu
HRW. Diraz klademe na fyzikalni predstavy, v zadném piipadé memorovani vzorcu ¢i velky objem
latky.

Pro rozsifeni lze vyuzit zejména webové stranky UTF (Langer, Podolsky, Semerdk), a dale
standardni ucebnice teoretické mechaniky:.

2.2 Typické matematické pojmy v ruznych pristupech

Vektorova (newtonovskd) mechanika:

Pfipomenime, ze vektorovy pocet {vector algebra} i infinitezimdalni pocet (limita, derivace, in-
tegral) {calculus} se vyvijely soubézné s mechanikou a ve svych pocétcich byly vytvofeny viceméné
,ha zakazku“ pro ni.

Derivace {derivative}: Graficky vyznam: urcuje smérnici te¢ny. Fyzikalni vyznam: derivace podle
casu {time derivative} dava obecné rychlost {speed}, {velocity} pro zménu délky, napt. v = dsdt, {rate} pro
jiné: rychlost koroze, rustu krystalu dana napt. derivaci dm/dt apod.). Derivace podle prostorovich
soutadnic davé hustotu {density}, napt. hustotu hmotnosti (dm/dV’) zvanou obvykle jen ,hustota®,
hustotu energie apod.; peclivéji o hustoté viz str. 20.

Parcialni derivace, napt. (0f/0x), . = 0f(x,vy, 2)/0x zavadime pfi vice nezavislych promén-
nych, napf. pii popisu pole.

Integral (,spojity soucet®). Uréity integral fab f(z)dx udéva pro f > 0 obsah plochy pod
kiivkou f(z) od & = a do x = b. Primitivni funkce (integral jako funkce horni meze) [ f(£)d¢ =
F(z), ¢asto psdno F'(x) = [ f(x)dx; potom plati dF(z)/dz = f(x) (,opak derivace“).

Analyticka mechanika, kvantovd fyzika:

Funkcional pfifazuje funkci éislo. Typicka tloha: kterd funkce minimalizuje dany funkcionél a
vyhovuje pfitom jistym podminkdm (napf. ve dvou bodech mé dané funkéni hodnoty)?

Variace ¢ f funkce f. Variac¢ni pocet zkoumad vliv malé zmény 6 f prubéhu funkce f na vhodny
funkcionél (napi. na akci, rov. (1.7)).

Transformace 7 (f) = g piifazuje funkci g k funkci f.

Operéator L, napr. [:( f) = g rovnéz piitazuje funkci g k funkci f.

2.3 Zakladni fyzikalni pojmy a terminy (pFipomenuti)

2.3.1 Ramec popisu; terminologie

e prostor {space}, 3D-prostor!; 3D kontinuum. Polohu v ném uréuje polohovy vektor 7

oblast {domain}, 3D-doména je 3D ¢ast prostoru (objekt, nikoli veli¢ina);

13D je bé&iné zkratka za ,trojrozmérny“; podobné 2D atp.

17
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objem V {volume} je jedna z veli¢in charakterizujicich oblast — jeji mira (dal$imi charakteris-

tikami oblasti jsou napf. poloha jejiho tézisté, hranic, geometricky tvar apod.);
plocha {surface}, 2D-doména je 2D ¢&st prostoru (objekt, nikoli veli¢ina);
povrch {surface}, hladina je plocha, nékdy jen myslena, oddélujici dva objekty;
obsah A {ared} je veliina charakterizujici plochu, mira plochy.
¢as {time} (1D kontinuum). Slovo ,C¢as“ se Casto pouzivd v riznych blizkych vyznamech,
nedorozumeéni zpravidla nehrozi. Pfesto pro aplnost uvadime:
okamzik {instant} je bod na casové ose (objekt, nikoli veli¢ina);
¢asovy udaj, datum t {date} je veli¢ina charakterizujici okamzik. UZiva se pocéateéni Cas
t; {initial time}, koncovy ¢&as ty {final time};

(Casovy) interval {interval} je Tisek na Casové ose (objekt v technice a klasické mechanice;
v STR a OTR se vsak uziva i pro veli¢inu, ,étverec intervalu®);

doba, doba trvani At {duration} je jedna z veli¢in charakterizujicich ¢asovy interval.
Specidlné pro ,hodinu“ rozlisuji angli¢tina i néméina ¢asovy udaj (it is 5 o’clock, es ist 5 Uhr) od doby
(during 5 hours, innerhalb 5 Stunden); ¢estina nikoli (pro oboji slouzi  hodina“: je 5 hodin, béhem 5 hodin).

prostorocas {spacetime} (4D) je sjednocenim prostoru a ¢asu (v STR a OTR).

Sv. Augustin v ,De tempore“ (,0 ¢ase“) odpovidd na otazku, co to je ¢as: kdyz se mne neptéte, vim, co to je; kdyz
se mne zeptéite, nevim.) To ovSem nevysvétli pojem Casu, ale ilustruje potize s definicemi pravé téch nejzakladnéjsich
pojmu, kdy jiz ,neni z ¢eho vychazet”“. Vykladem pojmu ¢i jevu rozumime jeho pifevedeni na pojmy a vztahy poklddané
na dané trovni za znamé, tj. nevysvétlované hloubéji, nanejvys priblizené prikladem; viz kap. 1.5.4.

2.3.2 Zkoumané objekty

e prostredi {medium} je nejobecnéjsi pojem pro vse, co je rozlozeno v prostoru a ma néjakou

fyzikalné podstatnou vlastnost; mtize to byt hmota (latka), pole (napt. elektromagnetické) i
vakuum;

latka {matter}; hmota {mass} (vs. pole): material, z néhoz je vytvorena vétSina objektu,
které ve fyzice sledujeme. Termin ldtka se uziva zpravidla tam, kde je hmotnost materialu
mélo podstatna (napf. v elektrostatice: latkové prosttedi vs. vakuum).

— substance {substance}: Latku zpravidla pokladame za substanci, tj. za néco, co trva,
nevznika ani nezanika a jehoz Casti se nanejvys jen presunuji v prostoru. Matematickym
vyjadfenim této vlastnosti (zachovani substance v lokdlnim tvaru) je rovnice kontinuity
pro hustotu p substance:

0
div(p?) + a—f =0. (2.1)

— kontinuum {continuum} je deformovatelné, spojité prostiedi. To mize byt v jednom ze
tii skupenstvi:

— skupenstvi {state} je pevné, kapalné nebo plynné. Ostiejsi déleni dava faze:

— faze {phase} je homogenni prostiedi fyzikdlné odliSitelné od jiné faze, napt. dvé krystalické
modifikace, t¥ebas i téze latky (CaCOs: vapenec a aragonit). Ruzné skupenstvi vytvareji
vzdy rizné faze.

Specifika ruznych skupenstvi:

* pevna latka {solid}, s, ma jisty tvar, ale obecné je schopnd deformace (otézky pruz-
nosti, pevnosti).
Pod vlivem malé konstantni sily se pevné téleso deformuje, tj. jeho c¢asti ziskaji
v rovnovazném stavu jinou polohu, ale pak ziistanou v klidu.
Mikroskopicky: molekuly v typické pevné latce jsou uspofaddany pravidelné az do
znacnych vzdalenosti.
Popularné feéeno: molekuly jsou ,,v dotyku“ v jisté rovnovazné poloze. Pevna latka
ma proto vysokou hustotu, je malo stlacitelnéd a je soudrzné.
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*

*

kapalina {liquid}, 1, neudrzi smykové napéti (,,nebrani se st¥théni*).

Je malo soudrznd — pod vlivem i malé stalé sily (tize) pfevezme tvar nadoby, v niz
se nachézi, pfi zachovani svého objemu, pfipadné pod vlivem povrchového napéti
zaujme kulovity tvar.

Pod vlivem konstantni sily ziskd v rovnovazném stavu jistou rychlost (zavislou na
vazkosti, tj. vnitfnim tfeni v kapaliné), a pohybuje se tedy stale dal (,tece“).

M3 zpravidla jen o méalo nizsi hustotu a je trochu vice stlacitelnd nez pevnéa latka.
Idealni kapalina {ideal liquid} se pokladd za nestlaitelnou a bez vnitfniho tfeni
(vazkosti, viskozity).

Mikroskopicky: molekuly v typické kapaliné jsou pravidelné usporadany jen do ma-
lych vzdalenosti.

Popularné feceno: molekuly jsou skoro v dotyku, ale klouzou po sobé jako hladka
zrnka pisku.

plyn {gas}, g, také ziskd pod vlivem konstantni sily v rovnovadzném stavu jistou
rychlost. Plyn ma fadové 1000x mensi hustotu nez kapalina ¢i pevné latka, neni
soudrzny (vyplni cely prostor nddoby) a je-li v uzavieném prostoru, je celkem snadno
stlacitelny. (Na druhou stranu, vzduch v otevieném ovzdusi se za obvyklych rychlosti
cca do 30 m/s pohybuje jako prakticky nestlacitelny.)

Mikroskopicky: molekuly v plynu jsou rozlozeny chaoticky a ve velkych vzdélenos-
tech (za obvyklych podminek asi 10x vice, nez je jejich vlastni velikost).
Populéarné feceno: molekuly rychle 1étaji (vic nez rychlosti zvuku) a jsou od sebe asi
desetkrat dal, nez je jejich vlastni velikost; kromé vlastniho okamziku srazky na sebe
bud nepiisobi vitbec (idedlni plyn {ideal gas}), nebo se slabé pfitahuji (neidealni
plyn {non-ideal gas}).

kondenzovana faze {condensed matter} je spoleény nazev pro pevnou ldtku a kapalinu
(obé& mayji vysokou hustotu a malou stlacitelnost).

tekutina {fiuid} je spoleény nazev pro kapalinu a plyn (obé& maji chaotickou mikro-
skopickou strukturu).

kriticky stav {critical state} (dany teplotou ti,, tlakem py,, molarnim objemem Vi, i,
¢i husotou py; = My, /Vin k) je stav, v némz mizi rozdil mezi plynem a kapalinou.
BliZe v termodynamice.

superfluidni stav {superfluid state}: plyn stlaceny tak, Ze ma hustotu kapaliny.

e téleso {body} je prostorové vymezend Cast latky. V daném case je urcena poloha kazdé jeho
Casti v prostoru.

— individualita vs. nerozlisitelnost {indistinguishability}: U téles zpravidla predpokladame,
7e maji svou individualitu, tj. nejsou to nerozlisitelné {indistinguishable},{indiscernible} ob-
jekty, jako vlna na vodé, kvantové Castice, text na displeji PC. Napf. pri srazce dvou
stejnych klasickych ¢astic lze po srazce odlisit, kterd byla ktera, zatimco u vin na vodé,
u kvantovych castic ¢i u obrazkt na displeji takova otazka ztraci smysl.

— charakteristiky télesa: ,,mira hmoty*

*

*

hmotnost {mass} m > 0, [m] = 1kg je v mechanice nejcast&jsi mirou.
Poznamky:

- ,,Hmotnost jako mira mnozstvi hmoty“ — vhodné pro fyziku, nikoli pro filosofii.
Klidova hmotnost se v TR nezachovava, pohybova hmotnost je rizné v riznych
inercidlnich soustavach. Vhodnéjsi mirou je ldtkové mmnozZstvi s jednotkou mol
(znacka rovnéz mol).

- Setrvacnd hmotnost: vyskytuje se ve vztahu F=ma;
. Gravitaéni hmotnost: ve vztahu |F| = GMP2 G~ 6,67-107 m? kg~ ts2,

- Rovnost setrvacné a gravitacni hmotnosti je v klasické mechanice ndhodné shoda,
stava se vyznamnou v obecné teorii relativity.

tam (napf. v termodynamice), kde se vySetfuje i zména hmoty (napf. chemickymi
reakcemi);

objem {volume} V, [V] = 1m3 (za daného tlaku a teploty) je vyhodny pro méfeni
v praxi, zejména kapalin.
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— Hustota: Hustota p(7) hmotnosti m je definovana tak, aby hmotnost dm infinitezimalni
oblasti df2 kolem bodu urceného polohou 7 o objemu dV byla rovna dm = pdV'.
Obecné: hustota ¢(7) aditivni veli¢iny @ (lhostejno, zda skalarni, vektorové atp.) je
definovana tak, aby d@Q = ¢(7)dV, kde d@ je celkova hodnota veli¢iny @ v infinitezimAlni
oblasti dQ(7) o objemu dV kolem bodu 7. Casty zapis derivaci q(7) = % miize snadno
mast (napf. v termodynamice), pak je nutné vyjasnit souvislost V' a zavislosti V na 7.

— Neékteré specialni druhy téles:

* hmotny bod {mass point} (HB) je nejjednodussi téleso: jeho vlastni rozméry mtizeme
v dané uloze zanedbat a je tedy popsan hmotnosti (m > 0) a polohou v ¢ase: 7 = 7(t).
Pro zjednoduseni textu ho zde nazyvame casto c¢astice;

x soustava N hmotnych bodu; ptiklady:

- planety kolem svého slunce;
- hmotné body s vazbami — pakové mechanismy; tuhé téleso.
Pro N — oo: kontinuum; molekulova fyzika; statisticka fyzika;

* tuhé téleso {rigid body}: takové téleso, které se mize premistovat, ale nedeformuje
se (v dané tloze), tj. vzajemné vzdalenosti jeho ¢asti se s Casem neméni, bez ohledu
na event. pusobici sily.

x deformovatelné {deformable} téleso, kontinuum {continuum}:

- elastické {elastic}, vraci-li se do puvodniho tvaru poté, co sily prestaly pusobit,
- plastické {plastic}, zistava-li po plisobeni sil trvald deformace.

2.3.3 Vlivy pusobici na zkoumané objekty

e sila {force} popisuje vnéjsi pusobeni na téleso. Sila miZze ménit polohu ¢asti télesa v prostoru
(pohyb) nebo i jejich polohu navzajem (deformace). Sila je matematicky popsana vektorem: F'.
U castice a soustavy ¢astic viz vdzany vektor, u tuhého télesa klouzavy vektor.

e pole, silové pole {ficld},{force field}: F= ﬁ(f’, t), popis spojité rozlozeného silového piisobeni.

e vazba {constrain}, které je téleso podrobeno, omezuje jeho pohyb. Nechceme se pritom zabyvat
tim, jak je realizovdna (zda je téleso pfivazano, ve zlabku, na kolejich apod.), ale tim, jak
se toto omezeni projevi na pohybu télesa prostorem. Pro ulohy s vazbami je zvlasté vhodna
analytickd mechanika.

2.4 Pristup

V klasické mechanice jsou dva zakladni p¥istupy: vektorova (newtonovska?) mechanika vs. analy-
tickd mechanika (napft. Lagrangetiv ¢i Hamiltontiv formalismus).

e vektorova (newtonovska) mechanika {Newtonian mechanics} pouzivd pohybové rovnice
{laws of motion}, které urcuji ¢asovou zmeénu fyzikalnich veli¢in popisujicich ¢asti zkoumanych
objektt (zpravidla diferencialni rovnice podle ¢asu t). Umoznuji tak predpovidat (predikovat)
jejich chovani v éasovém vyvoji. Veli¢iny maji charakter vektort (poloha, rychlost, sila);

e analytickd mechanika {analytical mechanics} formuluje principy {principle}, coZ jsou obecné
vyroky o vztazich ¢ o chovani fyzikalnich veli¢in popisujicich soustavu, natolik mohutné, aby
v dané oblasti fyziky umoznily urcit stav systému ¢i jeho vyvoj. Tyto veli¢iny jsou skalarni a
maji rozmér energie (lagranzidn, hamiltonidn). Viz kap. 9.

2.4.1 Porovnani: vektorova (newtonovska) mechanika
vyklada chovani mechanickych systému (pohyb, rovnovaha apod.) uzitim zdkladnich pojmi
e hmotny bod (¢astice), tuhé téleso (TT), téleso;

e sila (ptisobici na éastici);

27de je na misté rozlisit Newtonovu mechaniku, tj. skuteéné, historicky vérné Newtonovy formulace a ideje,
a newtonovskou mechaniku, tj. pojeti, které se z téchto ideji vyvinulo jistym smérem v dal$im rozvoji.
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Nepouziva se pojem vazba (které je objekt podroben), ale podle principu uvolnéni se doplni
vazbova sila takového sméru a velikosti, aby vysledny pohyb vyhovoval vazbé.

Pohyb popisuji pohybové rovnice — 2. Newtontiv zakon (zakon sily): ¢asovd zména hybnosti
P = m¥ hmotného bodu je rovna vyslednici ) | F sil, které na hmotny bod ptsobi.

Rovnovdha télesa nastane, jsou-li vysledna sila a vysledny moment sil na néj ptsobici nulové.

§  Veli¢iny popisujici soustavu, napt. sila, polohovy vektor, rychlost, hybnost, zrychleni, ...jsou matematicky po-
psany vektory; odtud oznaceni ,,vektorova mechanika“. Newton ve svych Principiich jako prvni podal systematicky
vyklad mechaniky s uzitim zejména diferencidlniho poctu, ktery pro tento tucel vytvoril.

1. priklad: Matematické kyvadlo v roviné — hmotny bod o hmotnosti m na nehmotné tyci
délky lp. Na bod pisobi dvé sily: jednak tize G = (0, —mg), jednak vazbova sila
F, = (2\z,2)\y) vystihujici vazbu x2 + y2? — I3 = 0. K vyieSeni problému fesime
soustavu 2 rovnic pro 2 neznamé ", A (neboli po rozepsani do slozek 4 rovnice pro
4 nezndmé x,y, z, \):

—

mr=G+F, ; r?-12=0 (2.2)

(Vazbova sila ﬁv zde realizuje potirebnou dostiedivou silu ﬁd = mw?7: toho lze
pouzit pro zjednoduseni Feseni). Analyticky pfistup je naznacen v kap. 2.4.2.

[*

T9 . —

s

A
2. priklad: Rovnovaha na pace. Paku miZeme vySetfovat ¢isté newtonovsky jako tuhé téleso;
rovnovaha nastane pravé tehdy, bude-li rovna nule i vyslednad sila, i vysledny moment sil. Odtud

ﬁg = —(ﬁ1+ﬁ2) (23)
Firycosp = Fyrocosp . (2.4)

I pro tuto tlohu je analyticky pfistup naznacen v nasledujici kap. 2.4.2.

2.4.2 Porovnani: analyticka mechanika

zkoumd mechanicky objekt spiSe jako celek, popisovany vhodné zvolenymi zobecnénymi pro-
ménnymi (nejen soutradnice, ale tieba i tihel). Formuluje rizné principy, popisujici jeho chovani,
napf. (zjednodusené):

e princip virtudlni prace, resp. virtualnich posunuti (infinitezimdalnich, spliujicich vazby):

Soustava je v rovnovdze, je-li prdace vtisténych sil vykonand pii virtudlnim posunuti nulovd.

e d’Alembertiv princip: I dynamicky vyvoj soustavy lze popsat principem virtudlnich praci,
doplnime-li ke vtisténym silam sily ,setrvacné®, tj. ¢len (—mda) ze 2NZ. Protoze @ = 7, piejdou
tim algebraické rovnice na diferencialni, ale pristup zustava stejny.

e Hamiltoniv princip: Mezi vSemi myslitelnymi pohyby, splnujicimi tytéz podminky pocatecni
a koncové, je skuteénym pohybem takovy, pfi némz céasovy integrdl z lagranzidnu L(7,U,t) =
Ex — E,, (tj. rozdilu kinetické a potencialni energie) nabyvd minimdini hodnoty.

Obecné ovsem principy nemohou vést k odliSnym vysledklim ani navzdjem, ani ve srovnani s vek-
torovym popisem a (napft.) s Newtonovymi pohybovymi rovnicemi. Jejich tvar a formulace vsak

e mohou byt v konkretnich pripadech podstatné vyhodnéjsi ¢i nevyhodnéjsi jak pro popis zkou-
maného systému, tak i pro proces jeho feseni, tj. zpravidla nalezeni rovnovazného stavu ¢i

popisu casového vyvoje pro nas zajimavych parametri;
e mohou umoznovat snadnéjsi rozsireni do novych oblasti mechaniky ¢i fyziky vibec;

e umozni najit nejlepsi aproximaci na tfidé funkci, do niz skuteéné feSeni nemusi patfit.
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Nékdy umozni zodpovédét globélni otdzku (napt. stability feSeni), aniz musime detailné pocitat
cely dlouhy casovy vyvoj soustavy.

Veli¢iny charakterizujici systém v analytické mechanice (napf. energie, lagranzian, hamiltonién)
jsou skalarni a maji rozmér energie.

1. priklad: Matematické kyvadlo z pfedchozi tlohy bychom analyticky fesili napi. zave-
denim polarnich souradnic r, ¢, kde vazba je identicky splnéna podminkou r = ly. Protoze rov-

novazna poloha bude pro y = —ly, bude zfejmé vyhodné odecitat tthel ¢ od této polohy, tedy
napft. zavést x = rsiny, y = —r cos . Pomoci nezndmé soutfadnice ¢ vyjadfime potencidlni energii
E, = —mgl cos ¢ a kinetickou energii Ey = %ml%g'az, z nich lagranzian L(y,¢) = Ex — E}, a z néj

pomoci tzv. Lagrangeovijch rovnic 2.druhu pohybovou rovnici
migg + mglgsing =0 . (2.5)

Jing pristup: Analytické ideji je rovnéz blizky postup, kdy vychazime ze zdkond zachovani. Zde
(1D ptipad) postaci jediny zdkon zachovani, napi. energie:
1

1
By = 5mv” +mgy = Smige” —mglocos o , (2:6)

coz muzeme téz ziskat z vyse uvedené rovnice vynasobenim ¢ a jednoduchou integraci.

2. priklad: Rovnovaha na pace. Pfi vySetifovani paky principem virtualni prace si pied-
stavime maly pohyb soustavy kolem rovnovazné polohy (o tihel d¢) a spo¢teme vykonanou préci;
poloha bude rovnovéazna, je-li thrnna vykonand prace rovna nule:

™ == ¥
)
0A = Firicosp dp — Forgcosp 6 =0; tedy Firy = Faro . (2.7)

To vede samoziejmé k témuz vysledku jako diive, ale jinou cestou a s jinou interpretaci.

Obrazek vedle ukazuje priklad obtizny k feSeni newtonovskym pfistupem (nezmylit
se ve volbé sil): liftboy stojici na desce drzi sam sebe i s deskou pfes pevnou vnéjsi
kladku. Analyticky se vSak fe$i snadno: potaZenim lana o 2 cm zvedne liftboy desku
o 1 cm, k udrzeni staci tedy sila polovi¢ni vici tize desky i s nim.

Oboji pojeti je pouzitelné i mimo mechaniku, napt. v teorii pole. Analyticky popis
lze zpravidla snadnéji zobectiovat (systém je popséan jedinou veli¢inou).

2.5 Matematicky aparat: vektorova algebra

Tato kapitola (i nasledujici) neni vykladem. Spi$ shrnuje a pripomind uzivany aparat a oznaceni.
Vektorova algebra {vector algebra} se zabyva algebraickymi operacemi s vektory.

2.5.1 Skalar «

Skalar? {scalar} nabyvéa jediné ¢iselné hodnoty. Piikladem mtize byt teplota, energie, hmotnost,
z geometrie tfeba délka usecky, objem télesa. Rovnéz éisla sama, jako —7,25; 1 — 2 i; w apod.,
pokladédme za skaléry.

Skalarni veli¢ina ve fyzice m4 rozmér neboli dimenzi (délka L, hmotnost M, energie L2T~2M,
teplota O, ... ). Rozmérem se v této kapitole nezabyvame; jim se zabyva veli¢inovy kalkul {quantity
calculus}. V dalS$im bereme skalarni veli¢iny téz prosté jako skalary.

Veli¢iny s rozmérem 1 (pfesnéji: je to nikoli ¢islo 1, ale neutrdini dimenze LOTOMO1® ©°N°J° ve velicinovém
kalkulu) se nazyvaji trochu nevhodné bezrozmérové {dimensionless}, {unit with dimension 1}. Z jazykového hlediska
pfipomertime, ze bezrozmérny objekt (bod v geometrii) m4 nikoli rozmér 1, ale pocet rozméru 0.

V teoretické fyzice zuzujeme pojem skalar na takovou veli¢inu, ktera se navic neméni pii zméné
vztazné soustavy (tj. zlistava invariantni pti transformaci soufadnic). V tomto pojeti je tedy velikost
vektoru v = |U] skaldr, ale slozka vektoru F, nebo energie F nikoli, tfebaze jsou popsany jedinym
¢islem (s rozmérem).

3lat. scala = zebiik, schody, ,8kala“; skalary nabyvaji takovych hodnot, které lze uspofadat do Fady.
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Pseudoskalar {pscudoscalar} je skaldrni veli¢ina, kterd pii inverzi jedné prostorové osy zméni
znaménko, napf. orientovany objem V = a- (b x ¢).

Skalary budeme zde ve vzorcich znacit malymi feckymi pismeny: «, 3, v

V konkretnich aplikacich miZeme byt samoziejmé vazani jinymi zvyklostmi co do oznaceni skalaru.

Soucet skalart a + 3, rozdil o — 5. Soucin nejCastéji prostym zapisem po sobé af, pripadné
hvézdickou a * 5 tam, kde by mohlo dojit k nedorozuméni (nap¥. soucin dvou ¢isel: 3 * 27r).

Tecku (o - B) a kiizek (o x ) ponechdme pro jiné ucely, totiz pro skaldrni a vektorovy souéin vektoru.

Pfipomenme, Ze nasobeni skalart je:

—  komutativni: a*x = * « resp. af = Pa {commutativity}
— asociativni:  (ax*x ) xy=ax*x (8x*7) resp. (af)y = a(fy) {associativity}
a lze je tedy pséat i bez zavorek:
ax* 3 xy resp. a7y
—  distributivai: ax (y+0) =axy+axd resp. a(y+9) = ay + ad  {distributivity}

(a+pB)xd=a*xd+px0 resp. (a+ )0 = ad + 36

Skalarni funkce {scalar function}: nabyva ¢iselné hodnoty (s event. rozmérem). Napt. teplota T
se muze meénit s casem t: je tedy funkei éasu, T = T'(¢).

Pole {field}: funkce, zavisejici na prostorovych soufadnicich. Pfiklad skalarniho pole: teplota
ovzdusi T zavisejici na soutadnicich z, y a nadmotské vysce z, tedy T = T'(z,y,z) = T(F) (ev
dalsich parametrech: T' = T'(7, ¢, «)). Ekviskalarni ¢ary, piip. plochy (vrstevnice, izobary, izotermy,
ekvipotencialni plochy apod.), jsou takové, na nichz je hodnota ptislusného skaldru konstantni.

2.5.2 Vektor v

Zde pracujeme hlavné s kartézskou soustavou {cartesian coordinate system} uréenou poc¢atkem O sou-
stavy {origin}, jimz prochéazeji tfi navzajem kolmé osy x, y, z, resp. X1, X2, X3.

Vektor ¥ {vector} popisujeme bud slozkové: trojice? ¢isel {vy;ve;vs}, resp. {vg;vy;v,} s defi-
novanymi operacemi rovnosti a séitdni (= skladani), nebo geometricky, tj. smérem a velikosti.
(Neni-li vyslovne receno jinak, rozumi se smér vzdy orientovany.) S ortonormélni bazi ¢, j, k pak
znacime v = vxz + vy ] + v, Z. Obecnou kiivoc¢arou bazi (soufadnice kovariantni a kontravariantni)
jen zminime na str. 26 a str. 102.

V teoretické fyzice zuzujeme pojem vektor na takovou veli¢inu, kterd se navic pfi zméné vztazné
soustavy transformuje jako infinitezimalni posunuti dr.

Pseudovektor {pseudovector} pfi inverzi jedné prostorové osy nezméni znaménko, napt. tthlova
rychlost & ¢i magneticka indukce B (pfi jeho definici musime uzit néjakou konvenci typu pravidla
pravé ruky apod.). Nékdy se pseudovektor nazyvd axiadlnim vektorem {azial vector}, ,0byCejny*
vektor pak polarnim vektorem {polar vector}.

Tri Cisla ay jsou tedy souradnice {coordinate} vektoru a, t¥i vektory ap€r se nazyvaji slozky
{component} vektoru d. Tyto terminy se ¢asto zameénuji, zpravidla to vsak nevede k nedorozumeéni.

Polohovy vektor {position vector} 7 popisuje bod v prostoru — sviij ,.koncovy bod“. U jiného nez
polohového vektoru — napft. u rychlosti @ ¢i sily F' — neméa ,koncovy bod“ geometricky smysl. Viz
str. 31.

Nulovy vektor {zero vector} 0. Slozkové: 0 = {0;0;0}. Geometricky: velikost 0, smér nedefino-
van®.

Jednotkove vektory {unit vectors} casto znacime
napi. a°
Jednotkové Vektory ve sméru os &,Yy, z se obcas znadi i, j k.

Rovnost {equality} vektoru a, b: slozkove ap = by; geometricky: stejné velikosti a = b, pro a # 0
i stejné sméry (viz poznamku pod ¢arou: bézné fekneme ,stejné velikosti a stejné sméry“).

6 ¢, nekdy ho znacnne exponentem 0, tedy

i sméru v prostoru.

47 pedagogickych divodi zde pro vektor v rozepsaném slozkovém zapisu (3 slozky v 3D, 2 slozky v 2D) uzivam
jen slozené zavorky { }. Bézné se uzivaji i kulaté ( ), i hranaté [ ]. Pfi popisu v riiznjch soustaviach S’; S” znaéime
pro rozliSeni i zavorku: { }’, { }”, napf. v kap. 8.

V praxi lze nulovému vektoru piifadit libovolny smér, ktery nam v tloze vyhovuje. Zjednodusi se tim &asto
formulace nékterych vyroku, kde vysledkem muze byt nulovy vektor; viz dale ,,Rovnost®.

67 ném.: Einheitsvektor.
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Sé&itani {addition} (na SS skladani) vektorii: po slozkich resp. pravidlo rovnobéznika. Séiténi

vektort je komutativni, asociativni, existuje nulovy prvek 0, opaé¢ny prvek (k vektoru ¢ vektor —7).

Odéitani {subtraction}: pricitani opacného prvku. Odéitdni neni asociativni, je antikomutativni.
Nasobeni {multiplication} vektoru skaldrem: je distributivni v obou smyslech, t;j.

(a+b)7 = a¥ +b0 (2.8)

a( +W) = al + ad (2.9)

2.5.3 Vektorové pole; silocary

Vektorové pole {vector fieldy U je funkce pfifazujici kazdému bodu 7 dané oblasti Q vektor ¥(7).
Vektorové pole lze zobrazit silo¢arami, piesnéji vektorovymi liniemi {force line} vSude, kde

je U # 0. Kazdym bodem pole prochézi pravé jedna silo¢ara vystihujici svou tecnou smer 70 pole
v tomto bodé. K vystizeni navic velikosti |U| pole lze pouzit hustotu silo¢ar: zvolime jednu silo¢aru,
elementarni plochu (ﬁ kolmou k ni, skrz (ﬁ necht prochéazi N silocar; pak hustota N/d¥ urcuje

¢iselnou hodnotu velikosti pole v oblasti d¥. Tyto (vybrané) siloGary ovSem uz nemusi byt spojité
(budou nespojité v oblasti ', kdyz div () # 0 pro 7 € ).

2.5.4 Geometrické a slozkové pojeti vektoru

V geometrickém pojeti je vektor urcen svou velikosti {magnitude} 7 > 0 a (orientovanym)
smérem {direction} pro r > 0.

Ve slozkovém pojeti ma vektor tii kartézské slozky; znac¢ime je indexy. Indexy nazyvame

e volny index {free indez} a;; podobné v tenzoru: ayb;, Tiimn apod.

e scCitaci index {summation index}, {dummy index} 22:1 arby; 1ze pro néj uzit jakékoli ve c¢lenu
dosud neuzité pismeno.

1. Index vyskytujici se ve ¢lenu jen jednou je volny; index vyskytujici se dvakrdt je sé¢itaci; index vyskytujici se trikrdat ¢i vicekrat
je chybny.
2. V jinych nez kartézskych soutadnicich, kde je potieba rozliSovat slozky kovariantni a kontravariantni (viz str. 26), je vzdy
jeden ze séitacich indexid kovariantni a druhy kontravariantni.

Einsteinova konvence {Einstein convention} pro sé¢itaci index se vynechavé znacka souctu a pise

se strucéné apb, = 22:1 agby.

2.5.5 Soudiny vektoru

Kroneckerovo delta {Kronecker delta}: d;; = 1 pro ¢ = j, d;x = 0 pro ¢ # j.
Pozor, §; = 3, nikoli 1! Pro¢? (Einsteinova séitaci konvence).
Levi-Civitav symbol {Levi-Civita symbol}: €;5;, Uplné antisymetricky.

€123 = €931 = €312 = 1; €321 = €913 = €132 = —1; pro ostatni 4, j, k plati €;;; = 0. (2.10)
€ijk€pgr = Oip0jgOkr + 0ig0jrOkp + 0ir0jpOrg — 0ipdjrdkg — 0ig0ipOkr — 0ir0jqlrp  (2.11)
€ijk€ipg = OjpOkq — 0jqOkp (2.12)
EijkEijp = 20kp (2.13)
Eijk€ijk = 6 (2.14)

Mezi dvéma vektory v = v;, W = wy, zavadime tii druhy soucini:
skalarni {scalar product}, {inner product}, {dot product}: vysledkem je skalar o = OikV;WE = V;W;.
vektorovy {cross product}, {vector product}: vysledkem je vektor (pfesnéji: pseudovektor, kap. 2.5.2)
bi = €ijkV;Wk;
primy (neboli direktni, tenzorovy, dyadicky) {direct product}, {dyadic product} vysledkem je tenzor
2. fadu: Tj; = v;w;
Souciny lze aplikovat i na tenzory libovolnych fadi; pro skaldrni soucin ztizime pfimy soucin s Kro-

neckerovym 5f , pro vektorovy zzime pfimy soucin s Levi-Civitovym e;;;. Nasobeni dvou cisel je
jejich pfimy soucin, nasobeni vektoru skaldrem je pfimy soucin skalaru a vektoru.
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Asociativita
e u skalarniho souéinu @ - (b - €) nema smysl, a rovnéz obecn&” @(b - ¢) # (a - b)é;

e u vektorového sou¢inu smysl sice ma, ale neplati: obecné @ x (b x ©) # (@ x b) X &

e piimy soucin je asociativni: a;(bjci) = (a;bj)cr, = abjcy.

Komutativita
e skalarni soucin je komutativni, @-b=b-a = a;b;
e vektorovy soucin je antikomutativni, @ x b = —b X @ = ¢;;a;by

e piimy soucin neni ani komutativni, ani antikomutativni: obecné a;b; # a;b;

Distributivni zakon plati pro vSechny tfi soudiny. Zejména plati

(a4 B)U =at + pv (T +0) = ot +aw (2.15)

Gx (T +%) =Tx T +@x@ G- (0 +0) =00 + 170 (2.16)

L

—

SmiSeny souéin {scalar triple product} [d,b, €] udava objem rovnobéznosténu. Plati

[@,b,d] = d-(bxd)=0b-(Cxa)=¢c-(@xb) 2.17)
= (@xb)-é=0xd) -a=(Gxa-b 2.18)
DVOjnéSObl’l}” VektOI‘OVS’ soucdin {vector triple product} {Lagrange’s formula}
ix(bxd=b@ &) —c(@-b) (2.19)
Reseni rovnic  Pfedpokladejme zndmy vektor @ # 0. Jestlize
a-v = v, (2.20)
ixv = b, (2.21)
1 -
pak 7= s (@v—axh) =g+ (2.22)
a

Interpretace: rozklad vektoru ¢ na slozku v, kolmou k @ a slozku v rovnobéznou s a.

2.5.6 Volny, vazany, klouzavy vektor

Pojem vektoru rozsifujeme v mechanice tuhého télesa (str. 85) timto postupem:

e Volny vektor F je dosavadni vektor, tj. veli¢ina urcend velikosti a orientovanym smérem,
skladajici se podle pravidel vektorového poctu.

"Ve formulacich tohoto typu m4 slovo ,obecn&“ stejny vyznam jako v b&mném jazyce ,Rizni lidé maji obecné
rizna jména“, i kdyz nevylucujeme, zZe lze najit tfeba dva Jany Novaky.
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e Vazany vektor® FB je dvojice volny vektor F abod B, nazyvany umisténim vektoru ﬁ,
pfipadné pusobistém, jde-li o silu. Bod B mize byt zadan svym polohovym vektorem 5.

Libovolna algebraickd operace ® mezi vazanymi vektory FB a G° m4 smysl jen tehdy, kdyz
B = C; pak je jejim vysledkem

FPeGP = (Fod)Pb. (2.23)

e Klouzavy vektor (FB) (sila piisobici na TT) je tFida ekvivalentnich (~) vézangch vektori
s tymz volnym vektorem F' a s umisténim B’ kdekoli na vektorové piimce pz vektoru F'

Ozna¢ime-li Fj jednotkovy vektor se sméru vektoru F , pak libovolny bod B’ definovany
vztahem _
iy = i + AFp (2.24)

pro libovolné A\ miize byt pouzit jako umisténi pro klouzavy vektor:
FB ~ FP neboli (FB) = (FB) . (2.25)

Kovariantni a kontravariantni soufadnice, slozky
Zvolme, obecné v n-rozmérném prostoru, n linedrné nezivislych bazovych vektoru {base
vectors}; nemusi byt jednotkové, nemusi byt k sobé kolmé. Znacme je €y,
kovariantni bazové vektory. Cisla a, = @ - &, se nazyvaji kovari-
az antni souradnice {covariant coordinate} vektoru a. Jestlize vektor d rozlozime
o T— nad=y, a*éy,, pak ¢sla a* se nazjvaji kontravariantni souiadnice
{contravariant coordinate} vektoru d.
Jak znamo, ke kovariantni bazi €}, existuje vzdy jedind kontravari-
antni baze é* takova, ze @ = >, are® a plati a* = G- &*. Vztah mezi
mi kovariantni a kontravariantni bazi je popsan metrickymi tenzory ¢,
O g o @ resp. g, kde

a’ = Zgikaiak = Zgikaiak = Z apa® (2.26)

Rozliseni indext na horni (kontravariantni) a dolni (kovariantni) se uziva ovSem i u tenzori libovolného kladného

fadu: Ty9 . Zde se dale zabyvame jen ortonormélnimi (kartézskymi) soufadnicemi. V nich jsou vektory baze jednotkové
a navzijem kolmé; pak € = €% ar = a" a neni nutno rozlisovat veli¢iny kovariantni od kontravariantnich. Jsou
nezbytné napt. v obecné teorii relativity.

m

2.5.7 Tenzor T;;; T; i3 Ti’;::(’fn

O kovariantnich indexech (dole) a kovariantnich (nahofe) v zapisu Tf;ib;ii’.]fn jsme se zminili vyse;
protoze v tomto skriptu uzivame jen kartézské soufadnice, nerozliSujeme je a piSeme zde zpravidla
jen dolni indexy.

RaAad tenzoru je pocet jeho volnych indext. Skaldr je tenzor fadu 0, vektor je tenzor fadu 1.
Tenzor 2. fadu muZeme zapsat matici, tenzor libovolného fadu n zpravidla zapisujeme slozkové,
tedy jako Tz’,j, ok

—

n

Nulovy tenzor {zero tensor} ma vSechny prvky rovny nule: T;; = 0 pro vSechny i, k.

Tenzor je symetl:icky {symmetric tensor} ve dvojici indext ¢, k, kdyz T ; k.. = T k ...,
napi. 0. Nékdy znacime T;).

ﬂplné symetricky tenzor {completely symmetric tensor}, {totally symmetric tensor} je symetricky v kazdé
dvojici index.

Tenzor je antisymetricky {antisymmetric tensor} ve dvojici indext ¢, k, kdyzT ; k.. =T k ...
Nékdy znacime T

ﬁplné antisymetrickjf tenzor {completely antisymmetric tensor}, {totally antisymmetric tensor} je anti-
symetricky v kazdé dvojici indexti, napf. €;;.

8Vz4jemné rozliseni téchto vektort neni obecné kodifikovano a vyrozumi se (nebo by se aspoit mélo vyrozumét)
z kontextu. V tomto misté pouzivame B pro vazany a (ﬁ B) pro klouzavy vektor.
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Nenulovy tenzor nemize byt v jednom paru indext symetricky a v druhém se spole¢nym inde-
xem antisymetricky: je-li T(;;, a také Ty, pak Tij = 0 pro vsechna i, j, k.

UZeni {tensor contraction} tenzoru ve dvojici indexti 7, k snizi fad tenzoru 0 2: T ; . 0 =T 5. ;...

2.6 Matematicky aparat: vektorova analyza

Rovnéz tato kapitola neni vykladem, pouze pripomind uZivany aparat a oznaceni.
Ve vektorové analyze {vector calculus} derivujeme vektory. Uzivame nésledujici znacky:

2.6.1 Parcialni derivace (9)

Parcidlni derivace {partial derivative} O; f = g_:{i je pro funkci f(zy) vice proménnych prosté derivaci
podle i-té proménné; ostatni proménné se uvazuji na z; nezavislé (¢asto se to vyjadfuje ponékud
matoucimi slovy ,,pfi konstantnich xx, k # i“; tim se rozumi, Ze ostatni proménné se neméni béhem
limitniho procesu derivace podle z;.)

Kroucené ,,0“ oproti prostému ,,d“ prosté jen varuje, Ze jde o funkci vice proménnych?. V ma-
tematice, zvlasté jsou-li vypsany proménné u derivované funkce, se ¢asto ani nepouziva. Ve fyzice
je hlavneé klicové k odliSeni od totalniho diferencidlu pii ¢asové derivaci.

Vzdy vSak musi byt jasno, které jsou ty ,ostatni“ proménné. Nékdy se vypisuji jako indexy
u zavorky (v termodynamice), tedy napft.

of(V,T) <8f)
1%

o~ \ar

(2.27)

Bez nich by zapis nedaval smysl.

2.6.2 Operator nabla (V)

Nabla {nabla}, {del operator} je vektorovy operator'® ? = {%; 8%3 %} = {0y 0y; 0, }, slozkové 0;.

2.6.3 Gradient (grad, V)

P¥imy soucin nabla a argumentu ¢ se nazyva gradient ¢ {gradient}: @ = gradp = V¢, neboli
u = Oxp. Gradient zvysuje fad tenzoru o 1, tedy skalaru ¢ ptifadi vektor , kde u; = O;u.

Je-li T'(7,t) pole teploty, udava grad T'(7o,t) smér nejvétsiho ristu teploty T' v misté 7’ v Case t.
Vrstevnice na mapé je ekviskalarni kiivka h(z,y) = ho k funkci ,nadmotska vyska“ h(z,y).
Spadnice zobrazuje smér jejiho 2D gradientu.

2.6.4 Totalni derivace (d)

Totalni neboli uplna derivace {total derivative}, {full derivative} veli¢iny ¢, zpravidla podle ¢asu, znaci

se %, podle Newtona teckou nad pismenem: ¢; jde totiz o derivaci podle jediné proménné ¢. Ve
fyzice a v technice se uzivaji zapisy

..., dg(rit) Oqdx Oqdy Oqdz Oq L 0q Oq
Gg=q(7,t) = @ o Taya §E+a—gradq v+a—v Vq+a

(2.28)

coz neni matematicky korektni: fyzikalné jde sice o tutéz veli¢inu, ale je vyjadfena v riznych
proménnych (q(t) vs. q(z,y,2,t)), a také jde o proménnou jednou zavislou, podruhé nezavislou
(z(t) vs. x). Matematicky korektni (ale neuzivany) zapis ukdzeme na néasledujicim pfikladu.

9Asi jako mnozné &slo v gramatice. Japonstina se umi obejit i se samotnym jednotnym &islem.
O 0Omlouvam se étenéii za své pedantstvi, se kterym pidu ipku i nad nablou, na tabuli dokonce i nad gradientem a
rotaci, protoZe to jsou vektory. Obvykle se to nedéld, ale ptislusné znacky se tisknou tu¢né, coz je na tabuli obtizné.
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Pfiklad: Po rybnice plave lodka, mé soufadnice x(t), y(t). Da-li se rybnik vypoustét, je v ném
v misté {£, n} na case t zavisla hloubka h = h(&,n,t). Udaj q(t) sonaru méficiho hloubku pod
lodkou se s ¢asem méni. Rychlost ¢(¢) zmény idaje sonaru s ¢asem je rovna

._dg _Ohdx Ohdy  Oh

— S W A Wit 2.2
1% " oca "omar @ (2.29)
Ve fyzice a v technice se obvykle ztotoznuji ¢ = h, z =&, y = 1.
Obvyklé nazvy v technice:
._dg  Odq. 0Oq. Oq.  Oq :
=% wt TaY e Ta M
dg dq
— = v d —= . 2.
at voeracq "o (2:30)

Clen % se nazyva uplna ¢ili totdlni derivace; v nasem prikladu popisuje zménu tudaje sonaru.
Clen 7 - grad ¢ se nazyva konvekéni ¢ili proudova derivace; je dan pohybem lodky a profilem
dna.

Clen % se nazyva lokalni ¢ili mistni derivace a popisuje ,,vypousténi rybnika“.

Detaily k této rovnici viz Kalkul.

2.6.5 Souciny operatoru nabla; aplikace

Derivuje-li vektorovy operator V tutéz velicinu, na kterou se vaze coby vektor pfislusnym soucinem,
uzivaji se pro néj specialni nazvy:

divergence {divergence} pfi skaldrnim soucinu: 8 = divd = V - ¥ neboli 3 = §;.0;v, = O;v;.
Je-li ¥(r,t) rychlost plynu v misté 7 v case ¢, udavd divv vydatnost vzniku (zdroj, zfidlo, pfi
negativni hodnoté nor) plynu v misté 7y v ¢ase t.

rotace {curl} pfi vektorovém soucinu: @ = rot ¥ = V X ¥ {curl 5}, neboli a; = €;;3,0;a; .
Je-li U(r,t) rychlost plynu v misté 7 v ¢ase t, udava rot ¥ svym smérem osu v prostoru, kolem které
se mé tendenci plyn tocit (tvofit vir). V anglofonnich zemich namisto rot uzivaji znacku curl o.

gradient {gradient} ve vSech ostatnich pfipadech: grad ©; (@; - grad )(ds - grad ).

Gaussova véta (téz Gaussova-Ostrogradského) {divergence theorem}:

jﬂ divedV = @fﬁ- it (2.31)
9] o0

Stokesova véta {curl theorem}, {Kelvin-Stokes theorem):

[[ rotvax = 72 7T (2.32)
¥

Laplaceuv operator neboli laplacian {Laplacian} /A je skaldrni soucin nabla sama se sebou:
d? d? d?
a2 T aE T aE

Pro aplikaci na skalar ¢ byva vhodny tvar Ap = divgrad ¢ .
Pro aplikaci na vektor ¢ byva vhodné uzit relaci rot rot ¥ = grad dive — Av.

A=V.V= (2.33)

2.6.6 Popis pole ve fyzice
Pole ¢ (gravitaéni, elektrostatické) se zdrojem hustoty p vyhovuje vztahu
DNpr~—p (2.34)

soucinitel imérnosti zavisi jen na volbé jednotek pro ¢ a p.
Pole ¢ v oblasti beze zdroji (Ay = 0) spliiuje vétu o stfedni hodnoté:
©(70) je rovno stiedni hodnoté z ¢(7), kde 7 uréuji povrch koule se stiedem v 7, tedy

() = — /F P(P)d7 (2.35)

Ama?

kde I', je povrch koule o poloméru a a stfedu v 7.
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Existenéni véta: Znalost A% uvnitf oblasti € + hraniéni podminky na hranici Q urcuji « uvnitf
celé oblasti 2 jednoznacné.

Odtud plyne: Znalost rot « a div @ uvnitt oblasti 2 + hrani¢ni podminky na hranici 92 urcuji
pole @ uvniti celé oblasti 2 jednoznacné.
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Kapitola 3

Kinematika hmotného bodu ...

3.1 Predmeét kinematiky

Kinematika se zabyva jen popisem geometrie pohybu (poloha, ¢as, rychlost. .. ), tedy bez zfetele
k pricinam pohybu. Neuziva a nepotiebuje proto pojmy jako sila, hmotnost, hybnost, energie ...

3.2 Zakladni pojmy

3.2.1 Vztazna soustava

Polohu objektu urcéujeme vzhledem k jinym télesim zvanym referencéni télesa {reference points}.
Abstrakci z referen¢nich téles dostdvame pojem referencéni systém neboli vztazna soustava
{reference frame}. {frame of reference}. Zde budeme pouzivat pfedevéim kartézskou vztaznou soustavu
{Cartesian frame of reference} se tfemi na sebe kolmyml osaml X, VY, Z {azis; pl. azes} a JeantkOVOll béazi
{set of basis vectors} , obvykle znacenou €, €y, €, nebo z j, k. Poloha bodu v okam#iku ¢ je urcena
jeho polohovym vektorem 7(t) = {x;y; z}, viz dale.

Newton predpokladal existenci ,,absolutniho prostoru“ a ,absolutniho ¢asu“ jakozto referenc¢ni
soustavy pro své zadkony. V soucasném pojeti klasické mechaniky staci k témuz jakakoli z inercialnich
soustav (viz kap. 4.4.4).

Radu tloh z kinematiky, zejména v souvislosti se zménami vztazné soustavy, lze vyhodné zn4-
zornit (a ¢asto tim i vytesit) graficky, viz kap. B.1. Dvé tlohy probereme zde na konci, v kap. 3.6.3.

Problematikou pfechodu popisu mezi (inericalnimi) vztaznymi soustavami pii vSech rychlostech,
i blizkych svételné rychlosti, se zevrubné zabyva specialni teorie relativity, kap. 8.

3.2.2 Poloha

Polohovy vektor {position vector} (str. 23) se zpravidla zna¢i 7 (z lat. radius, paprsek), ale jeho
soufadnice x, y, z nebo x1, T2, r3. Poloha se méni s ¢asem (= pohyb v uzsim smyslu): 77 = 7(t).
Posunuti {displacement}
AT:=7F — 7% (3.1)

je definovano jako vektor rozdilu koncové (finalni) a poc¢ateéni (inicialni) polohy bodu.

Elementéarni posunuti d7 (téZ infinitezimalni) je popséno diferenciélem polohového vek-
toru: dr = d(7). Ma rovnéz charakter vektoru. Pouziti: napt. di¥ = dt d7qt = odt. Casta je obrazna
interpretace ,dva sousedni body* (rozumi se velmi blizké z hlediska tlohy).

3.2.3 Trajektorie

Trajektorie {trajectory}, {flight path} je kiivka {curve} I'; kterou bod béhem svého pohybu prochazi,
tedy mnozina vSech koncovych bodt polohového vektoru 7(t) pro jisty Casovy interval, tj. pro
véechna t € (t1,t2). Miize byt zadédna napf. parametricky: * = z(p), y = y(p), z = 2(p). Casto
se uzivaji parametrizace ¢asem (p = t) a parametrizace urazenou drahou (p = s, tzv. pfirozend
parametrizace, napt. kilometrovniky na silnici, krejéovsky metr).

31
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Tecéna {tangent line}, {tangent} kiivky v daném bodé B je limitou seCen, {secant line}, {secant} jejichz
dva spolecné body s kiivkou se blizi bodu B. Jednotkovy teény vektor {tangent vector, unit} je

dr
_’:: _ ’ T = ]. . 32
Fim o (32)
Derivaci 7- 7 = 1 dostaneme 0 = d(gj) — 27 79; derivace 7 je na 7 kolma.
Norméla {normal line}, {normal} je piimka kolma na tecnu k trajektorii lezici v rovin€ dané vektory
7 a 7. M4 proto smér stejny jako 7. Pro jednotkovy vektor 70 ve sméru normaly plati
d7
=0
= — 3.3
7t =1 (3.3)
Binormala {binormal} je ve 3D pfimka kolm4 k te¢né i k normaéle. Jednotkovy vektor:
Bi=7xi . (3.4)
3.2.4 Délka krivky, draha
Element délky kiivky urcéime podle Pythagorovy veéty:
(ds)? = (dz)* + (dy)* + (dz)? (3.5)
napf. pro kiivku danou vztahy y = y(z), z = z(z) je
ds = |[dz|/1+ 92+ 22 . (3.6)

Dréaha {iength of curve} s (= délka kiivky) s = fssf ds = sy — s1, je zavisla na prochdzené trajek-
torii I', nejen na koncovém a pocateénim bodé (jako posunuti, str. 31).
Neékdy se uziva slova draha volné, ve smyslu trajektorie: ,Drahy planet jsou elipsy“.

3.2.5 Rychlost v, posuvna rychlost

. dr
vi=7r=— 3.7
i (3.7)
Rychlost {velocity} je definovana pro jisty bod a podle definice (3.7) je vektorem. Pro velikost
rychlosti v = |0] uZiva angli¢tina termin {speed}; CeStina bohuzel takové rozliSeni nemd. V zadani

fyzikalni dlohy proto piSeme radéji ,Auto jede rychlosti o velikosti 50 km/h*.
Plny termin posuvna rychlost uzivame, chceme-li zduraznit, Ze nejde o rychlost ithlovou apod.

3.2.6 Zrychleni a
Zrychleni {acceleration} je definovano opét pro bod, jako ¢asovad zména jeho rychlosti:

a=v="r (3.8)
Rozklad zrychleni na teénou a@; a normalovou ay slozku:

dF dids g

at an
a = @_@“0_’_2}@_@"0_’_@@%_%“04_&50 (310)
T a _ar’ ds dt _dt' R '

Vyznam: d; popisuje zménu velikosti rychlosti, d, popisuje zménu smeéru rychlosti.
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3.3 Poloha a rychlost obecnych objektu

Poloha 7, rychlost ¢ = 7 i zrychleni @ = # atd. byly jasné definovany pro bod. Lze je zobecnit
i na jiné objekty (poloha télesa), které ani nemuseji byt substanci (fazova rychlost viny ¢i moiré
obrazce). Definice pak ovSem musi byt dosti obezfetna, nejde o ,samoziejmost®. Pfipomenme, Ze
rychlost vlny na vodé, co do velikosti i sméru, nesouvisi s pohybem ¢éstic tvoficich tuto vodu (korek
na hladiné rybnika kmité jen nahoru a dold, zatimco vlna pfebéhne od jednoho kraje rybnika ke
druhému).

Jsou prakticky dvé moznosti tohoto zobecnéni:

e objekt lze pro danou tlohu popsat jedinym bodem (napf. téleso nahrazené svym hmotnym
stfedem nebo metacentrem). Pak 1ze snadno mluvit o jeho poloze, rychlosti, zrychleni;

e zavedeme v jednom okamziku kazdém bodé 7 dané oblasti uvazovanou charakteristiku @) (faze
vlny, polohu ,¢astecky“ objektu majici individaulitu), stanovime novou polohu 7/, kterou tato
charakteristika m4 za infinitezimalni dobu dt¢ a odtud ur¢ime rychlostni pole

P

dt

— /=N

w(r)

(3.11)
které prifadime veli¢iné Q.

Pokud ve druhém ptipadé je &(7) taz pro vSechna 7 v dané oblasti (,,rychlostni pole je homogenni),
1ze mluvit p¥imo o rychlosti veli¢iny ) bez zavedeni pole; to je pfipad fazové rychlosti rovinné viny.
Vybér veli¢iny ) viibec neni samoziejmy napi. pii pokusu o definici rychlosti Sifeni tepla vedenim
(kondukci). Neni na misté zde rozebirat detaily, ale je tfeba o tomto tskali obecné védét.

3.4 Uhlové veli¢iny

Uhlové veli¢iny se uplatiiuji nap¥. pii popisu pohybu tuhého télesa (kap. 7.2) nebo pfi problému dvou

téles (kap. A). Vzdy existuje vgznacng bod O (pocatek soutradnic, tézisté télesa, ...), orientovand
osa o jim prochazejici, kolem které probiha otaceni a orientovany smér, od kterého méfime tihel ¢
(na Zemi k zdkladnimu poledniku, Greenwich).

Uhlova poloha ¢ (Castéji: natoceni otoceni)
je charakterizovana dvéma veli¢inami:

e {hlem y;

e orientovanou osou otoceni (s orientaci napf. dle pravidla pravé ruky).

Pozor, dvojice [¢;; 0;] se jako vektor fll chova jen ve dvou ptipadech:

e otaceni kolem pevné osy o libovolny tthel ¢;, pokud se poloha osy neméni ani viiéi télesu, ani
vuéi okoli (tj. o; = o pro vSechna i, k), nebo

e infinitezimélni otoéeni dy; (kolem libovolné osy o;).

V ostatnich pfipadech nelze takové otoc¢eni popsat vektorem (soucet dvou otoceni zavisi na poradi,
neni tedy komutativni na rozdil od séitani vektori).

Uhlova rychlost &
Definice:

velikost w:= ¢, smér & je dan osou rotace. (3.12)

Uhlova rychlost je vektor, protoze byla zavedena z infinitezimdlniho, nikoli koneéného otoceni.
(Pfesnéji feceno, jde o pseudovektor, kap. 2.5.2).

Uhlové zrychleni ¢
Definice:

(3.13)

My
Il
&l
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3.5 Plosné veli¢iny

Plosné veli¢iny se uplatiiuji napt. pii problému dvou téles (kap. A).
Plosna rychlost

Definice: 1o(s y )
@i fim g = 19
Zavisi na volbé pocatku O.
Plosné zrychleni
Definice: 1
=i xa (3.15)

Zavisi rovnéz na volbé pocatku O.

3.6 Vice vztaznych soustav

3.6.1 Problematika

Ulohy, v nichz jsou diléi vztahy popsény v rtizngch vztaznych soustavach, je potfeba pievést do
jediné. V klasické mechanice je nejobecnéjsi prechod mezi dvéma inercidlnimi soustavami (tj. v nichz
se soufadnice kazdé volné ¢éstice méni linedrné s éasem, str. 39) popsan déle uvedenou Galileovou
transformaci; popisu v neinercialni soustavé a prevodu do ni se vénujeme v kap. 6.

Vedle primého vypoctu je, zvlasté pro odhad ¢i vyklad, vhodnd nézorna grafickd metoda
(kap. B); je ostatné vhodné i pro kinematické tlohy v teorii relativity (kap. B.1.5). Jeji ilustra-
tivni pouziti nasleduje v kap. 3.6.3.

3.6.2 Galileova transformace

Uvazujme dvé inercialni soustavy S, &', které maji rovnobézné odpovidajici osy a jsou synchro-
nizovany {synchronisation} tak, Ze prostorovy pocatek v S v okamziku ¢ = 0 byl rovnéz prostorovym
pocatkem v S’ v okamziku t' = 0. Jestlize

e v obou méfime stejné konstruovanymi métidly (abychom meéli stejné jednotky)
e jista udalost nastane v S v okamziku ¢ a méa soufadnici 7

e téZe udalosti odpovida v S’ okamzik t’ a souradnice 7’

e & ma vidi S rychlost V,

pak plati
o= -Vt (Galileova transformace) (3.16)
=t
a pokud se soustava S’ pohybuje vii¢i S jen podél osy x, a to rychlosti V', pak
¥ = x2-Vt (specialni Galileova transformace) (3.17)
y =y
/ J—
Z = z
t =t

Pokud soustavy synchronizovany nejsou (napf. v soustavach se méfi podle riznych ¢asovych
pasem), a vime jen, Ze jistd udélost, ktera nastala v S v okamziku to v soufadnici 7p méla v S’
v okamziku ¢(, soufadnici 7, pak se rov. (3.16) jen mirné pozméni:

—

P =7y = (F—70) — V(t—to) (3.18)
t'—ty, = t—to
Pro rychlost ¥ = d7/dt a zrychleni @ = d#//d¢ plati univerzalné
Vo= G-V (3.19)
d = a 3.20)
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3.6.3 Zdroj signalu v pohybujici se soustavé

Jako ukazku zde vyfesime dvé situace, kdy periodicky déj je popsan v jiné vztazné soustavé nez
v té, kterou bychom chtéli pouzit. Dobrodruzny ¢tenaf muze Fesit, jak se z hlediska pronasledujiciho
policejniho auta jevi bandité, ktefi za jizdy stfileji a houkaji sirénou. Dopad stfel a zvuku bude
jisté rizny z riznych hledisek; my si vSimnene jen jednoho — fyzikalniho, a to zmény frekvence (tj.
kadence zbrané, resp. vysky ténu sirény) pro pozorovatele.

Hlavni rozdil mezi témito tlohami je v tom, ze zvuk mé danou rychlost v ~ 330m/s vici
vzduchu, v némz se $ifi, zatimco automatickd zbrani ma rychlost stiely v ~ 715m/s vuci usti
hlavné. Také rozdil ve frekvenci je cca 2 fady, ale ten neméni postup Feseni.

Doppleruv jev

Tén frekvence f,q, vysilany (na obé strany) zdrojem pohybujicim se rychlosti v,g, viéi Zemi vnimé
pozorovatel, ktery stoji nebo se pohybuje rychlosti vp,, vici Zemi, s jinou frekvenci f,o,. Oznacme
Usig Tychlost zvuku ve vzduchu (predpokladame bezvétii).

Pro zapis (a fakticky i pro feSeni) pouZijeme grafické zobrazeni z kap. B.1. Zakreslime svétoc¢ary
zdroje a pozorovatele ve vztazné soustavé spojené se Zemi (viz obr.).

Predpokladejme nejprve, Ze pozorovatel je rychlejsi nez zdroj zvuku zdr. poz.
(zvuk ho dohani a vSechny rychlosti jsou kladné). Pocatek zvolime v oka-
mziku, kdy se mijeji (udalost 0), a tam bude i prvni zvukovy signal (napf.
maximum akustického tlaku). Druhy signél (nésledujici maximum) je vy-
slan (A) a piijat (B).

Z definice rychlosti (rychlost = draha / doba) dostavame vztahy

sig.

X
Vpar = = (3.21)
ta
X
Upoz = — (3.22)
tg
TR — A
e = oA 3.23
Usig s — i ) ( )

eliminujeme xa,xp z rov. (3.23) a spoéteme %. Dosazenim (f = 1/T') dostaneme koneéné

fpoz _ Usig — Uzdr
Jzdr Usig — Upoz

(3.24)

Je-li naopak zdroj zvuku rychlejsi nez pozorovatel, je formalné v, < 0, Gloha vSak m4 feSeni stejné.
777 Otézka: Jak by se na vysledku projevil vitr rychlosti Vyitr? (—str. 35)
m Odpovéd’ ze str. 35: Rychlost zvuku se ve vzorci zvysi o rychlost vétru.

Kadence pohybujici se zbrané

Kadenci f,ny (pocet stiel vypélenych za sekundu) zbrané na vozidle je- zbr. poz.
doucim rychlosti v,,, vnima pozorovatel pohybujici se rychlosti vy, jako

Cetnost fpo, dopadu stfel. Rychlost stfely u tsti hlavné ozna¢me vy, odpor t StE.
vzduchu zanedbavame. B

Principialni rozdil mezi predchozim problémem spociva v tom, ze vici
Zemi mé stiela nyni rychlost jinou, totiz vl = vss + Usbe. Plati tedy

f 0 x
U ~
poz str (3 25)
fabr Vst + Uzbr — Upoz
7?77 Otazka: A jakpak by se na tomto vysledku projevil vitr rychlosti Vyity? (—str. 35)

m Odpovéd’ ze str. 35: Nijak. Na rozdil od zvuku, vitr stfelu ,nenese“. A odpor vzduchu jsme v zadani zanedbali.
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Kapitola 4

Dynamika hmotného bodu ...

4.1 Predmét

Stav {state} soustavy je urcen tim, Ze zname polohu a rychlost kazdé jeji ¢asti; jejich zménu v Case
nazyvame pohyb {motion} soustavy. Téleso nezanedbatelnych vlastnich rozméra se také muze de-
formovat a ménit svou dosavadni orientaci v prostoru (otaceni neboli rotace). Zatimco kinematika
se zabyvala jen popisem pohybu soustavy, dynamika se zabyva pricinou pohybu, zejména jeho
Zmeny.

Ptipomenme, Ze pohyb je relativni, tedy Ze jeho popis je vazan na zvolenou vztaznou soustavu.
Pfi¢inu zmény pohybu hleddme v interakci (vzédjemném ptisobeni) mezi télesy (nebo télesem a
okolnim silovym polem) a v klasické vektorové (newtonovské) mechanice ji popisujeme pojmem
sila. V analytické mechanice studujeme navic samostatné i vazby a namisto sil mezi télesy se
starame o energii soustavy jako celku.

Diivéjsi predstavy (pfed Newtonem) byly jiné: podle Aristotela maji pfedméty sva pfirozend mista v piirodé
(zemé jevdole, nad ni je voda, jesté vyse vzduch, nejvyse ohen) a tato mista se snazi zaujmout.

Specialnim pripadem dynamiky je statika {statics}. Ta se zabyva soustavami v rovnovaze, napr.
zkouma, jaké musi byt sily mezi télesy, aby soustava télesy tvorend byla a ztustévala v rovnovaze.

4.2 Zakladni velic¢iny dynamiky hmotného bodu

K poloze 7 (kap. 3.2.2), rychlosti ¥ (kap. 3.2.5) a zrychleni @ (kap. 3.2.6) zndmym z kinematiky
ptibudou veli¢iny spjaté s hmotnosti.

Hmotnost m {mass} je jednim ze zdkladnich atributti hmotnych objektt. Vzdy plati m > 0.
Hmotnost télesa se zpravidla uvazuje v ¢ase neproménna: d—’? = 1 = 0. U soustavy s proménnou
hmotnosti je nutno také zadat, jakou ma mizejici nebo pfibyvajici hmota hybnost. Napf¥. padajici
a odpatujici se kapka vody ztraci s hmotou nejen hmotnost, ale i hybnost (odpafujici se molekuly
maji stfedni pocateéni rychlost rovnou rychlosti kapky), zatimco nabyvajici kapka desté ziskéva
s vodou kondenzujici z okoli hmotnost, nikoli vSak hybnost (stfedni rychlost kondenzujicich molekul
je nulova vuéi okoli, nikoli vii¢i pohybujici se kapce).

Hmotnost je v nerelativistické fyzice aditivni a absolutni (nezavisla na volbé vztazné soustavy).

Hybnost p {momentum} je definovana pro Céstici jako souc¢in hmotnosti m a rychlosti ¢

pi=mv . (4.1)

Je to aditivni vektorova veli¢ina a je relativni, tj. zavisla na volbé vztazné soustavy. Je rovnéz
,mirou pohybu“ télesa (dalsi mirou pohybu je napt. kinetické energie).

Nepisobi-li na soustavu vnéjsi sily F' (nebo je-li jejich vyslednice Fy nulova), pak se celkova
hybnost soustavy zachovava (zakon zachovani hybnosti).

Hybnost lze zobecnit i na néktera pole (napf. elektromagnetické).

V teorii relativity se zavadi relativistickd ¢tyfhybnost, kap. 8.7.6, analogickych vlastnosti.

Sila F' {force} popisuje interakci dvou téles nebo télesa s polem; obcas ji pro zdiuraznéni nazy-
vame skutec¢né sila, prava sila apod.

Naproti tomu ,sily“ kinematické (neboli setrvacné, fiktivni, zdanlivé atp.), napt. odstiediva, Coriolisova, unésivé,
jsou jen pomocné ¢Eleny doplnéné do pohybové rovnice (tj. do 2. Newtonova zdkona, ma = ﬁz)7 aby zakon ,platil“
(= souhlasil s méfenim v ,nevhodné“ vztazné soustavé, kde naméfime jiné zrychleni @). Viz dale kap. 6.
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Sila je aditivni vektorova veli¢ina a je absolutni, tj. nezavisla na volbé vztazné soustavy (na té
ovSem zavisi rozklad sily na slozky).

Soucet v8ech sil ptisobicich na téleso nazyvame vyslednici {net force}; zde ji zna¢ime strucéné Fyx.
O sile a pribuznych veli¢inach jsme se jiz zminili v kap. 2.3.3.

4.2.1 Sila: razné typy klasifikace

Toto se neucte. Nebudu zkousSet vasi mechanickou ¢&i optickou pamét tim, ze bych po véas chtél
vyjmenovat nasledujici nesystematicky a neuplny vycet. Je ale nutné si uvédomit, Ze existuji rizna
kritéria a neni pak rozumné je michat stylem ,Klobouky délime na slaméné, damské a zluté.“.

e podle pivodu (typ interakce):

— sila gravita¢ni

sila tihova

sila elektromagneticka

sila tfeci

podle vztazné soustavy, v niz systém popisujeme:

— sily skute¢né (interakce mezi télesy nebo télesem a polem)

— sily kinematické = setrvacéné, zdanlivé, fiktivni, ... (vyrazy kompenzujici pouziti neiner-
cialni vztazné soustavy)

podle geometrie drahy (volna ¢astice):

— sila teénd (k dréaze ¢astice) — zpuisobi zménu velikosti rychlosti (a tim zménu energie)

— sila norméalova (k dréze ¢astice) — zpisobi zménu sméru pohybu (zakiivuje trajektorii)

podle geometrie zadéani tlohy (Castice vazanéa na plochu):

— sila teénd (k vazebné plose): napf. tfeni

— sila norméalova (k vazebné plose): napt. pfitla¢na sila

podle zpiisobu prenosu dovnitt télesa:

— sily objemové (téleso v silovém poli): gravitace, elektromagneticka sila, ...

— sily plosné (pies povrch télesa): sily kontaktni, vztlak v tekutiné, ...

silové pole (rozlozeni v prostoru v rdmci zkoumaného objektu):

— konstantni: konstantni pole (silové, rychlostni) se zpravidla nazyva polem homogennim

— proménné = nehomogenni: je-li v ramci zkoumaného télesa vnéjsi silové pole dostatecéné
nehomogenni, pak rozdil skuteénych mistnich hodnot od vhodné stfedni hodnoty nazy-
vame slapové sily {tidal force}, piipadné jen slapy {tides}.

Napf. gravitacni pole Mésice ¢i Slunce takto ptsobi na rozlehlou Zemi s vodami a atmosférou na
povrchu. U pole pritazlivé sily tedy slapy ,natahuji“ téleso v radidlnim sméru.

4.3 Silovy diagram

V praktickych tlohach budeme casto sledovat sily ptisobici mezi soustavou tuhych téles: treba mic
leZici na stole stojicim na Zemi. Namalujme si vzdy nacrtek — obrazek, abychom rozuméli dobfe,
o co jde, a vedle vytvorime silovy diagram zobrazujici vSechny sily pusobici na zkoumané téleso.
Takto zanesené sily muzeme pak snadno graficky secist, abychom dostali vyslednici Fy sil na dané
téleso pusobicich a mohli lépe formulovat pohybové rovnice.
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4.4 Newtonovy pohybové zakony

4.4.1 Ramec: Newtonuv absolutni prostor a ¢as (puvodni pojeti)

Newton postuluje existenci absolutniho prostoru — poloha je v ném urcéena polohovym vektorem
7 ={x,y, 2}, a absolutniho ¢asu t). Zavadi je takto:

Newton — Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (1687): ,,Absolutni, skuteény a matematicky ¢as plyne
sdm od sebe a diky své povaze rovnomérné a bez ohledu na vnéjsi objekty. Absolutni prostor je vzhledem ke své
podstaté a bez ohledu na vnéjsi objekty stéle tyz a nepohyblivy.“

Toto zavedeni je ndzorné, ale fyzikalné sporné: vici ¢emu je absolutni ¢as rovnomérny a absolutni
prostor nepohyblivy? V novéjsim pojeti klasické fyziky se absolutni prostor a absolutni ¢as neuziva.
Vsude ndm misto néj sta¢i kterdkoli inercidlni soustava (IS, viz dale). Obcas (pfi popularizaci) se
misto IS uziva formulace typu ,téleso je v klidu vidci stalicim®; mini se tim, Ze nerotuje. Jeho
posuvny pohyb tim ovSem popsin neni, zejména uvazime-li, ze se ,stalice“ pohybuji viici sobé, a
to slusnymi rychlostmi.

4.4.2 Newtonovy pohybové zakony
Tyto zédkony jsou zakladnimi pohybovymi zakony klasické mechaniky.

e Privlastek ,pohybovy“ se pouziva k jejich odliseni od Newtonova gravitacniho zakona; zpravidla se vsak
vynechava, uzijeme-li fadové cislovky;

e Historicky se mluvi o télese, ale v soufasném (newtonovském) pojeti uvazujeme jen hmotny bod (¢éstici,
tedy téleso majici zanedbatelné vlastni rozméry a tvar). Formulace pro téleso koneénych rozméra by musela
popisovat i jeho mozné otaceni, coz je ze soud¢asného pohledu zbyteéna komplikace (tfebaze Newton i o tomto
uvazoval a do svych tvah zahrnoval). Nyni pokldddme za jednodussi nejprve formulovat mechaniku (jednoho)
hmotného bodu, poté mechaniku soustavy hmotnych bodu a az pak mechaniku tuhého télesa coby specidlni

soustavy hmotnych bodd spojenych vazbami zarucujicimi stalé vzdalenosti.

4.4.3 Nulty Newtoniv zakon — (pFisné tajny) zakon vyslednice

Pozor!!! Nikde nefikejte, ze jsem vam toto prozradil!!! Nevi o ném nic ba ani sama sv. Wikipedie!!! Jeho ¢islovani odpovida
obvyklému ¢islovani u zdkont termodynamiky. Newton sam vsak ctil zakony natolik, Ze toto tvrzeni uvedl jen coby korolar.

ONZ: Sily pisobici na tutéz édstici se chovaji jako vektory, zejména je lze scitat.
Vyslednou silu zpravidla nazgvdme vyslednici (téchto sil).

Neni to viibec ,samozfejmost*. Mimochodem, otoéeni v prostoru o kone¢ny thel (kap. 3.4) je také popséno smérem v pro-
storu a velikosti, a meni to vektor (dvé otodeni nejsou komutativni)! Séitani vektorii sil se na SS nazyva ,skladani sil“.

4.4.4 Prvni Newtonav zakon — zakon setrvac¢nosti (1NZ)

V historickém Newtonove pojeti je zakon formulovan takto:

INZ (klasicky): KaZdé téleso setrvdvd ve stavu klidu nebo rovnomérného primocarého pohybu,
dokud neni donuceno pusobenim vnéjsich sil svij stav zmeénit.

e Téleso koneénych rozméri miZe i bez pusobeni vnéjsich sil téZ rotovat; proto je lépe hovofit o ¢astici neboli
hmotném bodu.

Tato formulace predpoklada existenci vyznaéné vztazné soustavy (,absolutni prostor a ¢as®),
vici niz mluvime o klidu ¢i pohybu; tuto soustavu vSak nelze konstruktivné zavést. Proto se v sou-
casném pojeti 1INZ casto formuluje jinak, totiz jako existencni vyrok na zakladé definice inercialni
soustavy {inertial frame}, IS (lat. inertia, -z, f. = setrvacnost).

Inercialni soustava je vztaind soustava, v niz se volné hmotné body pohybuji bez zrychleni.
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V soucasném newtonovském pojeti potom formulujeme 1NZ takto:

INZ (novéji): Existuje inercidlni vztaind soustava (IS).

Jde tedy o ezistencni teorém zarucujici existenci jisté vyznamné vztazné soustavy; v ni bu-
deme formulovat vSechny dalsi zdkony.

Tim mj. padd namitka E. Macha, ze 1NZ je disledkem 2NZ pro ﬁz =53 F=0.

Z definice je zfejmé, Ze IS neni jedina: IS je i kazda jind IS’ kterd se vuci IS pohybuje bez
zrychleni (a bez otaceni). Neinercidlni je vSak kazdd vztazna soustava, kterd se vici nékteré IS
pohybuje se zrychlenim (nebo se vi¢i ni otaci, coz implikuje zrychleni bod mimo osu otéceni).

4.4.5 Druhy Newtonuv zakon — zakon sily (2NZ)

ANZ: Casovd zména hybnosti ¢dstice je rovna vyslednici Fs, sil na ni pisobicich.

Jako obvykle, ,,¢asovou zménu* vystihneme matematicky derivaci podle Casu, tedy

a5 =
— =Fs . 4.2
T oA (42)

Protoze hmotnost m cCastice je v nerelativistické mechanice stala, plati téz
ma = m'F: ﬁg . (4'3)

Ani hmotnost, ani sila nezaviseji na volbé vztazné soustavy, ale zrychleni (odvozené od polohy) na ni obecné
zéavisi; v tom smyslu lze prohlésit, Zze 2NZ je platny jen v inercidlni vztazné soustavé. Aby formalné platil i
pfi méreni v neinercialnich soustavach, lze doplnit k pasobicim silam jesté tzv. ,setrvacné sily“ kompenzujici
rozdily vzniklé méfenim v neinercialni soustavé. Ty budou vylozeny pozdéji v samostatné kap. 6.

Jak zjistime pozdé&ji (rov.(7.12)), 2NZ plati i pro téleso koneénych rozméri: ¢asovd zména uhrnné hybnosti

télesa je rovna uhrnné sile, coz je zostieno 1. vétou o hybnosti (1. impulzovd véta) na uhrnnou vnéjsi silu
(protoze soucet vSech vnitinich sil je diky 3NZ nulovy).

4.4.6 Treti Newtonuv zdkon — zakon akce a reakce (3NZ)

SNZ: Pisobi-li téleso T1 na téleso Ty silou ﬁu, pak i téleso Ty pusobi na téleso T1 silou;

oznacime-li ji ﬁgl, pak plati Fi5 = —ﬁgl.

Sila se v rovnosti chépe jako volny vektor, tj. bez ohledu na umisténi (na ,,ptsobisté sily*).

Zakon ma smysl i platnost nejen pro hmotné body, ale i pro télesa koneénych rozmérd,
uvazujeme-li sily jako volné vektory, bez umisténi.

Zakon plati jen pro skutec¢né sily. Neni pouzitelny na ,setrvacéné sily“ (ty nepopisuji vzéjemné
ptisobeni téles).

Akce a reakce vystupuji plné symetricky: soucasné vznikaji, trvaji a zanikaji. Je jedno, kterou
ze sil Fio, Fo1 pojmenujeme akci; ta druhad bude reakce. Proto nesouviseji s filozofickymi
kategoriemi pfic¢iny (akce) a disledku (reakce).

<—Zakon plati i pro necentrdlni sily (napf. mezi dip6ly).
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e <—Zakon akce a reakce vypovida jen o silach, nikoli o silovych dvojicich; ptisobi-li téleso 7;
na téleso Ty také silovou dvojici My, je obecné My, # My;.

e Zduraznéme, Ze obé sily pusobi vzdy na rizné objekty: akce Fio na téleso 7o, reakce Fo1 na
téleso T1. Jsou-li télesa v dotyku, pak obé sily ptusobi v tomtéz bodé (v bodé dotyku), ovsem
opét na rizna télesa. Proto je vétSinou nemd smysl séitat.

(M4 to smysl jen tehdy, uvazujeme-li obé interagujici télesa za soucast jednoho objektu, v némz pak jde o vnitini sily.)

e Pii pusobeni na dalku je nutno pfedpokladat okamzité ptisobeni na dalku (napf. klasicka,
nerelativistickd gravitace). Pouzijeme-li v8ak jako prostfednika sily pole (napi. elektromagne-
tické), v némz se Sifi signaly koneénou rychlosti, pak je nutno pfipsat tomuto poli i hybnost,
energii a moment hybnosti.

4.5 Princip relativity; Galileo, Einstein

Mechanicky princip relativity (téz: Galileav princip relativity) znal a formuloval Galileo
jesté pred Newtonem. Receno nasi terminologii, zni takto:

Mechanickeé jevy probihaji stejné ve vsech inercidlnich soustavdach. (Galileo)

Galileo popisuje, jak na lodi v kajuté za stazenymi zaclonami nerozezname mechanickymi pokusy — liti ¢aje, let
komari —, zda lod stoji (vi¢i biehu), nebo zda se pohybuje rovnomérné pfimocafe. Urychleny pohyb vSak pozname.

Na zékladé mechanickych déju tedy neni divod dévat néjaké IS prednost pred jinou, a proto na
zdkladé mechanickych déji nelze ani rozlisit, kterd z IS je absolutni prostor a ¢as. Zdalo by se, ze
nemechanickymi déji (elektromagnetismus, svétlo) by to mohlo jit, ale v praxi se to také nepodafilo,
viz specidlni teorie relativity (STR), kap. 8.

Princip relativity je ekvivalentni s vyrokem, Ze pohybové rovnice (2NZ) jsou invariantni viéi
pfislusné transformaci (Galileové ¢i Lorentzové) mezi inercidlnimi soustavami S, S’

(Einsteinuiv) princip relativity, specialni princip relativity {special principle of relativity} zo-
becniuje tento zédkon na vsechny fyzikalni jevy:

Vsechny fyzikdlni jevy probihaji stejné ve vsech inercidlnich soustavdch.

Aby vsak byl splnén i pro elektromagnetické jevy (svétlo, Maxwellovy rovnice), nemiize pla-
tit transformace Galileova rov. (3.16), ale je nutno pfijmout transformaci Lorentzovu, viz kap. 8.
Einsteinova interpretace (nyni bézné pfijimand) jde jesté déle tim, Ze opousti samostatné pojmy
prostor a ¢as a zavadi misto nich prostorocas.

4.6 Dalsi pribuzné mechanické veli¢iny

Silovym polem FE(7) {force field) nazjvame prostor, kde v néjaké oblasti € ptisobi sila F(7);
pfitom 7 € Q (viz kap. 2.3.3).

Hustota sily f (7) {force density} je definovana tak, aby thrnna sila dF ptisobici na prostorovy
element df2 o objemu dV byla rovna dF = de (viz obecnéji kap. 2.3.2).

Intenzita pole I je sila ptsobici na ,,jednotkovou testovaci ¢astici“ (podrobnéji viz kap. 4.7).

Moment Sﬂy M (Vfléi bodu) {moment},{moment of force} nazyvany téz toc¢ivost {torque}

M=7xF (4.4)

je aditivni (pseudo)vektorova veli¢ina uzivana v dynamice tuhého télesa (i ve statice). Referenénim
bodem pro polohovy vektor 7 je zpravidla pocatek souradnic.

Moment hybnosti g (Vfléi bodu) {moment of momentum} {angular momentum} je definovan jako

b=7Fxp . (4.5)
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Je to (pseudo)vektorova, aditivni veliina. Obecné zavadime moment pro vektorovou veli¢inu takto:

Moment vektorové veliciny je rameno vektorove vyndsobeno touto veli¢inou.

Rameno se méfi od pocatku soufadnic k bodu umisténi veli¢iny (u sily k jejimu pusobisti).
Plati véta analogickd 2NZ, ale s momentem hybnosti a momenty sil:

Casovd zména momentu hybnosti je Tovna souctu momenti sil ( = momentu vyslednice sil).

Dokazeme ji snadno:

d- d L=
Eb—dt(rxﬁ)—v xp—l—rxp—erF Z(TXF) (4.6)
=0

protoze ¥ X p=mé x 7 = 0.
Véta plati po vhodném zobecnéni i pro télesa konecnych rozméri a patii mezi zékladni pohybové
rovnice tuhého télesa (kap. 7.5).
Impulz sily J {impulse} je aditivni vektorova veli¢ina definovana jako
— tl —
J = Fdt . (4.7)
to
Zpusobi prirtstek hybnosti: J = pr—pi. Je vihodny napt. pfi studiu srazek, kap. C. Popisuje ¢asovy
ucinek sily (na rozdil od préace, kterd popisuje drdhovy G¢inek sily a zpusobi pfiristek energie).

4.7 Prace, energie

Motivace: V dobéch vlady absolutniho prostoru a casu byla vznesena otézka, ¢im vyjadrit ,,miru
pohybu“; zda hybnosti p = m#, & ,Zivou silou* muv? (lat.{vis viva}, dVOJHaSObek kinetické energie).

Slo o nedorozuméni, jde totiz o dvoji pohled na téinek sily — drahovy ¢&i casovy.

Potencialova sila; potencialni energie Silu F' nazyvame potencialovou {potential}, pokud
existuje skalarni funkce U(7) (zvana potencialni energie, téz polohova energie) takova, ze

—

F = —grad U neboli (4.8)
F, = —o,U neboli (4.9)
= ou oU oU
F(ZL’,y,Z) - _{%7 a_y7 5} (410)

Ne kazda sila je potenciadlova (taky ne kazdou trojici funkei — kartézskych slozek sily — lze vyjadrit
jedinou funkci skaldrni). Uréité to nejde u sil zavislych nejen na poloze, ale i na rychlosti ¢astice

(napf. sila tfeni nebo magnetickd Lorentzova sila F= qU X E) Jsou ale i jiné jednoduché ptiklady,
napf. sila

F(z,y,2) = {1; 0; y} (4.11)
neni potenmalova (protoze forma F-dFi=1-dz+0- dy + y - dz = dx + ydz neni integrabilni).

Intenzitu I zavadime, je-li testovand sila F plsobici na zkusmé télisko linedrné tmeérna jeho
vhodné charakteristice q. Pak

I=F/q . (4.12)
Ta uz charakterizuje silové pole bez ohledu na ,velikost“ (tj. charakteristiku) zkusmého téliska.
- Pro gravitac¢ni silu ﬁg pusobici na ¢astici o hmotnosti m je intenzita I= ﬁg /m.
- Pro tihovou silu G piisobici na &stici o hmotnosti m je intenzita rovnéz I = G /m.
- Pro elektrickou Coulombovu silu F, pusobici na naboj ¢ je elektricka intenzita E=F, /q.
- Pro oscilator tvofeny ¢astici na pruziné F = —k7 nezévisi sila pruziny na zaddné charakteristice
Castice a intenzita je totozna se silou, I=F
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Potencial ¢ {potential} zavedeme k intenzité I podobné jako potencialni energii k sile:

—

I = —gradyp neboli (4.13)
I, = —0p neboli (4.14)
7 dp dp ¢

Ten pak stejné jako intenzita popisuje ,samotné pole“, bez ohledu na charakteristiku zkusmé cas-
tice.

Prace W {work}. Pfedpokladejme, Ze zkoumana sila F' pusobi na pohybujici se ¢astici po dobu
dt. Za tu dobu se posune ¢astice o di¥ = ¥/dt a urazi dréhu ds = |d7]. Zavedme elementarni praci
coby drahovy U¢inek dW sily ptsobici na ¢astici pohybujici se po trajektorii pfi posunuti o dr:

dW =F-dF = Fdscosa (4.16)

kde « je tthel mezi smérem sily a te¢nou k trajektorii ¢astice.

<— Zmacka d, preskrtnuté ,d“, znamend, Ze jde o linedrni kombinaci diferencidll, ale vysledek nemusi byt sdm
diferencial, tj. nemusi existovat néjaka funkce W, jejimz diferenciadlem by pak tento vyraz byl.
Pro potencialovou silu Ize elementarni praci d W upravit takto:

dW = F.di=F.7dt=—grad U-dodt (4.17)
oUdx 0oUdy 0Udz
Nttt 5 dt
or dt ' oy dt = 9z dt

= —dU (4.19)
neboli elementarni prace vykonana potencidlovou silou je totalnim diferencidlem a je rovna ubytku
potencidlni energie ¢astice. Obvyklé ¢teni je ,,Prace se konala na ticet potencialni energie ¢astice
v silovém poli®.

Koneénd (nikoli elementarni) prace W vSak obecné zavisi na trajektorii I' (nejenom na krajnich
polohéch), je to tedy déjovd veli¢ina (nikoli stavovd velic¢ina).

2) T2
W = /HW /F d?‘—/F F-df’E/F F.dr (4.20)
1

Préace je veli¢ina téhoz druhu (a samoziejmé i rozméru) jako energie.
Vykon P {power} jsme poznali uz v rov. (4.17), kde znamenal rychlost konéni prace, resp. rych-
lost predavani energie:

(4.18)

- dU
P=F -0 =——— . 4.21
% (4.21)
Nazyva se vykon, resp. pfikon {consumption}, podle orientace toku energie vi¢i uvazovanému ob-

jektu).

4.7.1 Zakon zachovani mechanické energie; konzervativni sila

Upravujme pohybovou rovnici (2NZ) takto:

F = ma=mi | -7 (4.22)
F§ = mi- o= m%({?-wrﬁ-z%) (4.23)

Udej AU _ 1 d . o d (1,
_Z&Ei TR TR L TIC A (5"“)) ' (424)

Zavedeme-li vedle potencidlni energie E, = U ¢astice v silovém pole jesté kinetickou energii
Ey = %mv2 pohybujici se ¢astice (téz pohybova energie) a celkovou mechanickou energii
E = Ex + E, castice, zjistime, Ze plati

(dE > _ 4% (4.25)

dt dt
d dE

E = FE,+ Ex = konst (4.27)
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tedy celkovd mechanickd energie se pri pohybu castice v potencidlovém silovém poli zachovava
(zdkon zachovani mechanické energie {law of conservation of energy} v potencidlovém poli).

4.7.2 Konzervativni sily

Vidéli jsme, Ze pro potencidlovou silu F' plati dW = —dU, a tedy prace W vykonand pfi pohybu
z bodu (1) do (2) (tzn. z bodu o polohovém vektoru 7; do bodu o polohovém vektoru 7%) je rovna
Uy — Uy = U(7) — U(72) a nezavisi tedy na tvaru trajektorie I' spojujici oba body. To ndm také
dava jednoduchou moznost konstruktivniho nalezeni potencidlu v jednom bodé vuéi jinému, totiz
spocist praci pti prechodu mezi témito body po vhodné kfivce.

Dale, prace konzervativni sily po uzaviené trajektorii je rovna nule:

W:jgc‘IW:O (4.28)

pro libovolnou uzavienou smycku I'. Pro konzervativni sily plati rovnéz zakon zachovani mechanické
energie.

Kazda sila, pro kterou plati zdkon zachovani mechanické energie ve smyslu rov. (4.28), se na-
Zyva konzervatiyni. Tento pojem je sirsi nez sila potencidlova: napf. vyse zminéna Lorentzova
magnetickéd sila Fy, = ¢q¥ x B potencidl nemd (zavisi na rychlosti ndboje), ale je konzervativni,
protoze méa smér vzdy kolmy k rychlosti nosi¢e ndboje a miiZe sice zménit smér letu nabité ¢astice,
ale nikoli velikost jeji rychlosti. Nemiize tedy ani zménit jeji kinetickou energii.

4.8 Treni

4.8.1 Klasifikace

Treni je v praxi velmi vyznamny jev doprovazeny nekonzervativni t¥eci silou {friction} (¢asto rov-
néz struéné nazyvanou t¥eni) pusobici ve styéné plose mezi dvéma télesy proti sméru pohybu (pii
kinematickém tfeni), resp. proti zméné klidového stavu (pfi klidovém tfeni). Tteni je makrosko-
pickym projevem jednak deformaci, jednak vyrovnavani vzajemnych rychlosti v mikroskopickych
oblastech materidlu. Mizeme rozlisit nékolik podstatné rozdilnych jevii:

smykové treni {dry friction}, téZ suché treni, ale obvykle jen t¥eni {friction}, mezi dvéma pevnymi
télesy klouzajicimi po sobé;

valivy odpor {rolling resistance} pokud se jedno pevné téleso kutali po druhém (tj. neklouze, takze
misté styku jsou télesa navzajem v klidu);

odpor prostifedi mezi pevnym télesem a okolni tekutinou;

vnitFni tfeni {internal friction}, {fluid friction} UVNIit¥ tekutiny.

4.8.2 Smykové tfeni

Uvazujme tuhé téleso T, ktere lezi na tuhé podlozce P; stykaji se podél tieci plochy. Na T pusobi
jednak vnéjsi vysledna sila F (zahrnujici svislou tizi G a zpravidla dalsi sikmé ¢i vodorovné vtis-
téné sily), jednak odezva R podlozky. Obé sily rozlozime na slozky podle orientace vici podlozce:

normalovou f a te¢nou Fi, resp. norméalovou ﬁ a tecnou Et
Predpokladame ze téleso T ztstava na podloZce a makroskopicky se neproboiil. Pak plati

F, = —R,. Velikost R, je jisté omezend pevnosti podlozky, predpokladame vsak, Ze je dostatecna.
Pokud také Fy = —Et, pak bud ztstava téleso T v klidu (jde o klidové t¥eni, vzajemna rychlost
U= 6), nebo se pohybuje po podloZce rovnomérné ptimocare rychlosti o velikosti v > 0 (jde o t¥eni
za pohybu).
Pro F; > R; téleso T klouze po podlozce se zrychlenim imérnym F, — R,.

Analogicky fesime tlohy, kdy ,podlozka“ nelezi pod télesem, ale tie se o bok télesa apod.
Rozlisujeme vzdy dva rtzné pripady:

'Mikroskopicky oviem nejde o roviny, ale drsné plochy, jejichz ,hory“ a ,doly“ do sebe zapadaji, obrusuji se ap.
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e tieni za pohybu, kinematické, diive téZ dynamické {kinetic friction}, kdyZ pevné téleso jiz
klouZe rychlosti v > 0 po podlozZce. Tteci sila R; je malo zavisla na vzajemné rychlosti, ale je
zhruba imérna normélové (pfitlacné) sile Fy:

Ry = puF, (4.29)

Nejde o rovnici vektorovou, protoze obé sily maji rizné sméry!

Cinitel smykového t¥eni i byva obvykle cca 0,1 az 0,7 podle kvality a materidlu povrchii.
e klidové (statické) t¥eni {static friction}, pokud jesté nedoslo ke vzajemnému pohybu, v = 0:
Ry < poFy (4.30)

Cinitel klidového t¥eni 1 byva o 20 % az 25 % vétsi nez kinematicky éinitel jug.

Pfes podobnost rov. (4.29) a (4.30) i blizkost hodnot p, o se tlohy Fesi uplné jinak, viz kap. 4.9.1
a kap. 4.9.2.

4.8.3 Valivy odpor

vvvvvvvvvvvv

vici sobé v klidu. Typickym ptikladem je valec o poloméru R valici se beze smyku po podloZce.
F
F, = gE“ = crFy (4.31)

Ani zde nejde o rovnici vektorovou. Soucinitel valivého odporu ¢ méa rozmér délky (proto se
nazyva soudinitel {coeffitient}); bezrozmérova veli¢ina cg = £/ R je €initel valivého odporu {factor}.

Fyzikalné mu porozumime predstavou, Ze se v misté styku zdeformuji véalec i podlozka do mélké
jamky; v ni béhem valeni uz neni odezva R podlozky symetrickd vici svislé roviné prochazejici
osou valce, ale posunutd dopfedu o £ a vytvari tak s tizi v ose valeni silovou dvojici s momentem
o velikosti M = Fy&. Ten pak musi vyvazit teéna ,taznd sila“ F; s ramenem o velikosti R a
s momentem o velikosti M = F; R.

Valivy odpor je mnohem mensi nez vleéné tfeni, zejména jde-li o tvrdé materialy. Cinitel cgr
miva hodnoty cg = 0,001 (kulicka v lozisku) az cg = 0,3 (pneumatika na pisku).

4.8.4 Vnitini t¥eni; odpor prostredi

Vnitfni tfeni v tekutiné je dano jeji viskozitou (vazkosti). Zabyva se jim (z hlediska tekutiny)
mechanika kontinua. 7 hlediska télesa pohybujiciho se v tekutiné nas zajimé odpor prostiedi
kladeny pohybujicimu se télesu. Pti pohybu télesa v tekutiné malou rychlosti obtéka tekutina téleso
a proudi pfitom laminarné. Odpor je dan vnitinim tfenim mezi jednotlivymi vrstvami obtékajici
tekutiny, je tmérny viskozité (vazkosti) tekutiny a je pro kouli o poloméru r majici rychlost v viéi
tekutiné s dynamickou viskozitou 7 dan Stokesovym vztahem

F =6mrv (4.32)

obecnéji
F =knlv (4.33)

kde I je charakteristicky rozmér télesa a ¢initel k& charakterizuje jeho tvar, druh povrchu apod.
P1i vyssich rychlostech kapalina proudi turbulentné, s viry, a odpor je imérny energii podle
Newtonova vzorce pro rovinnou desku o obsahu S pohybujici se kapalinou kolmo ke své plose:

1
F= 55/"12 . (4.34)

Pro obecné téleso se zavadi navic ¢initel odporu C charakterizujici tvar, povahu povrchu atd..
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4.9 Vypoéty se zapocitanim treni

4.9.1 Tfieni za pohybu (kinetické)

Tato situace je jednodussi na zpracovani. Uplatni se, pokud se jiz pfedmét pohybuje vici podlozce
a my pocitdme vSechny sily, které ovliviiuji jeho pohyb. Je-li ptitlacna sila (coz je normalova sila,
slozka vyslednice sil do sméru normély k povrchu) zndma, je dynamickym ¢initelem tfeni jedno-
znacné urcena velikost treci sily; jeji smér je proti sméru pohybu. Spoc¢teme a pricteme k ostatnim
pusobicim silam.

4.9.2 T¥eni klidové

vvvvvv

tame, zda vydrzi v klidu, nebo zda se ,utrhne®. Je-li pfitla¢na sila znama, pak staticky Cinitel tfeni
udava nikoli skutecnou tieci silu, ale jeji nejvétsi moznou hodnotu F.x. Jeji smér neni zndm a
nebude ani podstatny. Se¢teme tedy vSechny okolni sily kromé reakce podlozky na vyslednici | F
a zjistime jeji velikost a smér. Rozlozime ji do slozky normélové (tu bude anulovat reakce podlozky)
a tecné; tu by méla — pro zachovani stavu klidu — anulovat tfeci sila. Na sméru nezalezi, ale velikost
musi byt nanejvys Fiax; pak ziustane stav klidu zachovan. Je-li vSak tecna slozka vyslednice vétsi,
da se predmét do pohybu a musime pocitat znova — tentokrat ovsem s dynamickym tienim.



Kapitola 5

Reseni pohybové rovnice: kmity ...

5.1 Matematicky aparat

5.1.1 Homogenni rovnice

Pohybova rovnice byva v nejjednodussich pripadech homogenni linedrni diferencidlni rovnice s kon-
stantnimi koeficienty, tedy

N
d¥x(t)
E Uk =k =0, (5.1)
k=0

kde aj jsou konstanty (obecné komplexni), N je fad diferencialni rovnice (v Newtonové zakoné
N =2) a z(t) je neznadmé funkce ¢asu — zpravidla soufadnice popisujici pohyb ¢astice.
Reseni rov. (5.1) hledame ve tvaru

z(t) = M. (5.2)
Dosazenim do rov. (5.1) ziskdme
N
O aedk) M =0, (5.3)
k=0

a protoze e £ 0, dostavame charakteristickou rovnici

N
> apA =0, (5.4)
k=0

kterd méa obecné N kofenti \,,, vedoucich na N feSeni e*! . Obecné fedeni rov. (5.1) je jejich

lineadrni kombinace

N
x(t) = Z Cp et (5.5)

kde (komplexni) konstanty C,, zvolime tak, aby vyhovovaly pocdtecnim podminkdm (obvykle pod-
minkdm na x a vSechny vyssi derivace v ¢ase t = 0).

Pokud vsak nékteré kofeny splyvaji, napf. je-li Ay = Ay = ... Ak, neboli K-nésobny (také K-
krat degenerovany) kofen A, bylo by K > 1 funkci e™? linearné zavislych. Misto nich jsou viak
feSenim funkce t* e™ pro k =0,1,..., K — 1. ReSenim je tedy

x(t) = PE7L(t) M, (5.6)

kde PX~1(t) je polynom v proménné ¢, jeho# stupeii je roven K — 1.

47
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5.1.2 Nehomogenni rovnice

Pokud linearni diferencialni rovnice neni homogenni, tj. pokud mé tvar

pak
e vyrleSime nejprve v celé obecnosti rovnici homogenni;
e uhodneme libovolnym zptsobem jedno feseni rov. (5.7) (tzv. partikularni feseni);

e obecnym feSsenim nehomogenni rovnice je pak soucet tohoto partikuldrniho feseni a obecného
feSeni nehomogenni rovnice.

5.1.3 Pohybova rovnice — 2. Newtonuv zakon

Budeme fesit pohybovou rovnici pro jednu ¢astici o hmotnosti m > 0, nepodrobenou vazbam, na
kterou pusobi vysledna vnéjsi sila Fx», = F'. Pohybova rovnice ma tvar

mr = F. (5.8)

mi = F. (5.9)

Tuto rovnici budeme v dal$im fesit pro rtizné konkrétni tvary sily F(z,t). Reseni uvazujeme pro
t > 0, pficemz pro ¢t = 0 mame zadény (redlné) pocateéni podminky:

pocatecni poloha xy = x|i=0 (5.10)
pocatecni rychlost vy = v|i=o. (5.11)

5.2 Konkrétni tvary sily

5.2.1 Nulova sila: FF =0

Pokud na HB neptisobi zddna vysledna sila (tedy pokud je vyslednice F; vech vnéjsich sil v pri-
slusném sméru nulova), mé pohybové rovnice tvar

mi = 0. (5.12)

Tuto rovnici dvakrat integrujeme, ¢imz dostaneme reSeni

io= 0 (5.13)
i = (5.14)
xz(t) = mo+ vt (5.15)

odpovidajici rovnomérnému piimocéarému pohybu (samoziejmé podél zvolené osy x) s rychlosti vy
a pocatecni polohou z;—g) = @o.

5.2.2 Konstantni sila: F = Fj

Konstantni sila Fj ptsobici na HB mu udéluje konstantni zrychleni a = F'/m. Pohybova rovnice

mi = Fy (5.16)
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ma rovnéz ziejmé feSeni (s toutéz interpretaci xg a vg)

Fy
P = — 5.17
z - (5.17)
Fi
i = v+ —t (5.18)
m
t) = t+ = —2¢2 5.19
(1) zo +vot + 5 (5.19)

Znadmym piikladem je volny pad z vysky z = h. Po¢ateéni rychlost je nulova (vg = 0), pusobici

sila je Fy = —myg pti obvyklé orientaci osy z vzhiru, takze feseni je
L oo
2(t) =h— igt (5.20)
Podobné svisly vrh z vysky z = hg vzhtiru rychlosti vg > 0 mé FeSeni
1
z(t) = ho + vot — §gt2 . (5.21)

5.2.3 Netlumeny harmonicky oscilator: ' = —kx

Ve fyzice nazyvame harmonickym oscildtorem hmotny bod majici jistou rovnovaznou polohu x,
a podrobeny sile, ktera ho pti vychyleni vraci do této polohy, pri¢emz velikost sily je tmérna vychylce
od rovnovazné polohy; koeficientem tmeérnosti je pruznost k& > 0. Zvolime-li pro jednoduchost
pocatek osy @ pravé v bodé x,, ma sila tvar

F(z) = —kx, (5.22)
a pohybova rovnice zni
mi = —kx. (5.23)
Zapiseme ji v obvyklém anulovaném tvaru
mi+kxr = 0, (5.24)
.k
i+—z = 0. (5.25)
m

Protoze plati m > 01 k > 0, mizeme zavést

k
wo:=1/— > 0. (5.26)
m
Obvyklym postupem hledame feSeni ve tvaru e, ¢im# dostaneme charakteristickou rovnici
M4+wi=0 (5.27)
s TeSenim
A=tiwg (5.28)

Fyzikalné relevantni feSeni je ovSem jen realna funkce; muzeme ji zapsat kterymkoli z dale uvede-
nych tvart, vzdy se dvéma konstantami volitelnymi podle pocatecnich podminek (oznaceni indext
1, 2 u ¢, t, C je libovolné). Okamzita poloha je

r = I SiH(WOt + (,01) (:Em) (101)
= Iy cos(wot + o (Tm, p2)

(5.29)

) (5.30)

= zpysin(wo(t —t1)) (Tm,t1) (5.31)
) ) (5.32)

(5.33)

T cos(wo(t — t2)) (T, to
A cos wot + B sinwyt (A, B)

rCL et 1wot (komplexni Cy =Ciy+ iC2:|:) (5.34)
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V poslednim piipadé se velmi casto nepiSe znacka redlné ¢asti R a rozumi se jaksi automaticky,
pripadné se pfipisuje ,+ c.c., ¢imz se rozumi soucet s komplexné sdruzenym vyrazem (sluselo by
se doplnit %) Toto neni problém pfi linedrnich operacich; pozor je vsak potieba dat tehdy, kdy
potfebujeme napt. druhou mocninu polohy ¢i rychlosti, tfeba pro vypocet energie.

Z Casové zavislosti polohy uréime snadno vSechny ostatni fyzikalni veli¢iny, napft. podle rov. (5.30)

rychlost v = —zpwosin(wot + @2) (5.35)
zrychleni ¢ = —anwd cos(wot + o) = —wiz (5.36)

Pro harmonické kmity se uzivaji nasledujici terminy (formulované nap¥. pro rov. (5.30)):

amplituda (5.37)

faze  wot + po (5.38)

poclateéni faze o (5.39)
ahlova frekvence  wy (5.40)
frekvence  f =wp/27 (5.41)
perioda T =1/f (5.42)

Synonyma: kruhova = thlova; kmitocet = frekvence; doba kmitu = perioda. Nékdy se misto ,,po-
catelni faze* uziva oznaceni ,fazova konstanta“. Neni to moc vhodné, protoze nejde o konstantu
ve fyzikalnim smyslu.

Pfipomenime, Ze sila F' = —kx ma potencial
L 9 L 9 9
U(z) = 51{:3: + Uy = 3w + Uy (5.43)

s libovolné zvolenou konstantou Up, protoze plati F = —grad U (zde tedy F = —dU /dz). Odtud

plyne, Ze se pfi pohybu harmonického oscildtoru zachovava celkovad mechanicka energie.
Potencial u sily pruznosti splyvé s potencilni energii, protoze sila pruznosti pruziny nezavisi na hmotnosti (nédboji apod.)
kmitajiciho objektu.

Harmonicky oscilator se ve fyzice vyskytuje velice ¢asto, mj. jako prvni pribliZeni pro chovani
soustavy (reprezentované HB) v blizkém okoli stabilni rovnovahy. Je to zfejmé z matematického
hlediska: potencidl v misté x, stabilni rovnovahy (zvolime x, = 0) musi nabyvat minima. Je-1li vSak
potencial v okoli nuly analyticky, lze ho rozvinout v Taylorovou mocninnou radu:

U(z) = Uy + Urz + Usz® + O(2?) (5.44)
Z podminky extrému plyne U; = 0 (pro minimum navic Uy > 0), takZe pii zanedbani ¢leni 3
a vyssich dostdvame pravé potencial harmonického oscilatoru (rov.(5.43)). Nelze-li ¢leny O(x?)
zanedbat (napft. vyjde-li Us = 0), jde o anharmonicky oscilator.

Obvykla realizace je napf. zavazi hmotnosti m upevnéné na pruziné s tuhosti k. Zde je vSak nutno zajistit nesnadnou
podminku, aby vlastni hmotnost mp pruziny byla zanedbatelnd vii¢i hmotnosti m zkoumané castice. V opac¢ném piipadé nelze
zanedbat setrvanost pruziny (resp. jejich ¢asti) oproti setrvacnosti ¢astice a museli bychom zkoumat limitni p¥ipad N — oo
slozité soustavy tvotené fetizkem N ¢astic hmotnosti u = mp /N spojenych pruzinami, kazda o tuhosti k, zakoncenym jednou
¢astici hmotnosti m.

Poéateéni podminky mohou byt nejriizngjsi. Casto se ale vyskytuji dva typické piipady:

e 19 # 0, vg = 0: ¢astici drzenou mimo rovnovéaznou polohu v okamziku ¢ = 0 volné vypustime;

e rg = 0, v9 # 0: ¢astici vychylime z rovnovazné polohy tderem v okamziku ¢ = 0. Ma-li
narazejici predmét rychlost w a je-li jeho hmotnost M > m podstatné vétsi nez hmotnost m
¢astice, udéli ji rychlost vg = 2w.

5.2.4 Harmonicky oscilator s predpétim: F = —kz + Fj

Uvazujme silu ponékud obecnéjsi (napf. na nehmotné pruziné visi zévazi a ptisobi na néj i zemska
tize). Sila ma pak tvar
F(z) = —kx + Fp, (5.45)
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a pohybova rovnice (nehomogenni, ale stéle linearni) zni

mi + kx = Fy. (5.46)
Jeji feSeni je opét trividlni. Jde o typ rov. (5.7) a jeji partikularni feSeni je zfejmé napf.
F
kx, = Fy, tedy z, = ?0. (5.47)
m
V piipadé pruziny se tedy zavazi posune dold o délku d = ™9 2 HB kolem nové polohy z, harmo-

nicky kmita s toutéz frekvenci, rychlosti atd. jako diive, bez predpéti.
Obecné feseni je (napt. — viz rov. (5.30))

T — Ty = Xy cos(wot + ¢2), (5.48)

. Fo
kde nova rovnovazna poloha je x, = —.

ez

V feseni tedy nepiibyl zadny zajimavejsi jev. V dalsim proto opét uvazujeme pro jednoduchost
jen harmonicky oscilator bez predpéti.

5.2.5 Tlumeny harmonicky oscilator: ' = —kx — hi

vvvvv

mili jsme se s tfemi jednoduchymi modely tlumeni:

1. Suché tieni (mezi pevnymi télesy; zavislé na normélovém tlaku, malo zévislé na rychlosti);

2. Odpor tekutého prostredi (kapalina ¢i plyn) pfi malych rychlostech, kdy se uplatni hlavné
vazkost prostiedi; odpor prostiedi je tmérny rychlosti pohybu HB;

3. Odpor tekutého prostredi pti vétsich rychlostech, kdy se uplatni hlavné ,rozhrnovani“ pro-
stredi; odpor je timérny energii rozhrnované tekutiny, tedy ¢tverci rychlosti pohybu HB.

Oznac¢ime-li 1 M (jednotka: mach) velikost rychlosti viln v tekuting, pak cca od 1—10M se zaCne zietelnéji projevovat
stlacitelnost tekutiny a s ni zcela nové jevy, jako rdzova vina u zvuku. Lze je hezky pozorovat na rozhrani voda-vzduch,
kde je rychlost povrchovych vin velmi nizka, centimetry za sekundu. Rychlost zvuku ve vzduchu je fadové 330 m/s, ve
vodé asi 1 km/s.

Budeme se zabyvat pfipadem 2, ktery je velmi ¢asty v praxi (napt. kmitani tlumené vzduchem,
ale i kmitani, kdy se po sobé pohybuji pevna télesa, jejichz styéna plocha je pro snizeni odporu
namazana olejem). Pro nds mé nyni praktickou vyhodu, Ze vede na linedrni rovnici, kterou umime
vyresit do vSech podrobnosti.

Sila tfeni Fi; sméfuje proti rychlosti pohybu. Vysledna sila ma proto tvar

F(:E) = Fprui + th = —kx —hv 5 (549)

a pohybova rovnice zni
mi+ht+kex=0 . (5.50)

wo =\ k/m (5.51)

Stejné jako drive zavedeme

a déle soucinitel tlumeni vztahem
d:=h/2m ; d>0 . (5.52)

Jeho prevracend hodnota se ¢asto nazyva ¢asova konstanta: 7 = 1/0. (Opét: termin ,casovy para-
metr® by byl spravnéjsi.) Pohybova rovnice dostane tvar

i+ 200 +wiz =0 . (5.53)
Resime ji opét stejné: hleddme Feeni ve tvaru x = e. Charakteristickd rovnice zni

M420A+wi=0 . (5.54)

Je to kvadratickd rovnice s diskriminantem D = 4(6% — w?) a TeSeni ziejmé zévisi na tom, kterd

z veli¢in § a wg je vétsi. Podle toho miZeme rozlisit t¥i pripady:
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1) tlumené harmonické kmity: § < wp;
2) aperiodicky pohyb: ¢ > wy;
3) mezni aperiodicky pohyb: § = wy.

Probereme je postupné.

1) Tlumené harmonické kmity: § < wy

wi=y\/wd -3 >0 (5.55)

dostaneme ihned obecné feSeni, napi.

Zavedeme-li

o(t) = O elTOFiWt Lo elmomiw) (5.56)
— (Acoswt + Bsinwt) e~ % (5.57)
= Ce %cos(wt+ ) (5.58)

z néhoz je ziejmy tvar pohybu. HB kmité (teoreticky nekoneénékrat) kolem rovnovézné polohy,
pricemz kazdy dalsi kmit je oproti pfedchozimu zeslaben ve stadlém poméru
L

1;ﬁ:1;e—5T:1;e—27 . (5.59)
Je zfejmé, ze nulové body funkce x(t) jsou od sebe vzdaleny o %T ,kde T = Qw—” je perioda tlumenych
kmitti. Vypoctem vSak ovéfime, Ze i maxima a minima této funkce (zjistime je obvyklym zptsobem,
tj. anulovanim derivace) maji tutéz periodu, tfebaze nelezi uprostfed mezi nulovymi body. Obréazek
je podle rov. (5.58) prod =1; C = 1; w = 2m; ¢ = 0.

1.0

0.5

-0.5

2) Aperiodicky pohyb: § > wy

Ai=/0>—w}>0 (0<A<S) (5.60)

a dostaneme ihned jako obecné feSeni napf.

Tentokrat zavedeme naopak

TR gy (O (5.61)

z(t)=1z1 €

Protoze je zfejmé 6 > A, jsou oba exponenty v rov. (5.58) pro t > 0 zédporné a s rostoucim ¢asem
vychylka z klesd exponencialné k nule.

Snadno ovérime, Ze pocatecni vychylka x( je rovna xg = x1 + T3, pocatecni rychlost vg je rovna
Vo = —(5%0 + A(xg — xl).

Okamzitd vychylka ma (v zavislosti na hodnotach a znaménkach x1, x2) nejvyse jeden extrém
na intervalu ]0, +oo[.

Snadny rozbor ukéze, Ze jsou pravé tii moznosti: HB se z pocatecni polohy své rovnovazné
poloze
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1. monotonné priblizuje;

2. vzdaluje az do nejvzdalenéjsiho bodu trajektorie, odkud se uz monotonné vraci do rovnovazné
polohy.

3. priblizuje, pfebéhne ji a pokracuje do nejvzdalenéjsiho bodu trajektorie, odkud se uz mono-
tonné vraci do rovnovazné polohy;

Obrazek je podle rov. (5.61) prod =1; 1 =2; 20 =—1; 0 = 1; A =0,5.

10F
08
06f
0.4

02f

_02k

3) Mezni aperiodicky pohyb: § = wy

V tomto piipadé mé charakteristickd rovnice dvojnasobny kofen 0. Reseni m4 proto ponékud jiny
tvar (viz rov. (5.6)):

z(t) = Oy e % 4-Cyt % = (O + Oat) 7% . (5.62)

Charakter feSeni i jeho vlastnosti jsou vSak podobné predchozimu, tedy aperiodickému pohybu;
specialné i zde je nejvyse jeden extrém a tii typy priblizovani k rovnovazné poloze.

Z praktického hlediska je zvlasté vyznamné, Ze za stejnych okolnosti (m, k) a pii rizném tlu-
meni h (resp. 0) vede mezni tlumeni k nejrychlejsimu pfiblizeni rovnovazné poloze.

Presnéji feceno: PFi zadané odchylce € je to pravé mezni tlumeni § = wg, p¥i kterém je minimalni ten ¢as T'(e, §), pro ktery

v kazdém pozdéjsim ¢ase t > T'(e, §) plati
lz()] <e. (5.63)

Obrazek je podle rov. (5.62) pro C; =0; Cy =1; § = 1.
05

Spoleéna terminologie pro oscilator s tlumenim

Ve vSech trech pripadech se pro t — oo poloha HB exponencialné blizi rovnovazné poloze x, = 0.
Pro puntickére: ,blizi se exponencidlné“ neznamend, ze jde o exponencialu (i souc¢et dvou exponencial s riznymi exponenty
jiz neni exponenciala), ale ze pribéh pohybu lze majorizovat exponencidlni funkei.

Popisujeme-li ¢asovy pribéh popsany funkci

ot

T = am e cos (w(t — to) + o), (5.64)
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pak veli¢inu § nazyvame souéinitel tlumeni, soucin tohoto soudinitele s periodou nazyvame lo-
garitmicky dekrement A. Pro ¢isté exponencidlni tlum

T =1xy e (5.65)

zavadime €asovou konstantu (béhem které poklesne rozkmit na 1/e-ndsobek) 7. Plati tedy

pocatecni amplituda: =, (5.66)

pocatecni faze: ¢ (5.67)

uhlova frekvence: w (5.68)

frekvence: [ =w/2m (5.69)

perioda: T :=1/f=271/w (5.70)

soucinitel tlumeni: § (5.71)

logaritmicky dekrement: A = —Inf =0T =276/w (5.72)

casova konstanta (¢asovy parametr): 7 :=1/0. (5.73)
(atlum): B =7 (5.74)

Veli¢ina [ (znaeni ani nézev neni predepsdn normou) se C¢asto prosté nazyva ttlum a udava,
kolikrat poklesne amplituda za jednu periodu.

5.2.6 Vynucené kmity: F = —kx — hi + F(t)

Obecné FeSeni

Predpokladejme, Ze na kmitajici oscilator ptisobi vtisténa vnéjsi sila Fyt. Budeme se zabyvat silou
konkrétniho tvaru
Fyt(t) = Fycos 2t , (5.75)

a to z nékolika divodu, zejména
e jde o pripad velmi Casty a vyznamny v praxi;
e protoze pohybové rovnice jsou linearni, je kazda linearni kombinace jejich feseni rovnéz fese-
nim pivodnich rovnic. Z funkei typu cos na pravé strané pak linedrni kombinaci (Fourierova

transformace) mizeme ze ziskanych vysledkii odvodit Feseni pro prakticky vSechny casové
zavislé vtisténé sily Fii(t) na pravé strané, se kterymi se v praxi muzeme setkat.

Pohybova rovnice méa tedy tvar

mi + ht + kx = Fycos 2t , resp. (5.76)
i+ 200 +wir = agcos 2t (5.77)

kde jsme zavedli oznaceni
ag = F()/m . (578)

Reseni budeme hledat zptisobem uvedenym v kap. 5.1.2. Reseni piislusné homogenni rovnice, tedy
rov. (5.53), zndme — jde o jeden ze tii dfive rozebranych ptipadu rov. (5.58), (5.61), (5.62), pri¢emz
vSechny alternativy ubyvaji s rostoucim ¢asem exponencialné k nule. Nyni tedy potfebujeme najit
jedno Feseni (partikularni integral) rov. (5.76).

Pomiize nam fyzikalni predstava. Pod vlivem stéle pusobici periodické sily tvaru F(t) = Fy cos 2t
bude zfejmé nakonec HB oscilovat s toutéz (vynucenou) thlovou frekvenci {2, jen s nezndmou am-
plitudou xy, a fazi @g:

x(t) = Tm cos(2t + o) (pro t — 00). (5.79)

Tato funkce se obvykle nazjvad FeSenim v ustaleném stavu. (Uplné feseni vychézejici z po-
Gatecnich podminek a zahrnujici proto i feSeni piislu§né homogenni rovnice se nazyvé FfesSenim
v prechodovém stavu, zejména pro malé hodnoty ¢, kdy Cleny s ¢asem exponencialné ubyvajici
jesté nejsou zanedbatelné.)
Dosadime proto funkei z rov. (5.79) do rov. (5.77), provedeme vSechny derivace a upravime na
tvar
F'sin 2t + G cos 2t = 0, (5.80)
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z néhoz plynou (diky linearni nezavislosti funkei sin £2¢ a cos £2t) rovnosti

F =0, (5.81)
G = 0. (5.82)
Dosazovani je zcela mechanické, ale zabere dosti mista a ¢asu. Zjednodusme si proto zapis zkratkami
sinf2t = S (5.83)
cos2t = C (5.84)
singg = s (5.85)
cosgy = ¢, (5.86)
takze do rov. (5.77)
i+ 204 + wiz = agC (5.87)
dosazujeme rov. (5.79) ve tvaru
r = Ty cos(2t + @) = 2mcC — Tps S
T = —Qry sin(Pt+¢g) = —NxpeS — NaysC
i = 0%, cos(Pt+py) = —%xncC + 2%xps S
s vysledkem (po vytknuti zy,):
—2cC + 225 S —200cS — 26025 C + wieC —wis § = 2 (5.88)
Tm

To je jiz nase pozadovand rov. (5.80), takZze podle nasledujicich rov. (5.81) a rov. (5.82) dostavame
dvé rovnice pro dvé neznamé ay a g (prostiednictvim s = sin g a ¢ = cos ¢p):

— (2% —wd)ec—2002s = ;L—O (podle C) (5.89)
(2% —wd)s —260¢ = 0 (podle S) (5.90)
Umocnénim kazdé z téchto rovnic na druhou a néaslednym sectenim dostaneme
a2
(2% — W) +40%0% = <—°> : (5.91)
Tm

takze po konecném dosazeni ag = Fy/m dostavame feSeni pro amplitudu vychylky
FO /m
\/((ﬂ —wd)? + 46202

Iy —

(amplituda), (5.92)

zatimco z rov. (5.90) vydélenim ¢ dostaneme pro fazovy posuv vztah

2012

tan g = s/c =

Tim je partikularni feseni, totozné s ustilenym stavem, nalezeno; pfi¢tenim feseni homogenni rov-
nice, tedy podle okolnosti rov. (5.58), rov. (5.61), nebo rov. (5.62) ziskdme obecné feSeni (zvané téz
,prechodové Teseni“, zejména v Case t kratce po pocatku:

feSeni homogenni rovnice ustaleny stav
x(t) = 200 €% cos(w + 1) + xmcos(2t+ o) resp.
z(t) = x10 €% +aqt e + Zgmcos(2t+pg) ,  resp.
z(t) = wop e OTA fagy e O 1 2 cos(2t + )

Dva parametry (zqg, ¢1, resp. 19, £11, resp. To1, Lo2) v prechodovém feseni volime tak, abychom
splnili poc¢ateéni podminky pro vychylku xg a rychlost &g kmitajici ¢astice. Ostatni parametry byly
definovany diive.
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Rozbor; rezonance vychylky pfi malém tlumeni

Pri malém tlumeni § oscilatoru se muize stat, Ze pfi proménné tthlové frekvenci (2 vnéjsi sily bude
mit vychylka = (nebo energie E, ...) vyrazné maximum pii jisté hodnoté 2 = (2; fikdme, Ze
dochézi k rezonanci vychylky (energie, ...). Rozebereme tuto situaci analyticky.
Jde o pfipad tlumenych harmonickych kmitt (nikoli o aperiodicky pohyb) a Feseni je tedy déno
vzorcem
2(t) = Ce % cos(wt + 1) + xm cos(2t + @p) (5.94)

v némz zvolime C, ¢; tak, abychom splnili pocate¢ni podminky pro z(;—g) a v(;—q), zatimco ampli-
tuda =y, a fazovy posuv ¢ v ustileném stavu jsou uréeny rov. (5.92) a rov. (5.93):

— Fo/m , (5.95)
V(22 —a2)? + 465202
2612
pp = arctan 2 (5.96)
0

Kdy maji vyrazy smysl? Jmenovatel vyrazu v rov. (5.96) neni nebezpe¢ny, protoze i pro {2 — wy, kdy
se jmenovatel blizi nule, se prosté oo blizi 7. V rov. (5.95) je ale jmenovatel odmocninou ze souctu
dvou ¢tverci. Vyraz mé tedy smysl vzdy, kromé jediného ptipadu, kdyz plati 2 = wy (rezonance
energie, jak uvidime) a soucasné 0 = 0 (nulové tlumeni); v takovém piipadé roste amplituda kmitt

neomezene.
Obvykle predpokladame i 2 > 0. Cviéné uvazte i pfipad 2 = 0 (tj. stald, ,stejnosmérnd“ sila), kdy vyraz v rov. (5.92)

—z kap. 5.2.2.

25F

1 1 1 1 1 Y S S S| . 1 P

1 2 3 4

VySettime, jak zavisi amplituda xy, ustalenych kmiti na thlové frekvenci {2 vynucenych kmiti.
Na grafu je vynesena téz funkce xy,({2) spojujici maxima pro rizné 0. V krajnich hodnotach plati

Fo/m _ Fo/m . Fo

Pro 2 —0: m = = , 5.97
ro 2 — T — NG Y ’ (5.97)
a to je, jak se dalo ¢ekat, praveé staticka vychylka ¢astice pod konstantni silou Fjp.
E
Pro 2 — co: xmﬁﬂ—)O ; (5.98)
V%
¢im rychlejsi vynucené kmity, tim haf je oscilator staci sledovat.
Maximum funkce z,({2) nalezneme obvyklou cestou — anulovanim derivace:
dm Fo 2 212 2 02\~ 1/2 /
=— = | —((22° - 45412 .
0=—5 <nl« wp)? + ) (5.99)
Fy—1 —3/2
= == (((92 —w2)?)’ 4 45292) (2(0% = w2) - 202 + 452 - 20) (5.100)

= konst 42(2% — w2 + 26?) (5.101)
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Vedle krajnich bodt (0; co) je tedy derivace nulova nanejvys v jediném bodé (2

O = \Jwi — 26° (5.102)

pokud ovSem plati
wo > V28 (5.103)

Tato podminka je ostfejsi nez podminka wy > 0 nutnéd pro existenci tlumenych kmiti (a nikoli
aperiodického pohybu). Je-li splnéna, pak pii thlové frekvenci (2, dojde k rezonanci amplitudy.

Limitni pfipad: nulové tlumeni

Pokud by bylo opravdu § = 0 a vnucena frekvence by se pfesné rovnala vlastni 2 = wg, pak by
pohybovéa rovnice rov. (5.76) presla na tvar

mi + kx = Fycoswyt , resp. (5.104)
i+wir = agcoswot , (5.105)

opét s oznacenim
ag:=Fy/m . (5.106)

Partikularni feSeni rovnice by vSak bylo nyni jiné. Podle toho, Zze by amplituda méla byt s casem
stale rostouci sinusoida s frekvenci wg, zkusime funkci

x(t) = xot cos(wot + o) (5.107)

a postupem stejnym jako vyse dostaneme konkrétni hodnoty xg, ¢o jako

z(t) = ;Tootsin(wot) (5.108)

Jak je vidét, amplituda, rychlost i zrychleni by kolisavé rostly do nekonecna, coz by jisté rychle
narazilo na limity (ptisobici sila pruznosti pfestala byt linearni a fidit se tedy vztahem F = —kz,
s rostouci rychlosti by pfestalo byt zanedbatelné t¥eni apod.).

Energie

Zabyvejme se nyni energii buzenych tlumenych kmitt.
Celkova mechanicka energie Fx; se u netlumeného oscilatoru s ¢asem neméni. Uvazujeme-li napf.
rov. (5.30): z(t) = xm cos(wot + 2), ©(t) = —wozy sin(wot + p2), pak plati

1 1 1
Es =Ec+E, = 5m9’c2 + §kx2 = §mw3x§1 : (5.109)

U tlumeného oscilatoru klesé Ey; s ¢asem exponencialné k nule diky &initeli e~%:

dl. d /1 5, 1, 4 - . . .92
_ _ - Z = =x(—hz) = —h . A1
= v - aQ <2m:n + 2kraz ) z(mi + kx) = &(—hi) & (5.110)

U vynucenych kmitti se zabyvame jen ustdlenym stavem. Ten mé pribéh stejného tvaru jako
volny harmonicky oscilator a udrzuje si proto i stejnou energii. Je to vSak vyvazeno tim, ze vtisténa
sila kond praci a dodava energii, ktera se diky tlumeni ztraci. Vykon sily je roven skalarnimu soucinu
sily a rychlosti (rov. (4.21)).
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Rezonance energie

Energie F, dodané vtisténou silou za dobu T' = 27/2 jedné periody v ustédleném stavu je rovna
T
E, = / (—hi?)dt = —276 Qma?, (5.111)
0

a prumérny ztratovy vykon je

SQ2FZ/m

5.112
(022 — w})? + 462022 (5.112)

E
P = T = 602°ma? =

Tato funkce mé sice podobny prubéh jako amplituda kap. 5.95 vySetfovana diive, obvyklym zpu-
sobem muzeme najit extrémy anulovanim derivace podle {2, ale tentokrat je podminkou rezonance
(energie)

203 (2 —w) =0 = 2 =wp (5.113)

nezévisle na tlumeni 9, resp. h.

Cinitel jakosti

Cinitelem @ jakosti kmitajici soustavy (napf. rezonanéniho obvodu) nazyvidme pomér primérné
energie kmitajici soustavy ku primeérné energii F,, kterou vtisténa sila doda béhem jednoho cyklu,
aby udrZela ustalené kmitani:

Ly, 27T%mw§ac12n
= =—=_2 -1 5.114
@ E, 27602mal ( )
V rezonanci: Q = % : (5.115)

5.2.7 Skladani kmitu

Princip superpozice

Pokud soucet pric¢in dava prosty soucet dusledki, rikame ze plati princip superpozice. Lze snadno
nahlédnout, Ze tento princip je splnén pravé tehdy, jsou-li pohybové rovnice linearni (v proménnych,
které popisuji konfiguraci soustavy). Protoze az dosud probirané pohybové rovnice linedrni byly,
byl tim splnén predpoklad principu superpozice.

Princip superpozice umoziiuje pouzivat plné redukcionismus a fesSit namisto slozité rovnice
nékolik jednodussich dil¢ich rovnic — konkrétné zde namisto slozité pravé strany (vtisténé sily)
vyresit pohybovou rovnici s pravou stranou sinusoidalni; pro libovolny jiny pribéh pravé strany
pouzijeme jeji Fourierovy fady a prevedeme tim novou tilohu na soucet tloh znamych, tj. feSenim
slozité tlohy bude prosty soucet feSeni tloh jednodussich.

Kmity ve stejném sméru

Ulohy s netlumenymi kmity a s ustdlenymi stavy vynucenych kmit vedly na sinusoidalni FeSeni
typu napf.

x1 = Tmcos(wit+ 1) (5.116)
To = Iy cos(wat + p2) (5.117)

Casto se vyskytuji dva specialni p¥ipady: thlové frekvence wy, ws jsou
stejné |, tj. w1 = wo, amplitudy razné

blizké , tj. w1 = ws, presnéji w; — wo K w1 + we, amplitudy stejné.
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Pro stejné thlové frekvence lze snadno dokéazat, ze sou¢tem dvou sinusoidalnich funkci s tymiz
frekvencemi je opét sinusoidalni funkce téze frekvence, jen s jinou amplitudou i fazi:

T1+ Ty = xmicos(wt+ @1) + Tme cos(wt + p2) (5.118)
= 12 cos(wt + ¢12) (5.119)

kde
Tmia = \/ZL‘?nl + 22 5 + 2Tm1 Tma co8(P1 — P2) (5.120)

ZTm1 SN Y1 + Ty sin g
Tm1 COS Y1 + Ty2 COS P2

Y12 = arctan (5.121)

Odvozeni (neméme-li pravé po ruce Wolfram Mathematica):
Ozna¢me pro strucnost s:= sinwt, c:= coswt, Sk = sinpy, Ck := cos Yy, Xk =z . Potom méme dokézat, Ze pravé strany
rov. (5.118),(5.119) jsou si rovny. Upravime funkce souctu thli:

X1cC1 — X1851 + X9cCs — X958S2 = X12¢C12 — X1285122 (5.122)
Protoze s, ¢ jsou linedrné nezavislé, musi platit

X101 + X202 = X12C12 (5.123)
X151+ X2S2 = Xi12512 (5.124)

Umocnénim rovnic na druhou a sectenim dostédvame rov. (5.120), z podilda obou rovnic pak rov. (5.121).

Amplituda je zfejmé nejvétsi, jsou-li oba kmity ,ve fazi“, tj. ¢1 = w2 a nejmensi, jsou-li oba
kmity v protifazi“, tj. o1 — @2 = m; ve druhém piipadu pro zy1 = xmo kmity vymizi, amplituda
vysledku je nulova.

Pro blizké uhlové frekvence se stejnou amplitudou x,, upravime soucet s vyuzitim rovnosti

cosa + cos 3 = 2COS#COSQT_62

r1+ Ty = mpycos(wit+ @1) + oy cos(wat + p2) (5.125)

= 2z Cos (wl _w2t+ 1 _¢2> cos (wl +w2t+ P1 +<p2>

12
2 2 2 2 (5.126)

Réazy Vysledek rov. (5.126) interpretovat jako modulované kmity, tj. kmity s thlovou frekvenci
(w1 + w2)/2 a s (pomérné pomalu) proménnou amplitudou, aviak nikoli *5#2 (jak by se zdélo
z rov. (5.126)), ale dvakrat vyssi, totiz |w; — wa|. ,Zapornd amplituda® neni totiz odliSitelnd od
kladné a obalovd krivka — funkce typu |cos a] — mé periodu dvakrat vétsi nez funkce cos a.
Jsou-li si v akustice thlové frekvence wy, ws blizké natolik, Ze odpovidajici rozdil frekvenci
|f1— f2| = |w1 —wa|/27 je mensi nez cca 10 Hz, dokdZeme maxima sluchem vnimat a odlisit. Tento
akusticky jev se pak nazyva razy (dfive téz zdznéje). Obréazek je podle rov. (5.125) pro x,, = 0,5;

w1 = 17; wy = 15; 1 = @2 = 0 spolu s ¢arkovanou funkei cost (frekvence %)
104
sl || LT
‘n LwAl n A"&l A n 1 h l\;‘% n 1
][V \1 ‘ V V V U °
-o.sg u ! H
-1.0 ;
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Kmity ve smérech navzajem kolmych. Lissajousovy obrazce

Kmita-li ¢astice dvéma harmonickymi kmity ve smérech navzajem kolmych, napt.

z(t) = wymcos(wit+ p1) (5.127)
y(t) = ymcos(wat + ¢2)

je zajimavé sledovat jeji trajektorii F'(z,y) = 0, tedy vyloucit ¢as t z pravé uvedenych zavislosti.
Amplitudy zp,, ym jen urcuji méritko vysledné kiivky a nejsou zajimavé; zvolime je xy, = ym = 1.

Jsou-li tthlové frekvence wy, wo v raciondlnim poméru wy : we = [ : m s celymi nesoudélnymi [,
m, pak je trajektorii uzaviena kiivka dotykajici se opsaného ¢tverce praveé v [ bodech ve sméru = a
v m bodech ve sméru y. Oznacime-li totiz wis = wy/l = wa/m, pak doba T12 = 27 /w12 je nejmensi
spole¢nou periodou funkei x(t), y(t), tj. plati z(t) = x(t + T12), y(t) = y(t + T12) a ¢astice (poprvé)
znovu pokracuje po své predchozi trase. Protoze mezitim nabyla [-krat funkce 2(t) = cos(lwiat+¢1)
svého minima i maxima, m4 trajektorie se svou (étvercovou) hranici | spoleénych bodu ve sméru
osy x a podobné m spoleénych bodi ve sméru osy y.

Je-li pomér tthlovych frekvenci wy : wy iraciondlni, pak trajektorie vypliuje husté ¢tverec, tj. ke
kazdému bodu B uvniti ¢tverce a ke kazdému ¢ > 0 existuje Cas t takovy, ze v okamziku ¢ je bod
trajektorie bodu B bliZze nez .

Generujeme-li na pocitaci trajektorii tak, ze se s plynoucim ¢asem ¢ zobrazuje vzdy tsek trajek-
torie [t—to;t] s pevnym tg, dostaneme esteticky hezké ¢asové proménné obrazce — ,hada“ elegantné
se vinouciho uvnit¥ obdélnika. Viz Wikipedie, Lissajousovy obrazce.

Obrazek je podle rov. (5.127) pro &y = ym = 1; w1 = 3; we = 4; p1 =; @3 = 7/2.

1.0

-1.0

Lissajousovych obrazcti generovanych dvéma signaly na osciloskopu se diive, kdy nebyla digitalni
technika rozvinuta jako nyni, ¢asto uzivalo pro méreni frekvence neznamého signalu porovnanim se
signalem znamé frekvence.

5.2.8 Vazané kmity. Kvazicastice

Uvazujme dva stejné oscilatory kmitajici samostatné s touz tithlovou frekvenci wa = 4/ % Zavedeme-
li mezi nimi vazbu

Fp = — kp(xg - a;l) (5.128)

(napf. pruzinou s tuhosti kp), pak vedle wp se objevi i nova thlova frekvence wp = %. Pro
slabou vazbu (kp < k) zde muze dojit k raztim uvedenym vySe; pivodni osciladtory si navzajem
jakoby prelévaji energii. Vse snadno zjistime fesenim soustavy pohybovych rovnic:
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mi; = —kx1+kp(xe —x1) = —(k+ kp)x1 + kpxo (5.129)
mio = —kxg+ k‘p(ﬂjl — 332) = kpx1 — (k‘ + k‘p)ﬂEQ (5.130)
odkud seCtenim a odectenim rovnic dostaneme ihned
mIi +mayg = —k‘(l’l + l’2) (5.131)
mIy — may = —(k? + 2]{713)(3}2 — :El) (5.132)
a dosazenim ép = x1 +x2, & =T2 — 21
méy = —kéa (5.133)
még = —(k + 2kp)B (5.134)
(5.135)

Soustavu dvou sprazenych oscilatori jsme prevedli na dvé nezavislé rovnice popisujici nové dva
oscilatory — nezavislé kvazicastice s polohami &, &g, s efektivnimi hmotnostmi m a s thlovymi
frekvencemi

wa = & (5.136)
m

wp = 2R (5.137)
m

(5.138)

Takto se vysetfuji napt. kmity v pevné latce a kvantuji se na fonony, viz dale.

Je poucné rozmyslet si zde, jak se to mé s ,existenci“ a ,neexistenci“ Castic a kvazicastic.
Soustava interagujicich ¢astic se pod vlivem vnéjsich vin opravdu chova (rezonuje ¢i nerezonuje)
jako soustava dvou neinteragujicich kvazicastic, jejichZ pfitomnost v soustavé tedy opravdu mizeme
zjistit primym méfenim. Polohu kvazic¢astic vsak pfimym mérenim nezjistime. Tu mtizeme vypocitat
z poloh skutecnych Céastic se zapoctenim jejich interakci — a naopak, ze znamych hodnot veli¢in
kvazicastic bychom mohli vypocitat i polohu a ostatni veli¢iny skuteénych ¢astic. A predev§im —
oboji, ¢astice i kvazicastice, jsou modely reality. Kazdy z nich je nékde nazornéjsi nez druhy.

5.2.9 <« Retizek oscilatorii (podélné kmity)
Uvazujme Tetizek N stejnych ¢astic pohyblivych jen po ose z; ¢islujme je 1 az n. Kazda necht je

spojena pruzinou s tuhosti k se svym nejbliz§im sousedem. Predpokladejme, Ze v rovnovaze maji
Castice tutéz vzajemnou vzdalenost a (u krystali ,miizkovy parametr®) a tedy n-ta éastice ma

rovnovaznou polohu Tno = Na (5.139)
okamzitou polohu (odchylenou o wuy,(t)) zn(t) = na+ uy(t) (5.140)
a pohybové rovnice jsou tedy
mz, = k (xpy1—xn) —k (xp —2p—1) (5.141)
resp. iy, = —wg(un_l — 2y + Upy1) (5.142)

s obvyklym zavedenim wg:=\/k/m. Rovnice plati pro n = 2 az n = N — 1; krajni body 1 a N
v8ak nemaji po jedné strané souseda a tedy by chybéla prislusna sila. Zesymetrizujeme rovnice
cyklickymi okrajovymi podminkami'; rozsiiime fetizek, ale periodicky s periodou N. Ztotoznime
tedy N-tou Castici s nultou; pii vétsim N si miizeme predstavit, ze fetizek stoc¢ime do kruhu. Pak
budou rov. (5.141),(5.142) univerzalné platné pro vSechna n (muzeme je brat mod N). Rovnice
jsou sprazené a potiebovali bychom je separovat. Citime pfitom, Ze v cyklickém fetizku si jsou
vSechny castice ,rovnopravné“, nemélo by zalezet na tom, kterd — v kruhu — bude prvni. Hledejme
proto u, ve tvaru periodické funkce proménné n se zatim neznamymi parametry ¢, w

Up = Uy € GTa/N=wt) (5.143)

Ve 3D ptipadé se takové cyklické okrajové podminky nazyvaji Bornovy-Kdrmdnouvy.
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Pro celo¢iselna ¢ mé w,, periodu N v parametru n (jak pozadujeme). Dosazenim dostaneme

—wu, = wiun(— e i2ma/N 4 g ot i2ma/N) (5.144)
2
= —wiuy <2 + 2cos ﬂ) (5.145)
N
2 2 2
2 2
z—g — 2 (1 + cos %) —4 <sin %) (5.146)
. Tq
= 2up [sin | 5.147
w wo |sin — ( )

Tim jsme dostali pro rizna celd ¢ povolené tihlové frekvence w(q).
Fyzikalni smysl parametru g:

5.2.10 <>Struna
5.2.11 <—Retizek s bazi
5.3 Specialni pohyby 3D: centralni pole
5.3.1 Definice centralniho pole
Silové pole f| () nazyvame centralnim, jestlize

e sila f (7) sméfuje vzdy k jistému bodu? O zvanému centrum sily;

e m4 velikost f zavislou jen na vzdalenosti r od tohoto bodu (nikoli na sméru 7 ).
V bodé O zpravidla volime pocatek vztazné soustavy; pole f v ném neni definovano. Pak

F(7) = f(r)o (5.148)

kde 7y = 7/r je jednotkovy vektor pfislusny nenulovému polohovému vektoru 7.

5.3.2 Obecné vlastnosti centralnich poli

Centralni pole je konzervativni
Lze dokazat, Ze kazdé centralni pole je konzervativni. Nejjednodussi je konstruktivni dukaz:
. e, . . . . dF
Ozna¢me F(r) primitivni funkei k funkei f(r), tj. plati F(r) = [ f(r)dr;  f(r) :_)#.
Pak U(r) = —F(r) + konst = — [ fdr + konst je potencidlni energii silového pole f, tj.
f(7) = —grad U(r) (5.149)

Diikaz si provedte piimou derivaci.

Centralni pole zachovava moment hybnosti b

Zakon zachovani momentu hybnosti b:=7 X p v centralnim poli dostaneme snadno. Moment M
centralni sily vici centru je totiz vzdy roven nule:

M=Fxf=Fx fiy=0 (5.150)
a protoze ¢asovd zména momentu hybnosti je rovna momentu vyslednice sil (rov. (4.6)), neméni se

moment hybnosti s ¢asem, a to ani co do sméru (z toho vyplyne rovinny pohyb), ani co do velikosti
(z toho vyplyne zachovani plosné rychlosti).

2Pokud je centralni silové pole odpudivé, sméfuje sila pochopitelné od centra, nikoli k nému; jinak ovem plati
totéz. S takovym polem se setkdme nap¥. pii rozptylu (kladné nabitych) a-¢astic na (kladné nabitém) jadru atomu.
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Pohyb v centralnim poli je rovinny

Zadani tlohy je sice 3D, ale dokézeme, Ze pohyb v centralnim poli je rovinng, tedy jen 2D. Odehrava
se v roviné urcené centrem a pocatecnimi podminkami: lezi v ni pocateéni polohovy vektor 7 a

pocatecni rychlost 7.*0 = vg. Témi je totiz urcen pocateéni moment hybnosti 50 = Ty X mi, a jak
jsme dokézali, moment hybnosti b se pii pohybu v centralnim poli zachovava.

Centralni pole zachovava plosnou rychlost vy

V roviné pohybu se zachovava plosnd rychlost vy, tedy plocha opsand privodi¢em délend dobou

pohybu. Z definice plosné rychlosti plati totiz v, = %F X U = %g/m a moment hybnosti b se pri
pohybu v centralnim poli zachovava.

Dva specialni pripady centralnich sil: sila pruznosti a sila gravitace

Pruznost: F(7) = —k7. Jde o (prostorovy) harmonicky oscilator, kap. 5.3.3;

N 4

které se gravitacné pritahuji (Keplerova uloha, kap. A).

5.3.3 Prostorovy harmonicky oscilator

Harmonicky oscilator je charakterizovan pritazlivou silou pfimo tmeérnou odchylce z rovnovazné
polohym tedy (vektorové)

F(f) = k7 (5.151)

7Z kap. 5.3.2 vime, ze pujde o rovinny pohyb. Zvolime kartézské soutradnice a rozepiseme pohybové
rovnice do slozek:

mi = —kz (5.152)
my = —ky (5.153)

s feSenim podle kap. 5.2.3, rov. (5.30) a déle u Lissajousovych obrazcii, kap. 5.2.7, rov. (5.127):

z(t) = zmcos(wt+ 1) (5.154)
y(t) = ymcos(wt+ p2) (5.155)

tedy se stejnou thlovou frekvenci w = \/%. Trajektorii je obecné elipsa, jak dostaneme eliminaci

¢asu t z téchto rovnic: oznacime & :=x /Ty, 1:=Y/Ym, Ck := COS @k, Sk := sin . a rozepiseme:

(a) & = cjcoswt— sysinwt (5.156)
(b) n = cgcoswt— sysinwt (5.157)

a eliminujeme funkci cos wt kombinaci cg(a) — ¢1(b), funkci sinwt kombinaci sy(a) — s1(b):

2 —cm = (—si1co + c182)sinwt (5.158)
s9& —s1m = (c182 — s1¢2) cos wt (5.159)

Obé rovnice umocnime na druhou a se¢teme. Do vysledku dosadime s1cy — ¢152 = sin(p; — p2),
c102 — 5182 = cos(p1 — p2), & = x/Tm, N = y/ym a dostaneme

<i>2 + ( Y >2 — 22 Y cos(p1 — ) = sin (o1 — @2) (5.160)

Tm Ym Tm Ym

coz je rovnice elipsy s poloosami xy,, ym, ve stifedové poloze s hlavni osou nato¢enou o tthel ¢ — @s.
Po ni se tedy pohybuje éastice realizujici prostorovy harmonicky oscilator. (Zdiraznéme, Ze centrum
pole lezi ve stiedu elipsy, zatimco v Keplerové tiloze pro gravita¢ni pole feSené v kap. A leZi centrum
pole v ohnisku elipsy).
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5.4 Relaxacéni kmity

Podstatou harmonickych kmit ¢astice kolem rovnovazné polohy je, jak jsme vidéli, sila navracejici
Castici zpét s velikosti piimo tmérnou vzdalenosti od této rovnovazné polohy. Nemusi také jit
o Castici; harmonicky kmitat mize i jind fyzikalni veli¢ina (napf. elektrické napéti ¢i proud), je-li
snadno realizovatelna jeji druha derivace podle casu.

Kmity tohoto typu mivaji v praxi viceméné pevnou frekvenci, vnéjsi rusivé vlivy ovlivni spise
amplitudu.

Vedle téchto kmit se v technice i v zivé prirodé Casto vyskytuji relaxaéni kmity vznikajici
zcela jinym mechanismem, a to stfidanim dvou reZimnu.

o UA @qbz’jen{
N
C
o > ¢

Uvazujme napft. elektricky obvod podle obrazku. Ze zdroje pevného napéti Uy se pres rezistor
R1 nabiji kapacitor s kapacitou C' s paralelné zapojenou doutnavkou. Doutnavkou zatim prakticky
neprochazi proud. Nabijenim roste napéti U(t) na kapacitoru i doutnavce a exponencialné by se
blizilo hodnoté Uy. Jakmile vSak dosdhne zapalného napéti U, doutnavky, nastane v doutnavce
vyboj, ndboj do té doby kumulovany na kapacitoru poklesne, az pfi hodnoté U_ nestaci k udrzeni
vyboje a vyboj zhasne. Doutnavkou prestane téct proud a kapacitor se opét nabiji v prvnim rezimu.

Obé vétve déje — nabijeni i vybijeni — maji charakter relaxace, tj. uvolnéni, pfechod z nerovno-
vahy do rovnovahy; odtud nazev relazacni kmity. (Nejprve je to netiplné nabity kapacitor zapojeny
na nabijejici zdroj napéti, poté nabity kapacitor z moznosti vybiti ndboje pres doutnavku.)

Charakteristickd proménna (zde napéti U kapacitoru) probiha interval od U_ do Uy prvnim
rezimem (nabijeni kapacitoru); pti hodnoté Uy dojde ke zméné rezimu a napéti se vybojem v dout-
navce méni obracené, od U do U_, v rezimu vybijeni. (Mize, ale nemusi byt tedy symetricky
k rezimu prvnimu; zde zifejmé neni, vybiji se pies jiny odpor Ro, nez pres ktery se predtim nabi-
jelo.) Pfi napéti U_ se opét situace zméni. Pfejde se na prvni rezim a cely déj se stile opakuje.

Vysledkem je sice periodicky pribéh proménné veli¢iny x (zde U), ale ur¢ité nikoli harmonicky
(ktery by mél sinusoidalni zévislost). Je tvofen dvéma vétvemi (narust, pokles) obecné riizné povahy,
a proto obecné rtizného prubéhu. Faze relaxa¢ni byva dédna exponencidlou klesajici asymptoticky
k jisté limitni hodnoté, pokud plati, Zze rychlost & je tmérna odchylce  (u harmonickych kmitt
to nebyla rychlost, ale zrychleni odchylky #). Rychlost mtize byt napf. i konstantni (pak je vétev
popséna parabolickym obloukem) nebo muze kmitajici objekt ziskavat impulz jen v okamziku zmény
rezimu (pak je vétev popséna useckou), apod. Podle povahy tohoto prubéhu lze napf. v biologii
uvazovat a odhadovat podstatu a ptivod ptisobici zobecnéné sily.

U kmitu tohoto typu zistava staly rozkmit, tedy amplituda kmitt. Vnéjsi poruchy ovliviuji
zpravidla spise frekvenci.

Teoretické studium pak spociva ve zkouméani jednak mechanismu relaxaci, jednak mechanismut
zmén rezimu.



Kapitola 6

Setrvacné (zdanlivé) sily ...

Tato kapitola vznikla jako samostatny vyklad problematiky v ramci skoleni uéiteli SS. Pfipomina proto obcas (nadbytedns)

néktera zakladni fakta z mechaniky a uziva i elementarni grafické konstrukce. Véfim, ze mi to ¢tenaf promine.

Motto:

Setrvacné ,sily“ jsou jen prilepek pro to, aby 2. Newtonuv zdkon platil treba i na kolotoci.

6.1 Mechanika v nenormalnich situacich

K termintim: v hovorovém jazyce se uziva termin pohyb pfedmétu pro zménu jeho polohy (s ¢asem); je fyzikalné vyjddien
jeho (nenulovou) rychlosti ¥. Setrvacnost je vlastnost télesa vyjadfena jeho (nenulovou) hmotnosti m > 0; podle prvniho
Newtonova zakona lze Fict, Ze se volna ¢astice pohybuje setrvacnosti. Chybna je formulace, Ze se pohybuje setrvacnou silou. To
by odpovidalo aristotelovskému pojeti, kdy je k pohybu potfeba sily, zatimco podle Newtona je sila potfeba ke zméné pohybu.
Termin setrvac¢nd sila (neptilis stastny) je zaveden pro jiny, dale vysvétleny pojem.

Tato kapitola zavadi ,setrvacné sily“ neboli fiktivni, zdanlivé, novéji kinematické; je to napf. sila Coriolisova, unasiva,
odstfediva, Eulerova. Vysvétluje, Ze nejde o pravé sily (popisujici interakei télesa s okolim), ale jen o dodateéné ¢leny s rozmérem
sily, doplnéné proto, aby pohybové rovnice zachovaly svij tvar, i kdyz soufadnice, rychlosti a zrychleni méfime ve vztaznych
soustavach meinercidlnich, tfeba vaci rotujici Zemékouli, rozjizdéjicimu se rychliku apod..

6.1.1 Pohyb castice v normalni situaci

Zatim budeme provadét veskerd méreni v inercidlni soustavé a vSechny proménné mérené v iner-
cidlni soustavé budeme znacit velkymi pismeny: M, E, F , fT, V. Omezime se pro jednoduchost na
nejjednodussi téleso — Eastici neboli hmotny bod, tedy téleso, jehoz vlastni rozméry jsou v dané
uloze zcela zanedbatelné a jehoz poloha je plné popsana jedinym bodem B, resp. jeho polohovym
vektorem ]:213.

Rikéme, 7e ¢astice je volna, kdyZ na ni neptisobi zadné vlivy, tj. ani sily = interakce (napf.
magnetismus), ani vazby = omezeni v pohybu (napf. koleje), resp. kdyz vSechny na ni pisobici
vlivy se navzajem dohromady vyrusi. V téchto ,normaéalnich“ situacich dodrzuje volna ¢astice pruni
Newtoniv zdkon (1NZ) neboli zakon setrvacénosti:

‘ INZ: Volna éastice se pohybuje rovnomérné primocare (anebo je v klidu).‘

Co se tyce G¢inku sil, poradi ndm druhy Newtoniv zakon (2NZ) neboli zdkon sily, totiz

Vijslednd sila Fx, udéli volné édstici s hmotnosti M zrychleni A, kde MA = Fs. (1)

Zde je vysledna sila F, rovna souctu ﬁz skut VvSech skutecnych sil na ¢astici piisobicich:

MA = Fy  (2NZ - chceme udriet) (6.1)

— —

Fs = Fyogeant (zatim).

65
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6.1.2 Prvni nenormalni situace

Vedle sily je jesté jind moznost, jak ovlivnit ¢astici, a to je vazba. Vazbou nazyvame kazdé omezeni
pohybu, at uz co do polohy nebo co do sméru. Pfiklady z technické praxe jsou t¥eba cepy, klouby,
kladky, kolejnice. Céstice podrobend vazbé oviem uz neni volna. Pro jednoduchost uvazme ¢asové
neproménné vymezeni povolené trati’ dané nap¥. rovnici f(X,Y, Z) = 0 vymezujici plochu, po niz
se jediné muZe bod se souradnicemi X, Y, Z pohybovat a kterou nemuze opustit. Co s tim? Jak
upravit 2NZ, aby platil i nadale, kdyz ¢astice neni volna?

PomiiZeme si trikem: nasi vazbu nahradime vhodnou vazbovou silou. Ta bude praveé takova, aby
sice udrzela ¢astici ,na cesté pravé“, ale jinak ji nijak neovlivnila, zejména aby ji nedodéavala nebo
neubirala energii. Pro zachovani energie staci, kdyz tato sila F bude zasadné kolmé na drahu, tj.
na posunuti dr ¢astice; pak W = F.d7 =0. Tim je urcen smér: normala k trajektorii. Velikost je
pak dana jednoznacné: tak ,akorat®, aby c¢astici ,dotlacila“ presné na drahu, ale nepfretlacila o kus
dal.

Piikladem budiz tata s klukem na cesti¢ce v parku; v pozadi bdi hlidac. Jak zarucit, aby kluk dodrzel vazbu, tj. neslapal na
travnik? Stacila by klasickd vazba, tj. ty¢ podél kiivolaké cesticky, na ni navleCeny krouzZek, a ten je prikovan k noziéce ditéte.
Otec coby vnéjsi vliv je pak nadbytecny. V praxi ale takova voditka podél cest nemame, a proto nezbyvd, nez aby otec fungoval

jako vazbovd sila: pti pokusu kluka o vychyleni na néj zaptsobi vhodnou silou Fy, ;.1 ma smér kolmo k cesticce, a velikost
pravé takovou, aby kluka pfimél dojit az na cesticku, ale ne dal.

Vazbovou silu (nahrazujici tedy vazbu), formulujeme snadno:

—

Fyyagh = Agrad f | (6.3)

kde f je zndmé skalarni funkce popisujici vazbu f(z,y,2) = 0 a A(z,y,2) je nezndmé skalarni
funkce; urcuje velikost sily a spocte se tak, aby vazba f(z,y,z) = 0 byla splnéna pro pohyb
popsany fesenim, tj. funkcemi z(t), y(t), z(t).

Tim jsme zobecnili dosavadni pojem sily: k sildm skuteénym jsme pridali jesté sily vazbové
b vypocitané tak, aby nahradily jistou ,nenormalnost®, totiz ze Castice nebyla volna:

—

E.

Y vaz

Fy = FE skut T Fs (1. vylepseni) (6.4)

a i nadéle plati 2NZ ve tvaru rov. (4.3), tedy

MA = F, (2NZ: udrzeli jsme i s vazanou ¢éasticil).

6.1.3 Druha nenormalni situace: neinercialni soustava

Nékdy vsak potfebujeme popis pohybu ¢astice ve vztazné soustavé, kterd neni inercidlni. (Takovou
soustavu budeme za trest znacit malou kapitalkou N, a uZijeme minuskule — mal4 pismena — pro
v8e, co s ni souvisi: z, a, . .. .) Zajimé-li nds Foucaltovo kyvadlo nebo staceni pasati, musime uvazit,
7e Zemé, na niz stojime a vuci niz provadime méreni, se otaci kolem své osy. Soustava A s ni spjatéa
proto neni inercialni, jenZe popis ,mimo Zemi“ by byl evidentné neprakticky?. Uvazme nyni3, co
pri novém popisu v pohybové rovnici zustava a co se méni:

e (stejné) Hmotnost ¢astice M je na vztazné soustavé nezavisla: m = M. Déle uzivejme proto
jen minuskuli, znacku m.

o (stejné) Casy T it plynou ,stejné rychle“. Mohou sice mit navzdjem posuv (host z jiného
¢asového pasma méa ¢as t = T — Tp), ale protoze vSude pouzivame jen dobu AT = Ty — 11,
resp. At = ty — t1, tedy rozdil dvou Casovych udaju, toto Ty se nikde neuplatni: At = AT.
Uzivejme proto i zde nadéle jen minuskuli ¢.

ITj. plnym jménem vazba holonomni, skleronomni, oboustranna.

2Napt. obvodova rychlost bodu na povrchu Zemé otécejici se kolem své osy je u nas cca 300 m/s, rychlost dana
obihénim Zemé kolem Slunce je cca 30 000 m/s.

3Samoziejmé klasicky. V relativité je M # m a AT # At; i s tim bychom si uméli poradit, ale ted se tim
nezdrzujme.
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e (stejné) Skutecné sily F popisuji interakci mezi Casticemi, a ta rovnéz nezavisi na tom, zda
a kdo ji odkud popisuje. Obé dynamické veli¢iny tedy zlstavajl stejné, na volbé vztazné
soustavy nezavislé: f = F.

Rozklad vektoru do slozek podle os X, Y, Z anebo z, y, z oviem na volbé vztazné soustavy zdvisi, protoze vztainé
trojhrany xyz a XY Z mohou byt viiéi sobé natocené. Proto f = F, ale obecné* f, # Fx, fy#Fy a f. # Fz.

e (zména) Zrychleni A je ¢asovou zmeénou rychlosti V ata je Casovou zménou polohy R. Podi-
tame ho z ¢asového pribéhu polohy castice jako
AV AR AT AF

A= v V= AL a podobné N v=5 (6.5)
Protoze je obecné 7 # R, plati i AT £ AR, @ #* vV, a #* A.

e (naprava) Vzajemnd poloha bodi A, B nezavisi na volbé vztazné soustavy (vlevo): ziejmé
Rp — RA = 7B — TA-

B B

Ry o R=Rp F=Rp— RA =7TB —TA
A TA =0
0] R4 (0] Ry

Provedeme tedy odvozeni nikoli pro ﬁ, ale pro EB — EA, a za bod A vezmeme konkrétné
pocatek o neinercidlni soustavy & (vpravo). Pak je ovSem #a = #pr = 0, Ra = Ry a plati

Rg—Ry = ig—0 ¢l (6.6)

R—Ry = 7 (6.7)
2 /- - a2

A—Ay = d+a (6.9)

(Jak uvidime, ¢asova zména v neinercialni soustavé NIS neni zcela pfimocard, protoze sama
NIS mize s ¢asem ménit svou polohu, napt. otécet se. To vystihuje ¢len @*.)

Posledni rovnici vynasobime hmotnosti M, vyuzijeme rovnosti M = m a upravime:
MA + (—mAy —md*) =mad . (6.10)

V inercidlni soustavé S ma pohybova rovnice (2NZ) tvar M A = Fy, kde Fs je soucet viech
(skuteénych i vazbovych) sil. My bychom tento tvar radi zachovali i v neinercialni soustavé v, tedy

(radi bychom:) mad = fx
Tady ale prebyva vyraz (—mffj\/ —ma*) s fyzikalnim rozmérem sily; nazveme ho setrvacnou silou
wsetrvacnd sila“: footr = (—=mAx —ma*) (6.11)
a pfi popisu v neinercialni soustavé ho vzdy pfidame ke skutecnym sildm ﬁg. Bude tedy

Fs + fsetr = (6.12)
Foglout T Fsvagb t fsetr = fo (2. vylepseni) (6.13)
a s pfidanou ,setrvacnou silou® plati i v neinercialni soustavé & pohybova rovnice

mi = fx (2NZ: udrzeli jsme i v NIS!). (6.14)

4Pfipometime, e tslovi ,obecné a # b* varuje, e nékdy mize ndhodou byt i a = b, ale spolehnout se na to nelze.
Napt. ,,Rlzni lidé maji obecné riiznéd jména.“ Viz pozn. na str. 25.
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Meéreno z neinercidlni soustavy se cdstice pohybuje podle 2NZ tak, jako by na ni vedle vsech
skutecngych a vazbovych sil navic pisobila tzv. setrvacnd sila fyety 2 rov. (6.11) .

Vyraz pro zrychleni An sestava z vice ¢lent. Tyto ¢leny maji své nazvy a podle nich nazyvame
i jim odpovidajici diléi setrvacné sily: undsivd, odstredivd, Coriolisova, Fulerova, viz kap. 6.2.

<— Mizeme totiz jit jesté dale, az k obecné teorii relativity. To nejprve odvodime pohybové rovnice v nejobecnéjsich
k¥ivocarych soufadnicich. Pak do nich zahrneme, Ze prostor a ¢as spolu tzce souviseji (pfes konstantni rychlost svétla).
Nakonec si uvédomime, ze kvili existenci gravitace® neexistuje zadné inercialni soustava (So, tedy ani S). Ale nase
nejobecnéjsi pohybové rovnice pro svou platnost jiz zddnou inercidlni soustavu nepotfebuji, a proto plati i tak. Tim
uz pak ovSem nejsme v klasické mechanice, ale zvladli jsme obecnou teorii relativity. Ale o tom jinde.

6.1.4 Ctyf¥i vysvétlujici poznamky

1) Prévé zavedena setrvacna ,sila“ JFsetr = (—m/_f/\/) je zfejmé jen kinematickou, z polohy a c¢asu
spocitanou berlickou, aby ndm ztistal zachovan 2. Newtontv zdkon coby pohybova rovnice, a ne-
popisuje tedy zadnou skuteénou interakci mezi ¢astici a ,nééim okolo* — télesy ani vazbami. Proto
k ni neexistuje zadné reakce; nelze na ni pouzit 8. Newtoniv zikon (zédkon akce a reakce). Totéz
ovsem plati i pro vSechny diléi sily, na které ji pro nazornost rozkladame. Specialné setrvacna sila

odstrediva neni reakcli na dostfedivou silu!

Rozmyslete si do diisledkt, ze ,setrvacnd sila“ neni nikdy sila ve smyslu interakce, ale jen zptsob popisu zrychleni v jiné
(neinercialni) soustavé. Pokud si narazim nos, kdyz tramvaj prudce zabrzdi, pak z hlediska (neinercialni) tramvaje mnou tlacila
setrva¢nd sila proti sténé, a ta svou pevnosti (neprohnula se, neprotrhla se) mi zptisobila traz. Z hlediska mého vSak sténa nebyla
klidné, ale pohybovala se mi vstiic, az mne udefila. Setrva¢nou silu potfebuji ,,do poctu® — pro soulad s relativnim zrychlenim,
aby mi vySel 2NZ pii vypoctu vuéi tramvaji. Ale uraz mi zpusobi vzdy néjakd skutecnd sila — interakce (zde: kontaktni sila)
mezi mym nosem a zdi!

2) Vsimnéte si, ze disledné fikdme, Ze polohu a pohyb ¢astice popisujeme v inercialni nebo
neinercidlni soustavé, a vyhybame se vyrokim typu cdastice je v inercidlni (neinercialni) soustavé.
Recéeno lehéim slohem: &astice neprislusi zadné vztazné soustavé, anebo prislusi stejnym pravem
vSem soustavam — jak si vyberete®. Céstice je (existuje) sama o sobé a je ji naprosto jedno, zda ji
nékdo popisuje, resp. z jaké vztazné soustavy.

3) Kdyz bézné popisujeme pohyb Slunce (a celé nebeské klenby) vii¢i Zemi (ve vztazné soustavé
spojené se Zemi), tak fikdme, Ze se Slunce ota¢i kolem Zemé, a méame pravdu stejné jako zeleni
muzic¢ci na zcela jiné planeté, tvrdici, Ze (v jejich vztazné soustavé) se naSe Slunce s celou oblohou
toci kolem nich. Kolem ¢eho se tedy opravdu nase Slunce toci? To je jen otazka popisu, a popisi je
tolik, kolik je pozorovateld, tfebaze nase Slunce je jen jediné. (Rozmyslete si krasny vyrok ,,Slunicko
zaslo za mraky“, 1 kdyz i prosty pasacek vi, ze po obloze spi$ pluji rychleji mraky nez slunicko.)

V heliocentrické soustavé Kopernikové obihad Zemé kolem Slunce, v geocentrické Ptolemaiové
obihé Slunce kolem Zemé. Bézna hovorova fraze ,heliocentrickd soustava je spravnd, geocentricka
je nespravnd® neni pravdiva: viibec zadna vztazna soustava neni (a z principu ani nemiize byt)
nespravna. Pravda je, Ze geocentrickd soustava nent inercidlnt, a proto popis pohybu, tj. kinematika
ostatnich planet v ni vychazi slozitéjsi, a tim spis i popis sil — dynamika. Heliocentricka soustava
s pocatkem v té€zisti slunec¢ni soustavy a s osami neotacejicimi se viucéi ,stalicim“ mé k inercialni
soustavé mnohem bliZe a kinematika i dynamika jsou v ni podstatné jednodussi. To je vse, co se
da pravdivé fict: ale slozitost a tim i ,neobratnost* neznamend nespravnost. Muzeme s klidem, jak
je nam libo, uzivat kterékoli z obou soustav, anebo tfeba soustav jesté divocejsich (tfeba soustavu
spjatou s koloto¢em, rozjizdéjicim se na otacejici se Zemi, nebo soustavu spjatou s kyvajici se
houpackou). Jen se ndm bude dost slozité pocitat. . .

574dna volna Gastice totiz neexistuje: na kazdou piisobi gravitace, a tu neni &im odstinit, kdyZ ptisobi na viechny
hmoty tuplné stejné!
6 Asi jako muz, ktery je vérny viem Zenam.
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do sedadla, pak stejné opravnéné musime konstatovat, ze na domy, koleje, stromy atd. ptisobi v &
tataz setrvacna sila jako na nas. Protoze vsak tyto objekty nemaji za sebou pro opfeni tramvajové
sedadlo, které by bylo v klidu (vi¢i & = tramvaji), neopfou se a museji se pohybovat viéi A se
zrychlenim danym touto setrva¢nou silou, a to dozadu (opét vici & = tramvaji).

Toto vse si dikladné rozmyslete. Student miva totiz casto zabrany: je ochoten pocitat s odstie-
divou silou pusobici na broucka sediciho na podlaze kolotoce, ale vaha o pusobeni setrvac¢nych sil
pfi popisu pohybu dravé mouchy sledujici tohoto broucka a letici stale tésné nad nim, a vtbec si
nepfipousti (byt stale pii popisu viici koloto¢i) potfebu pouzit odstfedivé sily pro popis vysoko nad
koloto¢em krouziciho kosa zaujatého brouckem i mouchou, nebo dokonce pro popis stromu stojiciho
opodal, z néhoz vse sleduje se zdjmem kosice. Chceme-li ale zkoumat fyziku z kolotoc¢e (rozumi se:
popisovat fyzikalni déje z neinercidlni vztazné soustavy spojené s otacejicim se kolotofem), pak
nutné zjistime, ze se napf. domy na namésti to¢i dokola kolem osy kolotoce. Zduvodnime to tim,
Ze na né (v soustavé kolotoc¢e) puisobi setrvaénd sila odstfediva a Coriolisova, a to stejnym pravem
jako na broucka, mouchu, kosa, kosici, strom, domy kolem i Slunce nad nimi vSemi. Setrvac¢né sily
jsou prosté univerzalni dani odvedenou pohybovym rovnicim za to, Ze ztistanou platné i pri popisu
polohy, rychlosti a zrychleni vii¢i neinercidlni soustavé, jakou je v tomto pripadé kolotoc.

6.1.5 Jak popisovat co nejvyhodnéji

Pro popis déji v neinercidlni soustavé A jsou vhodné takové pohybové rovnice, v nichz se budou
vyskytovat

e soufadnice (a rychlosti i zrychleni) zkoumangch objekti vyjadiené vyhradné v neinercidlni
soustavé N (napf. ze na Zemi se na severni polokouli staceji pasaty doprava — vicéi Zemi N);

e ajenom popis pohybu neinercidlni soustavy N (tj. pohyb jejiho poc¢atku a jeji piipadné rotace)
budou vyjadfeny v soustavé inercidlni S, napi. Ze Zemé N se kolem své osy to¢i od zapadu
k vychodu thlovou rychlosti 2 (viéi ,stélicim“, S).

Vsechny proménné v rovnicich budou tedy mit znacky bud malé (&) a popisovat zkoumany objekt
viéi N, nebo velké s indexem N (Apr, pFip. 2 = {2y) a popisovat pohyb celé soustavy & viéi S.
6.2 Neinercialni vztazné soustavy — analyticka metoda

Dokézeme, Ze nejobecnéjsi premisténi & vaci S lze popsat pomoci posunuti AEN jejiho pocatku
Onr a otoéeni A® kolem sméru tohoto posunuti (kinematicky Sroub, podrobnéji viz kap. 7.3.2).

Jde-li o pfemisténi infinitezimalni (,elementarni“, A — d) a trva-li toto pfemisténi dobu dt,
l1ze ho popsat vektory rzrchlosti ‘7/\/ = %tﬁ = VN; a thlové rychlosti 2= ‘}i—‘fj, kde ; je vhodny
jednotkovy vektor, tj. |j| = 1. Tato pfemisténi jsou komutativni. Vliv pfechodu popisu z S na &
lze tedy rozlozit a mizeme studovat samostatné posunuti a otoceni.

Posuvny pohyb je jednoduchy: kazdy bod jsouci v klidu viéi /¥ mé vucéi S totéz zrychleni /_fN
a zrychleni se séitaji, takze — jak uz vime z rov. (6.8) —

A—Ay=a (6.15)
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2
Y
x
Obrazek 6.1: Kinematicky Sroub
Otacivy pohyb je slozitéjsi: pfi otaceni je Casovd zména % N kazdého vektoru B (at uz polohy,

rychlosti ¢i sily), méfFend v neinercidlni soustavé, ddna jednak jeho ¢asovou zménou %—Jf méfenou
S

v inercidlni soustavé, jednak tihlovou rychlosti {2 neinercidlni soustavy A viaéi inercidlni S, a to
vztahem

db dB L ,

T = | - 2 xb neboli (6.16)
N

dB db L
S N

Vektorovy souéin popisuje skutecnost, Ze i pro vektor ¢asové neproménny (v S) se méni jeho slozky
v N tim, Ze se otac¢i neinercidlni vztazny trojhran xyz vidéi inerciadlnimu XYZ thlovou rychlosi (2.

Kinematicky Sroub Obecny polohovy vektor RvSa odpovidajici polohovy vektor 7 v A souvisi
s polohovym vektorem Rjs pocatku O soustavy A vici S vztahem

R—Ry = F (6.18)
Pak aplikace rov. (6.17) na rov. (6.18) vede nejprve na na vztah

— — .

V-V =

=y
D
X X
=T
—~~
o o
N =
S ©
N—

+
+

|
<L

Zde se Casto zavadi unasiva rychlost v, vztahem

To=Vy+0x7 . (6.21)
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Dalsi aplikaci (rov. (6.17) na rov. (6.20)) dostaneme

A— Ay = i(»ﬂfzxf) (6.22)

_|_
QA
X
A~
<y
+
Sl
X
~

= T+ (D2XF+OXP)+ (2 xT+ 2 x(2x7) (6.23)
= T+ DXF+20xT+ 0% (2x7) ,odkud (6.24)
A = d+4dc+d, ,kde znadime (6.25)
Coriolisovo zrychleni o = 20 x ¥ (6.26)
unasivé zrychleni @, = An + g + Gao zahrnujici (6.27)
unasivé posuvné zrychleni d,, = Ay (6.28)
a0 :,
Eulerovo zrychleni dg = Frke F=0XT (6.29)
dostiedivé zrychleni 4, = 2 x (2 x7)=F-2) 02— 0*7 (6.30)
= —0%F (6.31)
kde vektor 7} sméfuje kolmo od osy otaceni ? (nikoli od pocatku Ops jako 7).
Tato zrychleni vynasobime hmotnosti a zménime znaménko’, ¢imz dostaneme
Coriolisovu silu feo, = —2mf2 x T (6.32)
unasivou silu f, = —-mAx+ fg+ foa zahrnujici (6.33)
unasivou posuvnou silu fup = —mAy (6.34)
Eulerovu silu fz = —-m2 x 7 (6.35)
odstfedivou silu foq = m*F, (6.36)

Shrnuti I v neinercidlnich soustavach plati 2NZ jako pohybovéa rovnice, pokud k vysledn1c1 F,
skuteénych a Vazbovych sil pridame jesteé setrvacné sﬂy Coriolisovu chr a unasivou fu, zahrnujici
unésivou posuvnou fup, odstfedivou fod a Eulerovu fE

mi = f=Fs+ foor+ fu (6:37)
=  F 4+ (—2m@x0)+ (—mAy) + (mQ*) +(-m2x7)  (6.38)
S~~~ N————— N——— N——— N————

skutetna  Coriolisova  unas. posuvnd odstfediva  Eulerova

Konkrétné napf. pfi popisu pohybu na otécejici se Zemékouli (2 ~ 7,3 - 1075s7!) zfistanou
zpravidla jen dvé sily:

—

mad = + (—2m82 x T) (6.39)

F
~—~ —_———
skutecnd  Coriolisova

6.3 Popularné: Neinercialni vztazné soustavy grafickou metodou

6.3.1 Diskretizace

Dnes jsou bézné digitalni fotoaparaty. Vétsinou umoznuji udélat nejenom jediny snimek, ale i movie
— nékolik snimku ,tésné za sebou“ (po dobé dejme tomu 7 = %s), coz se nam prii pozorovani
s troskou tolerance jevi jako pohyb®: jako bychom sledovali Zivy dé&j.

"Tim se zméni i nazev: dostiedivé zrychleni vede na odstiedivou silu.
8Komu to nestadi, at vezme 7 = 1 us (a po¢itd na vic desetinnych mist). A kdo to chce tplné piesné, at udéla
limitni prechod 7 — 0. Tim pak s pomoci kalkulu dostane s derivacemi pfesné tiplné vSecko.
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Ukézeme si, jak ze dvou po sobé jdoucich snimku pozname rychlost fotografované ¢astice a ze tii
snimki i jeho zrychlent, a tim z 2NZ (znédme-li hmotnost éastice) i silu, kterd na ni v tom prostfednim
okamziku ptisobila. Tim budeme znat vsecko potfebné i pro kinematiku, i pro dynamiku v onom
prostfednim okamziku.

6.3.2 Parametrizovana trajektorie (oznackovana cesta)

Jak jsme vySe naznadili, pfi grafické metodé vyjdeme z kiivky zaznamendvajici pohyb éastice (at
uz v S nebo v N), na niz budou vyznaceny i ¢asy, ve kterych ¢astice pfislusné misto ,navstivila“.
Je to parametrizovand trajektorie, a to konkrétné trajektorie parametrizovana casem — nasSimi
elementarnimi dobami 7.

<— Trajektorie by mohla byt parametrizovana i jinak, tieba vlastni délkou — asi jako latkovy krejcovsky metr nebo
silnice s patniky; byla by to tzv. pfirozena parametrizace.

6.3.3 Rychlost
Rychlost popisuje ¢asovou zménu polohy. K jejimu uréeni nam stac¢i dva po sobé jdouci snimky:
Castice, kterd ma na prvnim snimku polohu 7, a na druhém 75, ma rychlost

— —

To —T1

7=
i
Pokud je na obou snimcich bod na tomtéz misté (tj. 71 = 7), vyjde ndm rychlost nulova: 7 = 0
a bod je ve sledovaném okamziku v klidu (alespor s tou pfesnosti, na jaké jsme se dohodli).
K danému c¢asu zfejmé mutzeme urcit jednak ,rychlost pred“ z ro5 a rg, jednak ,rychlost po“

z rq a rg. A nejlépe je z nich pak vzit stied: vg = %(7‘@ —re)/T.

6.3.4 Zrychleni

Zrychleni popisuje Casovou zménu rychlosti. Jestlize potiebujeme dva snimky pro zjisténi rych-
losti, pak pro urcéeni zrychleni jsou nutné snimky tii: zjistime, jak se rychlost zménila za danou
elementarni dobu. Z trajektorie na obrazku, parametrizované ¢asem ¢ v péti polohach (tfi, Bg, By,
Bg jsou pojmenované), je z prodluzovani tsekt ziejmé, jak se Gastice pfi pohybu zleva napravo
zrychlovala.

Chceme-li urcit zrychleni v Case t(y, spoCteme sousedni Casy tg = tg — T a tg = tg + 7 a pro
vSechny t¥i odpovidajici polohy Bo, Bg a Bg, resp. polohové vektory s, iy a 7g. Z nich uréime
rychlosti ,,pfed* a ,po“:

Uy = (fo—7s)/T,
17@ = (F@—FO)/T. (641)

Zrychleni je rovno rozdilu téchto rychlosti vydélenému dobou 7 mezi snimky:
do = (Vg — Uo) /T = (P — 270 + 7o) /T2 (6.42)

Tento vyraz muzeme nazornéji vyjadrit geometricky. Najdeme ,stfedni polohu“ — bod By lezici
presné uprostied mezi body Bg a Bg. Ten je popsan poloviénim souctem polohovych vektort
krajnich bodu, tedy

1.
Ty = 5(7"@ + ) (6.43)

a dosazenim do rov. (6.42) dostaneme

i=— (7 — ) . (6.44)
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Pri pevné volbé doby 7 tedy plati:

Zrychlent cdstice je umérné odchylce jeji stredni polohy Bs od skutecné polohy By.

6.3.5 Vysledna sila (vyslednice)
Vyslednici fz pusobici na ¢astici uréime podle 2NZ ze zrychleni @ a hmotnosti m:

> L 2m,,
fg:ma:?(rs—ro) . (6.45)

Heslovité feceno, vyslednou silu ptisobici na ¢astici uréime graficky takto:

Vyslednice je podle 2NZ dmérnd odchylce stredni polohy B od skuteéné polohy By.

m v 7 7 7z v 7 v .
—5 a béhem celého pozorovani se neméni (protoze m je hmotnost
-

¢astice a 7 je dohodnutéd ,elementarni“ doba mezi snimky = mezi méfenimi poloh).

Konstanta timérnosti je rovna

6.4 Cviceni

Na SS se fesi ulohy na nékteré specidlni druhy pohybii v S. Graficky se tyto pohyby projevi takto:

e klid: body By, By, Bg splynou v jeden;

e rovnomérny primocary pohyb: Bo, By, Bg lezi na pfimce, jsou stejné daleko od sebe:
BsBo = BoBg;

e zrychleny pfimocéary pohyb: B, By, By lezi na ptfimce, jsou rizné daleko od sebe:
BsBj # BoBg;

e rovnomérny kruhovy pohyb: Bo, By, Bg neleZi na pfimce, jsou stejné daleko od sebe:
BsBj = BoBg;

e rovnomérné zrychleny pohyb (tfeba volny pad):
BsB) # BgBg, ale rozdil As = BBy — BoBg se béhem pohybu neménti;

e obecny pohyb: Bo, By, By nelezi na pfimce, jsou ruzné daleko od sebe:
B:By # BoBg .

Vse, co potrebujeme védét o pohybu (poloha, rychlost, zrychlent, sila) v jistém okamZiku,
pozndme z onéch trech sousedicich bodi na papire pri zdznamu v konkrétni vztazné soustave
(at uz S ¢iN).

Kdyby mij stil byl IS a papir by na ném lezel klidné, dokazal bych z kazdych t¥i ,sousednich
bodit uréit silu F pusobici v prostfednim bodé. Kdyby mi ale nékdo béhem zanaseni poloh sledova-
ného bodu papirem hybal, byly by polohy zaneseny jinam, a vysla mi i jina sila f #+ F'. Se znalosti
pohybu papiru vici stolu bych vSak dovedl polohy , pfepocitat a ziskat pravdivy vysledek o sku-
tec¢nych pusobicich silach. Totéz interpretovano jinak: muj papir by pak byl obecné NIS zobrazene
body by se od predchozich lisily a vedly k sile f lisici se od F pravé o ,setrvacné sily* fsetr = F— f
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6.5 Spolec¢né vlastnosti setrva¢nych sil

Setrvacné sily ,,ptisobi“ na vsechny objekty popisované z hlediska neinercidlni soustavy®. Tyto sily
tedy napft. z hlediska kolotoce ,nuti“ budovy kolem, aby se pohybovaly po kruhovych drahach kolem
osy kolotoCe apod. Jinymi slovy, zavedeme-li je, mizeme i z hlediska koloto¢e tispésné popisovat
svét, a to jak pfedméty spojené s kolotoCem, tak i stojici mimo néj. Odstrediva a Coriolisova sila
tedy (z hlediska Zemé tocici se kolem vlastni osy) spravné popiSou pohyb Foucaltova kyvadla,
staceni pasatil, ale i pohyb stélic na no¢ni obloze. Shrnuto dohromady tedy kazda setrvacna sila

e _pusobi® — ve smyslu poznamky pod ¢arou — na (kazdy) pozorovany objekt;

e nepopisuje zadnou interakci (mezi dvéma télesy), a proto nemé smysl k ni hledat reakci ve
smyslu 3NZ;

e je to fakticky jen umély pfilepek (—m/_f/\/) vymysleny proto, aby INZ i 2N7Z platily i pFi
popisu z neinercidlni vztazné soustavy;

e neexistuje (chcete-li, je identicky rovna nule) v inercialni vztazné soustavé.

6.6 Slovni zmatky; dostiediva sila a jina ,,odstrediva sila“

Pojem odstfedivé sily pravé vyloZzeny je sdm o sobé& dosti obtizny. Ale je$té horsi je, Ze podobny
termin — dostfediva sila — je iplné jiné kategorie. A nejhorsi je, Ze stejny termin — odstrediva sila
— se také uziva, ale pro néco zcela jiného.

6.6.1 (Vazbova) dostiediva sila

K tomu, aby se ¢astice pohybovala rovnomérné po kruznici, musi byt vysledna sila kolméa k jejimu
sméru pohybu. Obvykle byva tato sila vazbova (provazek, koleje apod.), u planet je to gravita¢ni sila
centralniho slunce. Pfi rovnomérném pohybu ¢astice sméiuje tato sila do stfedu oskula¢ni kruznice,
a proto se nazyva dostrediva sila. Pokud se velikost rychlosti méni, tak ,dostrediva“ sila nemd smér
do stiedu oskula¢ni kruznice. Shrnuti: dostfediva sila (zajistujici k¥ivocary pohyb)

e piisobi na pozorovany objekt (od vazby ¢ od ostatnich okolnich objektit);
e popisuje skuteénou interakci (mezi dvéma télesy), a proto k ni existuje reakce ve smyslu 3NZ;

e existuje i v inercidlni vztazné soustave.

6.6.2 Odstiediva sila (pusobici na vazbu)

Poklddame-li vazbovou dostiedivou silu za akci, pak reakci k ni je sila, kterou obracené ptisobi
¢astice na vazbu (provazek, kolejnici . .. ). Nékdy se tato sila nazyva odstredivou: ,,Koleje poskodila
odstrediva sila projizdéjicich vlaki; lozisko vymlela odstrediva sila Spatné vyvazeného kola“. Neni
to moc $tastné z vice divodu. Jednak v pfipadé loziska ho tato sila poskodi smérem do osy, nikoli
od osy!0. Dale, jeji zavedeni pro planetu obihajici kolem slunce by bylo rozporuplné; uvazte nikoli
lehkou planetu, ale dvojhvézdu. A predevsSsim je tato sila néco uplné jiného nez pravé vyloZena
(setrvaénd) odstrediva sila:

e (vazbova) odsttediva sila pisobi na vazbu (zévés, kolej. .. ), nikoli na ¢astici;

9Méné emotivné fedeno: Setrvaéné sily musime zahrnout do pohybovych rovnic pro libovolny objekt, ktery popi-
sujeme v neinercialni soustaveé.

ONo véazné: osa loziska je pry vymletd odstiedivou silou — ale je snad nafoukld od stfedu osy, ven? Nikoli, je
vmackand, a to samoziejmé ke stfedu osy, dovnit¥!
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e (vazbova) odstiediva sila je skuteénd sila a existuje pfi popisu v kterékoli vztazné soustave;

e (vazbova) odsttediva sila je ve vztahu akce — reakce s dosttedivou silou, nutici éastici k pohybu
po kruznici;

e (vazbova) odstfedivé sila nemd jednoduchy smysl, je-li zakfiveni drahy zkoumaného télesa
dano nikoli vazbou, ale obecnym silovym pusobenim, napt. gravitaci jiného télesa; pak se
timto polem prenasi na jeho zdroj.

Nicméné, ¥ika se to takto, a tézko najit néco jiného, co by se ujalo!'. Nezbyva nez uvazit vidy,
o co se jedna: vyse uvedené rozdily vam urcité pomohou jednoznacné rozhodnout.

6.7 Priklady

6.7.1 Kosikova na kolotodi: zvlasté nazorny priklad

Oblibenym poutovym trikem na kolotoc¢i byva volejbalovy koS na ose: béhem zastavovani kolotoce
se vhodi mezi vozici se zdkazniky volejbalovy mic¢ s tim, Ze kazdy, kdo se trefi do koSe, se muze
vozit znovu zadarmo.

Kazdy to rad zkusi, pfesné zamiri — ale vétSinou se velice mine: mi¢ namifeny na kos se v letu
jaksi zahne doprava a proleti dost daleko od kose. Fyzik sedici na koloto¢i si fekne: , Inu, odehnula
ho Coriolisova sila spolu s odstiedivou.“ Fyzik stojici na zemi vedle kolotoce si fekne: ,, Ten mic leti
ve svislé roving, a ne po néjaké zahnuté plose. Ale pro¢ s nim ten ¢lovék miri na kos a ne doleva,
kdyz vi, Ze se sém pohybuje doprava?* On totiz vidi, Ze héazejici, ktery mifi na kos, se sim pohybuje
kolmo ke sméru, kterym hézi. Je to stejné, jako kdyby hazel z auta, které projizdi okolo rychlosti
stejnou, jakou méa na koloto¢i hazejici, tedy U = R{2. Je-li mi¢ vrZzen rychlosti ¥ k ose, ma vuci
zemi rychlost W | kterd je vektorovym souctem téchto rychlosti: W =70+ ﬁ; rychlosti U jsou
k sobé kolmé. Po dobé 7 = R/v proleti ve vzdalenosti D = U = RU /v od osy.

6.7.2 Strelba na zidliéce

K otacivé zidli je nasroubovana vzduchova pistole mifici radialné od osy otaceni a o néco dale terc.
Roztoc¢ime-li zidli, dopadnou stfely jinam, nez kdyz je zidle v klidu.

Pozorovatel na zidli méri zakfiveny let stiely a vysvétli ho Coriolisovou a odstfedivou silou,
plsobici na pohybujici se stfelu. Pozorovatel na zemi vidi shora pfimy let strely. Vidi vsak, ze
stfela ma vedle své rychlosti @ viéi zbrani i slozku o velikosti V' = R{? danou tim, Ze se zbran
ve vzdalenosti R od osy otac¢i ithlovou rychlosti 2, a dale Zze béhem doby letu 7 se cil posune po
oblouku o stfedovém thlu 7.

K obéma popistim piistupuje ovsem jesté mirny pokles ve vysSce dany volnym padem stiely
béhem letu.

6.7.3 Odklon pasatt

Predmeét, ktery stoji na rovniku, se vu¢i inercidlni, nerotujici soustavé S spojené s osou Zemé
pohybuje tctyhodnou rychlosti. Rovnik mé zhruba 40 030km, Zemé se otoc¢i zhruba jednou za
24 hodin (pfesnéji ovSem musime uvazovat hvézdny den, cca 86 164 s), ¢ili predmét ma viuci S
nadzvukovou rychlost: Ve &~ 465 m/s. Posune-li se pfedmét o 30° na sever, mél by mit rychlost
nizsi: V3go = 465 - cos 30°m/s ~ 400 m/s, aby byl v klidu vi¢i Zemi.

" 7kuste premluvit lidi, aby Fikali teplotomér namisto teplomér, protoze méii teplotu, a ne teplo!
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Pokud si tedy pfedmét o hmotnosti m setrvacnosti ponechal svych 465m/s, tak pfesunem na
sever o 30° ziskal slusnou rychlost Av = 65m/s vuéi Zemi, a také tomu odpovidajici hybnost
Ap = mAvU (se smérem na vychod). Z hlediska Zemé se predmét urychlil; toto zrychleni dcoy,
stejné jako prirtstek Ap hybnosti, se jevi jako disledek Coriolisovy sily fCor »pisobici“ na tocici
se Zemi: dgor = —fc()r/m.

A konkrétné k pasattim a vibec k proudéni vzduchu na nasi Zemi: kdyz se vzduch pfesouva
na severni polokouli smérem od rovniku k pélu (to nastava v hornich vrstvach troposféry), tak se
pravé popsanym mechanismem ,pfedbihd“ doprava (na vychod). Na jizni polokouli pfi pfesunu
smérem od rovniku k jiznimu pdlu se predbihéd rovnéz na vychod, tentokrat je to ovSem z jeho
hlediska doleva. Naopak, proudi-li vzduch obrécenym smérem, tedy smérem od péla k rovniku (to
pozorujeme ve spodnich vrstvach atmosféry), pak ,nestthd Zemi“, zpozduje se oproti zemskému
povrchu, a tedy z hlediska svého pohybu se stac¢i na zapad (opét je to na severni polokouli doprava,
na jizni doleva).

Obecné vzato je toto ,,Coriolisovo staceni® pii pohybu pfedmétu na (otacejici se) Zemi tim
vyraznéjsi, ¢im blize jsme pdlu. Na rovniku samotném se Coriolisova sila uplatni jen nepatrné —
tim, Ze pri padu z vysky se predmét uchyluje na vychod, pri pohybu po rovniku smérem vychodnim
je pfedmét nadleh¢ovan. Pfi pohybu od rovniku smérem k pélu (kterémukoliv) je ovSem piimo na
rovniku Coriolisova sila nulova, protoZze tam je smér pohybu rovnobézny s osou rotace Zemé.

6.7.4 Pad z velké vysky

Kéamen padajici z Eifellovy véze (ve vakuu) by padal asi 7 s a nepadl by pfesné podle olovnice,
ale zhruba 7 cm na vychod. Pro¢? Z hlediska Zemé: na kamen pusobila béhem padu odstiediva a
Coriolisova sila. Z hlediska inercidalni soustavy: vrsek véze je od osy otaceni Zemé dal, a proto ma
vétsi posuvnou rychlost nez spodek, takze fakticky nejde presné o volny pad, ale o vodorovny vrh
na vychod, po hlavni kruznici ve sméru otaceni Zemé.

Obcas se muzete setkat s ,aristotelovskym* vykladem: béhem padu se Zemé pod kamenem staci
trochu pooto¢it (jako by se kdmen ve svém rota¢nim pohybu se Zemi v okamziku upusténi mél nahle
zastavit!). Za dobu paddu kamene se vSak spodek i vriek véze posunou o nékolik kilometrii na vychod.
Kdyby tedy ,aristotelovsky* kamen zapomnél obihat kolem zemské osy, jakmile ho nedrzite, dopadl
by na obrdcenou stranu, a to s pékné velkou odchylkou — o nékolik kilometra.

6.7.5 A nakonec Cimrmanovo ,,Tudy cesta nevede, piratelé!*

Pii zdjezdu do rovnikové Afriky ¢i Equadoru se na rovniku muZete setkat s ochotnymi obchodniky,
ktef{ vam (za mirny baksis) ukézou, jak na severni polokouli se pfi vytékani vody z nddoby malym
otvorem ve dné tvoii vir doprava, zatimco o metr dale — uz na jizni polokouli — v téze nadobé
vytvoli taz voda pii vytékani vir levotocivy. Je to velice efektni. (Vy se o to ani nepokousejte.
Nejspi$ se vam ten jejich pokus néjak nepovede zopakovat.)

Kdyz si ale uvédomite:

e 7e Coriolisovo zrychleni 2vf2sin@ je ¥adu 107 m/s* (odhad: pii zemském poloméru 6 378
km a odchylce v poloze 1 m je sinf ~ 0,16 - 107%; Ghlova rychlost 2 otacejici se Zemé je
227,3-10"%s7! a rychlost v proudici vody je mald);

e 7e je znacné tézké ustalit Cerstvé nalitou vodu v nadobé tak, aby se ani troSinku netocila;

e 7e s klesajici hladinou a polomérem otaceni se ptivodni tthlova rychlost viru v kapaliné vyrazné
zvysuje;
e co dokézou nepatrné mimovolné (ba i nemimovolné) pohyby lidského téla, dané uz prosté jen

tepem naseho srdce, chvénim svalstva a podobné,

jmou se vas jisté pochybnosti a vérohodnosti tohoto ,dikazu“ Coriolisovy sily. Docela pravem.



Kapitola 7

Soustava HB a tuhé téleso ......

7.1 Soustava hmotnych bodu

7.1.1 Zavedeni, zakladni pojmy

Uvazujme soustavu N > 1 hmotnych bodl; budeme jim pro stru¢nost fikat castice a budeme je
¢islovat indexem, napf. n = 1...N. Jsou situace, kdy ma rozumny smysl poklddat soustavu za
celek a jako celek ji vySetfovat. Piiklady:

N =2 Slunce + Zemé anebo Zemé + Mésic; Kepleruv problém, kap. A; sprazené oscilatory, vazané
kmity, kap. 5.2.8; molekuly Os, Ny, HCI;

N = 3 Slunce + Zemé + Mésic; molekuly HoO, CO4, HCN;

N =9 zjednoduSend sluneéni soustava — Slunce a planety; molekula ethanolu CoHsOH,;

N > 10%° kapka vody, krystal soli, kus kiidy, détska hracka ,setrvacnik“, vzduch v miéi.
Pracujeme-li s takovou soustavu jako s celkem, mé smysl hledat, zda lze zavést jen nékolik malo
veli¢in k jejimu popisu. Nékteré veli¢iny budou pouhym souctem diléich veli¢in pro kazdou ¢astici,
jiné budou mit vlastnost ,primérné hodnoty“, dalsi z nich mohou byt odvozeny. Pro strucnost a

y - ot r Nl TN
piehlednost nevypisujeme meze pii scitani pres Castice: Dn = D=1
Pfi souctu pres index ¢islujici ¢astice neuZivime Einsteinovu konvenci.

Zakladni aditivni velic¢iny:
Celkova hmotnost M soustavy je soucet hmotnosti vSech ¢astic:
M := Zn M (7.1)
Celkova hmotnost nezavisi na volbé vztazné soustavy, v niz soustavu popisujeme.

Celkova hybnost P soustavy je soucet hybnosti vSech ¢astic,

P:= Znﬁn = Zn Mty (7.2)

Celkova hybnost zavisi na volbé vztazné soustavy, v niz soustavu popisujeme.

Celkovy moment hybnosti B soustavy je soucet momentil hybnosti kazdé ¢astice,

B:= E b, = E My Ty X Uy . (7.3)
n n
Celkovy moment hybnosti zavisi na volbé vztazné soustavy, v niz soustavu popisujeme.
Spin S V kvantové Castice pfisuzujeme ¢asticim aditivni atribut spin §; ten ma povahu vlastniho

(,vrozeného“) momentu hybnosti. Pro néj lze zavést celkovy spin S := ) 5, jako soucet
spinti vSech ¢éstic soustavy.

7
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Celkova kineticka energie E) soustavy je soucet kinetickych energii vSech ¢astic,

1
Ei:= Zn By = 5 Zn mpv? . (7.4)

Celkova kinetické energie zavisi na volbé vztazné soustavy, v niz soustavu popisujeme.

Celkova sila F pusobici na soustavu je soucet vSech sil na soustavu ptsobicich. Stac¢i vsak scitat
jen sily vnéjsi:
A g 7 ext
F.= E nF = E nF” . (7.5)

Soucet vSech vnitinich sil je totiZ roven nule, protoze diky 3NZ ke kazdé vnitini sile existuje

sila opacna: F,p = —F},. Celkova sila nezavisi na volbé vztazné soustavy, v niZz soustavu
popisujeme.

Celkovy moment sil M plisobici na soustavu je soucet vSech momentt sil na soustavu ptisobi-
cich. Jeho velikost zapiSeme zde vzdy |M| pro odliSeni od celkové hmotnosti M.

Pokud jsou vnitini sily centralni, staci scitat sily vnéjsi:

M := Zn M, = Zn M (7.6)

protoze momenty vnitfnich sil jsou v tom pfipadé rovny nule. Posunutim pocatku vztazné
soustavy o 7 se celkovy moment sil zmensi o 7 x )" F; je-li tedy >, F' = 0, nezavisi celkovy
moment sil na volbé vztazné soustavy.

7.1.2 Stied hmotnosti, hmotny stied; tézisté, metacentrum ap.

Stfed hmotnosti, hmotny stfed Pro kaZdou soustavu lze definovat stfed hmotnosti neboli
hmotny stfed neboli hmotnostni stfed {center of mass}se souradnici

2k TR
X:===—— a analog. pro y, 2. 7.7
S~ mr (7.7)
Plati tedy
MX = Zk myxy a analog. pro v, z. (7.8)

V angl. textech se Casto oznacuje indexem cm: 7y, poloha, 9.y, rychlost stfedu hmotnosti apod.
Z matematického hlediska jde o stfedni hodnotu polohy s vdhou m. Pro kontinuum nachézejici
se v oblasti V 1ze proto tento pojem zavést typickou limitou — Stieltjesovym integralem s mirou m:

ann%/vdm(f’) (7.9)

Zpravidla lze zavést hustotu p(7) pro ¥ € V a p(¥) = 0 pro ¥ ¢ V, takze dm = pdzdydz a lze
integrovat pres cely prostor. Integral se proto pise zpravidla stru¢né bez oblasti a proménnych:

> ...mn—>/...dm:/...pdxdydz:/...pdv (7.10)

takze

- prdV

Ackoliv piseme pdV, je p funkci polohového vektoru 7, tj. p(7), nikoli snad objemu p(V). Zapis p(¥)d7 by ovSem byl

zavadéjici; prislusny diferencial neni vektor, ale (pseudo)skalar s rozmérem L3, nikoli L.
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Tézisté; metacentrum Pojmu ,stfed hmotnosti“ je pfibuzny pojem tézisté. Zavadi se pro tuhé
téleso v tihovém poli jako bod, do néhoZz mizeme umistit vyslednou tihovou silu G a nahradit tak
spojité rozloZeni tihového ptsobeni s tthovym zrychlenim g na celé téleso v oblasti V. V homogennim

Ve

Vv v Yo

Jednoslovny termin téZisté a jeho odvozeniny (napf. tézisfova vztaznd soustava) se proto ¢asto
uzivaji namisto dvojslovného stredu hmotnosti, kdykoli nehrozi nedorozumeéni.

Vv e

jiné terminy, napf. metacentrum pro pusobisté vztlaku na lod. Podrobnéji viz 7.4.5.
V elektrostatice se zavadi stfed naboje neboli nabojovy stfed R analogickym zptisobem pro
soustavu, jejiz thrnny elektricky naboj E = ), ex # 0 je nenulovy, tak, aby platilo ER = ) e%.

7.1.3 Véta o hybnosti

Protoze sily jsou veli¢iny aditivni, 1ze snadno zobecnit 2. Newtontiv zédkon i na soustavu hmotnych
bodi, a opét staci uvazovat jen vnéjsi sily
dP

- - F 12
7 (7.12)

Casovd zména hybnosti soustavy je rovna vyslednici vnéjsich sil.

Drive se téz nazyvala prvni impulzovou vétou.

7.1.4 Véta o momentu hybnosti

I momenty sil jsou veli¢iny aditivni, takze lze snadno zobecnit zdkon zachovani momentu hybnosti

na soustavu hmotnych bodi. Jsou-li navic vnitini sily centralnil, opét stadi uvazovat jen vnéjsi sily

dB -
= - M 7.13
I (7.13)

Casovd zména momentu hybnosti soustavy je rovna momentu vyslednice vnéjsich sil.

Drive se téz nazyvala druhou impulzovou vétou.

7.1.5 Kineticka energie; Konigova véta

Celkova kineticka energie je souctem dil¢ich kinetickych energii vSech ¢astic:

1
By = Zn Eiew = 5 Zn mpv2 (7.14)

vy

Znacime-li i, rychlost n-té ¢astice v tézisfové soustavé a 1% rychlost hmotného stfedu, pak plati
Up =V + 1,,. Z derivace rov. (7.8) podle ¢ plyne )" myi, =0 a lze tedy zjednodusit

1 - =
B, = §ann(v+un)-(V—|—un) (7.15)
1, 1, ) 1,
= §V E nmn+§V.§ nmnun—l— E , 3/Mnn (7.16)
1 2 1 2
= EMV + E , 5 nln - (7.17)

Ko6nigova véta:
Celkova kineticka energie soustavy ¢astic je rovna souctu (kinetickd energie mysleného bodu s hmot-

vvvvvvvv

IP#i necentralnich silach typu néboj-dipél, resp. obecné multipél-multipdl, maji &stice vlastni moment hybnosti
typu spinu a zakony zachovani rovnéz plati.
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7.1.6 Zakony zachovani

Zakon zachovani celkové hybnosti 7 véty o hybnosti plyne, Ze celkova hybnost soustavy se
zachovava, jestlize vyslednice vnéjsich sil pisobicich na soustavu je rovna nule. (Jakékoli vnitini
sily nemohou zménit celkovou hybnost soustavy).

Zakon zachovani celkového momentu hybnosti 7 véty o momentu hybnosti plyne, Ze cel-
kovy moment hybnosti soustavy se zachovava, jestlize vysledny moment wvnéjsich sil ptisobicich
na soustavu je roven nule a vnit¥ni sily jsou centralni. Zachovava se i tehdy, jsou-li vnitini sily
necentralni, ale lze-li je popsat zavedenim vnitinich momentt hybnosti ¢astic (spinit).

Zikon zachovani celkové mechanické energie Celkovd mechanickd energie soustavy (kine-
tickd 4+ potencidlni) se zachovéava, jsou-li vnéjsi sily konzervativni. Vazebni sily nekonaji praci a
energii tedy neméni.

7.1.7 Srazka (raz)

Problematika srazek je rozebrana v samostatné ptil. C.

7.2 Pojem tuhého télesa

7.2.1 Zakladni predstavy

‘ Tuhé teleso behem rTesené ulohy neméni sviyj tvar, tj. nedeformuje se.‘

€ Rozlisujte tuhé t&leso {rigid body}, opak: deformovatelné t&leso, kontinuum) a pevna latka {solid state}, opak: ka-
palina, plyn. Tuhé téleso se studuje v klasické mechanice, pevna latka coby skupenstvi v termodynamice a v kvantové

teorii.
Jednotlivé body A, B tuhého télesa tedy mohou ménit s ¢asem svou polohu: 7AM)
jejich vzdalenost s = sap = [FA®) — 1| se s tasem neméni: ds/dt = 0.

Kazdou ¢ast tuhého télesa miizeme ziejmé rovnéz pokladat za tuhé téleso.

, ™B(t), ale

V definici tedy nejde jen o vnéjsi tvar, ale i o vnitini strukturu objektu. Kulové akvarium zcela naplnéné vodou
nebude tuhym télesem, pokud bude uvnit¥ voda proudit (napf. kdyz budeme akvéarium roztacet). Pokud voda zmrzne
(a akvarium to pfezije...), bude se celek chovat jako tuhé téleso. Vajicko natvrdo se vii¢i roztaceni na $picce chova
jako tuhé téleso a roztocite ho proto na Spicce bez problémi; syrové vejce nikoli. Zkuste si to!

Z ,mikroskopického* pristupu dojdeme tedy k tuhému télesu tak, Ze ho rozlozime na hmotné
body. Tuhé téleso pak bude soustava N hmotnych bodt doplnéné vazbami, které zarudi, ze se vzda-
lenosti jednotlivych bodi béhem tlohy nezméni. Obvykle bude N znacné velké Cislo, potencialné
tfeba i nekonec¢né. I proto budeme hledat jiny, ,,globalni“ popis takovy, aby stacil co nejmensi pocet
vhodnych parametri pro jednozna¢né urceni stavu tuhého télesa.

Nakonec obligdtni problém: eristuje tuhé téleso? Odpovéd — tuhé téleso existuje nebo neexistuje presné stejné
jako existuje nebo neexistuje hmotny bod. Neexistuje sice redlny objekt, ktery by pfi libovolné situaci zachovaval sviij
tvar a nedeformoval se (ostatné, z teorie relativity pfimo plyne, ze zddné téleso nemuze byt dokonale tuhé, protoze by
prenéselo — uvniti sebe — informaci nekone¢né rychle). Setkdvame se vSak s fadou tloh, v nichz néktery objekt svij
tvar a vnit¥ni rozlozeni hmotnosti zachovava natolik, zZe ho lze proto pokladat za tuhé téleso. Mizeme tedy odpovédét
tak, ze ve smyslu nasi definice v ramecku nahore tuha télesa existuji.

A jesté obecnéji: tuhé téleso i hmotny existuji ¢i neexistuji pravé tak jako tsecka nebo ¢islo 7. Jsou to prosté
prvky jednoho z mnoha moznych modelt, kterymi popisujeme pfirodu.

7.2.2 Popis tuhého télesa. Stupné volnosti

Ukéazeme si nékolik pristupt k problému a jejich vzajemné souvislosti.

Soustava hmotnych boda Jak je zfejmé, je realné tuhé téleso specidlni soustavou prakticky
nekonecného mnozstvi bodu. (Pokud se zastavime na atomarni tirovni, pak 1 kg Zeleza obsahuje cca
N = 10% atomii; stafi Vesmiru je pouhych cca 0,4-10'® sekund.) Doufame proto, #e pro rozumny
popis polohy tuhého télesa bude stacit podstatné méné parametri. UkaZeme, Ze stac¢l 6 parametr,
a to nezavisle na N.

Tuhé téleso miizeme ,sestrojit“ z pevné spojenych hmotnych bodii:
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e Jeden jediny hmotny bod ma f; = 3 stupné volnosti. Miizeme ho co do polohy popsat tfemi
spojité proménnymi parametry (napf. 3 kartézské soutadnice x, y, z, nebo ve sférickych
soutadnicich analogii nadmotské vysky r, zemépisné sitky 6 a zemépisné délky ).

Rovnéz geometricky vzato je bod A v 3D uréen tfemi soufadnicemi (napf. kartézskymi).

e Dvojice spojenych hmotnych bodi A, B (model ,¢inka“) ma f, = 5 stupii volnosti. Kazdy
z bodi ma 3 stupné volnosti, ale musime odecist 1 stupen na vazbu zarucujici, zZe jejich
vzdalenost da B je pevna.

Geometricky vzato je prvni bod A urcen 3 souradnicemi, druhy bod B pii pevné vzdéalenosti
d od A musi leZet na povrchu koule se stiedem v A a polomérem d = da g; na ni je B urcen
dalsimi 2 parametry (napi. uhly v polarnich soutadnicich).

e Trojice spojenych nekolinearnich? bod& mé f3 = 6 stupiitt volnosti. Bod C piidany k ,.¢ince“
mimo jeji osu doda dalsi 3 stupné volnosti, ale také dalsi 2 nezéavislé vazby (vzdélenosti od
bodt A, B tvoricich ¢inku); soustava t¥i HB s pevnymi vzdalenostmi mé tedy f3 = 6 stupia
volnosti. Toto plati jen, pokud prfidany bod nelezi na podélné ose Cinky; lezi-li na ni, ma
soustava i nadale jen 2 stupné volnosti.

Geometricky vzato dalsi bod C, nelezi-li ovSem na spojnici bodi AB (na podélné ose ¢inky),
ma pri danych vzdalenostech dac, dpc k dispozici kruznici se stfedem na pfimce AB a lezZici
v roviné kolmé k primce AB a jeho poloha je tedy urcena jedinym dalsim parametrem, napft.
thlem ¢ v roviné této kruznice.

o Kazdy dalsi pridany bod pridava sice 3 stupné volnosti, ale také pridava 3 vazby urcujici jeho
vzdalenosti od tii bodu nelezicich na pfimce. Pocet fy = 6 stupnid volnosti tuhé soustavy
N > 3 hmotnych bodt se tedy jiz nezvétsuje s piibyvajicimi dalsimi body.

Geometricky vzato, vzdéalenosti dap, dpp, dcp uréuji kazdy dalsi bod D dvojznaéné (body
D, D’, které se navzdjem zrcadli podle roviny ABC). Pii zrcadleni vSak nejde o spojité
proménny parametr, takze pocet stupnd volnosti jiz neroste.

Tuhé téleso mad 6 stuprit volnosti.‘

Pfi rznych uvahach byva nékdy vhodné vyuzit toho, Ze poloha tuhého télesa je uréena (az na
zrcadleni), zndm-1i polohu tfech jeho bodi nelezicich na pfimce.

Vztazna soustava S tuhym télesem miZeme spojit vztaznou soustavu S s libovolné zvolenym
pocatkem O a libovolné smérovanym pravotoCivym trojhranem os z, y, z. Tato vztazna soustava
S se bude pohybovat spolu s télesem, pri¢emz jednotlivé body tuhého télesa budou mit v S stale
stejné, na case nezavislé souradnice.

Soustava S neni jedind. Stejné dobfe ndm poslouzi libovolna jina vztazna soustava S’ obecné s jingym pocatkem O’
a s jinak smérovanym trojhranem os ', 3, 2’, hlavné Ze je v klidu vii¢i S.

Reprezentace tuhého télesa Neékdy bude nejndzornéjsi predstava
e tuhé téleso ve svém skutecném tvaru;
e trojice bodu nelezicich na pfimce nehybnych viéi télesu;
e vztazna kartézskd soustava pevné spojend s télesem.
Za Sest parametri urcujicich polohu télesa lze s vyhodou pouzit
3 souradnice vhodného bodu O (zpravidla hmotného stfedu télesa ¢i pocatku soutradnic),
2 uhly uréujici v prostoru smér vhodné osy o prochézejici bodem O (napf. osy z vztazné soustavy),

1 thel urcéujici natoceni télesa kolem této osy o.

2tj. nelezicich na jedné p¥imce
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7.3 Kinematika tuhého télesa

7.3.1 Prfemisténi tuhého télesa

U hmotného bodu bylo nejobecnéj$im premisténim posunuti (a to o vektor posunuti [=7F —F
z pocatecni polohy 7 do koncové polohy 7). Pro tuhé téleso je moZnych typtu pfemisténi z polohy
S do &' vice:

1 Posunuti o l—; pfi ném se kazdy hmotny bod A tuhého télesa posune o [ do polohy A’ tedy
A=A T (7.18)

2a Otoceni kolem bodu O; pfi ném je bod O samodruzny, tj. O’=0;

2b Otoceni kolem osy o o thel ¢; pfi ném kazdy bod A télesa lezici na ose o je samodruzny:
A’=A a body télesa lezici mimo osu o se otoc¢i kolem této osy o tyz thel .

Poznamky:

e Bod O nemusi lezet v télese (napf. pneumatika).
e Osa o nemusi prochazet télesem.

e Pri otoceni se lze omezit na ahly 0 < ¢ < 2.

e Body na ose o pfi otoCeni neméni svou polohu a lze tedy pripustit, ze i tyto body se rovnéz kolem osy o otocily
o thel . Pak lze Fict, Zze otoCeni o thel ¢ je spolecné pro vsechny body télesa.

o Ovérte si, ze posunutim ani otocenim kolem osy se tuhé téleso ,neposkodi“, tj. ze i nadale ztistanou splnény
podminky definujici tuhé téleso (neméni se vzijemné velikosti jeho &asti).

V kap. 7.3.3 dokazeme vétu d’Alembertovu: kazdé otoéeni kolem bodu O (2a) je ekvivalentni
néjakému otoceni kolem vhodné osy o (prochézejici bodem O) o vhodny thel ¢ (2b).

Infinitezimalnim pootoc¢enim dy kolem osy o prochézejici pocatkem soutfadnic a urcené jednot-
kovym vektorem op se bod s polohovym vektorem 7 posune o vektor posunuti di = opdp X 7. Lze

dokazat, ze diferenciélgi) pootoceni se skladaji jako vektory?: dy := dody, a lze tedy definovat vektor
uhlové rychlosti & :=dp/dt. Posuvné rychlost bodu pfi otdceni pak je:

T=WXT . (7.19)
Derivaci rov. (7.18) podle ¢asu t dostdvame rovnici pro rychlost posuvného pohybu
A=A+ V (7.20)
coz spolu s predchozimi rovnicemi dava zakladni rovnici kinematiky TT:
(t) = Ua(t) + &(t) x 7 (7.21)
Bohuzel, rovnice ndm urcuje rychlost ¢ a nikoli polohu 7 bodu, coz komplikuje jeji pouziti a Feseni.

7.3.2 Kinematicky Sroub

Posunuti a otoceni kolem osy lze spolu kombinovat, ¢imz vznikne kinematicky Sroub.

Kinematicky Sroub je premisténi dan€ osou o, posunutim AL a thlem AP, kdy kazdy bod TT
e posuneme o AL rovnobéiné s osou o, a poté

e otocime o uhel AP kolem osy o.

Poznamky:

3Ptesnéji: axilni vektory neboli pseudovektory.
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Obrazek 7.1: Kinematicky Sroub, rychlost posuvna V a thlova £

e Posunuti lze tedy popsat vektorem AL. Protoze v celé konstrukei ziistava osa o pevna, lze i
otoceni kolem ni popsat vektorem Ad. 7 téchto veli¢in odvodime dale rychlost posuvnou 1%
a dhlovou £2.

e V tomto specidlnim p¥ipadé je posunuti a otoceni komutativni, tj. nezalezi na poradi, v jakém
je vykoname. Jinak obecné posun a otocCeni nejsou komutativni.

e Samoziejmé piipoustime i specidlni pfipady, kdy AL = 0 (samotné otoceni) nebo AP = 0
(samotny posun) nebo oboji (téleso se nepohnulo z mista; smér gy osy o je pak libovolny).

Jde o nejobecnéjsi premisténi vztazné soustavy, resp. tuhého télesa, jak dale dokdzeme (Chasle-
sova [Salsoval véta).
€ Michael Chasles [misel §4l], 1793-1880, fr. matematik.

Pii dobé pfemisténi AT a limité AT — 0 lze zavést:

e vektor posuvné rychlosti V= AE/ AT

e vektor thlové rychlosti 2 =AM /AT kolem osy O.

Nejobecnéjsi pohyb vytvorime posloupnosti takovych premisténi postupné po sobé probiha, ilClCh
v Case — asi jako kinofilm z jednotlivych snimkt. S ¢asem T se pak mohou obecné ménit* obé
rychlosti V(T), £2(T) co do velikosti i co do sméru (osa O(T)).

V duchu nasi amluvy zna¢ime okamzitou osu kinematického Sroubu pismenem O v soustavé S,

ale o v soustavé N. Z hlediska S se soustava N otaci kolem osy O tihlovou rychlosti fZ(t)
Z hlediska N se naopak ota¢i S, a to thlovou rychlosti &(T) = —f)(T). Toho vsak nebudeme pouzivat — v duchu kap. 6.1.5.
Dokazme, ze nejobecnéjsi premisténi tuhého télesa lze popsat kinematickym Sroubem.
Vyjdéme z predstavy 3 bodi A, B, C nelezicich na pfimce a urcujicich polohu tuhého télesa
(vztazné soustavy S); po premisténi budou mit polohy A’, B’, C’ (vztazn4 soustava S'). Je zfejmé
pét moznosti vzajemnych poloh odpovidajicich si bodu (po event. pfejmenovani):

e Vsechny body A, B, C zlstaly na svém misté, tj. A=A’ atd. Pak se zfejmé téleso nepohnulo,
kinematicky $roub je nulovy (I =0, ¢ = 0).

e Body A, B, zistaly na svém misté, bod C nikoli. Pak byl posuv nulovy (I = 0) a doslo
k otoceni kolem osy o=AB; tihel ¢ je dan otocenim bodu C.

e Body A zistal na svém misté, body B, C nikoli. Pak byl posuv nulovy (I = 0) a doslo
k otoceni kolem bodu A; v kap. 7.3.3 dokdzeme, ze ho lze pfevést na otoceni kolem jisté osy
o prochazejici bodem A.

4Mohou se ménit nespojité i pfi spojitém pohybu; polohu totiz ziskdvame integraci rychlosti. Zejména skokové
zména sméru dp na dp’ neméni spojitost polohy s ¢asem.
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e 74dny z bodl neztistal na svém misté a viechny t¥i se posunuly o tyZ vektor lj v tom pripadé
jde o posuv celého télesa o | bez otoceni (¢ = 0).

e Z4dny z bodl nezfistal na svém misté a bod A posunul o jiny vektor nez B; pokracujeme
dalsim textem.

Piejdéme nyni od tif bodi k celé soustavé S. Ktery bod D z ni se posunul nejméné (I = min),
a o jaky vektor 1P? Jsou ziejmé dvé moznosti:

e Existuje bod D, ktery ztistal na svém misté, tj. [° = 0. Pak jde o otoceni kolem bodu D
a pokracujeme odstavcem kap. 7.3.3.

e Existuje bod D, ktery se posunul o vektor i #* 0 do bodu D’ a zédny jiny bod se neposunul
o mensi vzdalenost /. Pokracujeme dalsim textem.

Tvrdime, Ze nejen bod D, ale vSechny body pifimky o=DD?’ (osy Sroubu) se posunuly o tentyz
vektor (P. Tim odpadne moznost, zZe by minimélni posun [ nastal pro dva rtizné sméry.

Uvazme libovolny bod E uvnitt tsecky DD’. Musi si zachovat svou vzdélenost od D (tedy
|D'E'| = |DEY)), takze bod E’ lezi na povrchu koule s polomérem |DE)| a se stfedem v D’. Pfitom
vsak bod E’ nemiize byt bodu E bliZze nez |l_D |, coz byl minimélni posun. Lezi tedy na povrchu
nebo vné koule s polomérem ]l—D | a se sttedem v E. Obé koule se vSak dotykaji v jediném bodé,
a to na primce DD’. To je tedy také jedind moznost, kam se bod E mohl premistit: o stejny vektor
posunuti |IP| jako D.

Uvazme kone¢né obecny bod F mimo osu o=DD’. Bod F si po premisténi musi zachovat svou
vzdélenost od bodi D, E na ose o, tj. bod F’ lezi na kruznici se stfedem na ose o, kterd je prinikem
dvou kouli s poloméry |DF|, resp. |EF| a se sttedy D’ resp. E’. Na ni zjistime thel otoceni ¢.

Tii body D, E, F urcuji jednozna¢né polohu celého tuhého télesa; vysettili jsem tim tedy
nejobecnéjsi premisténi tuhého télesa.

7.3.3 Ekvivalence rotace kolem bodu a kolem osy

Véta d’Alembertova tvrdi, Ze nejobecnéjsi otoceni tuhého télesa kolem pevného bodu O=0’ je
ekvivalentni jistému otoceni kolem jisté osy o (prochazejici bodem O). Tuto vétu nyni dokazeme.

Konstruktivni dukaz Zvolme v § bod A v jednotkové vzdalenosti od O a provedme otoceni
S=38'. Jsou zfejmé dvé moznosti:

e A=A’. V tom pripadé jde o otaceni kolem osy OA.

e A#A’. V tom pripadé lze premisténi A do A’ provést otocenim kolem libovolné osy procha-
zejici bodem O a lezici v roviné symetrie p4 4/ GseCky AA’. Pokrac¢ujeme dalSim textem.

Zvolme v § bod B na roviné p 44+ v jednotkové vzdalenosti od O. Jsou ziejmé opét dvé moznosti:

e B=B’. V tom pfipadé jde o otaceni kolem osy OB.

e B#£B’. V tom piipadé lze premisténi B do B’ provést oto¢enim kolem libovolné osy procha-
zejici bodem O a lezici v roviné symetrie ppps tseCky BB’. Priisec¢nice rovin ps 4’ a pgp pak
urcuje osu o takovou, ze otocenim kolem ni pifejdou body O, A, B v body O’=0, A’, B’.
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Existenéni dukaz Kazdé otoceni z ptivodni polohy X do polohy X’ kolem pocatku je v kartézskych soufadnicich
popséno transformaci X’ = AX, kde A je ortogonélni matice, tj. AT = A~!. Stadi ukézat, Ze existuje invariantni
smér, tedy takova poloha X, ktera se transformaci zachovava: X' = AX = X.

Z algebry je znamo, ze homogenni rovnice AX = X ma netrividlni feSeni tehdy, kdyz je nulovy determinant
||A — EJ|, kde E je jednotkova matice. Matice A je ortogondalni, takze

|A-E| = |A-AAT|=|AE-AT)|=|A||E-AT|=
1 (E-A)"=-(A-E)'||=—|A-E|,

takze nutné |A — E|| = 0.
Determinant je tedy nulovy, a proto homogenni rovnice AX = X ma netrividlni feSeni X udévajici osu rotace o
ekvivalentni uvazovanému otoceni z ptivodni polohy X do polohy X’ kolem poéatku.

7.4 Dynamika TT: skladani sil; silova dvojice; dynamicky Sroub

7.4.1 Pojmy a nazvy: vektor volny, vazany, klouzavy

Volny vektor V mechanice hmotného bodu jsme zavedli pojem vektoru jakozto veli¢iny urcené
smérem a velikosti (geometrické pojeti) anebo jakozto trojice kartézskych slozek vektori, které se
pii zméné vztazné soustavy transformuji jistym zpusobem (slozkové pojeti). Tento vektor budeme
pro urditost nazyvat volnym vektorem, napi. «. Pracujeme s nimi podle pravidel vektorového
poc¢tu z matematiky (skladani vektort, linedrni kombinace, sou¢iny skalarni a vektorovy atd.).

Vazany vektor Pii studiu hmotného bodu nachazejictho se v jistém misté A (s polohovym
vektorem i) se vSechny vektory tykaly tohoto bodu: poloha bodu 7, jeho rychlost @, zrychleni @,
sila F pusobici na tento bod apod., a nebylo tedy potfeba zadné dodate¢né uptresnéni. Bod A jsme
jakozto samoziejmost ani nezminovali a pracovali jsme tak, jako se pracuje s volnymi vektory.

Pri studiu soustavy hmotnych bodi vSak potfebujeme vektortim pfiradit uréité umisténi v pro-
storu. Potfebujeme rozlisit silu pusobici v bodé A od sily pusobici v bodé B, rychlost HB nacha-
zejiciho se v misté A od rychlosti jiného HB v misté B apod.. Zavedeme proto nékolik pojmu:

Vazany vektor je dvojice [volny vektor; bod]. Znaéme ji [1; A], pfipadné struénéji @

Gl Wa.
Umist&ni vézaného vektoru wa je bod A. (U sily FA se zpravidla nazjva piisobisté).

Vektorova pfimka nenulového vézaného vektoru @ je piimka prochazejici bodem A a majici
smér wy vektoru w.

Vektorova pfimka je mnozina bodi s polohovymi vektory 7 + Ay pro —oco < A < 00.

Vizané vektory muzeme skladat jen tehdy, maji-li totéZ umisténd. ‘

Klouzavy vektor Prfi studiu tuhého télesa se setkdme se situaci, kdy je rozumné mezi vazanymi
vektory zavést ekvivalenci: vazané vektory Fa aFg's rliznymi umisténimi téhoz volného vektoru si
budou ekvivalentni, jestlize posunuti [= g —7a je rovnobézné (i nesouhlasné) s volnym vektorem
F. Pak vektory Fa a Fg budou riznymi reprezentacemi téhoz klouzavého vektoru.

Umisténi A klouzavého vektoru F 'a lze posouvat podél vektorové primky jeho volného vektoru F.

7.4.2 Klouzavy vektor

Zatim jsme brali jako fakt, ze dva body A, B tuhého télesa zachovavaji stale stejnou vzdalenost;
je to jednoduchy ptipad vazby {constrain}, tedy omezeni pohybu kladené na mechanickou soustavu;
vazba se probira podrobné v analytické mechanice. Vektorova mechanika vychézejici z Newtonovych
pohybovych rovnic nemé prostfedek, jak pfimo pracovat s vazbou; zna vSak pojem sily. Nahradime

proto vazbu mezi body A, B dvéma vnitinimi vazbovymi silams FA=B 4 FB%A, které budou
pusobit mezi body A, B a budou vzdy pravé tak velké, aby kompenzovaly vSechny mozné vnéjsi
sily, které by mohly vzdalenost téchto bodt zmeénit.

Uvazme tyto okolnosti pro vazbové sily:
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e vazbova sila FA™B (piisobici od télesa A na B) a vazbové sila FB~A (phisobici od télesa B

na A) museji spliiovat zédkon akce a reakce, tedy FA—-B — _[B-A,

e maji-li vazbové sily pouze zabranit zméné vzdalenosti obou bodt A, B, museji byt centralni,

tj. museji mit smér podél relativniho polohového vektoru RAB ¢ opacny, aby podle pot5eby
tiskly body A, B k sobé ¢i od sebe, a aby jejich vysledny silovy moment byl nulovy.

Z toho ovSem plyne, ze k sile FA plsobici na tuhé téleso v libovolném bodé mutzeme kdy-
koli pfi¢ist dvojici dalsich (vnitinich, vazbovych) sil podél vektorové piimky tohoto vektoru; prvni
z nich FA7B ge pravé vyrusi s ptsobici silou FA a druha F274 piedstavuje silu, ktera by vznikla
pfesunutim ptvodni sily F4 do jiného bodu B leziciho na vektorové piimce F4. Touto tivahou

dochéazime k pojmu klouzavého vektoru F A tedy vlastné ti¥idy navzajem ekvivalentnich vektori
(v praxi uvazujeme vhodné zvoleného reprezentanta této tfidy), odpovidajicich témuz volnému

vektoru F' a s pusobistém umisténym libovolné (vhodné) na vektorové pfimce, tj. na pfimce pro-
chéazejici bodem A a majici smér vektoru F'. Srv. str. 25.

B —
A i F
PF TA
0

7.4.3 Skladani dvou klouzavych vektoru. Silova dvojice; dynamicky Sroub

Zakladni operace s klouzavymi vektory (jejich skladani a vznik silové dvojice) jste poznali na st¥edni
skole. Vite, ze skladanim klouzavych vektorti mizeme dostat bud opét klouzavy vektor, nebo volny
vektor zcela jiného typu, tzv. silovou dvojici. Zopakujeme a doplinme nyni sklddani vektort; v zavéru
uvedeme jinou, univerzalni cestu.

Pri skladani dvou klouzavych vektort F, 'As Gs mohou nastat tyto situace:

1. Vektory jsou riznobézné (tj. jejich neorientované sméry jsou rtizné a vektory lezi v téze roviné
— volné vektory F', G, ' — 7"a jsou komplanarni);

2. Vektory jsou rovnobézné, pficemz pro volné vektory plati F #* —é;

3. Vektory jsou rovnobézné, pri¢emz pro volné vektory plati F = —é; tento pripad se nazyva
silovd dvojice;

4. Vektory jsou mimobé&zné (tj. nelezi v téZe roving; to se na SS nejspis nebralo).

Rozeberme tyto ptipady podrobnéji:

1. Raznobézné vektory ﬁA, éB

Riznobézné vektory miizeme posunout az do priseéiku jejich vektorovych piimek. Tam je
seCteme jako vazané vektory s tymz plisobistém. Nakonec miizeme vysledek posunout podél
jeho vektorové primky do oblasti, ktera nas zajima.

Praktickd komplikace nastava pfi rysovani, protinaji-li se vektorové primky mimo papir. Exis-
tuji ovSem obratné konstrukce, jak si pocit i v tomto pripadé; protoze my pravdépodobné
nebudeme tento pripad muset fesit, spokojime se s univerzalnim FeSenim uvedenym pozdéji.

2. Rovnobézné vektory ﬁA, éB, kde F =+ -G

K vektorim doplnime dvojici stejné velkych a opacénych sil +H podél spojnice bodu A, B.
Pri¢teme-li tyto sily k ptvodnim, dostaneme dvojici sil, které jsou riznobézné, ¢imZ jsme
ulohu prevedli na predchozi pripad.
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3.

Silova dvojice: nesouhlasné rovnobézné vektory F A, éB, kde F = -G

Tento pripad nelze redukovat na jeden klouzavy vektor predchozi metodou, protoZze i po

pri¢teni pomocné dvojice sil +H vznikne taz situace s nesouhlasné rovnobéznymi vektory
téze velikosti. Této soustave fikame silova dvojice a prisoudime ji volny vektor zvany moment

dvojice M = 7B x FA, kde 7B je relativni polohovy vektor od bodu B k bodu A. Znaéime-li
p rovinu urcenou vektory F A, éB, pak M je k roviné p kolmy.

Ovérte si, ze sﬂova dVO_]lCG ma opravdu charakter volného vektoru. Méjme v roviné p nenulovou
silovou dvojici F A, —Fg. Pak lze vytvorit ekvivalentni silovou dvojici GC -GP pro bod C
zadany kdekoli v prostoru a nenulovy vektor G zadany libovolné v roviné p’ rovnobézné
s rovinou p. Bod D lezi v roviné p’ a je tim jiz urcen jednoznac¢né az na posunuti ve sméru F
(bez ohledu na orientaci).

¥ RozliSujeme termin silovd dvojice (vySe definovana) a souslovi dvojice sil (dvé sily libovolné zvolené, stejné
jako trojice sil, ¢tvefice sil, obecné n-tice sil).

. Mimobézné vektory ﬁA, éB

Tuto kombinaci nemtizeme uvedenou cestou zjednodusit. Mtzeme ji vSak pievést na dyna-
micky Sroub (klouzavy vektor + silova dvojice s momentem v tomtéz sméru (neorientova-
ném), jaky ma klouzavy vektor). Konkrétni pfevedeni popiseme v dalsim odstavci, a to zcela
obecné, pro libovolny pocet klouzavych vektorti i silovych dvojic.

7.4.4 Skladani libovolného poctu klouzavych vektorua a silovych dvojic

Uvazujme soustavu N; klouzavych vektorti a Ns silovych dvojic. Slozime ji na jediny dynamicky
sroub nasledujicim postupem:

1.
2.

Zvolime libovolny bod O.

Klouzavy vektor F 'A presuneme rovnobézné do bodu O tim, Ze pro neJ doplnime do bodu O

Jednak silu GO = F© , jednak silu pfesné opac¢nou: H 7O — _F 70 . Sily G H maji totéz plisobisté,
Ize je tedy sedlist, a Vdee nulovy vektor; jeho doplnenlm jsme jisté soustavu tvorenou jedinym

klouzavym vektorem Fp nezménili.

. Nyni v8ak interpretujeme silu GO jako ,pfesunutou” silu F O a dvojici F o HO jako dvojici

sil popsanou volnym vektorem — jejim momentem M.

. Tim je klouzavy vektor v bodé A nahrazen klouzavym vektorem v bodé O a silovou dvojici

FO, HO.

. Toto ucinime pro vSech N; klouzavych vektord v riznych bodech prostoru. Tim dostavame

soustavu Np klouzavych vektort umisténych v bodé O a Ny + Nj silovych dvojic (ty jsou,
jak vime, popsany volnym vektorem svého momentu).

. Se¢teme vS8ech Nj klouzavych vektorid v bodé O. Vysledkem je jediny klouzavy vektor v O.

. Secteme vSech N7 + Ny momenti silovych dvojic. Vysledkem je jediné silova dvojice s mo-

mentem M (volny vektor).

. Nyni je celd soustava prevedena na jediny klouzavy vektor GO a jedinou silovou dvojici

s momentem M.

. Pfevod na dynamicky sroub: Moment M silové dvojice rozdélime na slozku M rovnobéznou

s G a na slozku M 1 kolmou k G.

Slozku M| secteme s klouzavym vektorem G?; vektor se tim rovnobézné posune jinak, pry¢
z bodu O.

Zbyva tedy tento posunuty klouzavy vektor, a k nému dvojice G s momentem stejného sméru
(event. az na orientaci), jaky ma onen posunuty klouzavy vektor — vytvofili jsme tedy dy-
namicky Sroub.
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Zavérem lze shrnout:

Libovolnou soustavu klouzavijch sil a silovych dvojic lze prevést na dynamicky sroub.

7.4.5 Tézisté; metacentrum

Nyni se mtizeme podrobnéji vratit k problematice zminéné v kap. 7.1.2.

Tézisté Stired hmotnosti byl definovan jako jedna z charakteristik télesa s pevné rozlozenou hmot-
nosti, bez pouziti dynamiky, tedy bez sil jakéhokoli druhu. Analogickym zptisobem vsak lze zavést
i pojem vysledné sily spojité rozlozené (silového pole) v néjaké oblasti V. Uvazujme konkrétné ho-
mogenni tihové zrychleni ¢ vyvolavajici na homogenni tuhé téleso rozlozené v oblasti dV s hustotou
p silu (tithovou silu) dG = pgdV. Vsechny tyto diléi sily mizeme seéist jako klouzavé vektory a
dostaneme rovnéz klouzavy vektor

G= / dG = / pgdV (7.22)
%

s vektorovou primkou zvanou téznice. Pri libovolné poloze télesa vicéi homogennimu tihovému poli
prochézeji vSechny téznice (vztazené vudi télesu) jedingm bodem zvanym tézisté; jeho soufadnice
jsou totozné se soutfadnicemi stfedu hmotnosti, jak se snadno pfesvédéime vypoctem momentu
vysledné sily a souctu (resp. integrélu) momentu sil dil¢ich; je-li vztazen vaéi tézisti, je nulovy:

MGﬁ:/pr dé:/pfx gav =0 (7.23)
%

(téznice, tézistova soustava). Proto se ¢asto uziva obecné, i v nehomogennim silovém poli, i namisto ,stfed hmotnosti“.

V nehomogennim silovém poli lze sice pro kazdou polohu télesa jednozna¢né najit (klouzavou)
vyslednici sil a jeji téZnici, jenZe tyto téznice se pro rizné polohy télesa obecné neprotinaji a
neskytaji tedy moznost definovat ,,univerzalni tézisté“.

»Zobecnénému tézisti“ v dané poloze télesa v nehomogennim silovém poli nejlépe vyhovuje bod, v némz se protina téznice
v této poloze s téznici pfi poloze této poloze blizké. Takovy bod vsak ani nemusi existovat, napt. kdyz tyto praseciky jsou rizné
pro mald pootoceni télesa podle os k sobé kolmych, podobné jako neexistuje jedno ohnisko pro ¢ocku s astigmatickou vadou.

Reélné gravitaéni (a ovSem i tihové) pole Zemé se pii pfesném méfeni, pripadné pii rozsahlé
zkoumané oblasti V, projevi jako nehomogenni: ostatné ani té€znice se v zadném ,stfedu Zemé*“
neprotinaji. Stfed hmotnosti Zemé samoziejmé existuje i nadale, ale neni dan téznicemi, nybrz
(obecné nehomogennim) rozlozenim hustoty p.

Zde se nabizi roztomily didakticky priklad, jak 1ze uzit i neexistujiciho pojmu k vysvétleni a spravnému pochopeni
problému. Pfi vysvétlovani rozdilu mezi gravitaci a tihou se pfipomene, ze tiha éT, realné mérend na povrchu otacejici
se Zemé, zahrnuje vedle gravitace éG i (setrva¢nou) odstfedivou silu Fy sméfujici kolmo od osy rotace Zemé, zatimco
gravitace smeéfuje do stredu Zemé. Rozdil mezi nimi je zfejmy a bude urcité spravné pochopen, i kdyz, jak vime, stfed

X

Zemé v tomto smyslu neexistuje. Naopak bych vsak pokladal za zavadéjici mluvit zde namisto ,stfedu Zemé“ o jejim
t6zi8ti (to ma smysl ve vngjsim homogennim poli, navic nemusi existovat) ¢i stfedu hmotnosti, ktery sice existuje, ale
neni zde podstatny; ad absurdum: stfed hmotnosti S soustavy Zemé-Slunce lezi uvnitt télesa Slunce, presto prfedmét

na povrchu Zemé je ,spojenymi silami Slunce a Zemé“ pritahovan smérem k Zemi, nikoli smérem k bodu S.
Prlpomenme konecné, ze setrvacna odstrediva sila pusobici na bod o hmotnosti m, ktera je

rovna Fy = mrw? = mv2 /7, je vyrazné nehomogenni. Proto pfi vysetrovam otacejictho se télesa
nebo télesa v otacejici se soustavé hraje stied hmotnosti podstatné mensi roli. Zejména celkova sila

F, piisobici na rozlehlejsi téleso neni rovna M Rw? apod.
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Metacentrum {metacenter} Specidlnim pripadem takové nehomogenni sily, na niz lze vhodné zo-
becnit pojem tézisté, je vztlakova sila Fy; ptisobici na lod ponofenou ve vodé. Pole vztlakové sily je
podle Archimédova zédkona prakticky kon-
stantni (homogenni) pro ¢ast lodi prave
ponofenou ve vodé, nulové pro zbytek lodi

a celkovou vztlakovou silu Fy; lze umis-

tit do tézisté M mysleného ,,vodniho té-

/I 1\ lesa** tvoreného vodou a majiciho tvar po-
Fy Fy norené ¢asti lodi; nazyvame ho metacen-

MT NlI trem lodi. Jeho poloha je urcena jen geo-

- metrii spodniho plasté lodi, nikoli napf.
LT T rozloZzenim nakladu; timto rozloZenim je

Vv e

dime celkovou tihu lodé Fr. Vztlakova sila
tvofi s tihou lodi silovou dvojici. Pokud
tato dvojice pfi natoéeni lodi otaci lod zpét
do puvodni ,svislé“ polohy (jako na ob-
razku), je dobfe; pokud je tomu naopak, lod se otoci jesté vice, a nakonec se prevrati. Pro stabilitu

Ve

tim silova dvojice navracejici lod do svislé polohy pfi vychyleni byla co nejvétsi.

7.5 Dynamika tuhého télesa

Nahlizejme na tuhé téleso jako na soustavu N castic s vazbami zarucujicimi tuhost télesa; tyto

vazby newtonovsky nahradime vnitfnimi vazbovymi silami, kde f AB ynad silu pisobici od bodu
B na bod A. Tato sila ma pusobisté v bodu A s polohovym vektorem s a vektorovou primku AB;
bude podle okolnosti (tlak ¢i tah na téleso) odpudiva ¢i pritazliva, ale vzdy centralni vici bodim
A, B, tedy

FAB || 78 —7a ,meboli fAB x (g —ia) =0 . (7.24)

Stejné jako pro soustavu hmotnych bodd mame definovany celkovou hmotnost M télesa, hmotny
stfed s polohou danou vazenym polohovym vektorem s vahou p, tj. R= % [ 7pdV, rychlosti Va
zrychlenim ff, a dale hybnost P = [ ptdV télesa. I zde je vysledna sila F pusobici na celé téleso
déna jen silami vnéjsimi a vazbové sily se (jakozto vnitini sily) neuplatni, protoze podle 3NZ (zékon
akce a reakce) ke kazdé vazbové sile — akci f]" existuje pravé jedna sila — reakce f"j , a plati pro ni
fin = —fr.

To je také asi jediny pripad, kdy dava smysl scitat spolu sily jsouci ve vztahu akce a reakce. Pisobi samoziejmé na rtzné

¢astice, ale my vSechny castice bereme jako soucasti jediného objektu.

‘ Pri vgpoctu vysledné sily piusobici na tuh€ téleso staci uvaZovat jen sily vnéjsi.

Plati opét véta o hybnosti, tj.

Casovd zména hybnosti télesa je rovna vyslednici vnéjsich sil: % =) F

i véta o momentu hybnosti, protoZze vazbové sily jsou centralni:

Casovd zména momentu hybnosti télesa je rovna vyslednici vnéjsich momenti sil: % =y M

Jak jsme jiz ukazali dfive, soucet libovolné soustavy vnéjsich sil a momentu sil je ekvivalentni
jednomu dynamickému Sroubu.
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7.6 Rovnovaha tuhého télesa

Aby se tuh€ téleso nachdzelo v rovnovdze, musi byt vyslednd sila na néj pusobici nulovd a
vysledny moment sil rovnez nulovy.

Je-li tuhé téleso v jeden okamzik v inercidlni soustavé v klidu (mé-li posuvnou rychlost nulovou
a nerotuje) a je-li v rovnovaze, zustane v klidu stéle.

7.7 Rotace kolem pevné osy

7.7.1 Problematika

Teéleso rotujici kolem osy o pevné vici télesu i vici laboratofi mé jeden stupen volnosti; jeho polohu
lze jednozna¢né popsat napt. jednim tthlem ¢. Tento thel je tyZ pro vSechny body télesa (s konvenci
pro body na ose, viz str. 82. Po dalsim otoceni télesa kolem osy o o thel otoceni Ay je tento tihel
otoceni pro kterykoli bod télesa stejny (drdha posunuti je obecné rtizna, umeérna vzdalenosti od
osy). Proto také pfi otaceni kolem osy ma kazdy bod télesa tutéz tthlovou rychlost & o velikosti

_dy
wi= (7.25)

smér 0y = Wy :=W/w klademe pravotoc¢ivé do osy otaceni (prsty pravé ruky jsou ve sméru otacenti,
palec ma smér vektoru thlové rychlosti).

7.7.2 Charakteristické veli¢iny

Posuvna rychlost ¢ bodu B pfi otaceni je rovna

7 = OxTF=dx7. ,kdezavedeme (7.26)
FLo= @@ , FLLD (7.27)
Vo= wry (7.28)

kde 7 je polohovy vektor bodu B a 7| je slozka 7 kolma k ose o rotace.

Moment hybnosti B télesa vii¢i ose o je soucet vSech dil¢ich momentti hybnosti vici ose o.

B= Zn by, = Zn P X P (7.29)

Podle rov. (7.26) lze tento vyraz déle upravit
B = Zn Fro X My Ty = Zn M X (& X 7p) (7.30)
= @ Zn M2, = I (7.31)

Moment setrvacnosti I vuci ose o je skalar zavedeny vztahem

1= myi, = / r2p(PAv (7.32)
n r

kde 7, je kolmé vzdalenost n-tého bodu (resp. bodu s polohovym vektorem 7) od osy o rotace.
(O néco déle zavedeme i tenzor setrvacnosti.) Moment setrvacnosti I zévisi na volbé pocéatku

Yo

Pripomenme, ze celkova hmotnost M télesa je

M= m,= /F o(FAV (7.33)
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coZ umoznuje spocist moment setrvacnosti It jednoduchého télesa z homogenniho materialu vaci
ose prochézejici hmotnym stfedem primou integraci pres oblast I' télesem zaujimanou:

moment [T | tvar télesa, osa rotace moment It tvar télesa, osa rotace
M R? obrud, osa o %MR2 obru¢, osa o|
%MR2 véalec, osa symetrie o %MR2 + %]\4L2 vélec, osa o
%M R? koule plna, osa o %M R? koule — slupka, osa o
%M (R? + R3) | prstenec lM L? ty¢, osa kolma k tyci o |
%M (a® +b?) | plny obdélnik, osa kolm4 o %M a® plny obdélnik, osa v roviné o
o| o| o| ol
R oL oL R o1 L oL b oL
L
a
obruc véalec koule prstenec tyc obdélnik

Obrazek 7.2: K tabulce momentt setrvacnosti

Steinerova véta:
I' =TI+ Mh? (7.34)

kde h je vzdéalenost osy o’ rotace od hmotného stfedu T télesa.
Dukaz: Zvolme pocatek soufadnic v hmotném stiedu télesa a orientujme osu z ve sméru osy o
rotace, osu x orientujme smérem ke ,konkuren¢ni“ ose o’ rotace. Pak

o= Y =Y maled )
I' = ) ma((en—h)*+y7)

= 3 ma (a2 4 2) — 2hak 4 ?)

= Ip =20y  muzn+h?Y my = I+ MK

zaporny c¢len je roven nule podle definice hmotného stfedu a nasi volby poc¢atku souradnic v ném.
Kineticka energie Fy télesa je soucet dil¢ich kinetickych energii a zjednodusi se na

Ex = Z mnv Z mpr? W = %I w? (7.39)

Véta o momentu hybnosti se rovnéz zjednodusi na tvar

df _ d

— I— M A

7.7.3 Porovnani rotace a posuvu

Pro tuhé téleso je zrejmé jeho rotace kolem pevné osy analogickd jeho posuvu podél piimky:

posuv: | posunuti | rychlost | zrychleni | hmotnost hybnost sila
x 1% A M P F IMV?E | MA=F
tuhlova thlové moment moment | moment || kinetickd | pohybova
rotace: thel rychlost | zrychleni | setrvacnosti | hybnosti sily energie rovnice
@ 02 g I B M e | 12=M
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7.8 Tenzor setrvacnosti, Eulerovy rovnice

7.8.1 Tenzor setrvac¢nosti

Momentem setrvacnosti a celkovou hmotnosti jsme plné popsali téleso rotujici kolem osy o, ktera
nemeéni svou polohu ani vici télesu, ani vici laboratori. Steinerova véta ndm umoziuje omezit se
na osy prochézejici hmotnym stfedem télesa. Uvitali bychom vSak charakteristiku télesa obecné;jsi,
vhodnou pro rotaci kolem osy libovolného sméru. Vyjdeme proto z obecné platného vztahu

Up =@ X 7y (7.41)
platné obecné pro n-ty hmotny bod v soustavé tvofici téleso. Vime jiz z rov.(7.30), Ze moment
hybnosti B je linedrné umérny thlové rychlosti & télesa, jejich vektory vSak mohou mit rtzné
sméry. Zavislost obou veli¢in vyjadfuji tenzory setrvacnosti — tenzory druhého fadu I, (v inercialni

laboratorni soustavé) a Jj;, (v neinercialni soustavé spojené s télesem).
V laboratorni soustavé jsme odvodili a dale upravime nésledujici vztahy:

B = ) FaXPu= ) T XMnla= ) muiy X (& X ) (7.42)
= D ma (@ ) = (@ 7)) (7.43)
Nyni chvilku nebudeme psat ani znacku sumy pres n, ani sam index n Cislujici ¢astice; mél by byt

u vSech proménnych m a slozek 7, ¥, p, nikoli vS8ak u thlové rychlosti &J, kterd je vSem Césticim
spole¢néa. Takto zjednodusSeny zéapis ve slozkové symbolice bude znit

B; = Zsjkl Tk Elpg M Wp Lg (7.44)
klpq

= mZ&tjkl Elpq Th Wp Tq (7.45)

klpq
= m Z(éjpqu — 0jq0kp) Th Wp Tq (7.46)

klpq
= muw;j Zxkxk —muax; Zwkwk (7.47)

k

k
= Yy (7.48)

kde tenzor I, ma slozky (a tady si u m, x pfedstavte index n, prvni suma ) pfes néj scitd)

Iy = Zn m(zs +a3) Ipg = I3 = — Zn MIT2T3 (7.49)
I = Zn m(x3 + ) I3y = I3 =— Zn MIT3T (7.50)
I3z = Zn m(z3 +3) Ly =1In = - Zn MT1T2 (7.51)
Tim bychom dostali pohybovou rovnici tuhého télesa v inercidlni — laboratorni — soustavé ve tvaru
d
k

Bohuzel, tato rovnice neni pouzitelna.

Bereme-li totiz opravdu veli¢iny v laboratorni soustavé, pak diky otaceni télesa ukazuje polohovy
vektor 7 pokazdé na jinou ¢astici, s jinym n; ta ma jinou hmotnost m, a tedy dava i jiny tenzor
L1, Zjistit v Case t > to, ktera Castice pravé lezi v bodé 7 (resp. zda tam zrovna viibec néjaka ¢ast
zkoumaného télesa je!) vyzaduje ovSem vytesit pohybovou rovnici dfive, nezli ji za¢neme Fesit.

Néprava je v tom, ze budeme uvazovat rov. (7.52) v (neinercialni) soustavé spojené s télesem.
Tam bude ovSem polohovy vektor { = 7 mit jiné slozky ¢;, ale zato se nebudou ménit ¢astice tvorici

soustavé: pribude nasobeni tthlovou rychlosti @ x ....

Provedeme proto analogické ipravy znova, jen v jiné vztazné soustaveé, a proto s jinymi slozkami:
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e (3, budou slozky momentu hybnosti E,
e &; slozky polohového vektoru 7,

e (); slozky thlové rychlosti &,

o J;i, slozky tenzoru momentu setrvacnosti (obvykle jen ,tenzor setrvacnosti“) J.

Odvozovani bude tplné stejné; jeho vysledek bude tedy

By = my Gle—m& > Wb, tedy (7.53)
k k
Bro= )y mE+E) - &)y mh&b—2)  mbés (7.54)
By = (Y m(E+E) QY méabs— Yy mb (7.55)
By = Dy mE+E) - m)y  mbh— L) mék (7.56)
Ju = Zn m(E+€5) 5 Jw=Ja=-— Zn m&ags (7.57)
Jr = Zn mE+¢) 5 Jn=Ji=- Zn m&séy (7.58)
Jis o= ), omE+8) 5 Ju=Jun=-) maé (7.59)

(s¢itaci index n pres ¢astice si jisté radi domyslite u vSech m a &, nikoli u £2).

Slozky tenzoru momentu setrvacnosti J;; maji své specifické nazvy:

momenty setrvaénosti viaéi osam jsou diagonalni slozky, tj. Ji1, Jog, J33. Kazda odpovida mo-
mentu zndmému z rotace kolem pevné osy z, resp. y, resp. z. (Cinka leZici v ose 2 soumérné
kolem poc¢atku ma maly Ji; a velké Joo, J33.)

deviaéni slozky maji smiSené indexy: Ji2, Jo1, Jo3,J32, J31, J13. Vyvolaji naméhani osy, kolem
téleso rotuje, kroucenim. (Cinka leZici v roviné ry soumérné kolem pocatku a svirajici pfitom
thel 45° s osou x; prestavte si, jak je namahéna osa x ¢i y, ma-li ¢inka rotovat kolem ni.)

7.8.2 Eulerovy rovnice

Odvozeni Jak jsme uz uvedli, soustava spojena s télesem je obecné neinercidlni; slozky &; polo-

hového vektoru v ni vSak zistavaji pevné a lze tedy konstruktivné vycislit tenzor setrvacnosti Jjy.

Pohybova rovnice z véty o momentu hybnosti nebude tak jednoduché jako rov. (7.52), ale zato bude

pouzitelna. Jak vime z mechaniky v neinercidlnich soustavach (rov.(6.17)), ¢asovou derivaci mu-
db

sime doplnit vektorovym soucinem s tthlovou rychlosti: pfi otaceni je ¢asovd zména E‘N kazdého

vektoru B (at uz polohy, rychlosti ¢i sily), méfend v neinercialni soustavé, dana jednak jeho ¢asovou

zmeénou %‘ meéfenou v inercialni soustavé, jednak thlovou rychlosti {2 neinercidlni soustavy A
S

vudéi inercidlni S, a to vztahem

dB| _db| | 4 =
—| == 2 xB .
T | T (7.60)
S N
Véta o momentu hybnosti tedy nabude tvar (g — B)
dd = =
—5+(Zx6:ﬁ , (7.61)
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znacime-li p; slozky vysledného silového momentu v neinerciilni soustavé spjaté s télesem. Roze-
psano do slozek,

by 038 = m (7.62)
0 - By = g (7.63)
N N (7.64)
resp. po dosazeni 8; = >, {2k Jji
Jn% + J12% + J130101—(§3 + 80Tz + (830 + (2502333
s e — s Tas — D35 das = 1 (7.65)

TFi rovnice vzniklé z rov. (7.65) cyklickou zdménou indext se nazyvaji Eulerovy rovnice. Je to
tedy obecné soustava t¥i nelinearnich diferencialnich rovnic pro t¥i neznamé 2(t), k = 1,2, 3, a neni
divu, Ze Feseni v uzavieném tvaru jsou zndma jen v nékolika malo zvlastnich pfipadech (setrvacniky
za zvlastnich okolnosti). Numericky ovSem feSitelné jsou s libovolnou potfebnou pfesnosti.



Kapitola 8

Zaklady teorie relativity ...

8.1 Motivace

Zaklady teorie relativity jsou zde vysvétleny pro soucasného ctenafe bézné pouzivajicitho techniky
s presnosti pied sto lety nepfedstavitelnou. Proto neklademe p¥ili§ diiraz na rozbor historickych (byt
genialné vymyslenych!) postupt a napf. namisto detailniho rozboru Michelsonova-Morleyova inter-
ferometru prosté konstatujeme vysledek: ,,Namérena rychlost svétla nezavisi na sméru letu svétla,
ani na rychlosti jeho zdroje; to ale odporuje teorému skladani rychlosti a Galileové transformaci®.

8.1.1 Co je a co neni teorie relativity

Specialni teorie relativity (STR) se zabyva inercidlnimi vztaznymi soustavami. Méni velmi pod-
statné nase pojiméni prostoru a ¢asu. Zejména v oblasti velmi vysokych rychlosti (srovnatelnych se
svételnou rychlosti) se totiz pfi méteni ukazuje, ze prostor a ¢as nejsou nezavislé pojmy, ale souviseji
vlastnosti. STR tuto souvislost vystihuje a popisuje. Pfechod od jedné inercidlni vztazné soustavy
ke druhé podle STR jiz neni popsan Galileovou transformaci, ale transformaci Lorentzovou; ta je
symetri¢té&jsi v soufadnicich (¢asové a prostorovych) nez Galileova.

STR spojuje setrvacnou hmotnost s energii znAmym Einsteinovym vztahem E = mc? (viz viak
kap. 1.5.5. Gravitacni hmotnosti a gravitacnim zakonem se vSak zabyva az obecné teorie relativity
(GTR), nikoli STR.

Ostatni predstavy klasické mechaniky (napf. ¢astice, pole, sila) vSak zistavaji v STR v platnosti,
dokonce i v tom smyslu, Ze pfi opatrné formulaci plati i nadale vSechny t¥i pohybové zakony
Newtonovy, tedy zéklad klasické mechaniky, pouzivame-li béhem prace pouze jedinou vztaznou
soustavu. Napf. 2. Newtontuv zdkon (zékon sily) plati ve znéni .V inercidlni soustavé je ¢asova
zména hybnosti hmotného bodu rovna vysledné sile na néj ptsobici®.

STR je plné kompatibilni (slucitelnd) s teorii elektromagnetického pole. Transformaéni vlast-
nosti tohoto pole (Lorentzova transformace) totiz vyhovuji piedstavé sjednoceného prostorocasu,
nikoli vSak pfedstavé prostoru samostatného, na ¢ase nezavislého (Galileova transformace). Pfipo-
menme, Ze teorie elektromagnetického pole neni kompatibilni s klasickou nerelativistickou mecha-
nikou, konkrétné s Galileovou transformaci.

Obecnd teorie relativity (GTR; General theory of relativity) se zabyva i neinercidlnimi vztaznymi soustavami a popisuje

gravitaci nikoli jako samostatnou fyzikalni silu, ale jako zakfiveni prostorocasu. Zde se ji nezabyvame.
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8.1.2 Divod pro STR: nyni, zacatkem 21. stoleti

Na rozdil od konce 19. stoleti, kdy se zacCala problematika STR vynorovat spolu s méfenim rychlosti
svétla, dnes neni problém méfit doby vysoce pfesné (ceziové hodiny v satelitech pro GPS maji
presnost 1:10'° tj. 1 sekunda za vice nez 31 miliont let). Mé&feni ukazuji, Zze ve dvou inercialnich
soustavach rychle se vii¢i sobé pohybujicich (napf. posuvna rychlost Zemé pii jejim obéhu kolem
Slunce je cca 30 km/s, takze rychlost Zemé viéi slunecni soustavé na jafe a na podzim se lisi o 60
km/s) se na kone¢né vzdalenosti zachovava nikoli soucasnost dvou udalosti (tj. formalné nekone¢né
velka rychlost), ale jist4 kone&na rychlost — rychlost svétla ve vakuu neboli svételna rychlost!,
cca 300 000 km/s. (Pfesné je to cg = 299 792 458 m/s, protoZe tak je nyni definovan metr.) Svétlo
ma tedy touz rychlost ¢y v kazdé inercialni soustavé a Galileiv zptisob sklddani rychlosti prostym
souc¢tem v’ = v — W nemiiZe platit piesné. Toto lze mit za experimentalné ovéiené. Jak to zméni
klasickou mechaniku? (Spéchéte-li, pfeskocte nésledujici odstavec 8.1.3.)

8.1.3 Duvod pro STR v dobé jejiho vzniku: zacatek 20. stoleti

Vychozi situace: KlasickA mechanika je uz detailné rozpracovdna nejen ve formé vektorové
(newtonovské), ale i ve svych vyssich partiich — v analytické mechanice, jako je Lagrangetiv a Ha-
miltondv formalismus. Zustava vSak stdle Newtonova predstava existence absolutniho prostoru
a absolutniho ¢asu, v némz plati zcela pfesné Newtonovy zakony; jemu se (pouze) pfiblizuji vztazné
soustavy ndmi realizované. OvsSem jiz Galileo Galiei (pfed Newtonem) védél, ze zdkony mechaniky,
platici napt. ve vztazné soustavé spojené s klidnym morem (a se Zemi) maji stejny tvar i ve vztazné
soustavé spojené s lodi, ktera se vii¢i mofi pohybuje rovnomérné primocare. Je tedy ziejmé, ze me-
chanickymi pokusy nelze zjistit, zda dana vztazna soustava je onim absolutnim prostorem a ¢asem,
anebo se vii¢i nému pohybuje rovnomérné primocare.

Také teorie elektromagnetického pole je prakticky hotova. Na podkladé zejména Faraday-
ovych pokusi a jejich matematického zpracovani Maxwellem se v ni podafilo sjednotit do té doby
samostatné obory — elektfinu, magnetismus a optiku. Elektromagnetické pole bylo popisovano jako
mechanicky stav (vnitfni pnuti) ve specidlnim vSe prostupujicim prostiedi - éteru. Napt. elektricka
indukce D — displacement — popisovala podle téchto predstav mistni posunuti tohoto éteru pod
vlivem piislusné sily — elektrické intenzity F. Bylo by logické predpokladat, ze éter je v klidu vici
absolutnimu prostoru.

Ukézalo se vSak, Ze rovnice popisujici elektromagnetické pole (Maxwellovy rovnice) nejsou inva-

riantni viéi Galileové transformaci. Plynou z nich totiz vlnové rovnice, které stanovuji, ze svételna
rychlost ma — rozumi se v absolutnim prostoru a ¢ase — jistou konkrétni hodnotu

cp=c= =299 792 458 m/s. (8.1)

oMo

Protoze podle Galileova transformace se rychlosti pfi pfechodu mezi vztaznymi soustavami s¢itaji,
dava to moznost z ,kandidatd na absolutni prostor” vyloudit ty vztazné soustavy, v nichz by méla
naméfend hodnota svételné rychlosti hodnotu jinou. Otazka nalezeni soustavy, vic¢i niz je éter
v klidu, se stala aktualni a principialné reSitelna.

H. A. Lorentz nalezl transformaci (po ném nazvanou), viéi niz jsou Maxwellovy rovnice inva-
riantni. Ukézal také, Ze nesouhlas experimentu s teorii by slo vyfesit predpokladem, ze predmét
pohybujici se vici éteru se zkracuje (Lorentzova kontrakce délek), doplnény pozdéji dalsim piedpo-
kladem, Ze v pohybujici se soustavé plyne ¢as pomaleji (dilatace ¢asu), aby Slo vysvétlil napt. pokus
Kennedyuv-Thorndikeuv (viz kap. 8.1). Pfedpokladal vSak existenci éteru a uvedené predpoklady
pokladal za vlastnost hmoty, nikoli prostoru a ¢asu. Tento krok ucinil az A. Einstein v r. 1905.

1Uzivame struény termin ,svételna rychlost® (luminal speed) pro ,rychlost svétla ve vakuu® (speed of light in
vacuum) podle nejnovéjsi verze normy ISO/IEC 80000-6. Norma pfedepisuje znacku co a ponechdva c pro rychlost
svétla i v jiném prostiedi nez ve vakuu. ProtoZe zde se vSude kromé kap. 8.6.8 zabyvame jediné rychlosti svétla ve
vakuu, budeme pro stru¢nost uzivat jednodussi znacku ¢ namisto co.
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8.2 Kilasické pojeti ¢asu a prostoru (pFipomenuti)

8.2.1 VztaZna soustava; synchronizace

VztaZznou soustavou S, &’ ndm bude kartézska soustava soufadnic, inercidlni (plati v ni 1.
Newtonuv zdkon) a vybavend synchronizovanymi hodinami (tj. technicky zafidime, Ze hodiny
umisténé v rtznych mistech prostoru a jsouci navzajem v klidu ukézou v libovolny okamzik tentyz
¢asovy udaj). Soustavu S spojime s (dosavadnim) newtonovskym absolutnim prostorem a ¢asem
a budeme ji obcas pro jednoduchost nazjvat ,,sonici“, »klidna“ apod. Druhd, ,pohybujici se“
soustava, 8§’ necht se viiéi S pohybuje rychlosti W. Pro jednoduchost obé& soustavy orientujeme
osami z, 2’ ve sméru pohybu této druhé soustavy S’ vici S. Sméry vy, 2z, v/, 2’ budou k tomuto
smeéru kolmé a zpravidla se o né nebudeme zajimat; pak nadm staci 2D specialni transformace
(tento termin ,specidlni“ nesouvisi s terminem speciélni vs. obecné teorie relativity.)

8.2.2 Udalost

U dulezité udalosti zaznamenavame misto a c¢as, kdy k ni doslo: v kazdém dotazniku napr. zapisu-
jeme den a misto svého narozeni. V nasledujicich partiich bude termin udalost ziZen pravé jen na
uréeni prostorového a ¢asového udaje, tj. dvojice {7;t}, kde a kdy doty¢ny jev (vybuch supernovy,
rozsviceni zarovicky, setkani dvou pohybujicich se bod) nastal.

Omezime se na jevy, které lze dostatecné presné lokalizovat prostorové i casové. Pocatek vztazné soustavy {6, 0} je v tomto

smyslu také ,udalost“: odsud zac¢indme mérit prostor i ¢as.

K plné informaci je ovSem potieba zadat vztaznou soustavu, v niz polohu a okamzik urcujeme:
asazér ve vlaku z Moskvy bude urc¢ovat udalosti polohou viici svému mistu v rychliku a ¢asem viici
R posunutym o 2 hodiny dopfedu. Udaje 7/, t vztazené k jiné soustavé S’ odlisime téz carkou

u zévorky: {7’;¢'}, napt. {0;0}'.

m sd . {3 B
«+s Odpoveéd ze str. 104: {3; 3 e }

8.2.3 Synchronizace vztaZznych soustav navzajem

Pii sledovani dvou rtiznych soustav S, 8’ se ndm zjednodusi popis, budeme-li je synchronizovat
navzajem: pocatek {0;0} soustavy S bude i poc¢atkem {0;0} soustavy S’ (srv. str. 34).

Prakticky vzato: pokud pocatku {0;0} odpovidala v pivodni S’ difve hodnota {R’; "}, pak
tuto hodnotu odec¢teme od kazdého tidaje v S’ a dostaneme tim soustavu synchronizovanou.

8.2.4 Soucasnost a soumistnost; relativni a absolutni

Rekneme, ze dvé udélosti A, B se soufadnicemi {7a;ta} a {rg;tp} méfenymi v nékteré vztazné
soustavé S jsou v této soustavé soucasné, jestlize tpo = tg, resp. soumistné, jestlize ¥p = 5.

V logice budeme namisto slova ,soucasné“ radéji uzivat slovo ,zaroven“, nepujde-li o bezprostiedni vztah k ¢asu.
' 9 b

Veli¢inu nazyvame absolutni, resp. relativni, jestliZze jeji hodnota nezavisi, resp. zavisi na
volbé vztazné soustavy pouzité pro popis a méreni velic¢iny.

Soucasnost je v klasické mechanice absolutni: jestlize nastane vybuch soucasné na zac¢atku i konci
vlaku, pak nastal soucasné jak vici vlaku, tak i vaci Zemi.

Naproti tomu soumistnost dvou udalosti je i v klasické mechanice relativni, tj. zavisi na volbé
vztazné soustavy uzité pti popisu. Jestlize si pasazér v jidelnim voze u stolku objednd kédvu (A) a po
chvili ji zaplati (B), pak objednéni a zaplaceni nejsou soucasné (ani z hlediska vlaku, ani Zemé¢).
Udalosti A, B jsou soumistné z hlediska vlaku (u téhoz stolku), nikoli vSak z hlediska Zemé (vlak
zatim projel dlouhy tsek). Soumistné v obou vztaznych soustavach by A, B byly bud tehdy, kdyby
se soustavy vici sobé nepohybovaly (kdyby vlak stal), nebo kdyby A, B byly navic i sou¢asné —
tj. kdyby se vlak nestacil mezi obéma udalostmi A, B va¢i Zemi posunout.

I v teorii relativity bude soumistnost relativni: dvé udalosti v jedné soustavé soumistné, ale nesoucasné, nebudou soumistné
vici jiné soustaveé, pohybujici se vici prvni. Relativni se vSak stane i soucasnost: dvé udalosti v jedné soustavé soucasné, ale
nesoumistné, nebudou soucasné vuci jiné soustavé, pohybujici se via¢i prvni. Bude to tedy — paradoxné — symetri¢téjsi. A také
bude pravda, ze dvé udalosti A, B zaroven soucasné i soumistné v jedné soustavé S jsou soucasné a soumistné i v kazdé jiné

soustavé S’.
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8.2.5 Galileova transformace

Zjednodusme si vyklad a popis tim, ze orientujeme osu x v tom sméru, ve kterém se konad pohyb
(,specialni transformace” z kap. 8.2.1). Jak ur¢ime pro udélost A jeji soufadnice {z';t'} v &,
zname-li jeji souradnice {z;t} v S?

Piima transformace Pfi synchronizaci po¢atka mé transformace tvar

x =z — Wt

g ‘ (8.2)

Inverzni transformace ke specidlni Galileové transformaci rov. (8.2) muze byt samoziejmé na-
lezena trividlnim vyfeSenim soustavy téchto dvou linearnich rovnic vi¢i nezndmym x a t, tedy

T = 2 + Wt
: — o (8.3)
MuzZeme ji vSak najit i ,fyzikdlnéji“, a toto si hluboce rozvazte: z principu relativity plyne, Ze
inverzni transformace musi mit stejny tvar jako pfima — bude tedy opét Galileovou transformaci,
v niz zaménime ¢t za t’, dale x za 2’ a vzdjemnou rychlost W za W/ = —W.

8.2.6 Meéreni dob a délek

Pozorujme meteor?, ktery nékdy nékde zacal svitit (meteorit se rozezhavil, udalost A) a poté jinde
zhasl (meteorit se vypafil, udalost Z); necht mezitim letél rovnomérné pfimocafe. Zajima nas jed-
nak délka trajektorie, tedy dréha Ar = |7z — 7's|, jakou meteorit urazil, jednak doba At =ty —ta,
jak dlouho svitil. Protoze vsak hodnoty prostorovych i ¢asovych tdaji zaviseji na volbé vztazné
soustavy, zajima nas také, do jaké miry na této volbé zaviseji délka a doba zkoumaného déje, tj.
prostorova a ¢asova odlehlost mezi dvéma udalostmi. S meteoritem miiZeme spojit inercialni sou-
stavu &', inercialni soustavu spojenou se Zemi ozna¢ime S. Pro zjednoduseni opét piedpokladejme
pfimodary let po ose x a synchronizaci obou soustav S a §'.

Leti-li meteorit po dobu At viiéi Zemi, pak ve své vlastni inercidlni soustavé (v niz stoji v klidu)
leti dobu At' = ¢, — t/,: z transformacnich rovnic plyne At = At’. V klasické mechanice je tedy
doba déje absolutni, tj. nezavisi na volbé vztazné soustavy.

Snadno vSak nahlédneme, Ze délka coby prostorova vzdalenost mezi dvéma udélostmi v rtiznych
okamZicich ¢, ¢’ je relativni, tj. na volbé vztazné soustavy zdvisi. Meteorit v soustavé S’ spojené
s nim samym je ovSem v klidu (m4 tedy rychlost v = 0), takze draha Ar’ = v'At, po které sviti, je
nulové. V soustavé S spojené se Zemi urazi meteorit nenulovou drahu Ar, v pfipadé rovnomérného
pohybu Ar = vAt.

Z toho také plyne samoziejmé ,, pouceni“: chceme-li zmérit délku predmétu, pak se tento predmeét
bud nesmi pohybovat (a jeho kraje pak muZzeme métit kdykoli), anebo — pokud se pohybuje —
musime zméfit oba jeho kraje soucasné, tedy v tentyz okamzik. (V teorii relativity se ukaze, ze
soucasnost méfeni ve dvou vzdalenych bodech je relativni, tj. zavisi na volbé vztazné soustavy.)

8.2.7 Klasické skladani rychlosti

P1i rovnomérném piimocarém pohybu neni rozdil mezi primérnou a okamzitou rychlosti: v obou
pripadech je rychlost dana vztahem

NN

ar_Trz—ra 4
At ty —ta (84)

7=

Dosazenim snadno zjistime, Ze mezi rychlosti ¥ naméfenou v S a rychlosti v’ naméfenou v &’
pohybujici se rychlosti W vicéi S plati jednoduchy vztah — rychlosti se s¢itaji jako vektory:

T =5-W (8.5)

2Meteor: svételny jev; meteorit: letici téleso.
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resp., v nasem 1D pripadé s oznacenim v, = v
/
vV=v-W . (8.6)

Odtud ihned plyne, Ze neexistuje zadna konecna rychlost, ktera by byla absolutni v tom smyslu, ze
by meéla stejnou hodnotu bez ohledu na volbu vztazné soustavy. Jediné rychlost nekone¢na v jedné
vztazné soustavé je nekoneénd v libovolné vztazné soustavé (s prominutim, oo = oo — W).

Tomto ponékud podezielému tvrzeni vSak miizeme dat prijatelnéjsi tvar. Nekonecnou rychlosti
bychom se mohli dostat od udalosti A={7s;ta} k udélosti Z= {77;tz} tehdy, kdybychom nenu-
lovou délku |z — 7o| pFekonali béhem nulové doby, tedy pokud by platilo t7 = A a obé udalosti
byly soucasné. Potfeba nekonecné rychlosti ke spojeni udalosti A a Z je tedy totéz co soucasnost
téchto udalosti. Absolutnost nekonec¢né rychlosti v galileovské mechanice tedy znamené absolutnost
soucasnosti. To je srozumitelny — a velmi dilezity — dasledek Galileovy transformace.

Timto jsme skoncili rekapitulaci klasicke kinematiky.
A zacéiname s relativitou.

8.3 Princip konstantni svételné rychlosti

Z Maxwellovy teorie plyne, Ze svétlo (jakozto forma elektromagnetického zéfeni) by se mélo v ab-
solutnim prostoru a ¢ase (kde plati Maxwellovy rovnice) $ifit rychlosti danou rov. (8.1), tedy

c=1/\/eopo = 299792458 m/s.

V inercialnich soustavach pohybujicich se vii¢i absolutnimu prostoru by tedy mélo mit svétlo rych-
lost jinou, podle teorému o vektorovém skladani rychlosti, a tato rychlost by méla zaviset na sméru
letu svétla. Ale i nejpiesnéjsi méfeni (napi. ve své dobé Michelsontiv-Morleytv pokus) naméfila ¢
stejnou v rtiznych inercidlnich soustavach, a to nezavisle na sméru letu svétla. Protoze Zemé obiha
kolem Slunce s posuvnou rychlosti 30 km/s, tak by v riznych roénich obdobich mélo mit svétlo
mimozemskych zdroji rychlosti navzajem odlisné az o 60 km/s, podle ro¢niho obdobi. Nic takového
vS8ak nebylo pozorovano. Svételna rychlost byla naméfena stejnd v zimé i v 1été, a to nezavisle na
zdroji svétla (ze Zemé, ze Slunce, ze Siria). Maxwelluv éter, ,nositel svétla“, se tak jevi byt v klidu
viiéi libovolné inercialni soustave.

Presnost méfeni dostateéné prevySovala presnost potfebnou pro zjisténi odchylek. Déle, vétsina pokust (napf. Michelson
a Morley) méfFila pfimo rozdil mezi rychlostmi v riznych smérech; tim se ziskd vysledek mnohem pfesnéji nez samostatnym

méfenim rychlosti v obou smérech a pak jejich ode¢tenim.

Pokusy ovérily, Ze rychlost svétla ve vakuu je ve vsech inercidlnich soustavdch stejnd.
Nezdvisi ani na sméru letu svétla, ani na druhu, rychlosti ¢i sméru pohybu zdroje.

A aby bylo jasno: nejde o néjaké specifikum svétla.

Cokoliv md rychlost co = 299 792 458 km/s v jedné inercidlni soustavé, ma tutéz rychlost
1 v kterékoli jin€ inercidlni soustavé.

8.4 Lorentzova transformace

8.4.1 Motivace

Princip konstantni svételné rychlosti a Galileova transformace jsou spolu ve sporu. Ten vyresime
nalezenim jiné transformace nez Galileovy, a to takové, aby pfi pfevodu soufadnic vychazela svételna
rychlost ¢ ve vSech soustavach stejna, ale jinak aby se ménilo co nejméné.

Protoze chceme zachovat platnost Newtonovych zakonu v klasické oblasti, musime se omezit na
linedrni transformace mezi prostorovymi a ¢asovymi soufadnicemi. Jenom tak totiZz rovnomérny
pfimodary pohyb v S ziistane rovhomérnym piimocarym pohybem i v &'
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Fyzikalné feceno: z nepfitomnosti vysledné sily (nulového zrychleni) v jedné inercialni soustavé plyne nepfitomnost vysledné
sily i v kazdé jiné inercidlni soustave.

Takova transformace existuje; nazyva se podle svého objevitele Lorentzova.
11! Odpovéd ze str. 103: Up = {0; %}’, Ug = {%; 0}.

8.4.2 Specialni Lorentzova transformace (1D prostor = a ¢as t)

Omezme se na pohyb v jediném (neorientovaném) sméru a orientujme v ném shodné osy = a z’
(tedy podle kap. 8.2.1 jde o specialni® Lorentzovu transformaci).

Uvazujme jistou udélost (napf. vyskyt hmotného bodu v jistém misté a ¢ase), popsanou ve
dvou inercidlnich soustaviach S resp. §’. Prostorocasové souradnice udalosti oznaéime {z;t} v S,
resp. {2/;t'} v §'.

Ozna¢me W rychlost soustavy S’ viiéi S; pak rychlost soustavy S viiéi 8’ bude —W. Od transfor-
maci oCekévame, Ze budou tvorit grupu: sloZenim dvou transformaci dostaneme opét transformaci
téhoz typu. Oznac¢me ¢ rychlost, majici si transformaci zachovat svou velikost. Pak lze dokazat
(kap. D.2), Ze nejobecnéjsi linedrni transformace vyhovujici témto ¢étyfem pozadavkim je

/ _ 1 _
x = T ( =z Wt)
/o 1 w (8-7)
t = 7,71—(W2/02) (—6—233 + t)

Vsimnéme si, ze pro ¢ — oo je W/c — 0 a transformace prechézi na Galileovu transformaci.
Symetrie téchto rovnic vynikne jesté vice, jestlize misto Casu ¢ zavedeme veli¢inu g := ¢t majici

rozmér délky. P¥i oznadeni 8:=W/c a v:=1/v/1 — 3% dostaneme

T = 9 = — B
¥ = -z + o). ®8)

Dokazte pfimym vypocétem, ze hodnota ¢ je pro transformaci rov. (8.7) samodruznd, tj. je-li ¢ = x/t rychlost zméfena v S,
pak pro ¢ = 2’/ /t/ plati ¢/ =c.

Specialni Lorentzovy transformace podél téze osy se sklddaji snadno a tvofi grupu. Skladani
Lorentzovych transformaci podél ruznych os je pfimérené slozitéjsi (krychle se pfevadi na obecny,
nepravouhly rovnobéznostén) a vede nikoli ke speciélni, ale k obecné Lorentzové transformaci
zahrnujici i oto¢eni prostorovych souradnic.

Pril. D.1 dokazuje, Ze pozadavky transformace urcuji rov. (8.7), resp. (8.8) jednoznacné.

8.4.3 Obecna Lorentzova transformace (pro 3D prostor z; y; z a ¢as t)

Posuv ve sméru spoleéném osam z, =’

Zobecnéni Lorentzovy transformace pro 3D je snadné, dokud ziistaneme pii tom, Ze soustavy S a S’
maji osy z, 2’ lezici na téze pfimce a navzajem se pohybuji podél ni (jak tomu bylo ve specidlni
Lorentzové transformaci). Pak transformace neméni nic ve sméru os y a z, takZe rovnice maji tvar

/ — 1 —
x = = (z Wt)
/ _
Y _ (8.9)
I 1 _w
r= 1-(W2/c?) ( =¥ +1)

resp. se znacenim xg =ct, x1 =T, To =Y, T3 = 2

Lo = v =z — Bx1)
/ — _
wl , : fY( on + .Z'l) (810)
;Uz — T2

Vyslovné zdlraznéme, Ze pti pohybu podél jedné z os se ostatni dvé ,transformuji“ identitou, tedy
bez jakékoliv zmény: zadna kontrakce v nich nenastava.

3Znovu piipometime, 7e tento termin ,specidlni“ nesouvisi s terminem specialni vs. obecné teorie relativity.
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Posuv v obecném sméru, obecna orientace os v S, &’

Obecné Lorentzova transformace (v libovolném sméru) shrnuje a zahrnuje tyto diléi transformace:

e specidlni Lorentzova transformace podél jistého sméru v 3D prostoru;
e posunuti poc¢atku O soufadnic a Casu;

e otoceni prostorovych os kolem pocatku O;

e inverze prostorovych os;

e inverze casu;

e identicka transformace.

Obecné Lorentzovy transformace tvori grupu. Zde se ji dale nebudeme zabyvat.

Pro obecny smér rychlosti § = (84, 8y, 83), Pl synchronizaci po¢atki a bez inverzi zni obecna
Lorentzova transformace takto:

w6 = Y Zo — 761 I — 7B T2 — 783 T3
¥y = =B+ (1 + (7_5712)5?) ry o+ 7(7_16)26152 Ty + 7(7_16)25153 T3
zy = — By mo+ H_lﬁ% r1 + (1 + %712)5%) 9 + 7(V_1B)2B253 x3 (8.11)
a5 = —B3wo+ 7(7_15)26153 71 + 7(7_16)26253 T2 + <1 + %712)6%) x3

I tato podmnozina tvoii grupu. Ani ji se déle zabyvat nebudeme.

8.5 Vlastnosti a dusledky specialni Lorentzovy transformace

8.5.1 Transformace rychlosti (,,skladani rychlosti®)

ZnaCme
o= A =pc (8.12)
v = z/t=pc (8.13)
W = Bc . (8.14)
Vydélenim rovnic rov. (8.7) pro 2/, t' dostaneme
-w "+ W
o =2 7 a inverzni v= Hiv,w (8.15)
1— 1+ 2
resp.
- B '+ B
B = 15_ o a inverzni 8= % (8.16)

To jsou (obecné) linearni lomené funkce vii¢i proménnym v, v', resp. 3, 4. Linearni lomen4 funkce
(8.15) mé vzdy pravé jeden pevny bod v takovy, ze v' = v; zde je to, jak vime, v = ¢, resp. 8 = 1.

Pokud by bylo ¢ = oo, redukovala by se rov. (8.15) na linedrni rovnici a rov. (8.7) by pfesla na
Galileovu transformaci, kdy se rychlosti sklddaji prostym (vektorovym) souétem:

vVV=v—-W rtesp. v=0v+W ; (8.17)

zapis typu (8.16) by nemél smysl.
Protoze je hodnota rychlosti ¢ koneénd (svételna rychlost), nastane pti vzajemné rychlosti W < ¢
(resp. B < 1) vztaznych soustav pro pohyb bodu libovolnou rychlosti v préavé jeden z téchto pfipadi:

o |v|<c = V| < e podsvételné rychlosti
o [v]=c = |v'| =¢  svételna rychlost
o |v|>c = V| > ¢ nadsvételné rychlosti.

Rychlosti v se tedy rozpadaji do tii t¥id; prislusnost ke t¥idé se Lorentzovou transformaci nemeéni.
(Bod pomalejsi nez svétlo v jedné vztazné soustavé S ziustane pomalejSim nez svétlo i v libovolné
jiné vztazné soustavé S’ apod.) P¥ipad |v| > ¢ zahrnuje i v = co (soucasnost).
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8.5.2 Interval jako invariant Lorentzovy transformace

Pro udéalost U o prostorové souradnici x a ¢asové soufadnici ¢ deﬁnujme interval As kvadratickou
odlehlostl udalostl U od pocatku ve smyslu nasi metrlky, jeho mirou bude ¢tverec intervalu
As? — %% Vkap. D.2.4 j Jsme pozadovali, aby z As? = 0 plynulo i As’? = 0, tedy aby rovnost
As? = 0 byla invariantni vii¢i Lorentzové transformaci. Ovéfime dokonce, Ze interval As?, i kdyz
neni roven nule, je invariantem Lorentzovy transformace. Plati totiz

As? = 2 - 2t? = (2 = 2Bxct + B2AEt?) — AP — 2Bctr + [22?) = As? (8.18)

coz jsme chtéli dokéazat.

Je-li As? < 0, fikdme, Ze interval mé ¢asovy charakter — ¢asupodobny interval, pro As >0
ma interval prostorovy charakter — prostorupodobny interval. Svétobody, pro néz je As? = 0,
tvoii svételny kuzZel s vrcholem v poéatku.

Interval spp mezi dvéma udalostmi A, B zavedeme vztahem sip = (x5 — z4)? — 2(tg — ta)?

Neékolik poznamek:

e Pfi vykladu invariantt se zpravidla jako ilustrace nejprve dokazuje, ze pfi otoceni os x, y, z se zachovava délka Al
usecky. Nékdy pak muze vzniknout dojem, ze v Galileové transformaci jsou dva invarianty, totiz délka A¢ a doba At,
zatimco v Lorentzové transformaci jen jediny, totiz interval s2. To ovSem neni pravda, délka neni invariantem v Galileové
transformaci popisujici pohyb, viz kap. 8.2.6; invariantem v Galileové transformaci je jen doba. Délka se zachovava jen
pri transformaci mezi dvéma soustavami jsoucimi navzdjem v klidu (napf. pfi otoceni os), a to at uz jde o transformaci
Galileovu nebo Lorentzovu.

o Piisné vzato: tim, ze ,definujeme* interval As jeho étvercem As2, tedy fakticky (As)2, by byl interval sdm uréen az na
znaménko. Jak si vSak snadno rozmyslite, nikde ndm to nevadi. Vyraz As? je vidy realny, nikdy komplexni, takze As,
pro které je (As)? = As?, je bud redlné, anebo ryze imaginarni. Fyzikdlni vyznam (vlastni délka & vlastni doba) také
maji jen jeho velikost |As| = \/|As2?| a tdaj, Ze As? > 0 (prostorovy interval), ¢ As? < 0 (¢asovy interval), ¢i As? =0
(svételny kuzel).

o Nékdy se v literatuie zavadi étverec intervalu s opaénym znaménkem: o2 = —s2 = c2t2 — z2.

8.5.3 Casova proménni; metrika

Sjednoceni rozméru pro prostor a c¢as

Vime-li jiz, Ze ¢as tzce souvisi s prostorem, bylo by zadhodno mit pro né stejnéd méfitka*. Vime-li
jiz navic, ze svételna rychlost ¢ nezavisi na volbé inercidlni vztazné soustavy, nabizi se mérit dobu
At drahou As = cAt, kterou za tu dobu ubé&hne svétlo ve vakuu. Jiz na str. 100 jsme proto zavedli
novou promeénnou

xo:=ct (8.19)
a nadale budeme pracovat s proménnymi xg = ct, x1, T2, T3 se stejnou jednotkou: [z,] = m. Pii
specialni Lorentzové transformaci pak uzivame jen dvé proménné, xg a x := 1.

Metrika
Metrika prostoru je ddna metrickym tenzorem ¢*” (viz str. 26):
3
ds? = —dad +da? 4 dad +dak = Z g dz,dx,, kde (8.20)
p,v=0
g = -1 propu=v=20 (8.21)
=1 propu=v=1,2,3 (8.22)
=0 propu#v . (8.23)
Analogicky je skaldrni soucin ¢ dvou ¢tyivektort v, w,, definovan vztahem
3
Z g vw, = g vw, (8.24)
p,v=0

(posledni zépis s uzitim Einsteinovy s¢itaci konvence).
Zapis tohoto typu se uziva v obecné teorii relativity vzdy, nyni vétsinou i v STR.

4Vzpomeiite, Zze metr byl piivodné odvozen od rozmérit Zemé, zatimco sekunda od jejiho ot4éeni, resp. od ob&hu
kolem Slunce. To jsou jevy, které spolu nesouvisi.
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Minkowského symbolika

Hermann Minkowski (1864-1909) navrhl v r. 1908 vyuzit k popisu prostoro¢asu komplexnich ¢isel.
Zavedeme-li totiz novou proménnou

x4:= iwg = ict (8.25)

lze rov. (8.20) ptepsat do tvaru

4
ds® = daf + dad + daf + daj = ) _ dada, (8.26)
k=1
zcela analogicky 3D prostoru. Zjistime, Ze Gtvefice {z, }7 popisujici udalost se pti Lorentzové trans-
formaci chova jako vektor ve Ctyfrozmérném prostoru s obvyklymi pravidly pro rovnost, skladani,

skalarni soucin a velikost vektoru.
Lorentzovu transformaci lze pak interpretovat jako rotaci 4D-vektoru ve 4D-prostorocasu:

T = Lyr, (8.27)

kde transformacni Lorentzova matice L,, méa tvar typicky pro popis rotace

Y iy 0 0
_| —iBy v 00
L. = 0 o 1 0 (8.28)
0 0 0 1
a je unitarni:
> LixLix =0 (8.29)

takze se pfi ni zachovava velikost vektoru a invariance intervalu je automaticky splnéna.

Formélné jde o euklidovskou metriku pfi rov. (8.26). Rozdil je vSak v tom, Ze diky imaginérni
jednotce ve ¢tvrté proménné vektoru vy, mize byt ¢tverec v? jeho velikosti nejen kladny nebo nulovy,
ale i zdporny, a dale ze mtize byt roven nule i pro nenulovy vektor vg. Proto tuto metriku nazyvame
pseudoeuklidovskou.

Minkowského idea vsak neni vhodna pro GTR, kde je kiivost prostoru jeho podstatnou charakte-
ristikou, nelze ho tedy nahradit prostorem plochym. S rozsitenim GTR obliba komplexni symboliky
upadla a d4va se pfednost formulacim s metrickym tenzorem (8.20). Tak budeme postupovat i zde.
Pro &as budeme uzivat proménnou zo = ct a metriku bereme (—+), tzn. ¢ = —1, ¢! = —1,
901 — 910 =0.

8.5.4 Relativita soucasnosti

Na rozdil od newtonovské mechaniky je v teorii relativity soucasnost dvou nesoumistnych udalosti
relativni, tj. zavisld na volbé vztazné soustavy. Nebereme-li to v ivahu, dostaneme se snadno do
sporu, ktery je podstatou rady ,paradoxt“ teorie relativity.

Konkrétné: jsou-li v soustavé S dvé udalosti Uy, Ug nesoumistné 0
(xa # zB) asoudasné (tp = tg), pak v soustavé S’ pohybujici se smé- Uq
rem od za k xp nastane udélost Uy pozdéji nez Up, tedy ta > tg.
Ovétte si to na grafickém znazornéni. "
Ilustrace: obrazek odpovida g = %, tedy v = %. Uvazujme udéalost 1 A Ug
Up = {z520} = {1;5}. V S je udalost Ug = {1; 5} soumistna s Uy, 1
udélost Ug = %; %} je soucasna s Up. Sledujme tyto udalosti v obou 1’
soustavach. Pfechodem k S’ se nezachovala sou¢asnost ani soumist- O
nost: v & je Up soucasné s pocatkem souradnic O = {0,0}; Up je 1 x
soumistna s poc¢atkem souradnic O = {0,0}'.

777 Otazka: Spoctéte souradnice bodit Uy, Ug v 8’ aovéite je na obrazku. (—str. 100)
Dokazte, Ze v soustavé S” pohybujici se smérem od zg k xa nastane
udalost Ua naopak diive nez Ug, tedy ta < tg.

g
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8.6 Klasické interpretace: kontrakce délek, dilatace casu, éter

Klasicka fyzika byla neobycejné tispésna v popisu prirody. Klasické predstavy jsou nam stale do
té miry blizké a sugestivni (zejména ve srovnani s kvantovou fyzikou), ze je uzivame obéas i neveé-
domky, tfebaze je nebereme doslova. Ostatné jesté z ptolemaiovského, geocentrického pojeti bézné
fikdme, ze vychézi slunce, nebo dokonce ze zaslo za mraky, aniz to bereme moc doslovné. Po-
dobné i v oblasti platnosti STR se uzivaji né€které historické formulace, které by pti doslovném
vykladu mohly zavadét. Bylo by ovsem skolometské chtit je zakazovat. Lepsi bude pfipomenout,
co znamenaji a upozornit na to, co neznamenaji.

8.6.1 Vlastni délka

Vlastni délkou /¢y tyCe nazyvame délku této tyCe méfenou v takové Sg, v niz je ty¢ v klidu
(,stoji“). Délka ¢’ téze tyGe méfend v S', viiéi niz se ty¢ pohybuje rychlosti 8 s odpovidajicim ~, je
vSak jind, a to ¢/ = {y/~, jak vzapéti odvodime.

Pro dalsi vyklad vSak soustavy mirné preznac¢ime. Klasicka fyzika byla totiz zvykla na prefe-
rovany ,absolutni* prostor a ¢as §. Vu¢i nému pak vztahovala méfeni a snazila se vysvétlit, proc¢
,pohybujici se téleso” mé své vlastni, sebou samym zméfené rozméry jiné (kontrahované = stlacené)
i doby déju jiné (dilatované = roztazené), nez ,ty spravné“, mérené z S.

8.6.2 Kontrakce délek

Problém: Ty¢ ma vlastni délku ¢y. Jakou délku ¢ naméfime v soustavé S, viiéi niz se ty¢ pohybuje
rychlosti 57

ReSeni: Ozna¢me S ,nasi“ vztaznou soustavu, S’ soustavu, v niz ty¢ stoji, a synchronizujme
pocatky obou soustav. Méfime-li délku (at uz pohybujici se nebo stojici) tycée, uréime prostorocasové
soutadnice obou jejich konctli, a to v tomtéz case z hlediska soustavy, v niz méfime. Na obrazku
probihd méieni napi. jako uddlosti A, BvSaA’, B vS,kde A=A"=0, tedy zo =0, 25 = ¢,
z’y =0, 2y = {' = {y. Lorentzova transformace ' = y(x — fSct) dava ihned ¢’ = ¢, tedy £ = £y /7.
Protoze je vzdy v > 1, zjisti pozorovatel P v S vidy, ze letici ty¢ je kratsi, a to vy-krat. (Vysledek
ovSem nezavisi na synchronizaci, ovéite.)

Pozorovatele P’ sediciho na ty¢i (klidného v soustavé tyCe S') vSak pravé provedené méfeni
neuspokoji. Jednak pro né&j akty méfeni obou koncti tyce nebyly souc¢asné; piedni konec byl viici S’
méien difve o dobu 43, a za tuto dobu zadni konec urazil rychlosti 8 vzdalenost o2, o kterou se
pozorovateli P jevi ty¢ kratsi, tedy ¢ = £p(1— ﬂz). Dale, P pouzival v-krat kratsi délkovou jednotku,
namé&i{ tedy namisto £y délku pouhjch £ = v£o(1 — 32) = £y /.

Lorentzuv vyklad (ptvodni): Téleso ma sviij rozmér proto, Ze je tvofeno nabitymi ¢asticemi
(jadra atomn, elektrony) a jejich elektromagnetické pole fidici se Maxwellovymi rovnicemi je zpétné
drzi v rovnovaze v téch polohéch, jaké v télese pravé maji. (Mimochodem, stabilitu télesa klasicka
teorie zdivodnit neumi, ale to je ted jedno.) Pohybujici se elektromagnetické pole (v pohybujicim
se télese) se transformuje podle Lorenzovy transformace, ekvipotenciélni plochy néboji se z kouli
méni na splostélé elipsoidy, a podle toho se splostuje ve sméru pohybu i téleso samo.

Graficky vyklad (viz obr.) Necht ty¢ lezi klidné v &,
_ zadnim koncem A v soufadnici 2’ = 0 (svéto¢ara a), pred-
N nim B na soufadnici 2/ = £y (svétoCéra b, obé cervené

g husté teckované). Probéhne-li méfeni v & v okamziku
t = 0, je zadni konec ur¢en udalosti A = {0,0}, pfedni
konec udalosti B = {{y, 0}, protoze souc¢asnost v S urcuji
- = dernéa plna osa x a jeji rovnobézky. Naproti tomu v &’
SUs uréuji soucasnost fidce cervené teckovana osa z’ a jeji

% rovnobé&zky; konce tyce jsou tedy v ¢ase t' = 0 udalostmi
. A" ={0,0} aB' = {%", 0} a jsou méfeny méfidlem jiné
A € B délky nez na ose x. Polohy tyce z hlediska S, resp. S’

3 v ¢ase t = 0, resp. ' jsou naznaceny plnou ¢arou ¢ernou,
resp. ¢ervenou. Délka AB méfend prislusnou jednotkou
v S je kratsi nez délka AB’ = /) méfend jednotkou v S’.
77?7 Otéazka: Urcete hodnoty B’ v S. (—str. 97)
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8.6.3 ,,Dlouhé auto projizdi kratkou garazi“

Lorentzuv vyklad (ptivodni): Auto je zkracené diky kontrakci. Proto se do garaze vejde.
Graficky vyklad: Auto i gardz
garaz maji stejné klidové délky (fz =
. NS ¢!, = 1). Na obréazku ¢ervené auto
moout . (soustava S') projizdi zleva do-
prava modrou garazi (soustava S).
Pocéatky S, S’ (vétsi cerny krou-
zek) odpovidaji udalosti, kdy stied
auta projizdi stfedem garaze. Ca-
sové i délkové jednotky jsou na
osach oznaceny teckami. Tecko-
vané (10 dili) je vyznaceno auto
modfe v okamziku ¢ = 0 podle
S a Cervené v okamziku t' = 0
podle &’; vsimnéte si, Ze z hle-
diska auta ma gardz délku £, =
0,8, a naopak z hlediska garaze
ma4 zase auto délku ¢, = 0,8 (dél-
kovéa kontrakce).
Mensi ¢erné krouzky oznacuji
- A: zad auta u vjezdu do gardze
- B: prid auta u vyjezdu z garaze.
Vsimnéte si dale, Ze v sousta-
vé S gardze nastane napied A,
potom B (a po tu dobu At =1/3
je celé auto uvniti garaze), za-
timco v soustavé S’ auta nastane naopak napted B, potom A (a po dobu At = 1/3 je garaz
wkolem auta“, auto ji pfesahuje).

To

8.6.4 Dilatace ¢asu

Problém: Na hodinach v soustavé S’ uplyne doba t'. Jakou dobu naméii ve ,stojici“ soustavé S?

Reseni: Nechf opét hodiny proletély spoleénym poc¢atkem obou soustav v ¢ase t = ¢/ = 0. Az
v &' uplyne doba 7", bude

0=2" = ~(z—p3cT) (8.30)
T'=t = ~(T-pBz/c) , (8.31)

odkud x = B¢T (hodiny leti rychlosti fc) a T' = yT(1 — B?), &li T = ~T". V soustavé S uplyne
doba y-krat delst.

Heslovité feceno: ,Mezi dvéma udalostmi A, B uplyne nejkratsi doba v té soustavé, v niz jsou
A, B soumistné“ (tedy méfime-li tuto dobu hodinami, které pravé stihnou zajet od jedné udalosti
ke druhé; predpoklada se, ze interval AB je ¢asupodobny).

Experimentalni ovéfeni Mikroskopické ovéfeni: mezony y s polo¢asem rozpadu 79 = 2,2-107% s
vznikajici ve vrchnich vrstviach atmosféry sekundarné z kosmického zareni proleti na povrch zemé
drahu ¢ cca 30 km. Z ,pozemského hlediska® leti tedy nejméné dobu 7 = £/c ~ 10~* =~ 50 * 7.
Za tuto dobu vlastniho ¢asu by se jejich poéet zmensil rozpadem asi 1020-krat, takze bychom je na
Zemi prakticky nemohli registrovat.

Makroskopické ovéfeni dilatace je popsdno mj. v HRW (st. vyd. str. 1013, nov. 1037): v ¥ij-
nu 1977 Joseph Hafele a Richard Keating nechali ¢tvery prenosné atomové hodiny 20x obletét
kolem Zemé na komercénich leteckych linkdch v rtiznych smérech. Vysledné zpozdéni se shodovalo
s teorii na 10%. O nékolik let pozdéji byla po 15 h oblétani Chesapeakské zatoky potvrzena dilatace
dasu s presnosti lepsi nez 1%. V dnes$ni dobé& se pri pfemistovani pfesnych atomovych hodin vzdy
zapocitavaji efekty STR i GTR. Rovnéz hodiny na druzicich pro GPS se nastavuji s uvazenim jak
STR, tak i GTR.
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8.6.5 ,,Paradox dvojcat®

Cestovatel C z pocatku O leti své 4 roky rychlosti 8 = (% (pro ruéni vipocty oblibenou, v = 2)

do bodu A, tam se namisté obrati a leti zpét; doma v O zjisti, Ze na vyletu zestarl jen 8 roku,
tedy méné nez jeho dvojce D — bratr, ktery ztstal
doma a zestarl o 2y = 10 rokd. Kazdy z pozems-
tand, ktery uvidi po cesté cestovatele C, uvidi, Ze
jeho (jediné) hodiny ukazuji mensi ¢as nez mistni xp
hodiny na Zemi, a usoudi, ze tedy cestovatelovy
hodiny jdou ~-krat pomaleji. Cestovatel C sleduje
(mnohé) pozemské hodiny a vidi, Ze i na cesté tam,
1 na cesté nazpét

— kazdé z (mnoha) potkdvanych hodin jdou 7-
krat pomaleji nez jeho (jediné);

— presto kazdé nasledujici ukazuji ¢as vétsi nez
jeho.
7 toho usoudi, ze sice kterékoli pozemské hodiny
jdou pomaleji nez jeho, ale ze jsou navzajem roz-
synchronizovany tak, aby vzdy, postupné ve sméru
jeho letu (tam i zpét), ukazovaly ¢as pozdéjsi.

Obrazek je grafickym zdznamem (tu¢né modré)

cesty cestovatele D rychlosti § = %, s lokalnimi | ;
¢asovymi znackami — teckami po dobach At = 1. —9
Cestou prijimé signaly z majakid se vzdalenostmi
Az = 4 a po uplynuti vlastni doby ¢’ = 4, kdyz se
setkd se signdlem vyslanym z majaku vzdaleného T
8 od zékladny O, zméni smér na opacny a vraci 1
se rychlosti —f( zpét. PTi opétném mijeni zakladny 51
O zjisti, Ze on zestarl jen o 8 roki, na zakladné vsak

o t. = 8y = 10 rokt. Zménou sméru letu ziskal oproti zdkladné dobu (zivota) t;, — ¢, pozemskych
rokil.

Situace se jevi paradoxni, pokud si myslime, Ze situace cestovatele C by méla byt stejna jako
jeho dvojcete v D, ,,podle principu relativity”. Ale ona neni: D byl celou dobu v klidu vi¢i inercidlni
soustaveé, zatimco C jednou zazil obrovské zrychlent, kdyz ménil smér, aby se vratil domi. Béhem
tohoto zrychleni C zestarne jen minimalné, zatimco pro néj D zestarne o dobu BC (pro C se méni
koncepce soucasnosti).

Da rozum, ze D, ktery opravdu nikdy ,nezhfesil neinercidlnosti“, je na tom jinak, nez C, ktery sice nehresil ani cestou tam,

ani zpatky — ovSem kromé okamziku (event. kratké doby) zmény sméru. Asi jako cestovatel, ktery chce uklidnit svou Zenu

tvrzenim, Ze ji byl vérny po celou cestu tam i zpétky, az na jediny okamzik (event. kratkou dobu) v cili, v pfistavu v puli cesty.

8.6.6 Eter

Klasicka fyzika nabizela pro vysvétleni Michelsonova-Morleyova pokusu dva modely svétla: kor-
puskularni (Newton) a vlnovy (Huyghens).

V korpuskuldrnim modelu se zadny éter nevyskytuje: svétlo jsou letici ¢astice (korpuskule) vy-
stfelované svym zdrojem. Model vysvétli presné primocaré siteni svétla a odraz svétla. Nesouhlasi
v8ak rychlost v latkovém prostiedi (vychazi vétsi nez ve vakuu); smér pii lomu souhlasi jen kvantita-
tivné (neiidi se Snellovym zakonem)®. Nesouhlasi déle rychlost ¢ svétla pii pohybu zdroje: v tomto
modelu by se méla rychlost zdroje k rychlosti svétla vektorové pri¢itat. Nevysveétli tedy, proc¢ svétlo
pozemské, sluneéni i ze Siria maji stejnou rychlost (jak bylo experimentélné ovéfeno).

Podle wvinové teorie je svétlo chvénim éteru, asi jako zvuk je chvénim vzduchu nebo zZelezné
tyce. V soustavé, v niz éter stoji, vysvétli model vSe dobfe: pfimocaré Sifeni svétla, odraz i lom
(a fyzikalni optika vysvétli i dalsi jevy jako difrakci apod.). Rychlost svétla nezévisi na rychlosti
zdroje. Latkou (= hmotnym prostfedim) je éter ovlivnén tak, Ze se v ném Sifi svétlo pomaleji nez
ve vakuu. Pohybujicim se prostfedim je také strhavan éter, ale jen castecné, viz kap. 8.6.8, a neni
jasné, pro¢ pravé dilem 1 — %, a ne uplné — viz kap. 8.6.8.

5V prostiedi s vyssim indexem lomu, napf. ve skle, méa podle této teorie svételna &astice nizsi potencidlni energii
nez ve vakuu. Pri priletu rozhranim je proto urychlena smérem kolmo k rozhrani a jeji trajektorie se tedy lame
smeérem ke kolmici.
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Problémy nastavaji, kdyz se pozorovatel pohybuje vici éteru. Pak by mél naméfit nejen Dop-
pleriv jev, tj. zménu kmito¢tu — barvy svétla (to naméii), ale i rychlost svétla vektorové zvétsenou
o svou vlastni rychlost (to vSak bylo pokusy vzdy vyvraceno).

P1i tom vSem ziistava podstata éteru utajena a jeho vlastnosti jsou velmi pozoruhodné. Protoze
svétlo je vlnéni pfiéné a nikoli podélné, ma éter povahu pevné latky (nikoli plynu ¢i tekutiny). Jeho
modul pruznosti musi byt obrovsky kvili obrovské rychlosti svétla, pritom se vSak v ném pohybuji
vSechny predméty, aniz jim klade méfitelny odpor v pohybu apod.

V teorii relativity nepotifebujeme znat model svétla. Lorentzova transformace vysveétli skladani
rychlosti (z klasického hlediska nepochopitelné) bez ohledu na vlastnosti pohybujiciho se objektu
tim, Ze jde o vlastnost prostorocasu, nikoli svétla ¢i materialu pristroju.

8.6.7 Meéreni rychlosti svétla v riznych smeérech; Michelson-Morley

Obrazek 8.1: Pokus Michelsontuv-Morleytuv a Kennedytuv-Thorndiktv

Obr.8.1 ukazuje schematicky pokus Michelsontiv-Morleytv (kde /1 = ¢5) a Kennedytv-Thorndi-
kiv (kde naopak ¢; a ¢5 maji hodnoty co nejvice rozdilné). Zaporny vysledek Michelsonova-
Morleyova pokusu lze sice vysvétlit samotnym predpokladem Lorentzovy kontrakce, ale k vysvétleni
zaporného vysledku Kennedyova-Thorndikeova pokusu je potieba navic pribrat i dilataci ¢asu.

Drahy paprskt interferometru od polopropustného zrcatka k odrazovému a zpét.

v klidu (vlevo):

vodorovny modry: #1 + {1 = 2/;

svisly Cerveny: fo + £y = 249

rozdil: 2(61 — 62)

rozdil po otoceni o 90 2(¢; — l3) —2(ls — ¢1) =0
v pohybu (vpravo):

vodorovny modry: £+ =0y + vty =cty = (lr=_2 = L+l = 12_%2
isly sikmy Cerveny: £2 = (vf)? + £3 = (cf)? (= 2ty
svisly si I;y cerve;y (vt)* 4+ 05 = (ct)* = i T
11. 2 _ 1
rozdil: roi e
, v ’ o. 1 _ 1
rozdil po otoceni o 90% 2(ly + (1) (\/ﬁ 1—B2>

8.6.8 ,,Strhovani svétla®

Rychlost svétla ve vakuu znac¢ime c. V klidném prostfedi s indexem lomu n mé svétlo rychlost
v = ¢/n. Otazkou vsak je, do jaké miry se éter strhuje v latce s indexem lomu n, kterd se pohybuje
rychlosti w = fe. Experimenty s tekouci vodou (Fresnel) ukézaly, Ze se éter strhuje pohybujicim se
prostiedim (pro rychlost v’ svétla v pohybujicim se prostiedi plati v’ > v), ale jen ¢astecné, a to
s t&zko pochopitelnym koeficientem cca (1 — 1/n?):

, 1
vVavtw(l- =) <vtw (8.32)
n
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STR resi vsechny uvedené otazky logicky, bez dalSich predpokladi a v Gplném souladu s ex-
perimentem. ,,Strhovaci koeficient* vyjde jako prvni priblizeni vysledku relativistického skladani
rychlosti svétla v latce v = ¢/n a rychlosti latky w = (e, totiz

, v+ w %+ﬁ

v = =c , (8.33)
1+% 148
a to miZeme rozvinout v mocninnou fadu podle 3:
/ c 1 2
v=—+w|l-=)+p%. . (8.34)
n n

777 Otazka: Provedte naznacené odvozeni podrobné a zjistéte tplny ¢len druhého Fadu. (—sstr. 108)
V soucasnych predstavach nevymyslime mechanicky model nebo jiny nositel pro elektromagne-
tické pole. Pole popisuje stav prostoru popsany tak, ze kazdému bodu a ¢asu v uvazované oblasti je

pfifazena néjakd hodnota tohoto pole (napt. E, B). Kvantova teorie se sice ,vratila“ k ¢asticovému
pojeti svétla jako proudu fotoni, ty ovSem nepojima mechanisticky, ale jen jako vyjadfeni toho, ze
energie pole se méni o celistvé nasobky vyrazu E = hf. Ten interpretujeme jako energii vznikajici ¢i
zanikajici ¢astice — fotonu — s nulovou klidovou hmotnosti, svételnou rychlosti a hybnosti p = hf/c.

8.6.9 Svétlo v latkovém prostiedi a relativita

Nebudeme zde budovat relativistickou teorii elektrodynamiky kontinua, pfipomeneme jen dva
aspekty, které nesmime ztratit ze zfetele:

e Studujeme-li chovani svétla v hmotném prosttedi (a nikoli ve vakuu), pak ezistuje jista apriori
vyznacna vztazna soustava, totiz ta, ve které prostiedi stoji. Neni tedy pravda jako ve vakuu,
Ze vSechny inercidlni soustavy jsou rovnopravné a zakony v nich maji mit stejny tvar.

e Tvrdime-li Ze rychlost v svétla v latce s indexem lomu n je rovna v = ¢/n, pak tim ro-
zumime rychlost svétla® v ustdleném stavu, nikoli v prechodovém stavu p¥i vniknuti svétla
do prostiedi. Celo elektromagnetické viny rozkmita nosice naboje tvorici latku, ty — tim, ze
kmitaji — vyzafuji elektromagnetické pole. To se s¢ita se stale dopadajici vlnou, a vysledkem
je v rovnovazném stavu situace, kdy zpétna vlna se vyrusi a dopredna se pohybuje rychlosti
¢/n. Nezli se ovSem k rovnovédznému stavu dojde, trva to jistou pfechodovou dobu (proble-
matiku tvaru prekurzoru — svételné viny pfed dosazenim rovnovazného stavu — probira
podrobné napf. Stratton.) Ma-li tedy za jistych okolnosti latka (plasma) index lomu n < 1,
pak to neni ve sporu s teorii relativity. V ustdleném stavu bude v takové latce fazova rychlost
svétla nadsvételnd. Ovsem tim, Ze jde o ustaleny stav, nepfenési vlna zadnou (novou) infor-
maci. Kdybychom poslali pulz (nebo obecné zménili ustaleny stav), pak by se sifil svételnou
rychlosti a deformoval by se pfitom. Nadsvételnou rychlost by vlna vykazovala az pozdéji,
v informac¢né sterilnim ustaleném stavu.

8.7 Vektorovy formalismus, ¢tyfFvektory

8.7.1 Zakladni idea

Lorentzovu transformaci, tedy pfechod mezi dvéma navzajem se pohybujicimi inercidlnimi sou-
stavami, lze interpretovat jako oto¢eni ve 4D-prostorocase s metrikou (8.20). Nase strategie bude
nasledujici: vezmeme klasickou rovnici platnou v jedné inercialni soustavé. Pokud ji zapiseme veli-
¢inami invariantnimi vuéi Lorentzové transformaci anebo veli¢inami majicimi pfi této transformaci
jednoduse definované chovani (¢tyfvektory, étyftenzory...), pak z platnosti této rovnice v jedné iner-
cialni soustavé plyne platnost i v libovolné jiné inercidlni soustavé (po Lorentzové transformaci).
11! Odpoved’ ze str. 108: —c2n~1(1 +n~2)

5Zde myslime fazovou rychlost monochromatického svétla, tj. rychlost pFesunu mista se stejnou fazi viny. Jinak je
definovana rychlost grupova, rychlost pfenosu energie atp.
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8.7.2 Ctytskalary, ¢tyivektory, ¢tyitenzory

V klasické mechanice nazyvame skalarem veli¢inu, ktera se pii otoceni vztazné kartézské soustavy
neméni a vektorem 3D veli¢inu, jejiz slozky se pfi otoceni vztazné kartézské soustavy transformuji
stejné jako slozky diferencialu di polohového vektoru.

Veli¢inu nazveme ¢tyrskalarem ve 4D prostorocase, jestlize je invariantem pfi Lorentzoveé
transformaci; jinymi slovy, mé-li vyraz, ktery ji definuje, stejny tvar i stejnou hodnotu ve vSech
soustavach spojenych Lorentzovou transformaci. Je to napf. elektricky naboj @, anebo, jak jsme
diive zjistili, prostorodasovy interval s2 z rov. (8.26), a jak v kap. 8.7.3 zjistime, vlastni ¢as (s ele-
mentem d7 = dt/~, coz je, presnéji Feceno, vlastni doba, tj. rozdil dvou ¢asovych udaju).

Veli¢inu {X A}izo v prostorocase s osami x, nazveme ctyrvektorem, jestlize se transformuje
Lorentzovou transformaci stejné jako ,posunuti® {d)z } = {dzg,dz1,dxs,dxs} udalosti popsané
bodem X. Ctyivektor zde budeme znacit kapitélkou a feckym indexem, napt. X, jeho posledni tii
slozky tvorici 3D vektor toutéz minuskuli a latinskym indexem, napt. .

Analogicky, tedy transformacnimi vlastnostmi, mizeme zavést ¢tyFtenzory libovolného fadu.

8.7.3 Vlastni ¢as (vlastni doba)

Cas t byl v klasické mechanice invariantem Galileova transformace a bylo proto mozné podle ¢asu
t derivovat”. V STR vsak ¢as t, resp. veli¢ina zg = ct, se nechova jako skalar, ale je to jen jedna
ze slozek polohového ¢tyfvektoru (s nepodstatnou multiplikaéni konstantou c). Ukdzeme vSak, ze
veli¢ina zvana vlastni ¢as (resp. vlastni doba)

_t_ 32
r=s=n/1-8 (8.35)

urcujici idaj hodin v soustaveé, ve které hodiny stoji (tedy fakticky to, co hodiny skute¢né ukazuji),
invariantem je, a je tedy vhodna k pouziti vsude, kde jsme v klasické fyzice potiebovali ¢as ¢i dobu
(napf. pro derivace podle ¢asu).

Uvazujme pohybujici se hodiny. Udélosti A odpovida poloha x A a Cas ta, udédlosti B poloha zp
a Cas tp; rozdily mezi soufadnicemi bodi A a B zna¢me Ax,. Pro xg = ct ziejmé plati

Ax' = y(Az — fAxg) (8.36)
Azy = v(Azy — BAX) (8.37)

V soustavé spojené s hodinami je ovsem Az’ = 0, a tedy Az = 3Axg, a z druhé rovnice pak plyne
Azj = y(Azg — B(BAZg)) = v(1 — B*)Azg = Azg/y (8.38)

a podle definice Axy = cAT plati i

AT = At = At\/1 -2 | (8.39)
ar= =dt\/1-p5% . (8.40)

Protoze pro 8 # 0 je vzdy v > 1, je také vlastni doba A7, kterou zméfime hodinami, vZdy mensi
neZ doba zméfend v libovolné vztazné soustavé S, vici niz se tyto hodiny pohybuji (,,pohybujici se
hodiny jdou pomaleji“).

Uvedeny vztah lokalné plati i tehdy, kdyZ se hodiny pohybuji z bodu A do B s proménnou

rychlosti; z toho plyne
TAB:/ —:/ \/1—p%dt . (8.41)
AT A

"Terminologicky pfesnéji, jde nikoli o &as, ale o elementarni dobu dt, tedy rozdil dvou Gasovych udaji. Je oviem
obecny tzus uzivat termin ,Cas® v Sir$im slova smyslu, tedy jak pro veli¢iny ¢asovy udaj, doba, tak i pro objekty typu
¢asovy interval (v nerelativistivké fyzice ve smyslu mnoziny soumistnych udalosti mezi dvéma udalostmi — zac¢atkem a
koncem tohoto intervalu) apod. Podobné je bézny ,vlastni ¢as“, ,,poloc¢as“ ap., kam by terminologicky patfila ,doba“.
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8.7.4 Polohovy ctyrFvektor X

Jak lze ocekéavat, polohovy ctyfvektor X, odpovidajici polohovému vektoru pro 4D prostorocas
bude slozen z ¢asové slozky xg = ct a z polohového vektoru x, v dalSich tfech slozkach:

Xy = {zo; 215025 3} = {ct; 113295 73} (8.42)

8.7.5 Ctyfvektor rychlosti — &tyirychlost U
Ve 3D jsme zavedli rychlost vztahem

da;
dt’
protoze dt byl viéi Galileové transformaci invariant.

Ctyirychlost Uy zavedeme analogicky 3D rychlosti v, oviem nikoli derivaci podle (oby¢ejného)
Casu t, ale podle vlastniho ¢asu T:

CdXy  dXpdt dX)

V; =

(8.43)

Uy — _dAaddaa 8.44
e T e A Pl G LR B L) (8.44)
Vsimnéme si, ze diky zaporné casové slozce je ¢tverec ¢tyfrychlosti konstantni:

Uy-Uy = g™ U, U, =¥ (—=2 + 08 + 03 +03) = 22 (-1+ %) = - (8.45)

8.7.6 Ctyfvektor hybnosti P; klidova m, a relativistickd m hmotnost
V klasické mechanice je hybnost p definovana vztahem
ﬁ:: moﬁ 5 (846)

kde mg je charakteristika ¢astice zvand hmotnost; v STR ji nazyvame klidovou hmotnosti.
Ctythybnost zavedeme proto vztahem

Py :=moUy = moy(c,v1,v2,v3) (8.47)

Zavedeme-li relativistickou hmotnost m vztahem
mi=ymgy (8.48)

muzZzeme analogicky s klasickou mechanikou psat
Ph=mc ; Pi=mvy ; Ph=mvy ; Py=mvs |, (8.49)

takze plati opét klasickd definice rov. (8.46), jenom s hmotnosti nikoli klidovou my, ale relativistic-
kou m. Casovou slozku (mc) budeme pozdéji interpretovat jako (E/c), kde E bude celkové energie
sledované ¢astice.

8.7.7 Ctyi¥vektor zrychleni A

Dalsi derivaci zjistime snadno ¢tyrvektor zrychleni:

dU, dU,
Ay = —C =~—= 8.50
A T T o (8.50)
napt. pro slozku A =1
dvy dvy 9 v vy (7 - @)
A - 4+ = 7 .51
! 7(dt7 Uldt) TUT 2T 2 ’ (8:51)

jak se zjisti vypocétem d~y/dt.
Derivaci rov. (8.45) podle 7 dale zjistime, ze ¢étyfrychost a ¢tyfzrychleni jsou na sebe kolmé:

d
OZEEA:U)‘U)‘:2§)\:A>‘U>‘ ,tedyA LU . (8.52)

Toho vyuzijeme v néasledujicim odstavci pti interpretaci ¢asové slozky ¢tyivektoru sily.
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8.7.8 Ctyfvektor sily. Pohybova rovnice

Klasicka pohybova rovnice (druhy Newtontv zékon) znéla ve 3D
dp d -

7= 8.53
v o™=l (8.53)
kde f byla klasicka 3D sila. Skaldrnim nasobenim rychlosti ¢ jsme dostali zdkon zachovani energie:
dv - d /1 >
d;) v=fev el o <§mv2> —fa . (8.54)
Podobnou analogii jako diive zavedeme ctytsilu F tak, aby platilo
dPy dU,

TFi prostorové slozky budou s uvazenim d¢ = yd7 odpovidat rovnici

d
mog; (70x) = Fx/7 (8.56)
a budou tedy souhlasit s klasickou rovnici, zvolime-li ¢tyfsilu F' tak, aby
Fr=~fi , Fa=fr , F3=7fs . (8.57)
K urceni a interpretaci ¢asové slozky Fj uZijeme jednak rov. (8.55), tedy
dUy d
Mo~ = =Fy ,neboli Fy= vmodt( ve) (8.58)
jednak skaldrniho ¢tyfsoucinu rov. (8.55) se étyfrychlosti Uy, o némz dokdZeme, Ze je roven nule:
dU,
F) - = e .
> Fy-Uy > mg O (8.59)
A A
= > moAy-Uy (8.60)
A
= 0 . (8.61)
Je tedy
OZZF)\’UAZ’}/QZJC)\'U)\ (8.62)
A A
odkud
Foey =—")_ fi vk (8.63)
k=1
Eliminaci Fj z rov. (8.58) a (8.63) dostaneme po flpravé
d
VmoC ka U, (8.64)

Clen v zavorce tedy odpovidé kinetické energii z rov. (8.54). Oznacme ho FE; je definovan jako
E = ymoc® = mc? (8.65)

k jeho (mis)interpretaci viz téz kap. 1.5.5. Rozvineme-li 7 podle binomické véty, dostaneme

E = m0c2(1+%ﬁ2+gﬂ4...) (8.66)
= moc? + %m0v2 +... (8.67)
Nyni je vidét, ze skuteéné ¢asova slozka ¢tyfhybnosti z rov. (8.49) souvisela s energii, pfesnéji
p - &, (8.68)
S dE

F = L= )
0 c dt (869)
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8.7.9 Relativisticka hmotnost; jiné odvozeni

K pojmu relativistické hmotnosti mtizeme téz prijit rozborem nepruzné relativistické celni srazky
dvou stejnych kouli. UvaZzujme raz koule hmotnosti m,, s rychlosti v a klidné koule hmotnosti my;
vysledkem bude téleso hmotnosti M,, s rychlosti w, viz obrazek. Tutéz situaci pak popiseme jednak
z hlediska druhé koule jako klidné (zrcadlovd symetrie), jednak pfepocteme rychlosti vzorcem pro
skladani s rychlosti —v.

o o 0O O

My T mg; 0 : mo; 0 My; —U
My, ) My,
My, 0 o My, —w

Piedpokladame zakon zachovani hybnosti, hmotnosti a k pfechodu z S do &’ pouZijeme relati-
vistické skladani rychlosti:

p=Myw = myv +my0 ZZ hybnosti (8.70)
My, = my,+mo ZZ hmotnosti (8.71)
—w = fu__w_z) slozeni rychlosti w a —v (8.72)

C

Z prvnich dvou rovnic plyne

myv = (my+my)w , odkud (8.73)
w o= v (8.74)
My + My

Z transformace rychlosti rov. (8.72) plyne

wv
w(l—c—2) =v —w (8.75)
odkud dosazenim z rov. (8.74) a poté po vykraceni ot dostaneme
2
v My
My (1 — c—zm) =mg + My — My (876)
vyrusime m,, a rozsifime mg -+ m,,
02
My (mo + my — C—2mv) = mo(mo + my) (8.77)
2 v? 2
m2 (1 - 6—2) = mi (8.78)
my = —=—  neboli (8.79)
-5

v souladu s rov. (8.48).
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Pro pohodli ¢tendrie prikladdme sit pro graficky zdznam Lorentzovy transformace pri
B=2=06;v=2=125
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Kapitola 9

Analyticka mechanika ...

3-ANAL.tex; 15. pracovni verze, 2018-05-17. Uvitam vSechny kritické pripominky. J.O.

9.1 Plan; pojem principu

9.1.1 Co, pro¢ a jak (syntéza vs. analyza)

Zatim jsme poznali klasickou vektorovou neboli newtonovskou mechaniku. Dalo by se Fict, Ze ta
postupovala ,synteticky“. Vysla od hmotnych bodi, (,,od toho nejmensiho“). Popsala v kinematice
jejich stav pomoci pojmi ¢as a poloha v prostoru (a z toho odvozenych veli¢in rychlosti a zrychleni).
Pro popis vzajemného piisobeni — interakce — ¢astic zavedla veli¢inu sila coby prostfednik interakce
mezi ¢asticemi, a veli¢inu hmotnost ¢astice (proto také nézev hmotny bod), uré¢ujici miru, jakou se
tuhé téleso.

Postup analyticke mechaniky je opacny. Radi bychom vytvorili jiny, obecnéjsi ptistup k feseni
fyzikalnich problémi. Chceme nyni pohlizet na fyzikalni soustavu jako na celek. Nechceme vychazet
z ,nejmensich ¢asti“, ale chceme Tesit soustavu jako celek, resit tlohy z obecnéjsiho pohledu, na
zékladé vhodnych principa. Ty zde nastoupi namisto pohybovych rovnic. Doufame mj., ze takovy
padné i za hranicemi klasické mechaniky. Z té ovSem vyjdeme, protoze nam skyta spolehlivy zaklad
pro vystavbu jakékoli obecnéjsi konstrukce. Protoze namisto syntézy (slozité soustavy z jednodu-
chych ¢asti) vychézime piimo ze slozitého celku a provadime jeho analyzu (na diléi éasti), mluvime
o analytické mechanice.

9.1.2 Priklad z optiky

Spoleény problém Svétlo ma ve vakuu rychlost cg, v latce! rychlost ¢ = cy/n, kde n je
materidlova konstanta (index lomu). Jak se pohybuje svétlo mezi body A a B?

Popis newtonovsky (geometrickou optikou) Zavedeme ,foton“? coby ,¢astecku svétla®,
takze svételny paprsek bude jeho trajektorii. Pohyb tohoto ,fotonu“ popiSeme podobné jako pohyb
hmotného bodu z Newtonovych rovnic, tedy:

e V homogennim izotropnim prostiedi leti ,foton“ rovnomérné pfimocate rychlosti ¢ = ¢g/n.

e Na rozhrani dvou prostiedi se néktery ,foton“ odrazi, néktery vnikne dovniti prostiedi>.

e Pro odrazeny ,foton“ plati, Ze ihel o odrazu se rovna thlu oy dopadu: o) = o.

Termin ,latka“ uzivame pro hmotné prostiedi (protiklad pole) tehdy, kdyz je jeho hmotnost nepodstatna.

2Ten je zcela klasicky a nemé v sob& samoziejmé nic kvantového. Pro odligeni ho proto piSeme v uvozovkach.

3Geometricka optika neuvadi v jakém poméru; fyzikalni optika i toto stanovi Fresnelovymi vzorci, které lze odvodit
z Maxwellovych rovnic. To nas ale ted nezajima.

115
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e Foton“ v prostfedi 1 mé jinou energii nez v prostiedi 2. Na pfechodu rozhrani proto ziska ¢i
ztrati rychlost ve sméru normaly, zatimco slozka ve sméru rozhrani se nemeéni. Tim se ale méni
thel, pod kterym daél leti. (Aby se kvalitativné lamal ke kolmici, musi byt rychlost v prosttedi
2 vétsi nez v 1; to vSak odporuje pfimému méreni. Snelltiv zadkon n sin iy = ng sin as rovnéz
splnén neni, shoda tedy neni kvantitativni.)

Popis principem Z optiky znamy Fermattv princip fikd ve své zjednodusené formé toto:

Fermativ princip: Svétlo se pohybuje mezi dvéma danymi body A, B tak, aby celkova doba,
kterou na tento pohyb potiebuje, byla miniméalni.

Tento princip tedy bere trajektorii svétla jako celek a vypovida o ni jako o celku. Snadno z néj
vyplyne napt. pfimocaré Sifeni svétla v homogennim prostiedi, stejné jako pravidla lomu a odrazu
svétla. Je ale uréité ndzornéjsi pro uréeni ohybu trajektorie svétla v nehomogennim prostiedi (napf.
ve vzduchu s proménnou hustotou) nez geometricka optika.

9.1.3 Troska filosofie

Jak Fermatuv princip, tak geometrickd optika vedou (rtiznymi cestami) ke stejnym vysledkiim; pfi-
slusny dtikaz vSak nyni neni podstatny. Podstatné je uvédomit si rozdilnost obou pristupi. Rozdil je
i filosoficky: popis podle geometrické optiky je plné kauzalni (pfi¢inny), zatimco popis Fermatovym
principem je teleologicky (acelovy).

V geometrické optice se ,foton“ v kazdém okamziku mize poradit s vySe uvedenymi ¢tyimi
pravidly, jak a kam se ma pohybovat v dalsim okamziku. Nepotiebuje planovat, nepotiebuje mit
pamét: jeho bezprostiedni budoucnost je uréena piitomnym stavem jednak ,fotonu“, jednak jeho
bezprostiedniho okoli. ,,Foton“ je soucasnymi okolnostmi donucen jednat tak, jak jedné,

Naproti tomu podle Fermatova principu se ,foton“ pohybuje tak, aby koneckonct splnil jisty
globalni pozadavek, ucel, cil: mit co nejmensi celkovou dobu letu za dodrzeni podminky v = ¢y/n
v kazdém okamziku a misté letu. Jak zakon primocarého letu v homogennim prostiedi, tak i za-
kon odrazu a zdkon lomu na rozhrani uz z Fermatova principu vyplynou. Pfipometime, ze uce-
lovy, teleologicky popis a zdtivodnéni je bézny tieba v biologii: zvife planuje a jedna globalné tak,
aby. .. (ukojilo hlad, uniklo nebezpeci apod.)

Tyto filosofické rozdily nés sice nebudou moc zajimat, je ale dobfe o nich védét. V klasické fyzice
s jeji plnou uréenosti (determinismem) nevedou ke sporu; objekttim klasické fyziky nepfisuzujeme
svobodnou vili (resp. pojem ,vile“ neni pfedmétem zkouméani pro fyziku).

9.1.4 Proc¢ tedy tuto novotu?
1. Pomoci principii se nékteré tlohy fesi ndzornéji.
2. V pripadé potifeby miizeme fesit tlohy kvalitativné a nejen kvantitativne.

3. Muzeme hledat pfiblizna feSeni, tedy FeSeni na jisté (jednoduché) t¥idé funkci, do niz presné
FeSeni eventudlné nepatii.

Ilustrace Uvazme situaci s indexem lomu vzduchu zavislym na nadmoriské vysce.

Ad 2) Mate urcit tvar cesty v nehomogennim prostiedi. Z Fermatova principu je (kvalitativné)
ihned jasné, ze z ridsiho vzduchu ve vySce do houstnouciho vzduchu nize se svétlo budou pohybovat
po trajektorii vypuklé (a), nikoli vyduté (b) ¢ pfimé (c). Dukaz tohoto odhadu geometrickou

Ad 3) Mame k tomu dodat ilustrativni obrazek do knizky, kde v8ak jednoduchy graficky pro-
gram umi kreslit jen kruhové oblouky. Na této tridé najdeme Fermatovym principem oblouk mini-
malizujici danou veli¢inu (dobu). Naproti dosazovani do rovnic geometrické optiky by nés nanejvys
presvédcilo o tom, ze Zadny kruhovy oblouk neni pfesnym fesenim tlohy (coz jsme védéli uz predem
taky).

9.2 Rekapitulace vektorové mechaniky

Vsude budeme piedpokladat analytické funkce s potfebnym poctem derivaci.



9.2. REKAPITULACE VEKTOROVE MECHANIKY 117

9.2.1 Zakladni pojmy ve vektorové mechanice

Ve vektorové mechanice (zvané téz newtonovska) jsme sledovali v ¢ase t nejprve jedinou éastici
(hmotny bod, HB) s ¢asové neproménnou hmotnosti m a s ¢asové proménnou polohou

7(t) = r(t) = {a(t), y(0), =(t)} (9.1)

zadanou kartézskymi soufadnicemi x, y,z v inercidlni vztazné soustavé (1. NZ). Pokud se ¢éstice

nachézela pod vlivem vnéjsich? sil s vyslednici F , pak jeji pohyb byl popsan pohybovou rovnici
(2. NZ)

mr=F . (9.2)
Ta predstavuje pro jedinou ¢astici systém tii obycejnych diferencidlnich rovnic 2. fadu pro tii
neznamé funkee 7(t) = (3:, v, z) s pocateénimi podminkami (po¢ateénim stavem) — zndmou polohou
7o a rychlosti ¢y v ¢ase t = 0.
Pro pocatecni hodnotu se uzivaji zapisy napft.

=7 = 70) = 7F(t=0) = =0 aj.

Konfigurace jediné Castice v daném okamziku ¢ je uréena jeji polohou 7(t), tedy napi.
trojici x,y, z v tomto okamziku.

& Nizorné feceno: konfigurace je to, co pozndme z fotografie.

Stav éastice v daném okamziku ¢ je urcen jeji polohou a rychlosti, tedy {F(t), F(t)}

& Stav urcuje vic nez jen konfigurace. Nazorné feceno: uréuje nap¥. ve, co potfebuji jako pocatecni podminku
k jednozna¢nému vyfeseni pohybovych rovnic. Zénontv paradox leticiho $ipu ukazuje, ze konfigurace (3ip v urcitém
misté své drahy) nepopisuje stav Sipu Uplné, mize mit v tomtéz misté jesté razné rychlosti.

Od jedné castice jsme presli k soustavé ¢astic a k télesu (tuhému ¢éi deformovatelnému). Sily
pusobici mezi jednotlivymi ¢asticemi se stanou vnitinimi silami z hlediska soustavy; predpokladame
pro né zakon akce a reakce (3. NZ). Na pohyb soustavy jako celku (napf¥. na pohyb tuhého télesa)
maji vliv jen vnéjsi sily.

Konfigurace soustavy N ¢€astic v daném okamziku ¢ je urcena souborem {z;,y;, z; }i=1.. N
poloh vsech jejich ¢astic v tomto okamziku.

Stav soustavy N &astic v daném okamziku ¢ je uréen souborem {x;,y;, z;, i, Ui, Zi, }i=1..N
poloh a rychlosti vSech jejich ¢astic v tomto okamziku.

9.2.2 Analogické pojmy v analytické mechanice
V analytické mechanice vyjdeme také z ¢astic. Jejich polohu vSak popiSeme vyhodnéji.

Zobecnéné souradnice jsou proménné g; libovolného druhu (napf. polarni souradnice) vhodné
pro popis konfigurace soustavy.

Pohyb soustavy (¢asovou zménu konfigurace, chcete-li) pak budeme zjistovat pomoci vhodného

principu. Princip budeme hledét formulovat natolik obecné, aby ndm umoznil zjistit ¢asovy vyvoj
nejen jediné c¢astice, ale co nejobecnéjsi fyzikalni soustavy, napfr.:

e soustavy Castic podrobené dalsim podminkdm — vazbam,

e slozitého pakového mechanismu (v ném zobecnénymi souradnicemi budou napf. thly svirané
pakami),

e ale tfeba i elektromagnetického pole.

40U ¢&astice samoziejmé nepiichazeji v ivahu vnitini sily; z hlediska &astice jsou viechny sily vnéjsi. P¥ipominidme
to vSak vzhledem k nésledujicimu zobecnéni na soustavu c¢astic.
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Pocet F stupnu volnosti (z ném. Freiheitsgraden) je pocet spojité proménnych parametru
nutnych a postacujicich k popisu polohy soustavy (tj. vSech jejich ¢asti). Pro N volnych ¢astic v 3D
prostoru (= t¥irozmérném prostoru) je F' = 3N.

Toto F' by nemélo kolidovat se silou F (resp. mohlo by kolidovat s jeji velikosti F' = \ﬁ |, ale ta

se tu nastésti nikde nevyskytne). My zde navic prosty vycet typu i = 1,..., F v indexu zapiSeme
znackou ® v indexu, tedy napf. namisto f = f(x1,z9,...,2p,21,%2,...,4F), zapiSeme struéné
f=f(ze,2s).

Konfigurace soustavy v daném okamziku ¢ bude uréena souborem {¢;};=1. r = {qa} téchto
parametri, tedy zobecnénych soufadnic (poloh).

Stav soustavy bude urcen souborem {¢s, s} zobecnénych soufadnic a zobecnénych rych-
losti anebo ekvivalentnimi tdaji (napf. souborem {gs,ps} zobecnénych soufadnic a zobecnénych
hybnosti).

Konfigura¢ni prostor Uvazujme N stejnych ¢astic, k = 1... N. VSechny maji stejnou hmot-
nost m a k-ta Castice ma soutadnice

XF, i=1, 2, 3 k=1,...,N. (9.3)

Precislujeme postupné souradnice N bodu ve 3D prostoru na souradnice jediného bodu v 3N-D
prostoru, tzv. konfiguracnim prostoru.

Pak tuto soustavu N ¢astic popiseme jedinym bodem ve 3N-rozmérném konfiguracnim prostoru.
Pohybové rovnice ziustavaji formalné stejné:

Fy = miy, (9.4)

jen ¢ probiha do 1 do 3N.

<— Definici konfigura¢niho prostoru pozdéji, v 9.3.4, zobecnime pro pfipad soustavy s vazbami. Konfiguracni prostor
bude mit vzdy pravé tolik rozmeéri, kolik méa soustava stupni volnosti.

& Napiste explicitné tvar transformace rov. (9.3).

Reseni: z; = XF, j=3(k—1)+i.

9.3 Vazby, zobecnéné souradnice

9.3.1 Vazba

‘ Vazba popisuje omezeni kladené na polohu nebo pohyb cdstic.

Priklad 1: Dva body lezici oba na povrchu koule o poloméru R a soucasné si zachovavajici
od sebe vzdalenost a. Soustava je popsana tfemi vazbami:

Pl -R? = 0 (9.5)
it airali-R? = 0 (9.6)
(1 — x4)* + (20 — 25)% + (23 — x6)> —a® = 0. (9.7)

Vazby jsme zapsali ve tvaru ¢y (z;) = 0. Kazda z nich definuje podprostor dimenze N — 1 (nadplo-
chu). Bod uréujici v konfigura¢nim prostoru konfiguraci systému se tedy pohybuje jen po prisecénici
nadploch zobrazujicich jednotlivé vazby.

Priklad 2: Pohyb v roviné, kdy rychlost ve sméru x je vzdy dvojnasobek rychlosti ve sméru y:

vy = 2uy neboli
de—2dy = 0 (9.8)
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Priklad 3: K smrti vydésend mys bézici kamkoliv maximélni moznou rychlosti v(t):
(dz)? + (dy)® — (v(t)dt)*> = 0 (9.9)

9.3.2 Typy vazeb
Vazby klasifikujeme z raznych hledisek:

e rovnost X nerovnost

Vazba oboustrannd, napf.:
p(zs) =0, (9.10)
Bod je vazan na nadplochu, ,nemutze z ni ven“. Tohoto typu jsou vazby v pf. 1, 2, 3.

Vazba jednostrannd, napf.:
(70(:1:‘1)) 2 07 resp. (10(:1:‘1)) S 07 (911)

Bod se miize pohybovat po jisté plose a nad ni, nikoli v8ak pod ni (anebo obracené).

e zavislost na case

Vazba skleronomni nezavisi explicite na case t, napft.:

¢(xp) = 0 nebo p(ze,ie) = 0. (9.12)
Tohoto typu jsou vazby v pf. 1, 2, 3. Skleronomni vazba neméni energii Castice v Casové
nezavislych silovych polich.

Vazba reonomni obsahuje explicitni zavislost na ¢ase, napf.:
P(r9,t) =0 (9.13)

Vazba se s ¢asem méni (napf. bod na nafukovaném mié¢i). Tomu by napi. odpovidalo, kdyby
se v pf. 1 s ¢asem ménila vzdéalenost a bodi, tedy a = a(t), nebo koule s ¢asem ménila sviij
polomér: R = R(t). Takova vazba miize ménit energii ¢astice 1 v ¢asové nezavislych silovych
polich.

e zavislost na soufadnicich x na diferencidlech soufadnic (a ¢asu)

Vazba holonomni obsahuje jenom soufadnice, napft.
o(zg,t) = 0 nebo p(zs,ie,t) =0. (9.14)

Omezuje polohu ¢astice. Tohoto typu je vazba v pf. 1.
Vazba neholonomni obsahuje i diferencialy souradnic, tedy obecné

o(re,dxs,t,dt) = 0. (9.15)
Omezuje tedy explicite nikoli polohu, ale smér pohybu (dz/dy) nebo jeho rychlost (dx/dt).
(Nesnizuje proto pocet stupiiii volnosti.) To jsou vazby z pf. 2 a 3
Smysl maji jen vazby pifeveditelné na homogenni formu (fadu L) v diferencidlech. Obsahuje-li
vazba dt, pak jejim vydélenim (dt)" ziskdme vazbu obsahujici slozky rychlosti xZL namisto

diferencialii; neobsahuje-li, pak podobnym zptisobem dostaneme vazbu omezujici jen smér
pohybu (tj. da;/dx) v daném bodé. Vazba z pt. 2 je stupné L = 1, v pf. 3 stupné L = 2.

Pripomerime, Ze linearni forma v diferencialech se nazyva Pfaffova forma:

dF = Z ag(re)dxy = Z apdz, prip. Z a(zg,t)dzy + b(ze, t)dt = Z apdzxy + bdt
k=1 k=1 k=1 k=1
(9.16)

Pro rozliSeni od totalniho diferencidlu se znac¢i preskrtnutym d, napf. v termodynamice

dQ =dU +pdV (9.17)
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Vnitini energie U a objem V jsou zde nezavislé stavové proménné, tlak p (U, V) je stavovou
funkci téchto proménnych. Neexistuje vsak stavova veli¢ina @, jejimz totalnim diferencidlem
by byl vyraz (9.17). Existuje jen dé&jova veli¢ina

0 :/aQ _ /(dU +pav) (9.18)
r r
jehoz hodnota vsak zavisi na integra¢ni draze (kiivce) I' v prostoru proménnych U, V. Fyzi-
kalné feceno, teplo @ je proto déjova veli¢ina (danéd dé&jem), nikoli stavova (dand stavem).

Neholonomni vazby probereme podrobnéji v nasledujicim odstavci.

9.3.3 <= Neholonomni vazby integrabilni a neintegrabilni

Cely tento odstavec preskocte pii prvnim C¢teni.
Kazdou holonomni vazbu mtZzeme snadno prevést na ,neholonomni*, konkrétné na anulovanou
Pfaffovu formu tim, Ze vytvorime jeji diferencial. Tak napf. z holonomni vazby

f(ze) =0 (9.19)

of
Z <a—$k>m<I> dx = Zk: Apdxy = 0. (9.20)

k

tim vznikne vazba

Je to trivialni, protoZe omezime-li pohyb na plochu, omezime tim i mozné sméry pohybu (a to na
sméry tecné k této plose).

N 4

lentni vazbé
flze)=C

s libovolnou na x nezavisici konstantou C' na pravé strané. Proto se vazbé tohoto typu fika neho-
lonomni vazba integrabilni nebo také pseudoholonomni.

Obréceny postup je vSak mozny jen nékdy: ne kazda vazba popsand anulovanou Pfaffovou
formou je integrabilni, tj. pfeveditelna na holonomni s vhodnou integra¢ni konstantou. Zavisi pritom
podstatné na poctu proménnych:

1. V pfipadé jediné proménné je jedind moznost: neholonomni vazba je vzdy diferencidlem, tedy
pro kazdou f(x) existuje takovd F(x), ze plati

f(z)dz = dF(x).
(F(x) je primitivni funkce k f(z).)

2. V ptipadé dvou proménnych jsou dvé moznosti. Neholonomni vazba
2a) bud je totalnim diferencidlem (jako u jedné proménné), tedy pro ni plati

f(z,y)dz + g(x,y) dy = dF (z,y), (9.21)

¢ili existuje funkce F'(z,y) takova, ze

fy) = 200 (0.2
g(z,y) = %‘Z’y)- (9.23)

2b) anebo ma vazba integracéni faktor )\, tj. existuje funkce A(x,y) takovd, Ze vazba

flx,y)de + g(x,y)dy =0 (9.24)

sice nemé tvar dF'(z,y) = 0, ale ziskd ho po vynésobeni \:

M, y) - f(2,y)dz + Az, y) - g(x,y) dy = dF (=, y), (9.25)
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neboli existuji funkce F(x,y), \(x,y) takové, ze

AMz,y) - flzy) = %, (9.26)
Mz,y) - g(zy) = %ﬁ:’y). (9.27)

Vsechny aZ doposud popsané vazby nazyvame integrabilni.

3. V pripadé tfech a vice proménnych existuje vedle uvedenych typt navic moznost, Ze vazba
neni integrabilni, tj. neexistuji funkce F'(x,y, z) a A(z,y, z) takové, aby

)‘(‘Tayv'z) ’f(ﬂ?,y,Z) = %7 (928)
Aw,y,2) - g(w,y,2) = %j”z), (9.29)
)‘(‘Tayv'z) ’ h(x7y7z) = % (930)

Prototyp neintegrabilni vazby ve 3 proménnych z,y, z je
xdy+dz=0 (9.31)

a naopak na tento tvar lze vhodnou volbou novych proménnych lokdlné prevést libovolnou
neintegrabilni neholonomni vazbu ve 3 proménngych.

Obecné plati, Ze pro n proménnych lze libovolnou anulovanou Pfaffovu formu pfevést vhodnou
transformaci z; — y;, tj. y; = y;(x1, ..., x,) na tvar

y1dys +y3dys + - +ypn_1dy, = 0 pro sudé n, (9.32)
y1dys +ysdys +--- + dy, = 0 pro liché n. (9.33)

Pro n > 3 je tato forma neintegrabilni.

9.3.4 Zobecnéné souradnice

Zobecnéné souradnice jsou libovolné spojité parametry ¢; popisujici polohu bodu v konfiguraé¢nim
prostoru. Zpravidla je vybereme tak, aby posledni z nich (s indexy i = n + 1,...,3N) identicky
spliovaly vazby a pocitdme pak jen s ostatnimi, tj. s prvnimi n soufadnicemi.

Priklad: Uvazujme 2 body vazané na povrch koule jako v odst.9.3.1; zfejmé plati N =2 a

n =2%x3—3 =3 (jsou 3 vazby pro 6 proménnych). Zvolime sférické soufadnice r;,0;, p;; i =1,2.
Oznacime potom napr.

qu="01, =102, qg3=¥1, Qa =2, gs =11 — R, g6 =r2 — R.
Diky vazbam rov. (9.5), (9.6) bude identicky

a zbyva jesté vazba rov. (9.7) vedouci na vztah
sin ¢ sin gg cos(qs — q4) + cos g1 cosqa + K =0, (9.36)

kde znac¢ime a?/2R? — 1 = K; vhodnou volbou jiného tvaru zobecnénych soufadnic g3,qs by ho
rovnéZ slo splnit automaticky formou ¢4 = 0, ¢imZ by zbyly tfi nezavislé zobecnéné souradnice
q1,492,43-

<— Neni cilem zde dofesit tuto lohu a formulovat tuto zavislost; staci, kdyz ¢tenaf nahlédne, jak by to Slo dofesit.
Prirovname-li oba body ke dvéma lodim na oceanu, pak q;, g2 urcuji polohu prvni lodi; je-li kdekoli kromé severniho
a jizniho pdlu, lze polohu druhé lodi vzdalené o a jednozna¢né urcit napi. orientovanym thlem ¢i12 od severniho
sméru ke druhé lodi. Tento thel mtize slouzit jako posledni zobecnéna soutradnice gs.
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9.3.5 Zobecnéné rychlosti

Zobecnéné rychlosti definujeme predpisem
dgi
dt’

Zobecnéné hybnosti p; definujeme nikoli jako mg;, ale slozitéji, viz odst. 9.6.6.

g = (9.37)

9.3.6 Oznaceni prostori

Uvazujme soustavu N ¢astic podrobenych V' holonomnim vazbam a majici tedy n stupiti volnosti.
Zavedeme nékolik oznaceni:

konfiguraéni prostor je n-rozmérny prostor M(g;) vSech zobecnénych soufadnic ¢;. Konfiguraci
soustavy s n stupni volnosti lze popsat bodem v tomto prostoru;

rychlostnim prostorem zde nazjvame n-rozmérny prostor M (¢;) vSech zobecnénych rychlosti ¢;;

hybnostnim prostorem zde nazyvame n-rozmérny prostor M (p;) vSech zobecnénych hybnosti p;.
Zobecnénou hybnost zavedeme az v odst. 9.6.6;

stavovy prostor (téz rychlostni fazovy prostor) je 2n-rozmérny prostor M(q;,q;), ktery je
pfimym soucinem konfigurac¢niho a rychlostniho prostoru. Stav systému lze popsat bodem
v tomto prostoru. (Na stavovém prostoru je napt. definovan lagranzian z kap.9.6.4);

fazovy prostor (téz hybnostni fazovy prostor) je 2n-rozmérny prostor M(q;,p;), ktery je
pfimym sou¢inem konfigura¢niho prostoru a hybnostniho prostoru (odst. 9.6.6). Stav systému
lze rovnéz popsat bodem v tomto prostoru. Tento prostor mé hlubsi vyznam nez stavovy pro-
stor a lépe vystihuje rtizné symetrie a zdkony zachovani (napf. tzv. Liouvilliv teorém, podle
néhoz se skupina bodu ve fazovém prostoru pohybuje jako nestlacitelnd kapalina). Na tomto
prostoru je napft. definovan hamiltonian z kap.9.6.7.

9.3.7 Zahrnuti vazeb do mechaniky

Uvazujme soustavu N ¢astic s V holonomnimi vazbami, majici tedy F' = 3N — V stupnti volnosti.
Vazby lze vystihnout

e tzv. vazbovymi silami (pohyb je pak popsdn 3N + V rovnicemi, totiz 3N Lagrangeovymi
rovnicemi 1. druhu a V' rovnicemi vazeb);

e pouzitim zobecnenych soutadnic q;, vystlhujlcwh vazbu automaticky (pohyb je pak popsan F'
Lagrangeovymi rovnicemi 2. druhu). Vazby jsou dédny V vztahy ¢,+; = 0 pro i = 1,.

9.4 Lagrangeovy rovnice 1. druhu

Chceme-li vystihnout vazbu ,newtonovsky“, tedy silou (vazbovd sila), pak tato sila
e musi udrzet ¢astici v souladu s vazbovou podminkou

e nesmi konat praci (urychlovat nebo brzdit ¢astici).

Reseni: ma-li vazba tvar f(zg) = 0, musi byt vazbova sila F(V)(xg) kolma k vazbou definované

nadploSe (pak nekon praci), tedy mit smér gradientu: F(V) = Agrad f. Funkci A(zg) vypocteme
dodateéné tak, aby opravdu ¢astice na vazbé f(xg) = 0 zistala.

Napt. pro 1 bod v 3D prostoru a 1 vazbu (3 — 1 = 2 stupné volnosti) mame 3 + 1 = 4 nezndmé:
1, T9, T3, A a pro né 4 rovnice:

mi, = F+FY) = F+/\ax1
miy = Fy+ B = F+/\am2
miy = Fy+FY =F 2L

f(x1,22,23) = 0
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Nézorné: otec usmériiuje neposedného synka na cesti¢ce v parku: bud mu pfikove na nozicku krou-
zek, kterym prochazi ty¢ kfiva tak, jak se vine cesticka (realizace vazby), anebo bude synek volny,
ale budou mu z boku ustédfovany impulzy kolmé k cestic¢ce (aby ho nezrychlovaaly ¢ nebzpoma-
lovaly), a silné tak akorat, aby ho navratily na cestu pravou.

9.5 Princip virtualni prace

9.5.1 Statika

Pro volnou ¢astici bylo podminkou rovnovahy F' = 0. To lze fici tak, zZe pii libovolném wvirtudlnim
posunuti 67 je vykonand virtudlni prace W rovna nule:

oW =F 6% =0.

Takto formulujeme princip virtudlni prace (zvany téz princip virtudlnich posunuti) i pii vazané
Castici, kde jiz 67 nejsou libovolna, ale vyhovuji vazbovym podminkam. Je-li napf¥. 1 ¢astice v 3D
podrobena 2 vazbam f, g, plati:

Foxy 4+ Fsdxs + F3éxs = 0
aa—xfl(sl’l + g—gg;(gl'g + aa—mfs(sl’g =0
5_515351 + 5—5251'2 + 53—:(%5%3 =0

Jak ukaZzeme ekvivalenci téchto rovnic Lagrangeovym rovnicim 1. druhu? MuZeme napr. ,dfevo-
rubecky“ z posledni rovnice vyjadrit dz3 pomoci dxo a dx1, dosadit do prvni a druhé rovnice, pak
z posledni rovnice vyjadiit dxs pomoci dz; a dosadit do prvni rovnice. Pfi trose smily vSak muze
nahodny vybér rovnic a eliminovanych proménnych dx; selhat (napi. zde, pokud by v tfeti rovnici
nahodou bylo 53_553 = 0). Obecnéjsi je proto symetricky postup uzivajici Lagrangeovych multiplikd-

tord: druhou rovnici vynasobime zatim nezndmym A, tfeti u a secteme:

0 0 0 0 0 0
AL 099 5o (B 228 199 san s (B2 2L 99 ) 5y — 0.
axl 8%1 axg 8%2 8%3 8953

Nyni naopak ponechame libovolna dx; a uré¢ime A, u tak, aby vSechny tii zavorky vymizely.
P1i postupu uzitim principu virtudlni prace se prosté zabyvame jen takovym virtualnim posu-
nutim, které respektuje vazby. Sestaveni rovnic je pak mnohem snadnéjsi a prehlednéjsi.
Priklady: Rovnovaha na péace. Clovék v kleci drzici sebe sama pies kladku.

9.5.2 Dynamika; d’Alembertav princip

Vzhgledem k tomu, ze pohyb a klid jsou pojmy relativni, zavislé na volbé vztazné soustavy, necini
problémy ,roztahnout platnost* principu virtualni prace i do dynamiky, prosté zavedenim c¢lenu
vystihujiciho v dynamice téinek (¢asového) pusobeni sily. Sila prosté vyvold zrychleni: ma = ) F,
novy ¢len preneseme k sile jako novou, kinematickou silu. Vyslednou silu — soucet sil skutecnych a
sily kinematické — nazveme silou efektivni. Princip tedy bude mit tvar

(F + Fyin) - 62 = (F — mi) - 6Z = 0.

V tomto tvaru se nazyva principem d’Alembertovym:

Soustava se pohybuje tak, aby prace efektivnich sil byla rovny nule.

Vyraz (—ma) zde nazyvame silou kinematickou (Brdicka-Hladik). Ruzni autofi uzivaji i rtizné nazvy: sila setr-
vacnd, inecidlni, fiktivni, zdanliva apod., téZ ,setrvaény odpor*. Néktefi autoii dale takto nazyvaji nikoli vyraz —ma,
ale +md. Pfi studiu podle jiné literatury je potfeba tyto nejednotnosti vzit v tvahu.
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9.6 Lagrangeovy rovnice 2. druhu. Hamiltonovy rovnice

9.6.1 Zakon zachovani energie

Predpokladejme, Ze sila pusobici v soustavé Castic mé potencidl a lze tedy najit skalarni funkci
U(zg) tak, ze sila je jejim zadporné vzatym gradientem: F' = —gradU, resp. slozkové F; =
—0U(x3)/0x;. Potom z pohybovych rovnic v kartézskych soufadnicich lze po skaldrnim vynasobeni
rychlosti d7/dt = ¢ odvodit zékon zachovani (mechanické) energie Ey:

d%r

mgg = —gradU (tedy 2. NZ) (9.38)

d%¢ di dr
—_ . = _gradlU — 9.39
T Bract (9.39)

d /1 _ _ B
T <§mv U+ U> =0 (9.40)
T+U = const=E, (9.41)
kde T' = %mﬁ U= %mv2 je kinetickd a U potencialni energie systému.

9.6.2 Lagrangeovy rovnice 2. druhu v kartézskych soufadnicich

Zavedme Lagrangeovu funkci (lagranzian) L =T — U, resp. L(zg,v3) = T(ve) — U(zg). Pak plati

OL/ov; = OT/dv; = my; (9.42)
Z?L/E?xl = —E?U/(‘)w, :—E (943)

a Newtontv zdkon rov. (9.38) lze zapsat ve tvaru Lagrangeovych rovnic 2. druhu v kartézskych
soutadnicich
d /0L oL
d <_> - ( ) —0 . (0.44)
dt avl TP,V 8$Z TP,V

9.6.3 Lagrangeovy rovnice 2. druhu v zobecnénych souradnicich

Rov. (9.44) zachovavaji sviyj tvar, i kdyz od kartézskych soufadnic x; a rychlosti v; = &; = da;/dt
pfejdeme k zobecnénym soutfadnicim ¢; = ¢;j(rs) a zobecnénym rychlostem ¢; = dg;/dt. Abychom
to dokézali, vyjadiime nejprve

4 = qj(zs), 4; = 4j(ie, v0)

a explicite rozepiSeme

dqj 0qj dz; 8q]
Z Ox; dt Z 8:EZ
odtud plyne ,kraceni teckou*
94; _ 94

Zapiseme znovu Lagrangeovu rovnici rov. (9.44) s tim, Ze novy lagranzidn £ bude funkei zobec-

nénych soufadnic g; a rychlosti ¢; a jenom jejich prostfednictvim funkei kartézskych soufadnic x;
a rychlosti v;. Bude tedy £ = £L(qs, q3), pficemz plati

L(ze,19) = E( qe(ze) , do(re,is) >
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Derivacemi £ jako slozené funkce odvodime (toto si prosim opravdu zkuste a piste, nejen ¢téte!):

0 = %(S—i)—gi (9.45)
- 52 () Logan S0 =
- Sa(me) She S oam
B EJ: <aqj>gzjz quﬁc;lt (gii)—;g—fjgii—;g—fjgg (9.48)
- Talw)m Swa T Tae oo

- ac\ oq,
a ij<dt <8q]> 8q]>8xz ’ (9:50)

odkud plyne vysledek ve tvaru Lagrangeovych rovnic 2. druhu
d /oL oL
—=—]—=—=0, q.ed
dt aqj' aqj'

Tyto rovnice jsou tedy pohybovymi rovnicemi vhodnymi pro praci v zobecnénych souradnicich.

9.6.4 Lagranzian

Lagranzian® £ = T — U je funkci zobecnénych soutfadnic g; a rychlosti ¢;; miize byt piipadné
i explicite funkci ¢asu ¢ (napf. pro ¢asové proménnd pole):

L= L(q,qs,1).

Dosazenim konkrétniho pohybu ¢ = ¢(t) a ¢ = ¢(t) by se lagranzian stal funkci £’ samotného casu:

L=C(t) = £<qq>(t),q'q>(t),t> (9.51)

Obvykle ovSem nerozlisujeme typograficky L, £ a L'; lagranzian zna¢ime prosté L, af je funkci
jakychkoliv proménnych. Je-li to potieba, vyplyne typ proménnych z kontextu.

9.6.5 Hamiltontv princip, princip minimalni akce

V matematice (variaéni pocet) se dokazuje nasledujici tvrzeni:
Necht je ddn funkcional

to

A= [ Dlaslo).dnlo). (9.52)
t1

Zadame-li konkrétni funkce g;(t), popisujici pohyb ¢astic s ¢asem, spocteme-li jejich derivace ¢;(t)

a dosadime-li je do rov. (9.52), dostaneme konkrétni ¢islo. Mezi vSemi funkcemi ¢(t) nabyvajicich

téZe hodnoty ()1 v Case t; a hodnoty Q2 v Case t3 nabyva integrdl A minimalni hodnotu pro tu

funkci ¢(t), pro niz plati rovnice
afoLy oL
dt 8(]] aqj' e

Obracené tedy skuteény pohyb se déje tak, aby integral A byl minimalni. Tento integral [ Ld¢ ma
ve fyzice vyznam akce, odtud nazev ,princip miniméalni akce“.

Snekdy se pise lagrangisn
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9.6.6 Zobecnéné hybnosti. Fazovy prostor

Definitoricky zavadime zobecnénou hybnost p; vztahem

8L aL(q‘IZ'u Q<I>)
, = —— resp. pj=—7"= 9.53
bi EY P- Pi 9d; ( )
(tedy nikoli jako mdg;). Snadno se presvédéime, Ze pfechazi v ,obyc¢ejnou hybnost, mé-li kineticka
energie tvar T = lquZ?). Takto definované hybnosti by byly funkci zobecnénjych soutradnic
a zobecnénych rychlosti. Mtuzeme vsak také postupovat obracené; od dvojic nezavislych veli¢in
gi, Gi a funkei p; = p;(gs,Gs) prejit ke dvojici nezavislych veli¢in ¢;, p; a k funkcim ¢; = ¢;(¢s, ps)-
Analogicky vyraz %—5 nazyvame k-tou slozkou zobecnéné sily. (Rozmyslete si znaménko!)
2F-rozmérny prostor {qe,ps} nazyvame, jak jiz vime z (9.3.6), fazovgm prostorem. Napt. 10
Castic bez vazeb je popsano jednim bodem v 60-rozmérném fazovém prostoru; 10 ¢astic s 1 vazbou
je popsano jednim bodem v 58-rozmérném fazovém prostoru.

9.6.7 Hamiltonovy rovnice

Pohybové rovnice ziskaji symetri¢téjsi tvar, vyjadiime-li je nikoli v zobecnénych soutradnicich ¢;
a zobecnénych rychlostech ¢;, ale v zobecnénych soufadnicich ¢; a zobecnénych hybnostech p;.
P1i prechodu k novym proménnym pouzijeme tzv. Legendreovu duélni transformaci: misto funkce
L(qe,do) zavedeme novou funkci — hamiltonidn H(qs,ps) vztahem

H(ge,pe) = Y _ prde — L(ga, de),
P

kde na pravé strané dosadime systematicky ¢,, = ¢ (o, ps) tak, aby i prava strana byla funkci jen
proménnych pg, gp a nikoli ¢p. Pro nazornost — tplné rozepsano:

H(ge,ps) = Y _ prdr(qe: pe) — L(qe, do(qe, Pe))
B

Uréime nyni 0H/dq; a 0H/0p; s vyuzitim Lagrangeovych rovnic, defini¢niho vztahu 0L/d¢;, =
pi, a relace Op;/0p; = d;5:

OH Z <8p] d¢; OL 0q; OL 8qk) 0q; OL 8qk oL d 8_L B %
dq; B dq; dt

bi 0q¢; 0g; an a_qz N _@

+
90, P 9, 9q; 00 94y Da,

O0H ap] d¢; 0L E?q'k 0q; oqr, . _ dg

8]9@ apz G TP apz 8(119 8]9 ]Zq] +p]8— bk apz = E
Soustava 2F diferencidlnich rovnic 1. fadu

OH  dpi . OH dg
dg;  dt ’ Op;  dt

se nazyva Hamiltonovy rovnice a predstavuje pohybové rovnice v 2F-rozmérném fazovém prostoru,
tvoreném F' soutadnicemi ¢; a F' soufadnicemi p; (tj. zobecnénymi soufadnicemi a jim p¥islu$nymi
zobecnénymi hybnostmi).

9.6.8 Nazorny vyznam hamiltonianu

H(p,q) =>,pi¢i—T+U = =y 9L 950 —T+U = ST 94;4i — T+ U; pokud je kinetickd energie T
homogenni kvadratickou funkci rychlosti a potencialni energie U na rychlostech nezavisi, je suma
rovna 27" a plati, Ze hamiltonidn H =T + U je roven celkové mechanické energii soustavy.

9.7 Kanonické transformace

XXX
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9.8
XXX

9.9

Hamiltonova-Jacobiho rovnice

Prednosti analytického pristupu

Reseni tlohy metodami analytické mechaniky miize mit specifické vyhody.

Popis pomoci zobecnénych souradnic lze jednoduse pouzit na mnohem vétsi t¥idu tloh nez
zobecnéni soustavy ¢astic feSenych vektorovou mechanikou.

Varia¢ni principy umozinuji nejen nalezeni (skuteéného) feseni, ale také nalezeni nejlepsi apro-
ximace TeSeni na t¥idé funkci, a to i takové, v niz skutecné feseni nelezi. Mame-li napf. Sikmy
vrh (po parabole) aproximovat obloukem kruznice, miize nas vektorova mechanika jen ujistit,
ze zadny nas navrh neni feSenim pohybovych rovnic (coz vime taky, jen nevime, ktery z nasich
navrhi je Spatny a ktery jesté horsi). Naproti tomu varia¢ni princip hledajici nap¥. minimum
akce ukaze, kterd z uvazovanych funkci ¢(t) je onen jednooky mezi slepymi.

Vychézime-li ze zndmé jednoduché tlohy a chceme-li ji zobecnit tak, aby postihla i nas,
sil; ovSem sila je vektor (a zde v 3N-rozmérném prostoru) a zobecnéni jedné slozky muze
vyzadovat jisté zmény i ostatnich slozek z divodt vnit¥ni konzistence, symetrii apod. Naproti
tomu zobecnéni skaladrniho lagranzidnu ¢i hamiltonianu je podstatné jednodussi mj. praveé tim,
Ze toto nebezpedi nehrozi: zobecnujeme jedinou funkci.
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Priloha A

Keplerova tloha — problém dvou téles

2016-09-03

Al

Formulace ulohy

Al1 Cil

Chceme vySetfit v ramci klasické mechaniky pohyb planety, napt. Zemé, v nasi slunecni soustave.
Jako jedinou silu budeme uvazovat gravitacni interakci mezi Zemi a Sluncem.

A.1.2 Co zamérné zanedbame

Védomé pritom zanedbame fadu dalsich okolnosti:

veskeré relativistické jevy;
ve slunecni soustavé jsou i jiné planety nez Zemé a ptuisobi gravitacné na Zemi i na Slunce;
Zemi obiha Meésic;

ve sluneéni soustaveé jsou i jiné objekty nez Slunce a planety (komety, asteroidy, meziplanetarni
hmota, ...) ;

Slunce i Zemé jsou nepravidelna télesa;
Slunce i Zemé rotuji kolem vlastnich os;

ani Slunce, ani Zemé nejsou tuha télesa: Slunce je celé plynné, Zemé je pokryta oceany a
ovzdusim a ma tekuty vnitfek;

A.1.3 Vztah k realné situaci

Budeme se zabyvat nejjednodussim piipadem, a to soustavou slozenou ze dvou bodovych objekti
— hmotnych bodid By, Bo. K tomu nés opraviiuji tyto skute¢nosti:

Zemi i Slunce mizeme ,stahnout do bodu“ proto, ze gravita¢ni pole po vrstvach homogenni
koule (af je v klidu nebo at rotuje) je v klasické mechanice stejné jako gravitaéni pole hmot-
ného bodu;

vlastni rozméry jak Slunce (polomér 0,7x10%°m), tak i Zemé (0,006x10°m) jsou zanedbatelné
ve srovnéani se vzdalenosti Zemé — Slunce (150x10%m).

129
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A.1.4 Dalsi mozZny rozvoj teorie

Dalsim krokem by bylo uvazit gravitaéni interakci planet navzdjem (véetné pohybu Slunce kolem
stoleti, dlouhé pro ¢lovéka, ale piesto zanedbatelné oproti véénosti).

Mohli bychom také piejit na obecnou teorii relativity; postihli bychom s ni i nepatrnou ¢ast
staceni perihela Merkura (43” za stoleti), kterd zbyva po zapoéteni vSech vliva klasickych (5 5577
za stoleti) do pozorované hodnoty (5 600” za stoleti). To je ovSem daleko vné rdmce nasich zajmu
zde.

A.2 Problém dvou téles — Keplerova tloha

VySetiime pohyb dvou hmotnych boda By, Bs o hmotnostech my, my a polohovych vektorech 7,
75 pod vlivem vzajemného gravita¢niho pritahovani. Vychézime z Newtonovych pohybovych rovnic

mﬁf’l == FlQ (Al)
maory = Fy = —Fig (A.2)
doplnénych Newtonovym gravitacnim zakonem
mi11Mmy
F=G o (A.3)

kde G ~ 6,67 - 10711 m3.kg~!.s72 je gravita¢ni konstanta. Zavedeme relativni polohovy vektor 7

Bs
B,
=Ty — T (A.4)
takze r je vzdalenost obou bodu. Dosazenim dostaneme

- mims T
= G — A5
miri + | (A.5)

-, mymg 7
= -G — A6
M T (A.6)

(rozmyslete si znaménka obou vyrazi — gravitace je pfitazliva).
Uloha je tedy trojrozmérna (3D) a hleddme Sest nezndmych — Sest slozek vektoru 7, k = 1, 2.

vwvewv 9 y v y
A.3 Tézistova vztazna soustava

Vv

5. Tl + mafy (A7)

m1 + ma

vvvvvvv

rovnomérné piimocare. To skuteéné snadno dokazeme souc¢tem (rov. (A.5)+rov. (A.6)), pii némz se

vyrusi prava strana a po vydéleni sou¢tem (mj + mg) vyjde rovnou rovnice R = 0. Tu mtuzeme
snadno dvakrat integrovat

Vo, (A.8)
= Vot + Ry, (A.9)

oL -
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vvev

v Case t = 0 (pocateéni podminky).

A.4 Redukovana tuloha

Piejdéme od Sesti proménnych (slozky 7, 72) k Sesti proménnym (slozky R, 7 z rov. (A.4),(A.7)).
Pro prvni tfi proménné (slozky R) jsme uz tlohu vyfesili (rov. (A.9)). Pravé strany rov. (A.5)
a rov. (A.6) obsahuji jen 7, nikoli jednotliva 7, 7. Zkombinujme tedy obé rovnice tak, aby zbylo
samotné 7 i na levé strané: prvni rovnici vydélme —m;y, druhou mo a se¢téme. Dostaneme

- 1 1 d
Fo (— + —> e L (A.10)
mi  Mmsa r2 |7
a zavedenim redukované hmotnosti u, celkové hmotnosti M a pomocné konstanty g
1 mimes
po= — = — (A.11)
I + o mi +ma
M = mi+my (A'12)
g = ¢ _qgu, (A.13)
1
dostaneme vztah
- mimsg T
-G — A.14
pr R (A.14)
" (A.15)
= —ug— resp. .
H9 55 p
uM 7
= G5 = A.16
et (A.16)

Vsimnéme si, ze sila vyjadfend pravymi stranami rov. (A.5), (A.6), (A.14) az (A.16) je (az event.
na znaménko) tdz a ma i analogicky zapis.

r jsme ulohu pfevedli na nadhradni tlohu — pohyb télesa (,kvaziplaneta“) s redukovanou hmotnosti
v centralnim silovém poli ve vzdélenosti r(t) od centra. Nase ,kvazislunce“ je nyni nehybné
v pocéatku soutadnic (jako kdyby meélo setrva¢nou hmotnost nekone¢nou) a ma gravitaéni hmotnost

M = mj + ma. Kolem néj obiha ,kvaziplaneta“ o hmotnosti x z rov. (A.11).

Jde o stejny trik, ktery jsme pouzili v kap. 5.2.8 pfi vySetfovani harmonickych kmitt soustavy navzajem pruzné sprazenych
castic. Jejich polohy jsme prevedli linearnimi kombinacemi na polohy redukovanych castic — kvazicastic. Ty se chovaji jako
volné (nespiazené) a kazda z nich kond harmonicky pohyb nezavisly na ostatnich kvazi¢asticich. Zde jsme Slunce a planetu (dvé

ykvaziplaneta“ (hmotnost p, pohyb rovniny, po kuzeloseéce — jak dale odvodime).
Z polohy 7 kvaziplanety dostaneme skute¢né polohy planety i Slunce jednoduchou linearni
transformaci (vyfesenim rov. (A.4) a (A.7)):

— ml

mn = R+———7F (A.17)
mi1 + ms

7 = R——"% (A.18)
mi1 + ms

A.5 Rovinny problém; moment hybnosti

Ukazeme, Ze nas problém je trojrozmérny jen zdanlivé. Ve skuteCnosti se kvaziplaneta pohybuje
pouze v jisté roviné prochazejici poc¢atkem soufadnic (kde lezi centrum sily), poc¢ateéni polohou

planety a obsahujici smér jeji pocatecni rychlosti. Tato rovina je kolma k momentu hybnosti L
kvaziplanety:

L=7Xp=7xut=7xur
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pricemz vektor L zlistava s ¢asem neproménny (vnéjsi sily jsou nulové a maji tedy vysledny moment
L= o= —
nulovy): L = Ly = konst.

Da se ukézat, ze i ptivodni Keplerova tloha (tedy se Sluncem a planetou, nejen s kvazisluncem a kvaziplanetou, a nejen

rovnomeérné primocare rychlosti téziste.
K dtkazu vynasobime rov. (A.16) zleva vektorové polohovym vektorem 7. ProtoZe na jeji pravé
strané je tyz vektor 7, dostaneme nulu:

o - ILLM rxr —
—_ Q= _. A.19
i =GR (A.19)
Dale pouzijeme vztah
&(FXMF):(FXMF—FFXMF):FXMF (A.20)
a z rov. (A.19) dostaneme zdkon zachovdni momentu hybnosti (ZZMH) planety:
d- d - -
—L=—(r r) = A21
SL=S(rxu) = 0 (A.21)
- -
(7" x pi) = Lo = konst. (A.22)

Vektor momentu hybnosti Ly tedy neméni sviij smér v prostoru. Protoze je roven vektorovému
sou¢inu polohového vektoru 7 (s rychlosti ¢), lezi polohovy vektor kvaziplanety (i jeji rychlost
U = 7) stéle v roviné kolmé k Ly. Pohyb v centralnim poli je tedy rovinny.

Pfi odvozeni jsme nevyuzili zavislosti sily na ¢tverci vzdalenosti. Pohyb ¢éastice je tedy rovinny, at je zavislost sily na
vzdélenosti jakakoliv.

A.6 Zakony zachovani

Zakon zachovani momentu hybnosti (ZZMH, rov. (A.22)) platny pro libovolné centralni pole jsme
pravé odvodili a pouzili k diikazu rovinnosti tlohy. Ukézeme, Ze pro libovolné centralni pole plati
i zdkon zachovani mechanické energie (ZZE) a vyuzijeme toho ke zjednoduseni alohy.

Vyuzijeme relace

%(r”) = w7 (A.23)

d 1 2 d 1_,2 i =
—(z = — (= = - A.24
dt<2v> dt<2r> e (4.24)

a dosadime pfi n = —1 do rov. (A.15) vynésobené skalarné rychlosti v = 7
Lo d (L 32 = _ dpg
prT = <2/w > = pug(—r=°r-7) T (A.25)
d (1 5 pug
1

§,uv2 - % = konst = Ey (A.27)
B +E, = Eo (A.28)

coz je odvozeni ZZE pro specidlni piipad sily (pro obecnou centralni silu).
Ani zde jsme pfi odvozeni nevyuzili zavislosti sily na ¢tverci vzdalenosti.

A.7 ResSeni rovinného problému

A.7.1 Polarni souradnice

Vzhledem k tomu, Ze uvaZzované pole je centralni a jeho velikost tedy zavisi jen na vzdalenosti r od
pocatku soutadnic, budou jisté polarni souradnice vyhodnéjsi nez kartézské.
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Polarni soufadnice jsou ortogonalni. Proto je v nich vyjadfeni ¢tverce rychlosti jednoduché.
Nejprve vyjadiime obecné posunuti dl pomoci pfirtstku dr radidlni souradnice (vzdalenosti od
pocatku) a prirtistku de thlu; pfi zméné o de se poloha zméni o rdy. Pak dostaneme vztah mezi
prirtistky z Pythagorovy véty:

(d1)? = (dr)? + (rde)? (A.29)

a odtud vydélenim (dt)? piimo étverec rychlosti:
v = (1) + (rg)® = + 7@ (A.30)

V polarnich soutadnicich ma tedy ZZE tvar

1
U+ 173%) % — E. (A.31)
Z7ZMH zni velmi jednoduse:
L

a umoznuje nam odstranit ¢ z rov. (A.31). V ni se pak vyskytuje jen 7, r a t. Mzeme ji tedy Fesit
samostatné. Upravime ji do tvaru

L[ A2 g Eo
- S A.
5 <7’ + r2> " e (A.33)
odkud
2F, 2 2
;= —°+—9—A—2. (A.34)
w roor

Dale miizeme postupovat dvéma sméry:

A.7.2 Vypocet zavislosti vzdalenosti » a ¢asu t

Jedna moznost je upravit rov. (A.34) na tvar se separovanymi proménnymi:

= dt (A.35)

a piimo integrovat: dostaneme t = ¢(r), tedy informaci, ve kterém ¢ase se kvaziplaneta dostane do

dané vzdalenosti r od centra.
- / —_ (A.36)
2Eo +

Nas by ovSem zajimala spiSe inverzni funkce r = r(t) udavajici, kde se castice nachazi v dany
okamzik ¢. Tu bychom déle pouzili k feSeni () integraci z rov. (A.32). Proto se vratime k rov. (A.34)
a budeme postupovat jinak.

A.7.3 Vypocet trajektorie kvaziplanety r = r(y)

Jind moznost feSeni redukovaného problému je uréit trajektorii (parametrizovanou thlem ¢) a
eliminovat ¢as, tedy ponechat v rov. (A.31) a (A.32) jen proménné r a ¢.

Vypocet lze vlastné provést jen v monotonni Casti trajektorie planety, ale na vysledku se toto omezeni neprojevi.

Berme tedy r = r(p). Vyjadiime

dosadime do rov. (A.34) a separujeme proménné:
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dp = drA B Adr

— = . A.38
ri o [2E L2 N ( )

Integrace pravé strany je samoziejmé ¢isté zaleZzitosti matematické analyzy (resp. kalkulu).
Fyzika vsak miize napomoci ideou: vime-li, Ze se planety pohybuji po kuzeloseckach v ohniskové
poloze, budeme hledat feSeni v tomto tvaru rovnice kuzelosecky, tedy

. p
1+ ecos(p — o)

r , Tesp. § =1+ ecos(¢ — ¢o), (A.39)

kde p uréuje ,velikost“ (mé¥itko) kuzelosecky a numerické vystfednost (excentricita) e = /1 — b2 /a?
urcuje jeji charakter:

e ¢ = (0: kruznice;

e 0 < |g| < 1: elipsa;
e || = 1: parabola;
e || > 1: hyperbola.

Tvar rov. (A.39) nas vede na vhodné substituce v rov.(A.38). Nejprve zavedeme p:= %, takze

dp = —%dr:
—d
dp = —— P . (A.40)
\/TO +24p — p?
Vyraz pod odmocninou zndmym zptsobem zbavime linedrniho ¢lenu: zavedeme o:=p — ¥,
._ . [2E 2
dp=—— ‘de’ - \/K;d" . (A1)
2 _
VIR () - (-4 +0) 7

a koneéné zavedeme s:=o0/K, ds = do/K:

dp = —ds (A.42)

V1—3s2'

K této funkei jiz primitivni funkei zndme (arccos). Do ni pak postupné dosazujeme vSechny
predchozi substituce.

@ = arccoss + ¢g (A.43)
s = cos(p — o) (A.44)
_ 2Ey | 4?
K = 4 FERT (A.45)
o = Kcos(¢— o) (A.46)
p = % + K cos(p — o) (A.47)
A
o= % + K cos(p — o) (A.48)
A1 KA
—= = 14+ —cos(p — o). (A.49)
gr g
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Tato rovnice pfesné odpovidd druhé rov. (A.39), jestlize znac¢ime

A2 L2
AN — A.50
P g  Gumimg (A.50)
KX _ | 2EL§
= L=yt A51
© pnG?m3m3 * (A.51)

2E0p
= 4/— A.52
Gm1m2 ( g )

Pro délku a velké poloosy, resp. vzdalenost rp perihelia plati

p

a = T (A.53)
p

= A.54

[ 1+4+¢ ( 5)

A.7.4 Pohyb planety a slunce

Odvodili jsme, ze kvaziplaneta se pohybuje po kuzeloseéce (rov.(A.39)) s ohniskem v pocatku
soufadnic, tedy s rovnici

r= P (A.55)

1+ecos(p — o)’

kde ¢g urcuje thel velké osy trajektorie vii¢i ose z, a rov. (A.50) a dal$i uréuji parametr p i excen-
tricitu €. Charakter trajektorie je zfejmé dan znaménkem energie F soustavy:

e pro £ < 0jee <1 (elipsa),
e pro £ =0 je e =1 (parabola),
e pro F >0 je e > 1 (hyperbola).
Specialné pro E = —Gmims/2p vyjde € = 0 a trajektorii je kruznice.

Z pohybu kvaziplanety odvodime pohyb skutecné planety a skutecného Slunce dosazenim vy-
sledku redukované ﬁlohy pro kvaziplanetu do rov. (A.17) a (A.18) s tim, Ze obvykle pfedpokladame

vy

L T S L (A.56)
mi + msy m1

o= — p_Hae (A.57)
m1 + ms meo

Snadno nahlédneme, Ze i v tom piipadé zlustane charakter kuZelosecky zachovan a zméni se jen
parametry jeji trajektorie.

A.7.5 Shrnuti a diskuse

Vyftesili jsme pohybové rovnice pro soustavu dvou castic prfi sile mezi nimi dané Newtonovym
gravitaénim zdkonem (rov.(A.3)). Zjistili jsme, ze v tézistové soustavé je trajektorii planety (i

v ey

Slunce) kuzelosecka s ohniskem (nikoli stfedem!) v tézisti soustavy.

Energie E soustavy urcuje charakter trajektorie planety takto:
e pro E < 0 mé planeta uzavienou trajektorii eliptickou (pfipadné kruhovou),
e pro ¥ = 0 by méla planeta trajektorii parabolickou,

e pro F > 0 by méla planeta trajektorii hyperbolickou.
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Posledni dva pripady odpovidaji navstévnikim typu komety s ptivodem mimo Sluneé¢ni soustavu.
(U nich, chceme-li byt v souladu s realitou, zfejmé nemtizeme zanedbat veskeré ostatni objekty
kromé Slunce a uvazovaného navstévnika.)

Jde-li skutecné o soustavu Slunce + planeta s hmotnosti planety zanedbatelnou proti hmotnosti

Vv ey

Yo

Pfipomenme konecné, Ze vysledek plati i v pripadé, Zze Slunce a planety nejsou bodové, ale Ze
jde o koule po vrstvach homogenni.

A.8 Keplerovy zakony

A.8.1 1. Kepleruv zakon

Planety se pohybuji po elipsach mdlo odlisnych od kruznic, v jejichz spolecném ohnisku je
Slunce.

Tento zdkon je specidlnim dusledkem rov. (A.39), pfihlédneme-li k tomu, zZe

e planety jsou vici Slunci lehké, malé a jsou daleko od sebe, takZe jejich vzajemné piisobeni
lze v prvnim pfibliZzeni zanedbat a FeSit soustavu planet a Slunce jako superpozici soustav
»jedind planeta a Slunce“;

o trajektorii kazdé z planet je kuzelosecka podle rov.(A.39), resp. rov. (A.53). Parabola ani
hyperbola vSak pro planetu nepfichazeji v ivahu (vedou z nekoneéna a nejsou periodické).

Konkrétnimi poé¢ateénimi podminkami bylo déno, ze kazda z trajektorii ma malou vystiednost (je
blizka ke kruznici) a Ze lezi vSechny blizko jediné spoleéné roviny — roviny ekliptiky. Jak ukazuji
numerické simulace, byla a bude tato konstelace stabilni jesté nékolik miliard let; poté se vsak
ekliptika zborti, a rovnéz Slunce ve svém dalsSim vyvoji se rozroste tak, ze pohlti Merkur atp.

A.8.2 2. Kepleruv zakon

(Zékon ploch:) Plosnd rychlost W planety je podél celé jeji trajektorie konstantnd.

Ma4-li planeta posuvnou rychlost #(t), pak elementarni plocha opsané jejim pravodi¢em za dobu
dt je dana plochou dP = |w|dt zkého trojuhelniku o vrcholu ve Slunci a se stranami danymi
vektory 7(t), vdt a 7(t + dt). Tato plocha je polovinou velikosti vektorového sou¢inu 7 x vdt a

souvisi jasné s momentem hybnosti L = 7 X p'= 7 X u¥ vztahem

_dr_ 1y _ Lo
dt 2 20

w = || |L| = (A.58)

Zakon zachovani momentu hybnosti byl pro obecné centralni pole odvozen jako rov. (A.22).

A.8.3 3. Kepleruv zakon

Pomeér tretich mocnin velkych poloos eliptickijch trajektorii dvou planet je roven poméru
druhych mocnin jejich obéznych dob.

Pro kruhové trajektorie Ize tento zakon odvodit na stfedoskolské tirovni; tam je prosté dostrediva
sila F(r) = pv?/r (nutnd pro to, aby planeta konala rovnomérny kruhovy pohyb) dana gravitaéni
silou podle rov. (A.3), resp. rov. (A.16) a predchéazejicich:
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2
pv My o _ 2ma
- = G—r2 ; r=a; U= (A.59)
2ra\ % 1 M
= G= A.

< i ) Lol (A.60)

Odtud dostaneme hledany vztah
a>  GM

Pro obecnou eliptickou trajektorii vyuzijeme toho, Ze plosna rychlost w je konstantni; za periodu
obéhu tedy planeta urazi plochu elipsy, tedy mab:

wl = mab ()2 (A.62)
L2
4—;2 2 m?a*(1 —?) = na®p (A.63)
a po dosazeni za p z rov. (A.50) a p z rov. (A.11) se L3 vykrati:

a? L} GM

- -0 _ Z" A.64
T2  4m2u2p  4r? ( )

A.9 Oznadeni

Pro pohodli pfipomeneme z geometrie zakladni vlastnosti elipsy a shrneme zde uzité oznaceni.

A.9.1 Elipsa

stfed S;

ohniska F, F’; SF = SF’ = f; slunce lezi v F

perihelium P; FP = rp = a(1 + ¢) (pro Zemi a druzici: perigeum)
afelium A; FA =rj = a(l — ¢) (pro Zemi a druzici: apogeum)
velka poloosa SA =SP =FB =a

mala poloosa SB =b = a1 — 2

parametr FQ = p = b?/a = a(1 — £?)

numericka vystiednost (excentricita) ¢ = £ = — %
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Rovnice elipsy v kartézskych soutradnicich ve stfedové poloze (stfed v po¢atku soufadnic) s vel-
kou osou ve sméru x:

£ Y

Rovnice elipsy v polarnich soutadnicich v ohniskové poloze (ohnisko v pocatku soufadnic):

p
_ , A.66
"TIY ecos(p — o) ( )

kde ¢ urcuje thel velké osy trajektorie vici ose x.

A.9.2 Oznacdeni uzita v Keplerové uloze

m1 hmotnost skute¢ného slunce
mg hmotnost skutecné planety
71 polohovy vektor skutecného slunce

75 polohovy vektory skutecné planety

M :=mj + my celkovd hmotnost; gravita¢ni hmotnost kvazislunce
R = % polohovy vektor t&zisté soustavy
p =72 redukovand hmotnost (kvaziplanety)

—

7 =79 — 71 polohovy vektor kvaziplanety

:= 7" vektor rychlosti kvaziplanety

v
G ~6,67-107 m3.kg!-s72 gravitacni konstanta

g =GM
L :=7x pi moment hybnosti kvaziplanety (zlstéava konstantni, roven EO)
Ly = |I_:0|, napt. z perihelia: Ly = rpvp
LZ LZ L2M . . . .
P =z o = qu‘imz = G(m2m2)2 parametr elipsy (trajektorie kvaziplanety)
Ey = %,sz — “GTM celkovd mechanickd energie kvaziplanety v gravitaénim poli kvazislunce (pro

planetu Ey < 0, pro kometu Ey > 0)

e = \/ 1— 272 = \/ 1+ Giflofl - excentricita trajektorie kvaziplanety
rp = 15 vzdalenost kvaziplanety od kvazislunce v periheliu

ra = 72 vzdalenost kvaziplanety od kvazislunce v afeliu



Priloha B

Kinematika graficky .....

B.1 Graficky popis

B.1.1 Graficky popis obecné

Uvazujme nejobecnéjsi kosotihlou soustavu souradnic S v roviné, s po¢atkem O a dvéma osami z, t.
Osy nemusi byt k sobé kolmé a také jednotky na nich nemusi byt stejné velké. Kazdy bod v roviné
mé dvé soufadnice: A = {xa;ta}, napt. zde A = {1;2}, B = {3;7}.

Zdturaznéme vyslovné, ze méfime vyhradné ve sméru nékteré z os, a to jediné ji pfislusnou
jednotkou. Jiny smér meéfeni — napf. pfimé méreni délky tusecky AB na obrazku — nema Zadny
fyzikalni smysl.

B.1.2 Graficky popis udalosti a déji

Osy interpretujeme jako zobrazeni prostoru z a c¢asu t. Kazda udalost Ua je zobrazena vzajemné
jednozna¢né bodem A = {xa;ta} v roving.

Pohyb popiSeme dostatecné vysokym poctem udalosti. Rovnomérny primocary pohyb se zfejmé
zobrazi orientovanou tseckou mezi pocateéni a koncovou udalosti (zde 31 udélosti pro rovnomérny
pohyb z bodu x =1 v ¢ase t = 2 do bodu x = 3 v ¢ase t = 7). Rychlosti v = Ax/At, zde v = 1/3,
je vzajemné jednoznacné uréen smér usecky na grafu.

Pro popis pohybu zpravidla orientujeme graf tak, aby riust ¢asu ¢ na ¢asové ose sméfoval vzhiuru
a rust soufadnice x sméfoval doprava. Nutné to samoziejmé neni, ale — jako ostatné kazda rozumna
zvyklost — usnadnuje nam to ptrehled a tim zjednodusuje praci.
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B.1.3 Zmeéna vztazné soustavy

Zvolime jinou kosotithlou soustavu &’ s jinym pocatkem O’, osami 2/, t' a méFitky. Nové souradnice
téhoz bodu B = {zf;; 3} budou v &' obecné jiné (zde {—2;2}'), ale ziejmé vzdy budou s dvojici
zp a tg ze soustavy S spojeny linedrnimi vztahy: oznacime-li soufadnice nového pocatku a novych
jednotek na osach

0’ ={0;0}' = {p;q} (B.1)
X ={50} = {p+puiq+a} (B.2
T ={0;1} = {p+psq+a} , (B.3)
pak plati
B = P+ paTp+ Pty (B.4)
tg = q+qap+aty (B.5)

a jednoduse spocteme i transformaci inverzni.

Sestice volitelnych parametrt p, pz, pi, ¢, ¢z, ¢ UmMoziuje provést jednoznaéné libovolnou line-
arni transformaci a zobrazit geometricky. I naopak, libovolna ,nova* kosouhld soustava odpovida
jednoznacné néjaké linearni transformaci. (Ne kazda linedrni transformace {z;t} — {2/;t'} ma
ovSem fyzikalni smysl popisu pohybu.)

Maji-li S a 8’ spole¢ny poéatek, tj. O’ = O, je p = 0, ¢ = 0, jde o transformaci homogenni a vse
se trosku zjednodusi. Toho lze snadno dosdhnout, jak jsme uvedli v kap. 8.2.3: pokud pocétek {0;0}
soustavy S ma v &’ soufadnice {X'; 7"}, pak od &’ pfejdeme k nové S” posunutim — transformaci
" =2’ — X';t" = 2/ — T'. Déle se budeme proto zabyvat jen transformacemi homogennimi.

Zatim jsme se nezabyvali méritky os ve vychozi & a metrikou vseobecné. Déle se budeme zabyvat
Galileovou a Lorentzovou transformaci.

B.1.4 Graficky popis homogenni Galileovy transformace

V Galileové transformaci jsou ¢as a prostor nezéavislé a invariantem je jen At. Nejobecnéjsi homo-
genni transformacni rovnice jsou

¥ = x—-Wt (B.6)
t =t . (B.7)

Osy z, 2’ tedy splyvaji a maji i stejné jednotky, osa ¢’ je sklonéna tak, aby odpovidala svétocare
prostorového pocéatku O’ pohybujiciho se viiéi S danou rychlosti W a jednotkou takovou, aby
udalost T} nastala v ¢ase t = 1. (Pak bude identicky ¢ = t' pro kazdou udélost.)

Na grafu W = 0,8; B= {3;2,5} = {1;2,5}.
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B.1.5 Graficky popis homogenni Lorentzovy transformace

V Lorentzové transformaci prostor (z) a ¢as (g = ct) souvisi, metrika je As? = Az? — Ax3 pro
¢tverec intervalu; ten je vuéi Lorentzové transformaci invariantni (viz vztah (8.20)). K danému
bodu B proto lezi body B’ od pocatku stejné vzdalené na hyperbolach (¢i jejich asymptotach pro
As? = 0), coz neni nijak zvla$t nazorné. Ponechame tedy stanoveni ¢tverce intervalu AsiB na
dodateéném vypoctu z ¢asovych a prostorovych soufadnic bodi A, B zméfenych v pouzité vztazné
soustavé obvyklym zpiisobem — rovnobéznym promitanim.

Zvolime-li (pfi libovolném vzajemném uhlu os z, xg) pro obé osy stejné velkou jednotku, budou
osy téchto thli — asymptoty hyperbol — k sobé kolmé a hyperboly budou rovnoramenné; svételny
kuzel méa vrcholovy thel pravy (ptli ihly mezi osami x a zp). Je dale zvyklosti (ale ne nutnosti)
v ndmi navrzené ,klidové“ soustavé S pro prehlednost

e vynaset polohu z na vodorovnou osu;
e na svislou osu vynaset ¢as t vynasobeny svételnou rychlosti, tedy veli¢inu xy = ct;
e zvolit v grafu stejné dlouhé jednotky pro z i zg.

Vime, Ze pro libovolnou dalsi &’ ziskanou Lorentzovou transformaci rov. (D.11) se zachovava
svételny kuzel a jeho obé vétve opét pili thly mezi osami 2’ a xf,. Znac¢ime-li jako obvykle 5 = W/¢;
v = (1— %712 pak osy ', ), uréime jednotkami na nich:

e jednotka na ose 2’ mé soufadnice X| = {1;0} = {v;+v/8};
e jednotka na ose x;; mé soutadnice T} = {0;1} = {v/8;~}.

Svételny kuzel zachovéava svou polohu. Pohybuje-li se soustava S’ viéi S ve sméru osy x, pak je
B > 0, takZe osy S’ se ,seviou” k sobé&. Pii pohybu &’ proti sméru osy z je 3 < 0; osy se ,rozeviou®.
Méiitka v grafickém zobrazeni ilustruje nasledujici obrazek. Udaje v jednotkéach S jsou uvedeny
¢erné, soucasnost v S je znazornéna Cernymi tseckami rovnobéznymi s osou x (,,vodorovnou®).
Délka spodni usecky (,,v jednotkové vysce od osy z“) je 3.
Udaje o &' jsou modré (¢as) a ervené (prostor); soucasnost v S’ ukazuji cervené tisecky rov-
nobé&zné s osou z’. Maji obé stejnou jednotku (znacime ji 1'), ovSem jinou, nez ma S (tu znacime

1).

Obrazek B.1: Méritka v grafu
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B.2 Omyly zptasobené nekonzistenci

Pozor, abychom nemichali idaje z rtznych soustav. Znac¢ime-li krouzkem na obr. B.1 udalosti
O = {0;0} = {0;0}, A = {0;1} a B = {0;1/~}, pak z trojihelniku OAB neplyne néco jako
z Pythagorovy véty, 7e by 1 + 8% se rovnalo 1 /~"2. Ctverec velikosti intervalu OB je roven rozdilu
¢tvercit odvésen, tedy v S je to 82 — 12 < 0 a m4 Gasovy charakter. V &' vyjde ovSem stejné:

0 — (1)) = —(1 - §%) = * — 12



Priloha C

Srazka (raz) ...

C.1 Srazka obecné

Srazka {collision} téles (dfive téZz raz téles; nesouvisi s terminem ,rézy“, str. 59), v mikrosvété
také Casto zvand rozptyl {scattering} je déj, pii némz se rychlost télesa (snérm velikost nbo oboji)
podstatné zméni za velmi kratkou dobu'. Pfedstavuje velmi dilezitou oblast fyziky. V kvantové
fyzice je nasim nejsilnéjsim prostiedkem k poznavani vlastnosti elementarnich struktur, svij velky
vyznam ma i v klasické fyzice, a to jak v kazdodenni technice, tak i napf. v gravitacnim praku, kdy
je raketa urychlena priletem gravitacniho pole pohybujici se planety.

Budou nés zajimat jen dvé situace systému? srazejicich se téles:

1. stav (dédvno) pfed srédzkou, zvany pocateéni {initial}, index i; zpravidla v éase t — —o0;
2. stav (dlouho) po srézce, zvany koncovy {final}, index f; zpravidla v ¢ase t — +o0,

pricemz v obou téchto stavech jsou télesa natolik vzdalend, Ze jejich interakci lze zanedbat.

Vlastni detailni prubéh samotné srazky nas co mozna nebude zajimat viibec; bude stacit jen jeho
celkova charakteristika (srdzka pruzné nebo nepruzna, centralni nebo necentralni apod.) projevujici
se ve vztahu mezi stavem pocatecnim a koncovym.

& Ctenaf znaly Cimrmana jisté poznal, Ze v popisu srazek vychazime piimo z jeho filozofie externismu, coZ je pravy
opak solipsismu: podle externismu neexistuje ,,ja“. Naopak existuje vSechno, co je kolem tohoto neexistujiciho ,,ja“.

Télesa na sebe pri srazce pochopitelné ptisobi. Muze to byt ,na dalku“ — gravitacni ¢i elek-
tromagnetické pole, muze to byt ,na blizko* — kontaktni narazové sily dané materidlem téles:
uplatni se drsnost povrchu, pruznost, vzpruzivost (zvana téz Cinitel restituce, mira, do jaké
srazkou zdeformované téleso obnovi sviij ptuvodni tvar). Chceme se v8ak vyhnout FeSeni pohybo-
vych rovnic (numerickému, krok po kroku s vzrisajicim ¢asem o dt, anebo takovému, jak jsme
napt. Fesili v pfil. A pfi parabolickém ¢i hyperbolickém priletu télesa kolem Slunce). Pfedpokla-
dame jen, ze sily, kterymi lze interakci popsat, jsou pro pruznou srazku konzervativni (zachovavaji
celkovou energii), nemusi vSak ubyvat se ¢tvercem vzdalenosti, ani nemusi byt centralni, mohou
se uplatnit i momenty sil (rozvazte napt. silové pusobeni mezi elektrickym nédbojem a elektrickym
dipdlem: sily nejsou centralni, na dipdl pusobi od naboje kroutivy moment, na naboj od dipdlu
nikoli). Predpoklad4 se dale, ze sily ubyvaji do nekonecna tak, aby dostatecné vzdalena télesa na
sebe pusobila jen zanedbatelné mélo. Neuvazujeme vSak zadné vnejsi vlivy, sily ani vazby; pokud
by byly, vhodné je odtransformujeme. Rovnéz predpokldadame, ze ,,v nekonecnu® maji srazejici se
télesa tutéz potencidlni energii a lze ji poloZit rovnu nule. Systém tvoreny srazejicimi se télesy je
tedy zolovany.

Pro izolovany systém plati zakony zachovdni celkové energie Ey, hybnosti ]3, momentu
hybnosti B a hmotnosti m. Dalsi aditivni integrdly pohybu neexistuji.

IT¢leso tedy projde velikym zrychleni, zaptisobi na né&j nahla sila. Toto je sice vymezeni subjektivni, vétsinou
antropocentrické, v praxi to vSak nevadi.
2Pro vétsi prehlednost mluvime o systému sréazejicich se téles k odliseni od vztainé soustavy.
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Zde zjistime, co lze z téchto zakond odvodit. Uzity pfistup pfipomina svym pouzitim integral
pohybu analytickou mechaniku. Lze ho pouzit i ve speciédlni teorii relativity (s relativistickou hmot-
nosti a Lorentzovym sklddanim rychlosti). Také je pouzitelny v kvantové teorii pro mikrosvét; proto
ob¢as zminime jako objekt napf. atomy a jejich specifika (vlastni moment hybnosti — spin §, princip
nerozlisitelnosti stejnych ¢astic). Vysledky jsou platné pro libovolny pocet téles, ale je jich ovsem
malo: v této jednoduché a obecné formé vsak postaci k vyfeSeni nejjednodussich ptripadt srazky
dvou téles. Slozitéjsi tlohy (srazka vystfedna, sikma, vrtnd) vyzaduji dalsi rozbor. A uz tloha t¥i
téles muze vést na deterministicky chaos, zménu vazanych stavii na volné a naopak atp.

C.2 Srazka dvou téles

C.2.1 Strategie

Inercidlni vztaznou soustavu £, v niz je tloha zaddna, nazyvame laboratorni. (Casto v ni byva

v ey

zpravidla nenulovou rychlost W,. Pro vypocet proto prejdeme (Galileovou transformaci) do té

inercialni vztazné soustavy T zvané téZistova soustava {center-of-mass frame}, kde t&Zisté systému
lezi v poc¢atku soufadnic O v klidu®, mé tedy nulovou rychlost. Vzhledem k zdkonu zachovani

vy

Pii Galileové transformaci s rychlosti W, se vSechny rychlosti v 7 oproti £ zmensi o W;. Rozdil

dvou rychlosti — napf. vzajemnda rychlost W dvou téles — se tedy nezméni. Toho s vyhodou
vyuzijeme p¥i formulaci tlohy v tézistové soustavé.

C.2.2 Tézistova soustava T

V tézistové soustavé T mé srazka dvou téles tak jasnou symetrii, Ze FeSeni je vidét na prvni po-
hled: staci se prosté od srazky v cCase vracet — provést inverzi Casu t — —t, a celkovd hybnost
systému (rovnd nule v 7) ani energie se nezméni. Do £ se pak z 7 dostaneme zpétnou Galileovou

vy

Rovnéz geometrie tlohy v T je podstatné jednodu$si nez v L: Teény k trajektoriim téles na
pocatku (,sméry vystield*)

Yo
Yo
Yo

vy

C.2.3 Oznadeni

e Vektory znacime Sipkou: V.
V je velikost vektoru V' (tedy V > 0)
V. je slozka vektoru V' (tedy —oo < V,, < 00).

Zabyvejme se déle dvéma télesy: T a t.

1% je rychlost? télesa T

e /: malé pismeno znaci veli¢inu télesa t

e V': ¢arka znadi veli¢inu po srazce

V7 index T znadi veli¢inu méfenou v tézistové soustavé T
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- —

e W =V — 7 je vzdjemna rychlost téles (je stejnd v kazdé vztazné soustavé, L1 T)

o W, je rychlost t&7isté systému téles (T + t):
vV, = L]\Z:;w (C.1)
o P=MV je hybnost télesa T
o [y je celkova energie télesa T
o Fy = %M V2 je kinetickd energie posuvného pohybu télesa T,
pripadné jesté obecnéji
e B=RxDP je moment hybnosti T viéi pocatku souradnic
e S=Jn je vlastni moment hybnosti rotujiciho télesa, pripadné jeho spin
Budeme dale predpokladat srazku netfistivou:
M=M , m=m' . (C.2)
Zakony zachovani hybnosti, energie a momentu hybnosti celého systému pak znéji
MV +mé = MV'+mi' (C.3)
Eo+eo = E|+e (C.4)
B+S +b+5 = B'+8' +b'+3 (C.5)
Zachovava-li se pfi srazce i samotna kinetickd energie posuvného pohybu, mluvime o (dokonale)

pruzné srazce a plati

1 1 1 1
5]\4‘/2 + §m1)2 — 5]\4{/’2 + §mv/2 (pruzna srazka) (C.6)

Pii dokonale nepruzné srazce se po srazce télesa od sebe viibec neodrazi, maji tutéz rychlost:
Y —/ ! vz ™
Vi=dh ; W =0 (nepruznd srazka) (C.7)

Newton zavedl pro charakteristiku redlnych, nedokonale pruznych srazek vzpruzivost {coefficient of
restitution} neboli €initel restituce k definovany podilem velikosti skute¢né vzajemné rychlosti W/
po srazce ku velikosti vzajemné rychlosti W’ po sraZce dokonale pruzné:

/

_ k

k= I/VS’

U makroskopickych téles lezi k mezi 1 (srazka dokonale pruzng; blizi se ji srdzka ocelovych kouli)
a 0 (srazka dokonale nepruznd, napt. srazka dvou blaténych kouli).

(vzpruzivost, ¢initel restituce) (C.8)

<— Pii klasické srdzce se sice mize rotacni energie Fr i potencidlni energie Fp ménit na posuvnou Ej a naopak,
ale vnitini energie Fy se proménit zpét v mechanickou nemize, protoze jeji nartst byl spjat i s nartistem entropie:
AEy < TAS, a entropie samovolné neklesne. V kvantovych srazkach to vSak je mozné: pii srazce excitované Castice
se excitacni energie miize uvolnit a urychlit rozptylujici se castice. Fenomenologické veliciny jako teplota 7' ¢i entropie
S postradaji sviij makroskopicky smysl. Pokud je k& > 1, mluvi se o superelastické sraZce {superelastic}.

Déle pouzijeme rov. (C.3) a bud rov. (C.6) (pruzna srazka), anebo rov. (C.7) (nepruznd srazka).

C.3 Srazka dvou hmotnych bodu podél primky
C.3.1 Priklad dlohy

Uvazujme kouli K, ktera narazi do jiné, rovnéz se pohybujici koule k. Koule jsou homogenni, nerotuji

Vv e

zavedeme). Koule konaji pouze posuvny pohyb a muzeme je tedy modelovat hmotnymi body.
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C.3.2 Popis v t&zistové soustavé T

vy

£=Wyr = T 0  (stale) , (C.10)
a celkova hybnost systému také:
ﬁT+ﬁT:MVT—mUT:0 , (C.ll)

Odtud plyne nepfiméa tméra velikosti rychlosti télesa v 7 a jeho hmotnosti. Pfi znalosti vzajemné
rychlosti W = V5 — ¢ dostaneme snadno rychlosti kazdého z téles v T pred srazkou:

. m - . M -
[ty v L A

(C.12)
Pfipometime, ze W, m i M maji v £ tyté% hodnoty jako v 7.
Pruzna srazka

Pri pruzné srazce se zachova thrnna hybnost P+ p 1 thrnna kineticka energie posuvného pohybu.
Rov. (C.3),(C.6) dostanou tvar

MV 4+mié =0= MV'+mi’ (C.13)
1 1 1 1
§MV2 + §mv2 —FE= §MV’2 + §mv'2 (C.14)

a ziejmé jim vyhovuje FeSeni, kdy si kazdé z téles po sraZce zachova svou velikost rychlosti (V = V7,
v =1 a event. se zméni smér vektort). Ziistaneme-li podél osy x, jsou jen dvé moznosti:

e Rychlosti i hybnosti kazdého télesa ztistanou nezménény (télesa se bud netrefila, nebo proslo
jedno skrz druhé): V =V' d=0" W = W', a tedy podle rov. (C.12) plati podél osy x

m

Vo=V M+m (C.15)
M
ey = e C.16
Ve =Y M+m (C.16)
e Rychlosti i hybnosti kazdého télesa zméni znaménko: V' = —V, &' = —¢, W = —W', coz

odpovida inverzi ¢asu t — —t. Podle rov. (C.12) plati podél pfimky =

m

Vi=-V, = - W, 17

r Vi M+m (C.17)
M

A W, C.18

Ve v M4+m ( )

(Znovu pifipomenme, zZe W, W', miM maji v £ tytéz hodnoty jako v T.)
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Nepruzna srazka

Pfi nepruzné srazce se vyzaduje zachovani thrnné hybnosti (je v 7 nulovd) a minimalni thrnna
kinetickd energie posuvného pohybu; ta bude minimélni (nulovd), kdyZ obé télesa zistanou po

Ve

Vi, =0 (C.19)
v, = 0 (C.20)

Poznamenejme, ze jakykoliv systém téles ma ve své tézistové soustavé T celkovou kinetickou
energii posuvného pohybu nejmensi (oproti energiim méfenym v jinych inercidlnich vztaznych sou-
stavach).

C.3.3 Popis srazky v laboratorni soustavé £

Pro popis v £ staé& vysledné rychlosti z T zvétsit o rychlost Wy = (MV + m@)/(M + m) t&ziste
systému (tedy o rychlost 7 vaéi £). Nasledujici rovnice jsou platné zcela obecné, nejen v 1D:

V o= Vr+W, (C.21)

T = Ur+W, (C.22)

Vo= V4 W, (dokonale pruznd) (C.23)

v o= v+ W, (dokonale pruzna) (C.24)

Vi =g = W, (dokonale nepruznd) (C.25)

Jednoduseji to snad zapsat nejde.
V dalgim 1D postupu opét nahradime kazdy vektor (napf. V') jeho slozkou (V).

Pruzna srazka
Jsou opét dvé moznosti, jak zlistat s pohybem na ose x:
Po dosazeni za V /- z rov. (C.15) a W} z rov. (C.1) dostaneme trividlni feseni

m MV, +mu,
v, = W, =V, , C.26
x M+m Mim (C.26)
M MV, +mu
= W, d L=, C.27
Yz Mtm = Mam (C.27)

zatimco po dosazeni za V’T z rov. (C.15) dostaneme po rozepsani

m MV, +muv MV, —mV, + 2mv
vV = —W, e 2 — ad ad L C.28
v M+m * M+m M+m ( )
M MV, +muv mu, — Muy, + 2MV,
/ — Wx xr xX — xr xX xr '2
U M+m  — M+m M+m (C-29)
Nepruzna srazka
Dosazenim z rov. (C.19) dostéavame Feseni
MVy +mu
Viev, =W, = ———= C.30
T U:B tx M +m ( )

vvev

C.4 Aplikace

C.4.1 Pruzna srazka stejnych téles

Narazi-li pruzné téleso rychlosti V, do stejného stojiciho télesa (v = 0), pak se bud minou, anebo
si ,vyméni rychlosti“: V', =0, v/, = V. Jde-li v kvantové mechanice o tytéz (tedy nerozlisitelné)
Castice, pak jde o jediny ptipad, nikoli o dva.
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C.4.2 Kolmy odraz micku od pevné zdi

Pevnou zed lze pokladat za nekoneéné velkou a tézkou kouli, formalné V, = 0, M > m, W = —uv,.
Vzorce z rov. (C.28), (C.29) déavaji pak podle ocekévani V) — 0 a v, — —wv,; mifek jen zméni
znaménko rychlosti, velikost ztistane stejna.

C.4.3 Kolmy odraz pingpongového micku od palky

Pevné vedenou palku lze podobné jako v predchozim piipadé nahradit pohybujici se nekonec¢né
tézkou kouli, jen tentokrat V, > 0, M > m, W = V, — v,. Vzorce z rov. (C.28), (C.29) davaji
tentokrat V) — V, a v}, — —v, + 2V.

K pivodni velikosti rychlosti micku se pri¢te dvojnasobek rychlosti palky.

C.4.4 Necentralni srazka

Yo

po necentralni srazce rozletét stejnymi rychlostmi jako dfive, ale po libovolné jiné pfimce p’, rovnéz
prochazejici T, a neporusi tim zadny ze zakont zachovani.

C.4.5 Gravitaéni prak

Tzv. gravitaéni prak {gravitational slingshot} umozinuje raketé prolétajici kolem planety pfijmout ¢ast
jeji pohybové energie ke svému urychleni ve sméru pohybu planety. Je to zifejmé nasledujici avahy:
Ekliptiku pokladejme béhem srazky za inercialni laboratorni soustavu L. Planeta obiha kolem

Slunce posuvnou rychlosti W, a ma hmotnost M , proti niz je hmotnost rakety m zanedbatelna:
M > m. Pokladejme proto soustavu spojenou s planetou po dobu ,srazky*“ (priletu rakety v okoli
planety) za rovnéz inercialni tézistovou soustavu 7. Raketa prilétd k planeté s rychlosti viéi eklip-

tice (£) rovnou v, ovSem vuéi planeté 7 rovnou v = ¥ — Wy a odléta rychlosti v T stejné velkou,
jakou piiletéla |0/ = |U7], ale jingm smérem. Vaci £ mé ovSem rychlost v/ = - + W}, a ta ma
jinou velikost (i smér), nez puvodni v.

C.5 Co ovlivnuje srazku

Problematika srazek je rozsahly a dosud zivy obor, tfebaze se studuje uz 400 let; zde jsme naznadili
a vyrtesili jen nejjednodussi Glohy. Pro pfipadné dalsi studium pfipominame faktory, které je nutno
uvazit pii feseni tloh z realné praxe.
C.5.1 Geometrie srazky téles

Predpokladejme, Ze se télesa srazi tak, ze se dotknou v jediném bodé. Obé télesa pak maji v tomto
bodé spole¢nou tecnou rovinu p a k ni kolmou normalu v. Podle nich klasifikujeme srazky:

Vv

sil. Pokud tomu tak neni, jde o srazku vystfednou (excentrickou);

pFima srazka nastane, je-li vzédjemna rychlost W téles kolma k p (a tedy rovnob&ina s v). Pokud
tomu tak neni, jde o srazku Sikmou.

vrtna srazka nastane, pokud télesa rizné rotuji kolem normély v.

tristiva srazka nastane, pokud se pfi ni télesa méni nebo vznikaji nova.

C.5.2 Povrch téles

Pokud télesa rotuji nebo pokud srazka neni prima, maji povrchy téles v misté styku nenulovou
slozku rychlosti v tecné roviné a zalezi i na drsnosti povrchu, napf. zda se sdili vlastni moment
hybnosti rotujiciho télesa.
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C.5.3 Material téles

Jak jiz bylo feceno, material téles rozhoduje, do jaké miry se kineticka energie Ey posuvného pohybu
systému srazkou proméni v jiné formy energie (zejména vnitini). Podle toho pak probihé srazka
(pruzné, nepruznd; vzpruzivost). Uvedme vsak, ze vzpruzivost k (str. 145) neni iplné konstantni —
klesa s rostouci relativni rychlosti W a naopak pro W — 0 roste a blizi se obvykle 1.
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Priloha D

Jedine¢nost Lorentzovy transformace

2017-05-27

D.1 Zamér

V této priloze dokazeme, Ze Lorentzova transformace je jedinou transformaci, kterd prevadi iner-
cidlni soustavu S (s udaji {z;t}) na jinou inercidlni soustavu S’ (s udaji {2';¢'}) tak, aby v obou
soustavach byla svételna rychlost stejna.

Beze ztraty obecnosti predpokladejme, Ze obé soustavy jsou synchronizovany ve svém prosto-
rovém a Casovém pocatku, tj. ze {0;0} = {0;0} (kdyby nebyly a platilo {0;0} = {R; T}, stacilo
by namisto &’ vystiovat §” se souradnicovymi tdaji posunutymi, tedy {z;t}" = {x — R;t — T}').

D.2 Odvozeni Lorentzovy transformace pro 1D prostor

D.2.1 Zachovani zakona setrvacnosti

Newtoniv zakon setrva¢nost vyzaduje, aby se jakykoli pohyb bez zrychleni spojité prevadél opét na
pohyb bez zrychleni a naopak. To bude zfejmé splnéno pravé tehdy, bude-li transformace linearni,

se Ctyfmi zatim neurcenymi koeficienty a1, ao, as, ag.
x! = oa1x + a9t (D 1)
' = agzxr + aut ’

D.2.2 Soustava §’ ma vuci soustavé S rychlost W
Pak tedy pro libovolné ¢asy ¢t musi prostorovy pocatek {0;t'} soustavy S’ mit souradnice {Wt;t}
v S. Nejobecnéjsi transformace tohoto typu je (s koeficienty v, ¢, 1 Sikovnéjsimi nez a;)

z = 9z — Wt
= gz + Yt);

jeSté zbyvaji neurcené tii koeficienty v, ¢, 1.

(D.2)

D.2.3 Soustava S ma vudéi soustavé S’ rychlost —WW.

Pak zase pro libovolné ¢asy t, t' musi poc¢atku {0;¢} odpovidat bod {—W';t'}. Dosazenim = = 0
a vydélenim obou rovnic dostavame

/=0 =W | (D.3)
odkud zfejmé plyne ¢ = 1. Transformace dostava tvar
x = v x — Wt (D.4)

= ygz + 1)

se zatim neurcenymi dvéma koeficienty -, ¢.
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D.2.4 Ma-li bod v soustavé S rychlost ¢, pak ma v &’ rovnéz rychlost c.

Vydélime spolu obé rovnice, levou stranu rozsitime zlomkem 1/t a dosadime 2’ /t' = v/ resp. x/t = v.
Dostaneme vzorec pro transformaci rychlosti

v—W
v = e (D.5)
odkud po dosazeni v/ = v = ¢ jednoduse plyne ¢ = —W/c2. V transformaci
@ = v =z - Wi
= (%2 + 1) (D-6)

zbyva jiz jen urcit .

D.2.5 Inverzni transformace k Lorentzové transformaci je rovnéz Lorentzova.

Resenim pfedchozi soustavy rovnic dostavame

v = ey (@ W (D.7)
t = s (%2 ). '
FA=(W2/?)) \e

Je zfejmé, Ze tato soustava rovnic je opét Lorentzovou transformaci odpovidajici rychlosti —W
za predpokladu, Ze plati
1

T -3

. Protoze pro W = 0 musi prejit transformace v identitu,

(D.8)

To je splnéno, pokud je v = + L

1—(W2/c2)
zvolime feseni s kladnym znaménkem, t;j.
1
V1= (W?2/c2)
a dostavame konec¢né specialni Lorentzovu transformaci
/ _ 1 —
t o \/1—(1W2/02) ( W:E Wt) (D].O)
t/ = 771_(‘4/2/62) (—0—21: + t)

Jak jsme jiz uvedli (str. 100), symetrie téchto rovnic vynikne zavedenim veli¢iny z( := ¢t namisto

casu t, a dale B:= % =
Y ) /1—62

' = y(x — Bxo)
o = 7(xo — fx). (D-11)

Ukol: Ovéite vypoctem, Ze specidlni Lorentzovy transformace (podél téze osy) tvoii grupu.



Priloha E

Veli¢ina, méreni, zapis hodnot ...

E.1 Velicina: pojem, hodnota veli¢iny

Normy definuji veliéinu jako takovou wvlastnost jevu (napi. zvuk), télesa (napt. tento list papiru)
nebo materialu (mosaz daného slozeni), kterou lze vyjadrit ¢islem a referenci. Toto ¢islo nazyvame
¢iselnou hodnotou (dané veli¢iny); referenci byva nejéastéji jednotka (napi. milimetr za sekundu,

znacka mm-s~! nebo mm/s), miize to byt téz napt. méfici' postup (tvrdost podle Rockwella C se
zatézi 150 kg, znacka HRC(150 kg)).

vvvvvv

krétni objekt (napi. pro tento list papiru) ma konkrétni veli¢ina (napt. jeho tloustka ly) jistou zcela
presnou, ale nezndmou hodnotu (napf. lp = 0,119 827 654 376... mm). Méfime-li ji, dostaneme
vzdy néjakou ndhodnou hodnotu jinou (napf. | = 0,116 mm), nejspiSe blizkou, ale vzdy zatizenou
principidlné nezndmou chybou (zde je tedy Al = 0,003 827 654 376... mm).

Soucasné pojeti (VIM 3; pojeti ,nejistotové“) je jiné: predpokladd samotnou definici hodnoty
veli¢iny pomoci intervalu (napt. 0,115mm az 0,121 mm, tedy lyp = 0,118(3) mm) s nenulovou
nejistotou (zde 0,003 mm), pfi¢emz libovolnd hodnota (napf. l; = 0,116 425 76 mm anebo ly =
0,120 05mm) uvnitf tohoto intervalu mize stejné dobfe slouzit pro dany téel (hodnota tloustky

papiru).
E.2 Zapis C¢iselnych hodnot velicin
Zapis ¢iselnych hodnot doporucuji normy ISO/IEC 80000 (Quantites and units) takto:

s = 23,386(12) mm (doporucuje se) (E.1)

vvvvvv

23,386 mm =+ 0,012 mm , nebo (E.2)
(23,386 4+ 0,012) mm, (E.3)

ale se dvéma vyhodami:
e je kratsi a prehlednéjsi (odpadaji ivodni nuly v nejistoté)
e je vécné spravny, zatimco zapisy podle rov. (E.2) ¢ (E.3) vlastné spravné nejsou: znamenaly
by totiz jen dvé krajni hodnoty, nikoli cely interval mezi nimi (srv. obvykly zapis FeSeni
kvadratické rovnice zapisem x1 9 = (—b + v/D)/2a).

Rozmérové chybné jsou zapisy bez zavorek typu

s = 23,386 & 0,012 mm (chybné). (E.4)

'Rozlisujte ,méfici = uréeny k méfeni, od ,méFici“ = ten, kterj pravé méfi. Podobné odlisujte &teci, Fidici,
kropici od ¢touci, fidici, kropici atp.
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E.3 Popis os grafu, nadpis sloupce tabulky

Pro veli¢inu @ znaéi [Q] jeji rozmér a {Q} jeji ¢iselnou hodnotu (jednotku lze téz udat jako index
u slozené zévorky). Spravné oznaceni v nadpisu ¢iselnych hodnot v tabulce ¢i na ose grafu je napf.

s/ mm, v/(m-s7h), v/(m/s), n:/s.

Je také spravné, ale méné praktické, psat

{S} mm> {U} m-s—1) {U} m/s-

Diive obéas uzivany zapis typu s[mm]| je nespravny a navic nelogicky (plati totiz [s] = mm).

E.4 Meéreni — zakladni pojmy

Vyznam méfeni pro fyziku coby exaktni védu jsme zminili uz na str.9. Méfeni spojitych veli¢in
nikdy neni (a z principu ani nemiize byt) absolutné pfesné. Dvé naméfené hodnoty téze veliiny,
at uz po sobé ¢ soucasné dvéma méficimi pristroji, nedaji proto absolutné stejny vysledek — uz
proto, Ze kazdy mérici pristroj ma jen konecnou presnost a zobrazovaci moznost.

Predpokladejme nejjednodussi piipad, ze jde o opakované méfeni jediné veli¢iny, s nejistotou
typu A (tj. ziskanou z opakovanych méfeni). Necht je naméfeno stejnou metodou (tedy i se stejnou
vahou) n veli¢in {x;}!" ;.

Nejistotou méreni u se rozumi parametr charakterizujici rozsah hodnot, tedy interval od x —u
do x +u okolo vysledku méfeni z; tento interval mizeme divodné priradit hodnoté méfené veliciny.

Vybérovy prumér T je definovian vztahem

1 n
T = — E X;. (E5)
n
=1

Standardni nejistota u = sz je v tom pfipadé rovna vybérové smérodatné odchylce vybéro-
vého prumeéru, tedy

n

u=sz= _ Z(w, —T)2. (E.6)

n(n —1) pat

Vysledek x lezi v mezich T + u, éiselny zapis provedeme podle rov. (E.1). Pravdépodobnost P,
ze odchylka skute¢né hodnoty od udavané neptekroci u, zavisi na typu rozdéleni. Pro normalni
(Gaussovo) je to 68,3 %, pro rovnomérné 57,7 %, pro trojuhelnikové 65 %. Pravdépodobnost, ze
odchylka nepiekro¢i 2u, je pro normadlni rozdéleni 95,5 %, pro rovnomérné plnych 100 %, pro
trojuhelnikové 96,6 %.

Rozsifena nejistota U = ky - u se zavadi tam, kde se vyzaduje vysoka spolehlivost. Koeficient
roz$ifeni intervalu pokryti (struéné koeficient pokryti) ky se stanovuje zpravidla konvenéné (pied-
pisem normy apod.). Zpravidla byva od 2 (nejéasté&ji) do 3, anebo se uréi vypoctem pro znamy
typ rozdéleni.

Pro velky pocet (n > 30) opakovanych méfeni vychézeji pro rizna P rizné hodnoty k:

koo = 1,645 pro P =90%, (E.7)
k‘0795 = 1, 96 pro P = 95%, (ES)
k‘0799 = 2, 576 pro P = 99% (Eg)

Pro mala n predepisuje norma ISO vztah U = 2k,u, kde k,, pro n = 2 az 9 je rovno
k‘2:7,0; k‘3:2,3; ]{74:1,7; ]{75:1,4; ]{76:1,3; k‘7:1,3; k8:k9:1,2.

Zde byly pro jednoduchost zanedbany chyby typu B (tedy ty, které se nevypocitavaji, ale jsou
znamy odjinud, jinym zptsobem); s nimi se méni vztah pro rozsifenou nejistotu U na vztah

U = 24/k2u +u¥ a vysledek zapiSeme (E.10)

x = TxU nebo ¢iselné se zavorkou jako vyse, viz rov. (E.1). (E.11)
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Cartesian frame of reference, 29
Einstein convention, 24
Kelvin-Stokes theorem, 28
Kronecker delta, 24
Lagrange’s formula, 25
Laplacian, 28

Levi-Civita symbol, 24
Newtonian mechanics, 20
acceleration, 30

addition, 24

amount of matter, 19
analytical mechanics, 20
angular momentum, 39
antisymmetric tensor, 26
area, 18

associativity, 23

axial vector, 23

axis; pl. axes, 29

base vectors, 26

binormal, 30

body, 19

calculus, 17

cartesian coordinate system, 23
center of mass, 76
center-of-mass frame, 142
coefficient of restitution, 143
coeflitient, 43

collision, 141
commutativity, 23
completely antisymmetric tensor, 26
completely symmetric tensor, 26
component, 23

condensed matter, 19
constrain, 20, 83
consumption, 41
continuum, 18, 20
contravariant coordinate, 26
coordinate, 23

covariant coordinate, 26
critical state, 19

cross product, 24

curl, 28

curl ¥, 28

curl theorem, 28

curve, 29

date, 18

deformable, 20

del operator, 27

density, 17

derivative, 17
dimensionless, 22

direct product, 24
direction, 24
displacement, 29
distributivity, 23
divergence, 28
divergence theorem, 28
domain, 17

dot product, 24

dry friction, 42
dummy index, 24
duration, 18

dyadic product, 24
elastic, 20

equality, 23

factor, 43

field, 20, 23

final, 141

final time, 18

flight path, 29

fluid, 19

fluid friction, 42
force, 20, 35

force density, 39
force field, 20, 39
force line, 24

frame of reference, 29
free index, 24
friction, 42

full derivative, 27
gas, 19

gradient, 27, 28
gravitational slingshot, 146
ideal gas, 19

ideal liquid, 19
impulse, 40
indiscernible, 19
indistinguishability, 19
indistinguishable, 19
inertial frame, 37
initial, 141

initial time, 18
inner product, 24
instant, 18

internal friction, 42
interval, 18

kinetic friction, 43
law of conservation of energy, 42
laws of motion, 20
length of curve, 30
liquid, 19
magnitude, 24

155



156 REJSTRIK

mass, 18, 19, 35 tensor contraction, 26
mass point, 20 tidal force, 36

matter, 18 tides, 36

medium, 18 time, 18

metacenter, 87 time derivative, 17
moment, 39 torque, 39

moment of force, 39 total derivative, 27
moment of momentum, 39 totally antisymmetric tensor, 26
momentum, 35 totally symmetric tensor, 26
motion, 35 trajectory, 29
multiplication, 24 unit vectors, 23

nabla, 27 unit with dimension 1, 22
net force, 36 vector, 23

non-ideal gas, 19 vector algebra, 17, 22
normal, 30 vector calculus, 27
normal line, 30 vector field, 24

origin, 23 vector product, 24
partial derivative, 27 vector triple product, 25
phase, 18 velocity, 17, 30

plastic, 20 vis viva, 40

polar vector, 23 volume, 18, 19

position vector, 23, 29 work, 41

potential, 40, 41 zero tensor, 26

power, 41 zero vector, 23

principle, 20 2D-doména, 18
pseudoscalar, 23 3D-doména, 17
pseudovector, 23 3D-prostor, 17

quantity calculus, 22 o

rate, 17 asociativita, 25

reference frame, 29 _
reference points, 29 bezrozmérny, 22
rigid body, 20, 78 Egzrozrr}lerog%f, 22
rolling resistance, 42, 43 orimala, o

scalar, 22 bod, hmotny, 20, 63
scalar function, 23
scalar product, 24
scalar triple product, 25

scattering, 141 datum, 18
secant, 30

secant line, 30

set of basis vectors, 29

charakter intervalu, 100

deformovatelny, 20
delta, Kroneckerovo, 24
derivace mistni, 28
derivace, konvekéni, 28

SOl}da 18 derivace, lokalni, 28
solid state, 78 derivace, proudova, 28
space,‘17 derivace, totalni, 27
spacetime, 18 o derivace, uplna, 27
special principle of relativity, 39 diagram, silovy, 36
speed, 17, 30 divergence, 28

state, 18, 35 doba. 18

static friction, 43 doba’trvéni’ 18

statics, 35 draha, 30

substance, 18 dynamika, 35
subtraction, 24 délka, vlastni, 102
summation index, 24

superelastic, 143 Einstein, konvence, 24
superfluid state, 19 ekviskalarni, 27
surface, 18 elasticky, 20
symmetric tensor, 26 energie mechanicka,celkova, 41
synchronisation, 32 energie, kineticka, 41
tangent, 30 energie, potencialni, 40

tangent line, 30
tangent vector, unit, 30 forma, neintegrabilni, 40
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faze, 18
faze, kondenzovana, 19

gradient, 27, 28
gravitaéni prak, 146

hladina, 18

hmota, 18

hmotnost, 19, 35

hmotnost, klidova, 108
hmotnost, redukovana, 129
hodiny, synchronizované, 95
hodnota, ¢iselna, 151
hustota sily, 39

hybnost, 35

impulz sily, 40

index, sc¢itaci, 24

index, volny, 24

individualita, 19

intenzita, 40

intenzita pole, 39

interakce, 35

interval, 18, 100

interval prostorupodobny, 100
interval ¢asupodobny, 100

kalkul, veli¢inovy, 22
kapalina, 19
kapalina, idealni, 19
kapka vody, 35
kinematika, 29
kmity, relaxacni, 62
komutativita, 25
kontinuum, 18, 20
kontrakce délek, 102
kiivka, 29

laplacian, 28

linie, vektorova, 24
latka, 18

latka, pevna, 18

metacentrum, 77, 87

metrika, 100

metrika, pseudoeuklidovska, 101
mnozstvi, latkové, 19

moment hybnosti, 39

moment sily, 39

mira pohybu, 35

nabla, 27
natoceni, 31
nejistota, 151
nerozliSitelnost, 19
nerozlisitelny, 19
normala, 30
nabojovy stred, 77

objem, 18, 19
oblast, 17
obsah, 18
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odpor prostiedi, 42, 43
odpor, valivy, 42, 43
okamzik, 18

operator Laplacetiv, 28
otoceni, 31

plasticky, 20

plocha, 18

plyn, 19

plyn, idealni, 19

plyn, neidealni, 19

pohyb, 35

pokus, Kennedy-Thorndike, 105
pokus, Michelson-Morley, 105
pole, 20

pole, silové, 20, 39

pole, vektorové, 24

poloha, thlova, 31

posunuti, 29

posunuti, elementarni, 29
posunuti, infinitezimalni, 29
posunuti, virtualni, 21
potencial, 41

povrch, 18

prekurzor, 106

princip relativity, Einsteiniv, 39
princip relativity, Galileuv, 39
princip relativity, mechanicky, 39
princip relativity, specialni, 39
princip virtualni prace, 21, 22
proménné, zobecnéné, 21
prostor, 17

prostor, absolutni, 37
prostorocas, 18

prostiedi, 18

prace, 41

pseudoskalar, 23
pseudovvektor, 23

pad, volny, 47

prikon, 41

primka, vektorova, 83
pusobisté vektoru, 26

reference, 151

rotace, 28

rovnice vektorové, reseni, 25
rovnice, charakteristicka, 45
rozmér, charakteristicky, 43
rozptyl, 141

rychlost, 30

rychlost, plosnéa, 32
rychlost, posuvna, 30
rychlost, unasiva, 68
rychlost, thlova, 31

raz - viz srazka, 141

secna, 30

silovy diagram, 36
silocara, 24
skalar, 22
skupenstvi, 18
slapy, 36
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smeér, vektoru, 23
soustava, inercialni, 37
soustava, kartézska, 23
soustava, laboratorni, 142
soustava, tézistova, 86, 142
soustava, vztazna, 29, 95
soustava, vztazna, kartézska, 29
soudin, direktni, 24
soucin, dyadicky, 24
soulin, primy, 24

soucin, skalarni, 24
soudin, smiseny, 25
soudin, tenzorovy, 24
soulin, vektorovy, 24
soucin, vektorovy, dvojnésobny, 25
soucinitel, 43

soucinitel valivého odporu, 43
soutadnice kontravariantni, 26
soutadnice kovariantni, 26
spin, 75

srazka, 141

srazka tristiva, 146

srazka vrtna, 146

srazka, centricka, 146
srazka, excentricka, 146
srazka, nepruzna, 143
srazka, pruzna, 143
srazka, prima, 146

srazka, stfedova, 146
srazka, superelasticka, 143
srazka, vystredna, 146
srazka, sikma, 146
statika, 35

stav, 35

stav, koncovy, 141

stav, kriticky, 19

stav, pocCatecni, 141

stav, superfluidni, 19
stalice, 37

stfed hmotnosti, 76, 86
stted naboje, 77

stfed, hmotnostni, 76
stfed, hmotny, 76
substance, 18

symbol, Levi-Civitav, 24
synchronizace, 32
synchronizace dvou soustav, 95
synchronizace hodin), 95
systém, referencni, 29
sila, 20, 35

sila, Coriolisova, 69

sila, Eulerova, 69

sila, konzervativni, 42
sila, narazova, 141

sila, odstiediva, 69

sila, potencialové, 40

sila, rizné typy, 36

sila, treci, 42

sila, unasiva, 69

sila, unasiva, posuvna, 69
sila, vazbova, 87

sila, ziva, 40
sily, slapové, 36

tekutina, 19

tenzor, antisymetricky, 26
tenzor, metricky, 26, 100
tenzor, nulovy, 26

tenzor, symetricky, 26
tenzor, ad, 26

tenzor, uplné antisymetricky, 26
tenzor, Gplné symetricky, 26
terc, 142

tecna, 30

tocivost, 39

trajektorie, 29
transformace, Galileova, 32
transformace, specialni, 95
téleso, 19

téleso, referenéni, 29
tézisté, 77, 86

téznice, 86

tfeni, 42

tfeni za pohybu, 43

tfeni, dynamické, 43

tfeni, kinematické, 43
tfeni, klidové, 43

tfeni, smykové, 42

tfeni, statické, 43

tfeni, suché, 42

tfeni, valivé, 43

tfeni, vnitini, 42, 43

udalost, 95

udéalosti soumistné, 95
udéalosti soucasné, 95
umisténi, 83

vazba, 20

vektor, 23

vektor bazovy, kontravariantni, 26
vektor bazovy, kovariantni, 26
vektor, axidlni, 23

vektor, jednotkovy, 23
vektor, klouzavy, 26, 83
vektor, nulovy, 23

vektor, nasobeni skalarem, 24
vektor, od¢itani, 24

vektor, pojeti geometrické, 24
vektor, pojeti slozkové, 24
vektor, polohovy, 23, 29
vektor, polarni, 23

vektor, rovnost, 23

vektor, skladani, 24

vektor, slozka, 23

vektor, souradnice, 23

vektor, séitani, 24

vektor, tecny, 30

vektor, umisténi, 26

vektor, volny, 25, 83

vektor, vazany, 26, 83
vektory, bazové, 26

velikost, vektoru, 23
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veli¢ina, 151

vrh, svisly, 47

vzorec, Newtonuv (odpor), 43
vzpruzivost, 141, 143
véta o stfedni hodnoté, 28
véta Stokesova, 28

véta, d’Alembertova, 80
véta, Gaussova, 28

véta, Konigova, 77

vykon, 41

vyslednice sil, 36, 38

zrychleni, 30

zrychleni, Coriolisovo, 69
zrychleni, dostredivé, 69
zrychleni, Fulerovo, 69
zrychleni, plosné, 32

zrychleni, unasivé, 69

zrychleni, unasivé, postupné, 69
zrychleni, thlové, 31

zakon akce a reakce, 38

zédkon Newtontv, druhy, 38
zédkon Newtontv, nulty, 37
zakon Newtonuv, prvni, 37
zakon Newtonuv, tfeti, 38
zakon setrvacnosti, 37

zékon sily, 38

zékon zachovani mechanické energie, 42
zékon, distributivni, 25

sroub, dynamicky, 85
sroub, kinematicky, 67, 68, 80

cas, 18

Cas, absolutni, 37

¢as, koncovy, 18

Cas, pocatecni, 18

¢initel klidového tfeni, 43
Cinitel odporu, 43

¢initel restituce, 141, 143
¢initel smykového tieni, 43
¢initel valivého odporu, 43
¢tverec intervalu, 100
Castice, 63

¢astice, volna, 63

FeSeni vektorovych rovnic, 25
rad tenzoru, 26

udaj, asovy, 18
azeni vektoru, 26



