Kapitola 5

Reseni pohybové rovnice: kmity ...

5.1 Matematicky aparat

5.1.1 Homogenni rovnice

Pohybova rovnice byva v nejjednodussich pripadech homogenni linedrni diferencidlni rovnice s kon-
stantnimi koeficienty, tedy

N
dFz(t)
> ar—p= =0, (5.1)
k=0

kde aj jsou konstanty (obecné komplexni), N je fad diferencidlni rovnice (v Newtonové zdkoné
N =2) a z(t) je neznama funkce ¢asu — zpravidla souradnice popisujici pohyb éastice.
Reseni rov. (5.1) hleddme ve tvaru

x(t) = M. (5.2)
Dosazenim do rov. (5.1) ziskame
N
O ardk) M =0, (5.3)
k=0

a protoze e # 0, dostavame charakteristickou rovnici

N
D apNt =0, (5.4)

k=0

/\m

kterd ma obecné N kofent \,,, vedoucich na N teSeni e*m! . Obecné feseni rov.(5.1) je jejich

linearni kombinace
N
I(T.) = Z Cm e/\mt 3 (55)
m=0

kde (komplexni) konstanty C,,, zvolime tak, aby vyhovovaly poédteénim podminkdm (obvykle pod-
minkdm na z a vSechny vySsi derivace v ¢ase t = 0).

Pokud v8ak nékteré kofeny splyvaji, napf. je-li A\ = A\s = ... A\g, neboli K-nasobny (také K-
krat degenerovany) kofen X, bylo by K > 1 funkei e! linearné zavisljch. Misto nich jsou vsak
feSenim funkce t* e pro k = 0,1,...,K — 1. ReSenim je tedy

z(t) = PE1(t) &M, (5.6)

kde PX~1(t) je polynom v proménné ¢, jehoz stupeii je roven K — 1.
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5.1.2 Nehomogenni rovnice

Pokud linearni diferencidlni rovnice neni homogenni, tj. pokud ma tvar

pak
e vyfesime nejprve v celé obecnosti rovnici homogenni;
e uhodneme libovolnym zpisobem jedno feseni rov. (5.7) (tzv. partikularni feSeni);
e obecnym Fesenim nehomogenni rovnice je pak soucet tohoto partikularniho feseni a obecného

feSeni nehomogenni rovnice.

5.1.3 Pohybova rovnice — 2. Newtonuv zakon

Budeme fesit pohybovou rovnici pro jednu ¢astici o hmotnosti m > 0, nepodrobenou vazbam, na
kterou ptisobi vysledna vnéjsi sila Fx, = F'. Pohybova rovnice méa tvar

mi = F. (5.8)
V jednorozmérnych pripadech, kterymi se budeme déle zabyvat, ma pohybova rovnice tvar

mi = F. (5.9)

Tuto rovnici budeme v dal§im fesit pro riizné konkrétni tvary sily F(z,t). Reseni uvazujeme pro
t > 0, pficemz pro t = 0 mame zadény (redlné) pocateéni podminky:

pocateéni poloha xy = z|i—0 (5.10)
pocateéni rychlost vy = vl=g. (5.11)

5.2 Konkrétni tvary sily

5.2.1 Nulova sila: FF =0

Pokud na HB neptisobi zadné vysledna sila (tedy pokud je vyslednice F, vsech vnéjsich sil v pii-
slusném sméru nulova), ma pohybové rovnice tvar

mi = 0. (5.12)

Tuto rovnici dvakrat integrujeme, ¢imz dostaneme feSeni

Fo= 0 (5.13)
i = v (5.14)
z(t) = mo+ vot (5.15)

odpovidajici rovnomérnému piimocarému pohybu (samoziejmé podél zvolené osy x) s rychlosti v
a pocatecni polohou z(;—g) = Zo.

5.2.2 Konstantni sila: F = F;

Konstantni sila Fj ptsobici na HB mu udéluje konstantni zrychleni a = F/m. Pohybové rovnice

mi = Fy (5.16)
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mé rovnéz ziejmé feSeni (s toutéz interpretaci zo a vg)

Foy
P = — 5.17
p= (5.17)
E
i = wo+ —t (5.18)
m
1 Fy 5
t) = t+ =22, 5.19
x(t) xo + vot + 5 ( )
Znamym piikladem je volny pad z vysky z = h. Poc¢atecni rychlost je nulova (vo = 0), piisobici
sila je Fy = —mg pii obvyklé orientaci osy z vzhtiru, takze feseni je
L o
z(t) =h— §gt (5.20)
Podobné svisly vrh z vysky z = hg vzhiru rychlosti vy > 0 méa feSeni
1
z(t) = ho + vot — 59752 . (5.21)

5.2.3 Netlumeny harmonicky oscilator: F = —kx

Ve fyzice nazyvame harmonickym oscilatorem hmotny bod majici jistou rovnovaznou polohu z,
a podrobeny sile, ktera ho pti vychyleni vraci do této polohy, pricemz velikost sily je imérna vychylce
od rovnovazné polohy; koeficientem tmérnosti je pruznost k > 0. Zvolime-li pro jednoduchost
pocatek osy x pravé v bodé x,, ma sila tvar

F(z) = —k=x, (5.22)
a pohybovéa rovnice zni
mi = —kx. (5.23)
Zapiseme ji v obvyklém anulovaném tvaru
mi+kr = 0, (5.24)
k
r+—x = 0. (5.25)
m

Protoze plati m > 0 i k > 0, mizeme zavést

k
wo:=4/—>0. (5.26)
m
Obvyklym postupem hleddme feSeni ve tvaru e, ¢imz dostaneme charakteristickou rovnici
M4+wi=0 (5.27)
s feSenim
A=+ 1iwp (5.28)

Fyzikalné relevantni feSeni je ovSem jen realnéd funkce; miZeme ji zapsat kterymkoli z déle uvede-
nych tvart, vzdy se dvéma konstantami volitelnymi podle po¢ateénich podminek (oznacéeni indexi
1,2 u ¢, t, C je libovolné). Okamzita poloha je

r = Ty Sin(u)ot + (,01) (xmy 901)
T cos(wot + ©2) (Zm, p2)

(5.29)
(5.30)
T sin(wo(t — 1)) (Tm,t1) (5.31)
(5.32)
(5.33)

Tm cos(wo (t — lfg)) ($m, tg)
A cos wyt + B sin wgt (A, B)

= RCyeF'@0'  (komplexni Ci = Cis+ + iCoy) (5.34)
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V poslednim pripadé se velmi ¢asto nepise znacka redlné ¢asti R a rozumi se jaksi automaticky,
pfipadné se pfipisuje ,+ c.c.“, ¢imz se rozumi soucet s komplexné sdruzenym vyrazem (sluselo by
se doplnit %) Toto neni problém pfi linearnich operacich; pozor je vsak potieba dat tehdy, kdy
potrebujeme napt. druhou mocninu polohy ¢i rychlosti, tfeba pro vypocet energie.

Z ¢asové zavislosti polohy uréime snadno vSechny ostatni fyzikalni veli¢iny, napt. podle rov. (5.30)

rychlost v = —xpwosin(wot + p2) (5.35)
zrychleni a = —zpwd cos(wot + p2) = —wix (5.36)

Pro harmonické kmity se uzivaji nasledujici terminy (formulované napi. pro rov. (5.30)):

amplituda  z,, (5.37)

faze wot + 2 (538)

pocatecni faze o (5.39)
uhlova frekvence  wy (5.40)
frekvence  f =w/27 (5.41)
perioda T =1/f (5.42)

Synonyma;: kruhova = thlova; kmitocet = frekvence; doba kmitu = perioda. Nékdy se misto ,,po-
catecni faze“ uziva oznaceni ,fazova konstanta“. Neni to moc vhodné, protoze nejde o konstantu
ve fyzikalnim smyslu.

Pfipometime, Ze sila F' = —kx ma potencial
L, 9 L 9 o
U(x) = ikx +Uy = SMwoz” + Uo (5.43)

s libovolné zvolenou konstantou Uy, protoze plati F' = —grad U (zde tedy F = —dU /dz). Odtud

plyne, zZe se pfi pohybu harmonického oscilatoru zachovava celkova mechanické energie.
Potenciél u sily pruznosti splyva s potencialni energii, protoze sila pruznosti pruziny nezavisi na hmotnosti (naboji apod.)
kmitajicitho objektu.

Harmonicky oscilator se ve fyzice vyskytuje velice ¢asto, mj. jako prvni pfibliZeni pro chovéani
soustavy (reprezentované HB) v blizkém okoli stabilni rovnovahy. Je to zfejmé z matematického
hlediska: potencial v misté x, stabilni rovnovéhy (zvolime z, = 0) musi nabyvat minima. Je-li vSak
potencial v okoli nuly analyticky, 1ze ho rozvinout v Taylorovou mocninnou fadu:

U(z) = Uy + Urz + Uz + O(2®) (5.44)
Z podminky extrému plyne U; = 0 (pro minimum navic Uy > 0), takZe pfi zanedbani élent x>
a vyssich dostdvdme pravé potencidl harmonického oscilatoru (rov.(5.43)). Nelze-li ¢leny O(x?)
zanedbat (napf. vyjde-li Uy = 0), jde o anharmonicky oscildtor.

Obvykla realizace je napf. zavazi hmotnosti m upevnéné na pruziné s tuhosti k. Zde je vSak nutno zajistit nesnadnou
podminku, aby vlastni hmotnost mp pruziny byla zanedbatelnd vic¢i hmotnosti m zkoumané ¢astice. V opacném piipadé nelze
zanedbat setrvacnost pruziny (resp. jejich ¢asti) oproti setrvacnosti ¢astice a museli bychom zkoumat limitni pfipad N — oo
slozité soustavy tvotrené fetizkem N castic hmotnosti u = mp /N spojenych pruzinami, kazda o tuhosti k, zakoncenym jednou
Castici hmotnosti m.

Pocateéni podminky mohou byt nejriiznéjsi. Casto se ale vyskytuji dva typické piipady:

e g # 0, vg = 0: ¢astici drzenou mimo rovnovaznou polohu v okamziku ¢ = 0 volné vypustime;

e xg = 0, vg # 0: ¢astici vychylime z rovnovazné polohy tderem v okamziku ¢t = 0. M&-li
narazejici predmét rychlost w a je-li jeho hmotnost M > m podstatné vétsi nez hmotnost m
Castice, udéli ji rychlost vy = 2w.

5.2.4 Harmonicky oscilator s predpétim: F = —kx + Fj

Uvazujme silu ponékud obecnéjsi (napf. na nehmotné pruziné visi zavazi a ptisobi na néj i zemska
tize). Sila ma pak tvar
F(z) = —kx + Fy, (5.45)
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a pohybovéa rovnice (nehomogenni, ale stale linearni) zni

mi + kx = Fp. (5.46)
Jeji feseni je opét trividlni. Jde o typ rov. (5.7) a jeji partikuldrni feSeni je zfejmé napt.
E
kx, = Fy, tedy x, = ?0. (5.47)
V pripadé pruziny se tedy zévazi posune doli o délku d = ™9 a HB kolem nové polohy x, harmo-

nicky kmita s toutéz frekvenci, rychlosti atd. jako dfive, bez predpéti.
Obecné feseni je (napf. — viz rov. (5.30))

T — Ty = Ty cos(wot + p2), (5.48)

, o . Fo
kde nova rovnovazna poloha je x, = %

wevs

jen harmonicky oscilator bez predpéti.

5.2.5 Tlumeny harmonicky oscilator: F' = —kx — ht

Chceme uvazovat realisti¢téjsi situaci, kdy je pohyb harmonického oscilatoru néjak tlumen. Sezné-
mili jsme se s tfemi jednoduchymi modely tlumeni:

1. Suché tf¥eni (mezi pevnymi télesy; zavislé na normélovém tlaku, malo zavislé na rychlosti);

2. Odpor tekutého prostiedi (kapalina ¢ plyn) pfi malych rychlostech, kdy se uplatni hlavné
vazkost prostiedi; odpor prostfedi je amérny rychlosti pohybu HB;

3. Odpor tekutého prostifedi pfi vétsich rychlostech, kdy se uplatni hlavné ,rozhrnovani“ pro-
stfedi; odpor je imérny energii rozhrnované tekutiny, tedy ¢tverci rychlosti pohybu HB.

Oznaéime-li 1 M (jednotka: mach) velikost rychlosti vln v tekutiné, pak cca od ﬁ_fif se zacne zietelnéji projevovat
stlacitelnost tekutiny a s ni zcela nové jevy, jako razova vlna u zvuku. Lze je hezky pozorovat na rozhrani voda-vzduch,
kde je rychlost povrchovych vIn velmi nizka, centimetry za sekundu. Rychlost zvuku ve vzduchu je fadové 330 m/s, ve

vodé asi 1 km/s.
Budeme se zabyvat pfipadem 2, ktery je velmi ¢asty v praxi (napf. kmitani tlumené vzduchem,
ale i kmitani, kdy se po sobé pohybuji pevné télesa, jejichz sty¢né plocha je pro snizeni odporu
namazana olejem). Pro nids ma nyni praktickou vyhodu, Ze vede na linearni rovnici, kterou umime

vyresit do vSech podrobnosti.
Sila tfeni Fi; sméfuje proti rychlosti pohybu. Vysledna sila mé proto tvar

F(z) = Fprws + Fie = —kz —hv (5.49)

a pohybovéa rovnice zni
mi+ht+kxr=0 . (5.50)

wo:=vVk/m (5.51)

Stejné jako diive zavedeme

a dale soucinitel tlumeni vztahem
0:=h/2m ; >0 . (5.52)

Jeho prevracenad hodnota se Casto nazyva casova konstanta: 7 = 1/6. (Opét: termin ,casovy para-
metr* by byl spréavnéjsi.) Pohybova rovnice dostane tvar

P20 +wir=0 . (5.53)
Resime ji opét stejné: hledame FeSeni ve tvaru « = e’. Charakteristicka rovnice zni
M +20A+wi=0 . (5.54)

Je to kvadratickd rovnice s diskriminantem D = 4(6% — w?) a TeSeni ziejmé zavisi na tom, kterd
z veli¢in § a wy je vétsi. Podle toho muZeme rozlisit t¥i pripady:
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1) tlumené harmonické kmity: 0 < wo;
2) aperiodicky pohyb: § > wy;
3) mezni aperiodicky pohyb: § = wy.

Probereme je postupné.

1) Tlumené harmonické kmity: 6 < wy

wi=y/wd -0 >0 |, (5.55)

dostaneme ihned obecné feseni, napft.

Zavedeme-li

z(t) = Cp 0t Lo (-o-iw)t (5.56)
= (Acoswt + Bsinwt) e~ % (5.57)
= Ce%cos(wt+ ) (5.58)

z néhoz je ziejmy tvar pohybu. HB kmita (teoreticky nekone¢nékrat) kolem rovnovazné polohy,
pricemz kazdy dalsi kmit je oproti piedchozimu zeslaben ve stalém pomeéru
mwd
1:8=1:eT=1:e"% . (5.59)
Je ziejmé, ze nulové body funkce x(t) jsou od sebe vzdéleny o %T, kde T = %“ je perioda tlumenych
kmiti. Vypoctem vSak ovéfime, Ze i maxima a minima této funkce (zjistime je obvyklym zpiisobem,
tj. anulovanim derivace) maji tutéz periodu, tfebaze nelezi uprostied mezi nulovymi body. Obrazek
je podle rov. (5.58) prod = 1; C = 1; w = 2m; g = 0.
101

0.5

2) Aperiodicky pohyb: § > wy

Ai=4/0>—w}>0 (0<A<S) (5.60)

a dostaneme ihned jako obecné feseni napft.

Tentokrat zavedeme naopak

—(5+A)t +.’132 e—(&—A)t , (561)

z(t)=m1 e

Protoze je zfejmé § > A, jsou oba exponenty v rov. (5.58) pro ¢t > 0 zadporné a s rostoucim ¢asem
vychylka x klesa exponencialné k nule.

Snadno ovéfime, ze pocateéni vychylka xg je rovna xg = x1 + x2, pocatecni rychlost vy je rovna
vy = —5$0 + A(l’g — 1‘1).

Okamzitd vychylka méa (v zavislosti na hodnotéch a znaménkéch x1, z2) nejvyse jeden extrém
na intervalu |0, 4+o0/[.

Snadny rozbor ukaze, Ze jsou pravé tfi moznosti: HB se z pocatecni polohy své rovnovazné
poloze
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1. monotonné priblizuje;

2. vzdaluje az do nejvzdalenéjsiho bodu trajektorie, odkud se uz monotonné vraci do rovnovazné
polohy.

3. priblizuje, pfebéhne ji a pokracuje do nejvzdalenéjsiho bodu trajektorie, odkud se uz mono-
tonné vraci do rovnovazné polohy;

Obréazek je podle rov. (5.61) prod =1; 1 =2; zo = —1; § = 1; A =0,5.

10}
0.8
06}
04

02f

3) Mezni aperiodicky pohyb: § = wy

V tomto piipadé mé charakteristickd rovnice dvojnasobny koien 0. ReSeni m4 proto ponékud jiny
tvar (viz rov. (5.6)):

w(t) = C e +Cot 7% = (C) + Cot) e (5.62)

Charakter FeSeni i jeho vlastnosti jsou vsak podobné predchozimu, tedy aperiodickému pohybu;
specialné i zde je nejvyse jeden extrém a tfi typy pfiblizovani k rovnovazné poloze.
Z praktického hlediska je zvlasté vyznamné, ze za stejnych okolnosti (m, k) a pii rizném tlu-
meni h (resp. §) vede mezni tlumeni k nejrychlejimu ptiblizeni rovnovazné poloze.
Presnéji fe¢eno: Pti zadané odchylece £ je to pravé mezni tlumeni § = wq, pfi kterém je minimalni ten éas T'(e, 8), pro ktery
v kazdém pozdéjsim case t > T'(e, ) plati
|z(t)] < e. (5.63)

Obrazek je podle rov. (5.62) pro C; = 0; Co = 1; 6 = 1.
05

Spole¢na terminologie pro oscilator s tlumenim

Ve vsech trech pfipadech se pro t — co poloha HB exponencidlné blizi rovnovazné poloze z, = 0.
Pro puntickafe: ,blizi se exponencialné“ neznamend, Ze jde o exponencidlu (i soucet dvou exponencidl s rtiznymi exponenty
jiz neni exponenciala), ale ze priibéh pohybu lze majorizovat exponencialni funkci.
Popisujeme-li ¢asovy pribéh popsany funkci

ot

T =am e " cos (w(t —to) + o), (5.64)
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pak veli¢inu § nazyvame soucinitel tlumeni, soucin tohoto soucinitele s periodou nazyvame lo-
garitmicky dekrement A. Pro ¢isté exponencidlni Gtlum

T =ay e % (5.65)

zavadime ¢asovou konstantu (béhem které poklesne rozkmit na 1/e-nisobek) 7. Plati tedy

pocateéni amplituda: zp, (5.66)

pocatecni faze: ¢ (5.67)

uhlova frekvence: w (5.68)

frekvence: [ =w/27 (5.69)

perioda: T :=1/f=271/w (5.70)

soucinitel tlumeni: ¢ (5.71)

logaritmicky dekrement: A = —Inf =0T =2n/w (5.72)

Casova konstanta (Casovy parametr): 7 :=1/4. (5.73)
(atlum): B :=e T (5.74)

Veli¢ina f (znaeni ani nazev neni predepsan normou) se Casto prosté nazyva ttlum a udava,
kolikrat poklesne amplituda za jednu periodu.

5.2.6 Vynucené kmity: F' = —kx — hi + F(t)
Obecné reseni

Priedpokladejme, ze na kmitajici oscilator ptisobi vtisténa vnéjsi sila Fy;. Budeme se zabyvat silou
konkrétniho tvaru
Fyt(t) = Fycos 02t , (5.75)

a to z nékolika divodi, zejména
e jde o ptipad velmi Casty a vyznamny v praxi;
e protoze pohybové rovnice jsou linearni, je kazda lineadrni kombinace jejich feSeni rovnéz fese-
nim ptivodnich rovnic. Z funkei typu cos na pravé strané pak lineadrni kombinaci (Fourierova

transformace) muzeme ze ziskanych vysledk odvodit feSeni pro prakticky vSechny ¢asové
zavislé vtisténé sily Fy¢(t) na pravé strané, se kterymi se v praxi mizeme setkat.

Pohybova rovnice mé tedy tvar

mi + hi + kx = Fycos 2t , resp. (5.76)
i+ 20% +wir = agcos 2t (5.77)

kde jsme zavedli oznaceni
ag:=Fy/m . (5.78)

Reseni budeme hledat zptisobem uvedenym v kap. 5.1.2. Reseni piislusné homogenni rovnice, tedy
rov. (5.53), zname — jde o jeden ze tii dfive rozebranych pfipadt rov. (5.58), (5.61), (5.62), pficemz
vS8echny alternativy ubyvaji s rostoucim ¢asem exponencialné k nule. Nyni tedy potifebujeme najit
jedno feseni (partikuldrni integral) rov. (5.76).

Pomtize nam fyzikalni predstava. Pod vlivem stéle ptisobici periodické sily tvaru F(t) = Fy cos 2t
bude zfejmé nakonec HB oscilovat s toutéz (vynucenou) uhlovou frekvenci 2, jen s nezndmou am-
plitudou z, a fazi ¢q:

x(t) = xm cos(2t + ¢p) (pro t — 00). (5.79)

Tato funkce se obvykle nazjva FeSenim v ustileném stavu. (Uplné feseni vychézejici z po-
Gateénich podminek a zahrnujici proto i feseni pfislu$né homogenni rovnice se nazyva FeSenim
v prechodovém stavu, zejména pro malé hodnoty ¢, kdy ¢leny s ¢asem exponencialné ubyvajici
jesté nejsou zanedbatelné.)

Dosadime proto funkci z rov. (5.79) do rov. (5.77), provedeme vSechny derivace a upravime na
tvar

Fsin 2t + G cos 2t = 0, (5.80)
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z néhoz plynou (diky linedrni nezévislosti funkei sin £2¢ a cos £2¢) rovnosti

F =0, (5.81)
G = 0. (5.82)
Dosazovani je zcela mechanické, ale zabere dosti mista a ¢asu. Zjednodusme si proto zapis zkratkami
sin2t = S (5.83)
cos2t = C (5.84)
sinpg = s (5.85)
cospy = ¢, (5.86)
takze do rov. (5.77)
i+ 20% + wir = apC (5.87)
dosazujeme rov. (5.79) ve tvaru
T = Tm cos(2t+ @) = TmcC — s S
T = —Qry sin(2t+¢g) = —NrpeS — Nays C
i o= =%, cos(Rt+¢y) = —2%2x,cC + Prys S
s vysledkem (po vytknuti xy,):
—2cC + %5 S —2602cS — 205 C + wicC —wis § = —2C (5.88)

Tm

To je jiz naSe pozadovand rov. (5.80), takze podle nésledujicich rov. (5.81) a rov. (5.82) dostavame
dvé rovnice pro dvé neznadmé ag a g (prostfednictvim s = sin ¢y a ¢ = cos pg):

(2 —wde—200s = -2 (podle C) (5.89)
Tm
(2% —wd)s —260¢ = 0 (podle S) (5.90)
Umocnénim kazdé z téchto rovnic na druhou a néslednym sectenim dostaneme
an \ 2
(22 — wR)? +45%02% = <—°> : (5.91)
Tm

takze po koneéném dosazeni ag = Fy/m dostavame feseni pro amplitudu vychylky
Fo/m
V(22— w22 + 48%02

(amplituda), (5.92)

Im =

zatimco z rov. (5.90) vydélenim ¢ dostaneme pro fazovy posuv vztah

2012

tan g = s/c =

Tim je partikularni feSeni, totozné s ustalenym stavem, nalezeno; pfictenim feseni homogenni rov-
nice, tedy podle okolnosti rov. (5.58), rov. (5.61), nebo rov. (5.62) ziskame obecné FeSeni (zvané téz
,prechodové feseni“, zejména v Case t kratce po pocatku:

feSeni homogenni rovnice ustaleny stav
e
x(t) = 200 €% cos(w + ¢1) + xmcos(2t+ o) resp.
z(t) = z10 € Ot oyt €% + xpmcos(2t+ o) resp.
z(t) = w1 e OFA pagy e =21 4 2 cos(2t + ¢o)

Dva parametry (zqg, ©1, resp. 19, £11, resp. Zo1, Lo2) v prechodovém feseni volime tak, abychom
splnili pocateéni podminky pro vychylku zy a rychlost 2y kmitajici ¢astice. Ostatni parametry byly
definovany dfive.
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Rozbor; rezonance vychylky p¥i malém tlumeni

Pii malém tlumeni ¢ oscildtoru se muze stat, ze pii proménné thlové frekvenci 2 vnéjsi sily bude
mit vychylka x (nebo energie E, ...) vyrazné maximum pii jisté hodnoté 2 = (2; fikame, ze
dochézi k rezonanci vychylky (energie, ...). Rozebereme tuto situaci analyticky.
Jde o ptipad tlumenych harmonickych kmitt (nikoli o aperiodicky pohyb) a feseni je tedy dano
vzorcem
2(t) = Ce % cos(wt + 1) + zm cos(2t + ) (5.94)

v némz zvolime C, ¢; tak, abychom splnili po¢ate¢ni podminky pro x(;—g) a v—g), zatimco ampli-
tuda z, a fazovy posuv ¢y v ustdleném stavu jsou uréeny rov. (5.92) a rov. (5.93):

A Fo/m , (5.95)
V(22 - R)? + 46202
2612
wo = arctanﬁ . (5.96)
0

Kdy maji vyrazy smysl? Jmenovatel vyrazu v rov. (5.96) neni nebezpecny, protoze i pro 2 — wy, kdy
se jmenovatel blizi nule, se prosté ¢g blizi 5. V rov. (5.95) je ale jmenovatel odmocninou ze souctu
dvou ¢&tverctt. Vyraz méa tedy smysl vzdy, kromé jediného pfipadu, kdyZ plati 2 = wq (rezonance
energie, jak uvidime) a soucasné § = 0 (nulové tlumeni); v takovém piipadé roste amplituda kmiti

neomezene.
Obvykle predpoklddame i 2 > 0. Cviéné uvazte i pripad 2 = 0 (tj. stdld, ,stejnosmérna“ sila), kdy vyraz v rov. (5.92)

2

Vysetfime, jak zavisi amplituda z,, ustialenych kmitii na thlové frekvenci 2 vynucenych kmitu.
Na grafu je vynesena téz funkce z,,(2) spojujici maxima pro ruzné d. V krajnich hodnotach plati

Fo/m Fo/m_@

Pro 2 — 0: — = = , 5.97
ro T o pym ’ (5.97)
a to je, jak se dalo cekat, pravé staticka vychylka castice pod konstantni silou Fjp.
E
Pro 2 — oco: xm%LTZ—)O ; (5.98)
V%
¢im rychlejsi vynucené kmity, tim hif je oscilator staci sledovat.
Maximum funkce z,(§2) nalezneme obvyklou cestou — anulovanim derivace:
dz Fy . . —-1/2 ’
0=—2 = (= ((2*—w))?+45°2* 5.99
an <m (2% —wg)*+ ) (5.99)
Fy 3/2

-1 ) = :
= = (((92 —w?)?)? + 45292) (2022 —wd) - 202 +45% - 202)  (5.100)
= konst 42(2% — w? + 26?) (5.101)
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Vedle krajnich bodt (0; 00) je tedy derivace nulova nanejvys v jediném bodé (2.
2 = \Jwg — 26° (5.102)

wo > V26 (5.103)

pokud ovsem plati

Tato podminka je ostiejsi nez podminka wy > 0 nutnd pro existenci tlumenych kmitt (a nikoli
aperiodického pohybu). Je-li splnéna, pak pii thlové frekvenci (2. dojde k rezonanci amplitudy.

Limitni pFfipad: nulové tlumeni

Pokud by bylo opravdu § = 0 a vnucend frekvence by se presné rovnala vlastni {2 = wy, pak by
pohybova rovnice rov. (5.76) presla na tvar

mi +kx = Fycoswpt , resp. (5.104)
i+wir = agcoswot , (5.105)

opét s oznacenim
ap:=Fy/m . (5.106)

Partikularni feseni rovnice by vsak bylo nyni jiné. Podle toho, ze by amplituda méla byt s ¢asem
stale rostouci sinusoida s frekvenci wy, zkusime funkci

x(t) = zot cos(wot + o) (5.107)

a postupem stejnym jako vysSe dostaneme konkrétni hodnoty xg, g jako
(t) = 2 ¢ in(wot) (5.108)
z(t) = —tsin(w .
2&}0 0

Jak je vidét, amplituda, rychlost i zrychleni by kolisavé rostly do nekonecéna, coz by jisté rychle
narazilo na limity (ptsobici sila pruznosti prestala byt linedrni a Fidit se tedy vztahem F = —kz,
s rostouci rychlosti by pfestalo byt zanedbatelné tfeni apod.).

Energie

Zabyvejme se nyni energii buzenych tlumenych kmitu.
Celkova mechanicka energie Ex; se u netlumeného osciladtoru s ¢asem nemeéni. Uvazujeme-li napft.
rov. (5.30): x(t) = xm cos(wot + p2), ©(t) = —woxm sin(wot + ¢2), pak plati

1 1 1
Es, =Ex+E, = 5mg;~2 + §kx2 = §mw§xr2n . (5.109)

U tlumeného oscilatoru klesa Ey; s ¢asem exponencialné k nule diky ¢initeli e %

P_dE_d<1 -

1
ab_d (1.9 Ly o\ _ .o . N
“ar - ar\2™ +2”) #(mi + kr) = #(=hi) = —ha” . (5.110)

U vynucenych kmit se zabyvame jen ustalenym stavem. Ten mé pribéh stejného tvaru jako
volny harmonicky oscilator a udrzuje si proto i stejnou energii. Je to vSak vyvazeno tim, ze vtisténa
sila koné praci a dodava energii, ktera se diky tlumeni ztraci. Vykon sily je roven skalarnimu souéinu
sily a rychlosti (rov. (4.25)).
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Rezonance energie

Energie E, dodané vtisténou silou za dobu 7' = 27/2 jedné periody v ustidleném stavu je rovna
T
E, = / (—hi?)dt = —270 Qma?, (5.111)
0

a prumérny ztratovy vykon je

SO2F2/m
(022 — w})? + 45% 22

E
P=——=60mai =

- (5.112)

Tato funkce ma sice podobny prubéh jako amplituda kap. 5.95 vySetfovana dfive, obvyklym zpu-
sobem muZzeme najit extrémy anulovanim derivace podle {2, ale tentokrat je podminkou rezonance
(energie)

20w (2% —wd) =0 = 2 =wp (5.113)

nezavisle na tlumeni 9, resp. h.

Cinitel jakosti

Cinitelem @ jakosti kmitajici soustavy (napi. rezonanéniho obvodu) nazjvame pomér primérné
energie kmitajici soustavy ku primérné energii F,, kterou vtisténa sila doda béhem jednoho cyklu,
aby udrzela ustalené kmitani:

by, 27r%mw(2)a:?n
= = —= - 1 5.114
@ E, 2m60ma? ( )
vV rezonanci: Q = ;—g ) (5.115)

5.2.7 Skladani kmitu
Princip superpozice

Pokud soucet pricin dava prosty soucet disledki, rikdme Ze plati princip superpozice. Lze snadno
nahlédnout, Ze tento princip je splnén pravé tehdy, jsou-li pohybové rovnice linearni (v proménnych,
které popisuji konfiguraci soustavy). Protoze az dosud probirané pohybové rovnice lineérni byly,
byl tim splnén pfedpoklad principu superpozice.

Princip superpozice umoznuje pouzivat plné redukcionismus a fesit namisto slozité rovnice
nékolik jednodussich dilé¢ich rovnic — konkrétné zde namisto slozité pravé strany (vtisténé sily)
vyTesit pohybovou rovnici s pravou stranou sinusoidalni; pro libovolny jiny pribéh pravé strany
pouzijeme jeji Fourierovy fady a pfevedeme tim novou tlohu na soucet tiloh znamych, tj. feSenim
slozité ulohy bude prosty soucet feseni tloh jednodussich.

Kmity ve stejném sméru

Ulohy s netlumenymi kmity a s ustalenymi stavy vynucenych kmit vedly na sinusoidalni feseni
typu napf.

T1 = T cos(wit+ 1) (5.116)
Tog = Tmacos(wat + @2) (5.117)

Casto se vyskytuji dva specialni pfipady: tthlové frekvence wy, wy jsou
stejné , tj. w1 = wy, amplitudy razné

blizké , tj. w1 ~ ws, presnéji w; — we K w1 + wo, amplitudy stejné.
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Pro stejné uhlové frekvence lze snadno dokéazat, Ze souctem dvou sinusoidélnich funkci s tymiz
frekvencemi je opét sinusoidalni funkce téze frekvence, jen s jinou amplitudou i fazi:

x1+ Ty = xpcos(wt+ @1) + xme cos(wt + ¢2) (5.118)
= 12 cos(wt + p12) (5.119)

kde
Tml2 = \/xfnl + 3312112 + 22m1Tm2 COS(QOl — 902) (5.120)

Tm1 Sin @1 + Tmo sin 9
Zm1 COS Y1 + Tym2 COS P9

12 = arctan (5.121)

Odvozeni (nemame-li pravé po ruce Wolfram Mathematica):
Ozna¢me pro strucnost s:= sinwt, ¢:= coswt, Sy := singy, Cf = cospy, Xy =z, Potom mime dokdzat, ze pravé strany
rov. (5.118),(5.119) jsou si rovny. Upravime funkce souétu thli:

XieCy — X1851 + Xac(Clz — X055 = Xy2cC2 — X1255122 (5.122)
Protoze s, ¢ jsou linedrné nezavislé, musi platit

X101 + X202 = X202 (5.123)
X151+ X282 = X12512 (5.124)

Umocnénim rovnic na druhou a se¢tenim dostavame rov. (5.120), z podili obou rovnic pak rov. (5.121).

Amplituda je zfejmé nejvétsi, jsou-li oba kmity ,ve fazi“, tj. 1 = @2 a nejmensi, jsou-li oba
kmity ,,v protifézi“, tj. o1 — w2 = m; ve druhém piipadu pro xy1 = Ty kmity vymizi, amplituda
vysledku je nulova.

Pro blizké uhlové frekvence se stejnou amplitudou z,, upravime soucet s vyuZzitim rovnosti

cosa + cos 3 = 2(}08#(308 #:
14+ 22 = Xy cos(wit+ p1) + Ty cos(wat + ¢2) (5.125)
= 2z, cos (w1 ;wzt + 4 ; S02> cos (w1 —2|—w2t + 4 —;902) (5.126)

Razy Vysledek rov. (5.126) interpretovat jako modulované kmity, tj. kmity s uhlovou frekvenci
(w1 +w2)/2 a s (pomérné pomalu) proménnou amplitudou, avsak nikoli “*5*2 (jak by se zdalo
z rov. (5.126)), ale dvakrat vyssi, totiz |w; — we|. ,Zaporna amplituda® neni totiz odlisitelna od
kladné a obalovd krivka — funkce typu |cos @] — ma periodu dvakrat vétsi nez funkee cos av.

Jsou-li si v akustice thlové frekvence wj, wy blizké natolik, Ze odpovidajici rozdil frekvenci
|f1— f2| = |w1 — w2|/27 je mensi nez cca 10 Hz, dokdZeme maxima sluchem vnimat a odlisit. Tento
akusticky jev se pak nazyva razy (dfive téz zaznéje). Obrazek je podle rov. (5.125) pro x,, = 0,5;
w1 = 17; wp = 15; @1 = @2 = 0 spolu s ¢arkovanou funkeci cost (frekvence “52).

Lo Akl

\ /

Rl AR
it e

1.0

0.5
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Kmity ve smérech navzijem kolmych. Lissajousovy obrazce

Kmita-li ¢astice dvéma harmonickymi kmity ve smérech navzajem kolmych, napf.

x(t) = xmcos(wit+ ¢1) (5.127)
y(t) = ymcos(wat +¢2)

je zajimavé sledovat jeji trajektorii F'(x,y) = 0, tedy vylouéit ¢as ¢t z pravé uvedenych zavislosti.
Amplitudy zy,, ym jen uréuji métritko vysledné kiivky a nejsou zajimavé; zvolime je xp, = ym = 1.

Jsou-li thlové frekvence wy, we v raciondlnim poméru wy : we =1 : m s celymi nesoudélnymi [,
m, pak je trajektorii uzaviena kfivka dotykajici se opsaného Ctverce pravé v [ bodech ve sméru x a
v m bodech ve sméru y. Oznacime-li totiz wis = wy/l = we/m, pak doba Ty = 27 /w12 je nejmensi
spole¢nou periodou funkei z(t), y(t), tj. plati x(t) = xz(t + T12), y(t) = y(t + T12) a ¢astice (poprvé)
znovu pokrac¢uje po své predchozi trase. Protoze mezitim nabyla I-krat funkce x(t) = cos(lwiat+¢1)
svého minima i maxima, mé trajektorie se svou (¢tvercovou) hranici [ spoleénych bodu ve sméru
osy x a podobné m spolecnych bodi ve sméru osy y.

Je-li pomér thlovych frekvenci w; : wy iracionalni, pak trajektorie vypliuje husté ¢tverec, tj. ke
kazdému bodu B uvniti ¢tverce a ke kazdému ¢ > 0 existuje cas t takovy, Zze v okamziku ¢ je bod
trajektorie bodu B blize nez €.

Generujeme-li na pocitaci trajektorii tak, Ze se s plynoucim ¢asem t zobrazuje vzdy usek trajek-
torie [t —tp;t] s pevnym g, dostaneme esteticky hezké ¢asové proménné obrazce — ,hada“ elegantné
se vinouciho uvnitf obdélnika. Viz Wikipedie, Lissajousovy obrazce.

Obrézek je podle rov. (5.127) pro 2y, = ym = 1; w1 = 3; we = 4; @1 =; w2 = 7/2.

1.0+

051

-1.0 -0.5 05 110

1.0+

Lissajousovych obrazct generovanych dvéma signaly na osciloskopu se diive, kdy nebyla digitalni
technika rozvinuta jako nyni, ¢asto uzivalo pro méfeni frekvence neznamého signalu porovnanim se
signalem znamé frekvence.

5.2.8 Vazané kmity. Kvazicastice

Uvazujme dva stejné oscilatory kmitajici samostatné s touz thlovou frekvenci wp = 4/ % Zavedeme-
li mezi nimi vazbu

Fp:: —]fp(.iEQ —1’1) (5128)
(napf. pruzinou s tuhosti kp), pak vedle wp se objevi i nova thlové frekvence wp = %‘- Pro

slabou vazbu (kp < k) zde mize dojit k raztim uvedenym vySe; ptivodni oscildtory si navzajem
jakoby pfrelévaji energii. VSe snadno zjistime feSenim soustavy pohybovych rovnic:
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miy = —kxi+ kp(zvg — xl) = *(k‘ + kp)$1 + kpxo (5.129)

mie = —kxg+ kp(ib’l — xg) = kpxy — (k + kp)$2 (5.130)
odkud sec¢tenim a odectenim rovnic dostaneme ihned

mii + may = —k)(:)ﬁl + xg) (5.131)

mio — mi; = —(k} + ka)(.rg — $1> (5.132)

a dosazenim & =21 + 13, =123 — 21

méx = —kéa (5.133)

még = —(k + 2kp)ép (5.134)

(5.135)

Soustavu dvou sprazenych oscilatoru jsme prevedli na dvé nezavislé rovnice popisujici nové dva
oscilatory — nezavislé kvazicdstice s polohami &a, &g, s efektivnimi hmotnostmi m a s thlovymi
frekvencemi

k
= — 5.136
WA - (5.136)
W = | [k +2kp (5.137)
m

(5.138)

Takto se vySetiuji napf. kmity v pevné latce a kvantuji se na fonony, viz déle.

Je poucné rozmyslet si zde, jak se to ma s ,existenci“ a ,neexistenci“ ¢astic a kvazicastic.
Soustava interagujicich ¢astic se pod vlivem vnéjsich vln opravdu chovéa (rezonuje ¢i nerezonuje)
jako soustava dvou neinteragujicich kvazicastic, jejichz pfitomnost v soustave tedy opravdu miizeme
zjistit pfimym méfenim. Polohu kvazic¢astic vS§ak pfimym méfenim nezjistime. Tu miizeme vypocitat
z poloh skuteénych Castic se zapoctenim jejich interakci — a naopak, ze znamych hodnot veli¢in
kvaziGastic bychom mohli vypocitat i polohu a ostatni veli¢iny skuteénych éastic. A predevsim —
oboji, ¢astice i kvazicastice, jsou modely reality. Kazdy z nich je nékde nézornéjsi nez druhy.

5.2.9 < Retizek oscilatorti (podélné kmity)
Uvazujme fetizek N stejnych ¢astic pohyblivych jen po ose x; ¢islujme je 1 az n. Kazda necht je

spojena pruzinou s tuhosti k£ se svym nejblizsim sousedem. Pfedpokladejme, Ze v rovnovaze maji
Castice tutéz vzajemnou vzdalenost a (u krystali ,,mfizkovy parametr®) a tedy n-ta ¢astice ma

rovnovaznou polohu Tpo = na (5.139)
okamzitou polohu (odchylenou o w,(t)) zn(t) = na+up(t) (5.140)
a pohybové rovnice jsou tedy
mi, = k (Tpt1—xn) —k (Tn — xpn_1) (5.141)
resp. iy, = —w%(un_l — 2Uyp, + Upy1) (5.142)

s obvyklym zavedenim wq:=+/k/m. Rovnice plati pro n = 2 az n = N — 1; krajni body 1 a N
vSak nemaji po jedné strané souseda a tedy by chybéla prislusna sila. Zesymetrizujeme rovnice
cyklickymi okrajovymi podminkami'; rozsifime fetizek, ale periodicky s periodou N. Ztotoznime
tedy IN-tou ¢astici s nultou; pii vétsim N si mizeme predstavit, ze fetizek sto¢ime do kruhu. Pak
budou rov. (5.141),(5.142) univerzalné platné pro vSechna n (mizeme je brat mod N). Rovnice
jsou sprazené a potfebovali bychom je separovat. Citime pfitom, Zze v cyklickém fetizku si jsou
vSechny Castice ,rovnopravné“, nemélo by zalezet na tom, kterda — v kruhu — bude prvni. Hledejme
proto u, ve tvaru periodické funkce proménné n se zatim nezndmymi parametry ¢, w

Uy = Uy € ZTI/N=wD) (5.143)

Ve 3D piipadé se takové cyklické okrajové podminky nazyvaji Bornovy-Kdrmdnouvy.
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Pro celoéiselnd ¢ mé u,, periodu N v parametru n (jak poZadujeme). Dosazenim dostaneme

—wu, = wiu,(— e 12N Lo ot i2ma/Ny (5.144)
2
= —wluy, (2 +2cos ﬂ) (5.145)
N
2 2 2
2 2
Z—g = 2 <1 + cos %q) —4 <sin 2%‘;) (5.146)
_mq
. —‘ 5.147
w wo |sin — ( )

Tim jsme dostali pro rizna celd g povolené thlové frekvence w(q).
Fyzikalni smysl parametru g:

5.2.10 <+—=Struna

5.2.11 <« Retizek s bazi

5.3 Specialni pohyby 3D: centralni pole

5.3.1 Definice centralniho pole

Silové pole f{ (7) nazyvame centralnim, jestlize
o sila f (7) sméfuje vzdy k jistému bodu? O zvanému centrum sily;
e m4 velikost f zavislou jen na vzdalenosti r od tohoto bodu (nikoli na sméru 7 ).

V bodé O zpravidla volime pocatek vztazné soustavy; pole f v ném neni definovano. Pak

—

f(7) = f(r)ro (5.148)

kde 7y = 7/r je jednotkovy vektor ptislusny nenulovému polohovému vektoru 7.

5.3.2 Obecné vlastnosti centralnich poli

Centralni pole je konzervativni

Lze dokazat, ze kazdé centralni pole je konzervativni. Nejjednodussi je konstruktivni dikaz:

“ e e, . . . . dF(r
Ozna¢me F(r) primitivni funkei k funkei f(r), tj. plati F(r) = [ f(r)dr; f(r) :_,%'
Pak U(r) = —F(r) + konst = — [ fdr + konst je potencilni energii silového pole f, tj.

—

f(7) = —grad U(r) (5.149)

Diuikaz si provedte pfimou derivaci.

Centralni pole zachovava moment hybnosti b

Zakon zachovani momentu hybnosti b:=# X p v centralnim poli dostaneme snadno. Moment M
centralni sily vici centru je totiz vzdy roven nule:

M=rxf=Fx fiop=0 (5.150)
a protoze ¢asova zména momentu hybnosti je rovna momentu vyslednice sil (rov. (4.10)), neméni se

moment hybnosti s ¢asem, a to ani co do sméru (z toho vyplyne rovinny pohyb), ani co do velikosti
(z toho vyplyne zachovani plosné rychlosti).

?Pokud je centralni silové pole odpudivé, sméfuje sila pochopitelné od centra, nikoli k nému; jinak ovSem plati
totéz. S takovym polem se setkdme napf. pti rozptylu (kladné nabitych) a-¢astic na (kladné nabitém) jadru atomu.
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Pohyb v centralnim poli je rovinny

Zadani ulohy je sice 3D, ale dokazeme, Ze pohyb v centralnim poli je rovinng, tedy jen 2D. Odehrava
se v roviné urc¢ené centrem a pocatenimi podminkami: lezi v ni pocatecni polohovy vektor 7y a
pocatecni rychlost 7y = vy. Témi je totiz uréen pocateéni moment hybnosti by = 7y X muy, a jak
jsme dokazali, moment hybnosti b se pii pohybu v centralnim poli zachovava.

Centralni pole zachovava plosnou rychlost v,

V roviné pohybu se zachovava plosnd rychlost vy, tedy plocha opsané pritvodicem délend dobou

pohybu. Z definice plosné rychlosti plati totiz v, = %'F’ X U = %l;/m a moment hybnosti b se pii
pohybu v centralnim poli zachovava.

Dva specialni pripady centralnich sil: sila pruznosti a sila gravitace

Pruznost: F(7) = —k7. Jde o (prostorovy) harmonicky oscilator;

7o. Tuto tlohu vyfesime jako ¢ast obecnéjsi ilohy — pohybu dvou téles,

itahuji (Keplerova tloha).

Gravitace: F(7) = —Gr—}y
které se gravitacné pr

Prvni tlohu probereme zde v kap. 5.3.3, druhou v samostatné kap. A.

5.3.3 Prostorovy harmonicky oscilator

Harmonicky oscilator je charakterizovan ptitazlivou silou pfimo timérnou odchylce z rovnovazné
polohym tedy (vektorove)

F(f)=—k T (5.151)

7Z kap. 5.3.2 vime, ze pujde o rovinny pohyb. Zvolime kartézské souradnice a rozepiSeme pohybové
rovnice do slozek:

mi = —kux (5.152)
my = —ky (5.153)
s feSenim podle kap. 5.2.3, rov. (5.30) a déle u Lissajousovych obrazcu, kap. 5.2.7, rov. (5.127):
z(t) = xmcos(wt+ 1) (5.154)
y(t) = ymcos(wt+ ¢2) (5.155)

tedy se stejnou thlovou frekvenci w = \/%. Trajektorii je obecné elipsa, jak dostaneme eliminaci

Casu t z téchto rovnic: oznacime & :=2 /Xy, 1:=Y/Ym, Ck := COS Pk, Sk := Sin ), a rozepiseme:

(a) § = cicoswt — sysinwt (5.156)
(b) n = cgcoswt — s sinwt (5.157)
a eliminujeme funkci coswt kombinaci cg(a) — ¢1(b), funkei sinwt kombinaci sy(a) — s1(b):
€ —cm = (—s1c2 + ¢152) sinwt (5.158)
s9€ —s1m = (c182 — s1¢2) coswt (5.159)

Obé rovnice umocnime na druhou a seéteme. Do vysledku dosadime sico — ¢189 = sin(p; — p2),
c1co — 8182 = cos(p1 — v2), £ = x/Tm, N = Y/Ym a dostaneme

(i)2 n (i> — 22 Y cos(io1 — 2) = sin(pr — ¢2) (5.160)

mIl’l ym :I:In m

coz je rovnice elipsy s poloosami zy,, Yy, ve stfedové poloze s hlavni osou natocenou o tthel 1 — po.
Po ni se tedy pohybuje ¢astice realizujici prostorovy harmonicky oscilator. (Zdiraznéme, ze centrum
pole lezi ve stredu elipsy, zatimco v Keplerové tloze pro gravitacni pole feSené v kap. A lezi centrum
pole v ohnisku elipsy).
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5.4 Relaxaéni kmity

Podstatou harmonickych kmitt castice kolem rovnovazné polohy je, jak jsme videéli, sila navracejici
castici zpét s velikosti pfimo imérnou vzdalenosti od této rovnovazné polohy. Nemusi také jit
o Casici; harmonicky kmitat mize i jind fyzikdlni veli¢ina (napt. elektrické napéti ¢i proud), je-li
snadno realizovatelnd jeji druhéd derivace podle ¢asu.

Kmity tohoto typu mivaji v praxi viceméné pevnou frekvenci, vnéjsi rusivé vlivy ovlivni spise
amplitudu.

Vedle téchto kmitt se v technice i v zivé prirodé ¢asto vyskytuji relaxaéni kmity vznikajici
zcela jinym mechanismem, a to stfidanim dvou rezimi.

Uvazujme napft. elektricky obvod podle obrazku. Ze zdroje pevného napéti Uy se pies rezistor
R nabiji kapacitor s kapacitou C' s paralelné zapojenou doutnavkou. Doutnavkou zatim prakticky
neprochézi proud. Nabijenim roste napéti U(¢) na kapacitoru i doutnavce a exponencialné by se
blizilo hodnoté Uy. Jakmile vsak dosdhne zapalného napéti Uz doutnavky, nastane v doutnavce
vyboj, naboj do té doby kumulovany na kapacitoru poklesne, az pfi hodnoté Up nestaci k udrzeni
vyboje a vyboj zhasne. Doutnavkou pfestane téct proud a kapacitor se opét nabiji v prvnim rezimu.

ODbé vétve déje — nabijeni i vybijeni — maji charakter relaxace, tj. uvolnéni, prechod z nerovno-
vahy do rovnovéhy; odtud nazev relazacni kmity. (Nejprve je to netiplné nabity kapacitor zapojeny
na nabijejici zdroj napéti, poté nabity kapacitor z moznosti vybiti ndboje pfes doutnavku.)

Charakteristickd proménné (zde napéti U kapacitoru) probih4 interval od Ux do Uz prvnim
rezimem (nabijeni kapacitoru); pfi hodnoté Uz dojde ke zméné rezimu a napéti se vybojem v dout-
navce méni obracené, od Uz do Uy, v rezimu vybijeni. (Muze, ale nemusi byt tedy symetricky
k rezimu prvnimu; zde zfejmé neni, vybiji se pfes jiny odpor, nez pies ktery se pfedtim nabijelo.)
P1i napéti Up se opét situace zméni. Prejde se na prvni rezim a cely déj se stale opakuje.

Vysledkem je sice periodicky pribéh proménné veli¢iny = (zde U), ale urc¢ité nikoli harmonicky
(ktery by mél sinusoidélni zavislost). Je tvofen dvéma vétvemi (narust, pokles) obecné rtizné povahy,
a proto obecné rtzného pribéhu. Faze relaxacni byva dana exponencidlou klesajici asymptoticky
k jisté limitni hodnoté, pokud plati, Ze rychlost 4 je imérnd odchylce = (u harmonickych kmiti
to nebyla rychlost, ale zrychleni odchylky ). Rychlost miZe byt napf. i konstantni (pak je vétev
popséana parabolickym obloukem) nebo miize kmitajici objekt ziskavat impulz jen v okamziku zmény
rezimu (pak je vétev popséna tseckou), apod. Podle povahy tohoto prubéhu lze napf. v biologii
uvazovat a odhadovat podstatu a ptivod piisobici zobecnéné sily.

U kmitt tohoto typu zustava staly rozkmit, tedy amplituda kmitd. Vnéjsi poruchy ovliviiuji
zpravidla spise frekvenci.

Teoretické studium pak spociva ve zkouméni jednak mechanismi relaxaci, jednak mechanismii
zmén rezimu.



