Priloha A

Keplerova tloha — problém dvou téles

2016-09-03

A.1 Formulace ulohy

Al1 Cil

Chceme vysSetfit v ramci klasické mechaniky pohyb planety, napt. Zemé, v nasi slunecni soustavé.
Jako jedinou silu budeme uvazovat gravitac¢ni interakci mezi Zemi a Sluncem.

A.1.2 Co zamérné zanedbame

Védome pritom zanedbame fadu dalsich okolnosti:

veskeré relativistické jevy;
ve slunec¢ni soustavé jsou i jiné planety nez Zemé a puisobi gravitaéné na Zemi i na Slunce;
Zemi obiha Mésic;

ve sluneéni soustavé jsou i jiné objekty nez Slunce a planety (komety, asteroidy, meziplanetarni
hmota, ...) ;

Slunce i Zemé jsou nepravidelna télesa;
Slunce i Zemé rotuji kolem vlastnich os;

ani Slunce, ani Zemé nejsou tuhd télesa: Slunce je celé plynné, Zemé je pokryta oceany a
ovzdusim a mé tekuty vnitiek;

A.1.3 Vztah k realné situaci

Budeme se zabyvat nejjednodussim pripadem, a to soustavou slozenou ze dvou bodovych objektt
— hmotnych bodt By, Bs. K tomu nas opraviuji tyto skutecnosti:

Zemi i Slunce mizeme ,stahnout do bodu“ proto, ze gravita¢ni pole po vrstvach homogenni
koule (at je v klidu nebo at rotuje) je v klasické mechanice stejné jako gravitaéni pole hmot-
ného bodu;

vlastni rozméry jak Slunce (polomér 0,7x10%m), tak i Zemé& (0,006x10°m) jsou zanedbatelné
ve srovnani se vzdalenosti Zemé — Slunce (150x10°m).
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A.1.4 Dalsi moZny rozvoj teorie

Dalsim krokem by bylo uvazit gravita¢ni interakci planet navzajem (vcetné pohybu Slunce kolem

Vv e

stoleti, dlouhé pro ¢lovéka, ale pfesto zanedbatelné oproti vécnosti).

Mohli bychom také piejit na obecnou teorii relativity; postihli bychom s ni i nepatrnou ¢ast
staceni perihela Merkura (43" za stoleti), kterd zbyva po zapocteni vSech vlivi klasickych (5 557"
za stoleti) do pozorované hodnoty (5 600” za stoleti). To je ovSem daleko vné ramce nasich zajmu

zde.

A.2 Problém dvou téles — Keplerova uloha

Vysetiime pohyb dvou hmotnych boda By, By o hmotnostech m1, mgy a polohovych vektorech 77,
T pod vlivem vzajemného gravita¢niho pfitahovani. Vychazime z Newtonovych pohybovych rovnic
m17§’1 = ﬁlg (Al)
mory = Fp = —Fig (A.2)
doplnénych Newtonovym gravitac¢nim zakonem

mims

F=c"2

- (A.3)

kde G ~ 6,67 - 107 m3.kg~!.s72 je gravitacni konstanta. Zavedeme relativni polohovy vektor 7

Bo
T

By

0
iy — 7 (A.4)

takze r je vzdalenost obou bodl. Dosazenim dostaneme

mimse 7

P o=+ A.
mir G T (A.5)
- mime T
_ . A.
morg = G 7“2 |77| ( 6)

(rozmyslete si znaménka obou vyrazii — gravitace je piitazliva).
Uloha je tedy trojrozmérna (3D) a hleddme Sest neznamych — Sest slozek vektora 7, k = 1,2.

A.3 Tézistova vztazna soustava

Vv

B miT1 + maT2 (A7)

mi1 + ms

rovnomérné primocare. To skuteéné snadno dokazeme souétem (rov. (A.5)4rov. (A.6)), pfi némz se
vyrusi prava strana a po vydéleni souétem (mj + mgy) vyjde rovnou rovnice R = 0. Tu mtiZeme
snadno dvakrat integrovat

Vo, (A.8)
= Vot + Ro, (A.9)

jsvTi=vIE
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Mve v

v Case t = 0 (pocateéni podminky).

A.4 Redukovana uloha

Piejdéme od Sesti proménnych (slozky 71, 7) k Sesti proménngm (slozky R, 7 z rov. (A.4),(A.7)).
Pro prvni tfi proménné (slozky R) jsme uz tlohu vyftesili (rov.(A.9)). Pravé strany rov.(A.5)
a rov. (A.6) obsahuji jen 7, nikoli jednotliva 71, 7. Zkombinujme tedy obé rovnice tak, aby zbylo
samotné 7 i na levé strané: prvni rovnici vydélme —my, druhou ms a seCtéme. Dostaneme

s (L 1 mume 7
F= () O 0

a zavedenim redukované hmotnosti p, celkové hmotnosti M a pomocné konstanty ¢

1 mi1msg

= = A1l
a le + ng mq + mao ( )
M = mq+me (A12)
g = a2 _ gy, (A.13)
1
dostaneme vztah
- mimsg T
-G — A.14
pr R (A.14)
f"
= ~Hg3, resp. (A.15)
ubl 7
-G — A.16

Vsimnéme si, Ze sila vyjadfend pravymi stranami rov. (A.5), (A.6), (A.14) az (A.16) je (aZ event.
na znaménko) tdz a ma i analogicky zapis.

r jsme tlohu prevedli na ndhradni tlohu — pohyb télesa (,kvaziplaneta®) s redukovanou hmotnosti
p v centralnim silovém poli ve vzdélenosti 7(t) od centra. NaSe ,kvazislunce“ je nyni nehybné
v pocéatku soutadnic (jako kdyby mélo setrvaénou hmotnost nekoneénou) a méa gravitaéni hmotnost

M = my + mg. Kolem néj obihd  kvaziplaneta“ o hmotnosti u z rov. (A.11).

Jde o stejny trik, ktery jsme pouzili v kap. 5.2.8 pfi vySetfovani harmonickych kmita soustavy navzajem pruzné sprazenych
castic. Jejich polohy jsme pfevedli linearnimi kombinacemi na polohy redukovanych castic — kvazicastic. Ty se chovaji jako
volné (nespraZzené) a kazda z nich kond harmonicky pohyb nezavisly na ostatnich kvazicasticich. Zde jsme Slunce a planetu (dvé

ykvaziplaneta® (hmotnost p, pohyb rovniny, po kuzelosecce — jak dale odvodime).
Z polohy 7 kvaziplanety dostaneme skutecné polohy planety i Slunce jednoduchou linearni
transformaci (vyfeSenim rov. (A.4) a (A.7)):

— ml

n = R+——7F (A.17)
mi + ma
= = ma
p = R— ————7. A.18
2 mi + ma ( )

A.5 Rovinny problém; moment hybnosti

Ukézeme, ze néas problém je trojrozmérny jen zdanlivé. Ve skutecnosti se kvaziplaneta pohybuje
pouze v jisté roviné prochézejici poc¢atkem souiadnic (kde lezi centrum sily), poc¢ateéni polohou
planety a obsahujici smér jeji pocatecni rychlosti. Tato rovina je kolmé k momentu hybnosti L
kvaziplanety:

L=rxXp=7xpud=7Xx ur
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vz

pii¢emz vektor L zistava s Casem neproménny (vnéjsi sily jsou nulové a maji tedy vysledny moment

L= o —
nulovy): L = Ly = konst.
D4 se ukazat, ze i ptvodni Keplerova uloha (tedy se Sluncem a planetou, nejen s kvazisluncem a kvaziplanetou, a nejen

rovnomeérné primocare rychlosti tézisté.
K dikazu vyndsobime rov. (A.16) zleva vektorové polohovym vektorem 7. ProtoZe na jeji pravé
strané je tyz vektor 7, dostaneme nulu:

. - uM 7 xr S
—_ 0. Al
7 X ur Z T 0 (A.19)
Dale pouzijeme vztah
a(?x,uf‘):(Fx,uF-l—quf):Fx,uF (A.20)
a z rov. (A.19) dostaneme zdkon zachovdni momentu hybnosti (ZZMH) planety:
d- d . -
—L=—(7 =0 A.21
L = g7 wr) : (A.21)
(Fx ur) = Lo = konst. (A.22)

Vektor momentu hybnosti Ly tedy neméni sviij smér v prostoru. ProtoZze je roven vektorovému
soucinu polohového vektoru 7 (s rychlosti ¥), lezi polohovy vektor kvaziplanety (i jeji rychlost
U =) stéle v roviné kolmé k L. Pohyb v centralnim poli je tedy rovinny.

Pri odvozeni jsme nevyuzili zavislosti sily na ¢tverci vzdalenosti. Pohyb castice je tedy rovinny, at je zavislost sily na
vzdalenosti jakakoliv.

A.6 Zakony zachovani

Zakon zachovani momentu hybnosti (ZZMH, rov. (A.22)) platny pro libovolné centralni pole jsme
pravé odvodili a pouzili k diikazu rovinnosti tlohy. Ukazeme, Ze pro libovolné centralni pole plati
i zakon zachovani mechanické energie (ZZE) a vyuzijeme toho ke zjednoduseni tlohy.

Vyuzijeme relace

%(r") = w7 (A.23)

d/1,\ d (1, -
— (2 ==(Zp = 77 A24
dt<2z> dt<2r) nr (4.24)

a dosadime pfi n = —1 do rov. (A.15) vynasobené skalarné rychlosti 7 = 7
Do 1 .
i i = % <§uv2> = pg(—r=%r-7) = %% (A.25)
d (1 5 pg
1

§uv2 - % = konst = L (A.27)
B +E, = I, (A.28)

coz je odvozeni ZZE pro speciélni pfipad sily (pro obecnou centralni silu).
Ani zde jsme pii odvozeni nevyuzili zavislosti sily na ¢tverci vzdalenosti.

A.7 ReSeni rovinného problému

A.7.1 Polarni souradnice

Vzhledem k tomu, ze uvazované pole je centralni a jeho velikost tedy zavisi jen na vzdélenosti r od
)
pocatku soufadnic, budou jisté polarni souradnice vyhodnéjsi nez kartézské.
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Polarni soufadnice jsou ortogonalni. Proto je v nich vyjadfeni ¢tverce rychlosti jednoduché.
Nejprve vyjadiime obecné posunuti d¢ pomoci p¥irtstku dr radidlni soufadnice (vzdalenosti od
pocatku) a piirastku de thlu; pfi zméné o dy se poloha zméni o rdy. Pak dostaneme vztah mezi
piiristky z Pythagorovy véty:

(d0)? = (dr)? + (rdp)? (A.29)

a odtud vydélenim (dt)? p¥imo ¢tverec rychlosti:

v? = ()2 + (r)? = 72 4+ r22. (A.30)
V poléarnich souradnicich mé tedy ZZE tvar
M _ g, (A.31)

Z7ZMH zni velmi jednoduse:
L
g = 70 =\ (A.32)

a umoziuje nam odstranit ¢ z rov. (A.31). V ni se pak vyskytuje jen 7, r a t. Mizeme ji tedy Fesit
samostatné. Upravime ji do tvaru

1[4 X g K
- 2y 22 A.
2<r +7’2> " e (A.33)
odkud
2F, 2 2
;= —°+ﬁ—%. (A.34)
7! T T

Dale mtizeme postupovat dvéma smeéry:

A.7.2 Vypocet zavislosti vzdalenosti r a ¢asu t

Jedna moznost je upravit rov. (A.34) na tvar se separovanymi proménnymi:

= dt (A.35)

a piimo integrovat: dostaneme ¢ = ¢(r), tedy informaci, ve kterém case se kvaziplaneta dostane do

dané vzdalenosti r od centra. d
t = / i +to. (A.36)
2Bq | 29 _ A2
TR

r2

Nés by ovSem zajimala spiSe inverzni funkce r = r(t) udavajici, kde se ¢astice nachdzi v dany
okamzik t. Tu bychom déle pouzili k feseni (t) integraci z rov. (A.32). Proto se vratime k rov. (A.34)
a budeme postupovat jinak.

A.7.3 Vypocet trajektorie kvaziplanety r = r(y)

Jind moznost feseni redukovaného problému je urcit trajektorii (parametrizovanou uhlem ¢) a
eliminovat ¢as, tedy ponechat v rov. (A.31) a (A.32) jen proménné r a ¢.

Vypocet lze vlastné provést jen v monotonni Casti trajektorie planety, ale na vysledku se toto omezeni neprojevi.

Berme tedy r = r(¢). Vyjadiime

dr T r?
el A.
i Y (A.37)

dosadime do rov. (A.34) a separujeme proménné:
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dp = dr B Adr

727 (A.38)

Integrace pravé strany je samoziejmé Cisté zalezitosti matematické analyzy (resp. kalkulu).
Fyzika vSak muzZe napomoci ideou: vime-li, Ze se planety pohybuji po kuzeloseckach v ohniskové
poloze, budeme hledat feSeni v tomto tvaru rovnice kuzelosecky, tedy

N p
1 +ecos(p— o)

r , Tesp. ];9 =1+ ¢ecos(¢ — o), (A.39)

kde p urcuje ,velikost* (méfitko) kuzelosecky a numericka vystfednost (excentricita) e = /1 — b% /a2
urcuje jeji charakter:

e ¢ = 0: kruznice;
e 0 < |g] < 1: elipsa;
o |¢| = 1: parabola;

e |¢| > 1: hyperbola.

Tvar rov.(A.39) nas vede na vhodné substituce v rov. (A.38). Nejprve zavedeme p:=2, takie
dp = —T%dr:
—d
dp = —— L . (A.40)
\/TO +24p — p?
Vyraz pod odmocninou znamym zptisobem zbavime linedrniho ¢lenu: zavedeme o:=p — %,
2
do =dp, K := %—I—(%) ,
—d —d
dQO = 5 P 5 = \/KZ g o (A41)
VIR - (4 +0) -
a konecné zavedeme s:=0/K, ds =do/K:
—d
dp = ——— . (A.42)

V1 —s2

K této funkei jiz primitivni funkei zndme (arccos). Do ni pak postupné dosazujeme vSechny
predchozi substituce.

@ = arccoss + ¢y (A.43)
s = cos(p — o) (A.44)
N 2E0 g2
K o= =0+ % (A.45)
o = Kcos(p— o) (A.46)
p = % + K cos(yp — o) (A47)
A
o= % + K cos(yp — ¢o) (A.48)
A2 1 KA
—— = 1+ —cos(¢— o). (A.49)
gr )
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Tato rovnice pfesné odpovida druhé rov. (A.39), jestlize zna¢ime

A2 L2
= 2 =_"0 A.50
b g Gumime ( )
K\ 2E, L3
— =, (=070 . q A51
c g puG2m2m3 + (4.51)

2FEop
= = 11 .
Gy + (A.52)

Pro délku a velké poloosy, resp. vzdalenost rp perihelia plati

p

a = 77— (A.53)
_p

rp = Tz (A.54)

A.7.4 Pohyb planety a slunce

Odvodili jsme, 7e kvaziplaneta se pohybuje po kuzelosecce (rov.(A.39)) s ohniskem v pocéatku
soufadnic, tedy s rovnici
p

r= ,
1+ ecos(¢ — ¢o)

(A.55)

kde ¢g urcuje thel velké osy trajektorie vii¢i ose z, a rov. (A.50) a dalsi uréuji parametr p i excen-
tricitu e. Charakter trajektorie je zfejmé dan znaménkem energie F soustavy:

e pro £ < 0jee <1 (elipsa),
e pro F =0 je ¢ = 1 (parabola),
e pro £ > 0 je e > 1 (hyperbola).
Specialné pro E = —Gmymsgy/2p vyjde € = 0 a trajektorii je kruznice.

Z pohybu kvaziplanety odvodime pohyb skutecné planety a skute¢ného Slunce dosazenim vy-
sledku redukované tlohy pro kvaziplanetu do rov. (A.17) a (A.18) s tim, Ze obvykle pfedpokladdme

tézisté soustavy v klidu, tedy R=0.Je tedy

o= 2 e M (A.56)
mi + mg mq

o= M e Mg (A.57)
mi1 + Mms mgy

Snadno nahlédneme, ze i v tom pripadé zistane charakter kuzelosecky zachovan a zméni se jen
parametry jeji trajektorie.

A.7.5 Shrnuti a diskuse

Vyftesili jsme pohybové rovnice pro soustavu dvou ¢astic pfi sile mezi nimi dané Newtonovym
gravitaénim zdkonem (rov.(A.3)). Zjistili jsme, Ze v tézisfové soustavé je trajektorii planety (i

Energie E soustavy urcuje charakter trajektorie planety takto:
e pro F < 0 mé planeta uzavienou trajektorii eliptickou (ptipadné kruhovou),
e pro £ = 0 by méla planeta trajektorii parabolickou,

e pro £ > 0 by méla planeta trajektorii hyperbolickou.
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Posledni dva pripady odpovidaji navstévnikiim typu komety s pivodem mimo Slune¢ni soustavu.
(U nich, chceme-li byt v souladu s realitou, zfejmé nemtzeme zanedbat veSkeré ostatni objekty
kromé Slunce a uvazovaného navstévnika.)

Jde-li skutecné o soustavu Slunce + planeta s hmotnosti planety zanedbatelnou proti hmotnosti

vvev

Mvoev

Pfipomenme kone¢né, Ze vysledek plati i v ptipadé, Ze Slunce a planety nejsou bodové, ale ze
jde o koule po vrstvach homogenni.

A.8 Keplerovy zakony

A.8.1 1. Kepleruv zakon

Planety se pohybuji po elipsich mdlo odlisnijch od kruznic, v jejichZ spolecném ohnisku je
Slunce.

Tento zakon je specidlnim dusledkem rov. (A.39), pfihlédneme-li k tomu, Ze

e planety jsou vuci Slunci lehké, malé a jsou daleko od sebe, takze jejich vzajemné ptisobeni
lze v prvnim pftibliZzeni zanedbat a TesSit soustavu planet a Slunce jako superpozici soustav
,jedina planeta a Slunce*;

e trajektorii kazdé z planet je kuzelosecka podle rov.(A.39), resp. rov. (A.53). Parabola ani
hyperbola vSak pro planetu nepfichazeji v ivahu (vedou z nekone¢na a nejsou periodické).

Konkrétnimi pocatecnimi podminkami bylo déno, ze kazda z trajektorii ma malou vystfednost (je
blizka ke kruznici) a Ze lezi vSechny blizko jediné spolecné roviny — roviny ekliptiky. Jak ukazuji
numerické simulace, byla a bude tato konstelace stabilni jesté nékolik miliard let; poté se vSak
ekliptika zborti, a rovnéz Slunce ve svém dalSim vyvoji se rozroste tak, Ze pohlti Merkur atp.

A.8.2 2. Kepleruv zakon

(Zakon ploch:) Plosnd rychlost w planety je podél cel€ jeji trajektorie konstantni.

Mé-1i planeta posuvnou rychlost ¥(t), pak elementarni plocha opsana jejim privodicem za dobu
dt je dana plochou dP = |w|dt tzkého trojuhelniku o vrcholu ve Slunci a se stranami danymi
vektory 7(t), vdt a r(t + dt). Tato plocha je polovinou velikosti vektorového souéinu 7 x vdt a

souvisi jasné s momentem hybnosti L = ¥ X g = 7 X uv/ vztahem
Ly
2p

_dr_ 1
dt 2u

w = || IL| = (A.58)

Zakon zachovani momentu hybnosti byl pro obecné centralni pole odvozen jako rov. (A.22).

A.8.3 3. Kepleruv zakon

Pomer tretich mocnin velkych poloos eliptickiyjch trajektorii dvou planet je roven poméru
druhgch mocnin jejich obézngch dob.

Pro kruhové trajektorie lze tento zakon odvodit na stfedoskolské irovni; tam je prosté dostrediva
sila F(r) = pv?/r (nutné pro to, aby planeta konala rovnomérny kruhovy pohyb) dana gravitaéni
silou podle rov. (A.3), resp. rov. (A.16) a predchazejicich:
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2
Lv My ) 27a
_7. — G_T2 ; r=a; v= _T (A59)
2ra\? 1 M
/=) Z = A.
( - ) - = G (A.60)
Odtud dostaneme hledany vztah
a®  GM

Pro obecnou eliptickou trajektorii vyuzijeme toho, Ze plosna rychlost w je konstantni; za periodu
obéhu tedy planeta urazi plochu elipsy, tedy wab:

wl = mab ()? (A.62)
L2
4—;2 2 m2a*(1 - e?) = n%a’p (A.63)
a po dosazeni za p z rov. (A.50) a p z rov. (A.11) se L2 vykrati:

@@ I3 GM

= = — A.64
T2  4An2u2p  4n? ( )

A.9 Oznadeni

Pro pohodli pfipomeneme z geometrie zakladni vlastnosti elipsy a shrneme zde uzité oznaceni.

A.9.1 Elipsa

stred S;

ohniska F, F’; SF = SF’ = f; slunce lezi v F

perihelium P; FP =rp = a(1 +¢) (pro Zemi a druzici: perigeum)
afelium A; FA =ry = a(1 — ¢) (pro Zemi a druzici: apogeum)
velka poloosa SA=SP=FB =a

mala poloosa SB =b = av1l—¢e2

parametr FQ = p = b*/a = a(1 — £?)

. » » v s e 2
numericka vystfednost (excentricita) ¢ = 5 =4/1— 2—2
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Rovnice elipsy v kartézskych soufadnicich ve stfedové poloze (stfed v poc¢atku soufadnic) s vel-
kou osou ve sméru x:

St 5= 1 (A.65)
Rovnice elipsy v polarnich soufadnicich v ohniskové poloze (ohnisko v po¢atku soufadnic):

_ p
" T Tvccos(p— o) (4.66)

kde ¢ urcuje thel velké osy trajektorie vici ose x.

A.9.2 Oznaceni uzita v Keplerové tuloze

mq hmotnost skuteé¢ného slunce
mg hmotnost skutecné planety
71 polohovy vektor skutecného slunce

75 polohovy vektory skutecné planety

M :=mq 4+ mgy celkova hmotnost; gravitacni hmotnost kvazislunce
R = mlflﬂmz’% polohovy vektor tézisté soustavy

p =72 redukovand hmotnost (kvaziplanety)

7 =75 — 71 polohovy vektor kvaziplanety

¥ :=7 vektor rychlosti kvaziplanety
G ~6,67-107" m3.kg~!-s72 gravita¢ni konstanta

g =GM

L :=7x pr moment hybnosti kvaziplanety (zlistava konstantni, roven L)

Ly = |I_;0|, napt. z perihelia: Ly = rpup
2 2 27,
p = HQLGS’M = uG?fl(;mz = G(i(;i\;)Q parametr elipsy (trajektorie kvaziplanety)
Ey = % pv? — “GTM celkova mechanicka energie kvaziplanety v gravita¢nim poli kvazislunce (pro

planetu Ey < 0, pro kometu Ey > 0)

e = \/ 1— %25 = \/ 1+ 2L excentricita trajektorie kvaziplanety

Gmima

rp = 1F~ vzdalenost kvaziplanety od kvazislunce v periheliu
ra = 7= vzdélenost kvaziplanety od kvazislunce v afeliu



Priloha B

Srazka (raz) ..

B.1 Srazka obecné

Srazka {collision} téles (dfive téZ raz téles; nesouvisi s terminem ,razy“, str. 54), v mikrosvété
také Casto zvana rozptyl {scattering} je d&j, pfi némz se rychlost télesa (snérm velikost nbo oboji)
podstatné zméni za velmi kratkou dobu'. P¥edstavuje velmi dtileZitou oblast fyziky. V kvantové
fyzice je nasim nejsilné€j$im prostfedkem k poznavani vlastnosti elementarnich struktur, sviyj velky
vyznam ma i v klasické fyzice, a to jak v kazdodenni technice, tak i napf. v gravitacnim praku, kdy
je raketa urychlena pruletem gravitacniho pole pohybujici se planety.

Budou nés zajimat jen dvé situace systému? srazejicich se téles:

1. stav (dévno) pied srézkou, zvany pocateéni {initial}, index i; zpravidla v ¢ase t — —o0;
2. stav (dlouho) po srézce, zvany koncovy {final}, index f; zpravidla v ¢ase t — +o0,

pri¢emz v obou téchto stavech jsou télesa natolik vzdalend, Ze jejich interakci lze zanedbat.

Vlastni detailni pribéh samotné srazky nas co mozna nebude zajimat viibec; bude stacit jen jeho
celkova charakteristika (srazka pruzna nebo nepruzné, centralni nebo necentralni apod.) projevujici
se ve vztahu mezi stavem pocatecnim a koncovym.

& Ctenaf znaly Cimrmana jisté poznal, Ze v popisu srazek vychazime piimo z jeho filozofie externismu, co# je pravy
opak solipsismu: podle externismu neexistuje ,,ja*. Naopak existuje vSechno, co je kolem tohoto neexistujiciho ,,ja“.

Télesa na sebe pii srazce pochopitelné plisobi. Mize to byt ,na dalku“ — gravitacni ¢i elek-
tromagnetické pole, muze to byt ,na blizko“ — kontaktni narazové sily dané materidlem téles:
uplatni se drsnost povrchu, pruznost, vzpruzivost (zvana téz €initel restituce, mira, do jaké
srazkou zdeformované téleso obnovi sviyj ptuvodni tvar). Chceme se vSak vyhnout feseni pohybo-
vych rovnic (numerickému, krok po kroku s vzrisajicim ¢asem o dt, anebo takovému, jak jsme
napt. fesili v pril. A pii parabolickém ¢i hyperbolickém priuletu télesa kolem Slunce). Predpokla-
dame jen, ze sily, kterymi lze interakci popsat, jsou pro pruznou srazku konzervativni (zachovavaji
celkovou energii), nemusi v§ak ubyvat se ¢tvercem vzdalenosti, ani nemusi byt centralni, mohou
se uplatnit i momenty sil (rozvazte napi. silové pisobeni mezi elektrickym nabojem a elektrickym
dipdlem: sily nejsou centralni, na dipdl ptisobi od naboje kroutivy moment, na naboj od dipdlu
nikoli). Predpokladé se déle, ze sily ubyvaji do nekone¢na tak, aby dostateéné vzdalend télesa na
sebe ptisobila jen zanedbatelné mélo. Neuvazujeme vSak zadné vnéjsi vlivy, sily ani vazby; pokud
by byly, vhodné je odtransformujeme. Rovnéz predpokladame, ze ,,v nekoneénu® maji srazejici se
télesa tutéz potencidlni energii a lze ji polozit rovnu nule. Systém tvofeny srazejicimi se télesy je
tedy izolovany.

Pro izolovany systém plati zakony zachovdni celkové energie Ey, hybnosti ﬁ, momentu
hybnosti B a hmotnosti m. Dalsi aditivni integrdly pohybu neezistugji.

!Té&leso tedy projde velikym zrychleni, zaptisobi na néj néhla sila. Toto je sice vymezeni subjektivni, vétdinou
antropocentrické, v praxi to vSak nevadi.
2Pro vétsi prehlednost mluvime o systému sréazejicich se téles k odliSeni od vztazné soustavy.
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Zde zjistime, co lze z téchto zdkont odvodit. UZity pristup pfipominéd svym pouzitim integralt
pohybu analytickou mechaniku. Lze ho pouZit i ve specidlni teorii relativity (s relativistickou hmot-
nosti a Lorentzovym skladanim rychlosti). Také je pouzitelny v kvantové teorii pro mikrosvét; proto
obc¢as zminime jako objekt napf. atomy a jejich specifika (vlastni moment hybnosti — spin §, princip
nerozliSitelnosti stejnych ¢astic). Vysledky jsou platné pro libovolny pocet téles, ale je jich ovSem
malo: v této jednoduché a obecné formé vSak postaci k vyreSeni nejjednodussich pripada srazky
dvou téles. Slozitéjsi tlohy (srazka vystfedna, sikmé, vrtnd) vyzaduji dalsi rozbor. A uz tloha t¥i
téles muze vést na deterministicky chaos, zménu vazanych stavi na volné a naopak atp.

B.2 Srazka dvou téles

B.2.1 Strategie

Inercidlni vztaznou soustavu £, v ni# je tloha zadana, nazyvime laboratorni. (Casto v ni byva

Vv e

zpravidla nenulovou rychlost W;. Pro vypocet proto prejdeme (Galileovou transformaci) do té

inercialni vztazné soustavy 7 zvané t&8Zistova soustava{center-of-mass frame}, kde t&zisté systému
lezi v poc¢atku soufadnic O v klidu?, ma tedy nulovou rychlost. Vzhledem k zidkonu zachovani

Vv e

P1i Galileové transformaci s rychlosti W, se vSechny rychlosti v 7 oproti £ zmensi o Wr. Rozdil

dvou rychlosti — napf¥. vzajemna rychlost W dvou téles — se tedy nezméni. Toho s vyhodou
vyuzijeme p¥i formulaci tlohy v téZzistové soustave.

B.2.2 Tézistova soustava T

V tézistové soustavé T ma srazka dvou téles tak jasnou symetrii, Ze FeSeni je vidét na prvni po-
hled: staci se prosté od srazky v case vracet — provést inverzi Casu t — —t, a celkova hybnost
systému (rovna nule v 7) ani energie se nezméni. Do £ se pak z T dostaneme zpétnou Galileovou

Vv e

RovnéZz geometrie tlohy v T je podstatné jednodussi nez v L£: Teény k trajektoriim téles na
pocatku (,sméry vystiela*)

e bud jsou v £ mimobé&Zné; pak jsou v T rovnobézné, tézisté lezi mezi nimi,

Vv

Vv e

B.2.3 Oznacdeni

e Vektory znacime Sipkou: V.
V' je velikost vektoru V' (tedy V > 0)
Vy je slozka vektoru V' (tedy —oo <V, < 00).

Zabyvejme se dale dvéma télesy: T a t.
oV je rychlost? télesa T
e ¥: malé pismeno znaci veli¢inu télesa t
e V': ¢arka znadi veli¢inu po srézce

v e

e V7:index T znadi veli¢inu méfenou v tézistové soustavé T

4Ptesnéji: rychlost tézists télesa T.
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—. —

o W =V — 7 je vzadjemna rychlost téles (je stejnd v kazdé vztazné soustavé, L1 T)

o W, je rychlost t&7ist8 systému téles (T + t):
e P=MV je hybnost télesa T
e F je celkova energie télesa T
o F = %]M V2 je kinetické energie posuvného pohybu télesa T,
pripadné jesté obecnéji
e B=RxP je moment hybnosti T vii¢i pocatku soufadnic
e S=J0 je vlastni moment hybnosti rotujiciho télesa, pr¥ipadné jeho spin
Budeme dale predpokladat srazku netristivou:
M=M |, m=m . (B.2)
Zakony zachovani hybnosti, energie a momentu hybnosti celého systému pak znéji
MV +mé = MV'+mi' (B.3)
Eo+ey = E\+e (B.4)
B+S +b+5 = B'+8' +b' +8 (B.5)
Zachovava-li se pii srazce i samotna kinetickd energie posuvného pohybu, mluvime o (dokonale)

pruzné srazce a plati

1 1
—JWVQ + 2mv ]\[V’2 + gmv 2 (pruzn4 srazka) (B.6)

Pti dokonale nepruzné srazce se po srazce télesa od sebe viibec neodrazi, maji tutéz rychlost:
7/ —/ ! vz -~
Vi=dv 3 W =0 (nepruzna srazka) (B.7)

Newton zavedl pro charakteristiku realnych, nedokonale pruznych srazek vzpruzivost{coefficient of
restitution} neboli €initel restituce k definovany podilem velikosti skutecné vzajemné rychlosti W/,
po srazce ku velikosti vzajemné rychlosti W’ po srazce dokonale pruzné:

. sk .. e - .

k= W (vzpruzivost, ¢initel restituce) (B.8)

U makroskopickych téles lezi k£ mezi 1 (srdazka dokonale pruznd; blizi se ji srazka ocelovych kouli)

a 0 (srazka dokonale nepruznd, napt. srazka dvou blaténych kouli).

<{— Pri klasické srazce se sice miize rotacni energie Er i potencidlni energie Ep ménit na posuvnou Ej a naopak,

ale vnitini energie Fy se proménit zpét v mechanickou nemuze, protoze jeji narust byl spjat i s naristem entropie:

AFEy <TAS, a entropie samovolné neklesne. V kvantovych srazkach to vSak je mozné: pfi srazce excitované ¢éstice

se excitaéni energie mize uvolnit a urychlit rozptylujici se ¢astice. Fenomenologické veli¢iny jako teplota T ¢i entropie
S postradaji sviyj makroskopicky smysl. Pokud je k& > 1, mluvi se o superelastické sraZce{superelastic}.

Déle pouzijeme rov. (B.3) a bud rov. (B.6) (pruzna srézka), anebo rov. (B.7) (nepruzné srazka).

B.3 Srazka dvou hmotnych bodt podél primky

B.3.1 Priklad alohy

Uvazujme kouli K, kterd narazi do jiné, rovnéz se pohybujici koule k. Koule jsou homogenni, nerotuji

a jejich hmotné stredy (teziste) se pohybup po téze prlmce p (srédzka je pfim4 a stiedové, jak pozdéji
zavedeme). Koule konaji pouze posuvny pohyb a muzeme je tedy modelovat hmotnyml body.
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B.3.2 Popis v té&zistové soustavé T

Yy ew Yy ew

V tézigtové soustavé T plati pro soufadnici tézisté systému podle definice

- MXr+mir -

Uy 0 (stale) . (B.9)
Rychlost WtT tézisté systému v 7T je rovnéz nulova:
- MVy +mir - ,
= ==l "7 _ t .
T T 0 (stale) , (B.10)
a celkova hybnost systému také:
ﬁT+ﬁT= ]\'f‘_/)T—m’t_fT: 0 , (B.11)

Odtud plyne nepfimé iméra velikosti rychlosti télesa v T a jeho hmotnosti. P¥i znalosti vzajemné
rychlosti W= V7— — Y7 dostaneme snadno rychlosti kazdého z téles v T pred srazkou:

— m o . M
VT_]W+mW ; UT__]\/f+mW . (B.12)

Pripometime, 7e W, m i M maji v £ tytéZ hodnoty jako v 7.

PruzZna srazka

Pti pruzné srazce se zachova tthrnné hybnost P+ P 1 thrnna kineticka energie posuvného pohybu.
Rov. (B.3),(B.6) dostanou tvar

MV + miv

MV + mg’ (B.13)

=0
1 1 1 1
—MV? + Zmu? E —MV"? + Zma? B.14
3 + 5™V 3 Ve + 5™ ( )

a ziejmé jim vyhovuje feseni, kdy si kazdé z téles po srazce zachova svou velikost rychlosti (V = V',
v =" a event. se zméni smér vektort). Zustaneme-li podél osy x, jsou jen dvé moznosti:

e Rychlosti i hybnostl kazdého télesa zlistanou nezménény (télesa se bud netrefila, nebo proslo
jedno skrz drubé): V =V', 5 =3', W = W', a tedy podle rov. (B.12) plati podél osy x

m

/ = =
Veo=Va Ve (B.15)
M
V= = _]VI+me (B.16)
e Rychlosti i hybnosti kazdého télesa zmeéni znaménko: V' = —V, i/ = -3, W = —W/, co#

odpovid4 inverzi ¢asu t — —t. Podle rov. (B.12) plati podél primky =

m

r_ _
M
! = — =
Uy, Vg T me (B.18)

(Znovu pfipomenme, ze W, W', miM maji v £ tytéz hodnoty jako v T.)
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Nepruzna srazka

Pfi nepruzné srazce se vyzaduje zachovani tthrnné hybnosti (je v 7 nulova) a minimdalni thrnnd
kinetickd energie posuvného pohybu; ta bude minimalni (nulovd), kdyZ obé télesa zistanou po

Vv

Vi = 0 (B.19)

T

v, = 0 (B.20)

Poznamenejme, Ze jakykoliv systém téles ma ve své tézistové soustavé T celkovou kinetickou
energii posuvného pohybu nejmensi (oproti energiim méfenym v jinych inercialnich vztaznych sou-
stavach).

~

B.3.3 Popis srazky v laboratorni soustavé £

Pro popis v £ stadi vysledné rychlosti z T zvétsit o rychlost Wy = (MV + m@)/(M + m) t&ziste
systému (tedy o rychlost 7 viéi £). Nasledujici rovnice jsou platné zcela obecné, nejen v 1D:

V o= Vr+W, (B.21)
i or + W, (B.22)
VI = Vit W, (dokonale pruzna) (B.23)
g = T4+ W, (dokonale pruzna) (B.24)
Vi =7 = W, (dokonale nepruzna) (B.25)
Jednoduseji to snad zapsat nejde.
V dalsim 1D postupu opét nahradime kazdy vektor (napf. V') jeho slozkou (V).
PruzZna srazka
Jsou opét dvé moznosti, jak zlistat s pohybem na ose x:
Po dosazeni za V- z rov. (B.15) a W; z rov. (B.1) dostaneme trivialni feseni
m MV, + muv
v, = W. - ==V, B.26
v "Mim  Mim v (B-26)
M MV, +muv
o= W z T - B.27
b "Mim Mim " (B.27)
zatimco po dosazeni za ‘7’7— z rov. (B.15) dostaneme po rozepsani
m MV, +muv MV, —mV, + 2muv
V. = -W. B L= = = B.28
v "Mim Mim M+m ’ (B-28)
M MV, +mv muy — Muvy +2MV,
vI — W z ‘73 — d z i B29
Ur M+m ' M+m M+m (B.29)
Nepruzna srazka
Dosazenim z rov. (B.19) dostéavame feseni
MV, +muv
Vy =), =Wy, = W (B.30)

vy

B.4 Aplikace

B.4.1 PruzZna srazka stejnych téles

Narazi-li pruzné téleso rychlosti V', do stejného stojiciho télesa (v = 0), pak se bud minou, anebo
si ,vyméni rychlosti“: V/, =0, v/, = V. Jde-li v kvantové mechanice o tytéz (tedy nerozliSitelné)
Castice, pak jde o jediny pripad, nikoli o dva.
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B.4.2 Kolmy odraz micku od pevné zdi

Pevnou zed lze pokladat za nekonecné velkou a tézkou kouli, formalné V, = 0, M > m, W = —uv,.
Vzorce z rov. (B.28), (B.29) davaji pak podle ocekavani V) — 0 a v, — —v,; midek jen zméni
znaménko rychlosti, velikost zlistane stejna.

B.4.3 Kolmy odraz pingpongového micku od palky

Pevné vedenou palku lze podobné jako v predchozim pripadé nahradit pohybujici se nekonecné
tézkou kouli, jen tentokrat V, > 0, M > m, W = V, — v,. Vzorce z rov. (B.28), (B.29) davaji
tentokrat V) — V, a v}, = —v, + 2V.

K puvodni velikosti rychlosti micku se pficte dvojnasobek rychlosti palky.

B.4.4 Necentralni srazka

vy

po necentralni srazce rozletét stejnymi rychlostmi jako diive, ale po libovolné jiné p¥imce p’, rovnéz
prochazejici T, a neporusi tim zadny ze zakont zachovani.

B.4.5 Gravitac¢ni prak

Tzv. gravitaéni prak{gravitational slingshot} umoziuje raketé prolétajici kolem planety pFijmout Gast
jeji pohybové energie ke svému urychleni ve sméru pohybu planety. Je to zfejmé nasledujici avahy:

Ekliptiku pokladejme béhem srazky za inercidlni laboratorni soustavu L. Planeta obiha kolem
Slunce posuvnou rychlosti Wi a ma hmotnost M, proti niz je hmotnost rakety m zanedbatelna:
M > m. Pokladejme proto soustavu spojenou s planetou po dobu ,srazky* (priiletu rakety v okoli
planety) za rovnéz inercidlni tézistovou soustavu 7. Raketa pfiléta k planeté s rychlosti viéi eklip-
tice (£) rovnou v, ovSem vuéi planeté T rovnou vy = v — Wy a odléta rychlosti v T stejné velkou,
jakou pfiletéla [0/ = |07/, ale jinym smérem. Vici £ ma ovSem rychlost v/ = ¢/ + W;, a ta ma
jinou velikost (i smér), nez ptivodni .

B.5 Co ovliviiuje srazku

Problematika srazek je rozsahly a dosud zivy obor, tfebaze se studuje uz 400 let; zde jsme naznacili
a vyresili jen nejjednodussi tlohy. Pro pripadné dalsi studium pfipominame faktory, které je nutno
uvéazit pii feseni tloh z redlné praxe.
B.5.1 Geometrie srazky téles

Predpokladejme, Ze se télesa srazi tak, ze se dotknou v jediném bodé. Obé télesa pak maji v tomto
bodé spolecnou tec¢nou rovinu p a k ni kolmou normalu v. Podle nich klasifikujeme srazky:

Ve

sil. Pokud tomu tak neni, jde o srazku vystfednou (excentrickou);

pFima srazka nastane, je-li vzadjemna rychlost W téles kolmé k p (a tedy rovnobézna s v). Pokud
tomu tak neni, jde o srazku Sikmou.

vrtna srazka nastane, pokud télesa ruzné rotuji kolem normaély v.

tristiva srazka nastane, pokud se p#i ni télesa méni nebo vznikaji nova.

B.5.2 Povrch téles

Pokud télesa rotuji nebo pokud srazka neni piimd, maji povrchy téles v misté styku nenulovou
slozku rychlosti v tecné roviné a zalezi i na drsnosti povrchu, napt. zda se sdili vlastni moment
hybnosti rotujiciho télesa.
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B.5.3 Material téles

Jak jiz bylo feeno, material téles rozhoduje, do jaké miry se kineticka energie Ey posuvného pohybu
systému srazkou proméni v jiné formy energie (zejména vnitini). Podle toho pak probihé srazka
(pruznd, nepruzn; vzpruzivost). Uvedme v8ak, ze vzpruzivost k (str. 117) neni uplné konstantni —
klesa s rostouci relativni rychlosti W a naopak pro W — 0 roste a blizi se obvykle 1.
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Priloha C

Normy: velicina, méreni, zapis hodnot

2015-04-20

C.1 Veli¢ina: pojem, hodnota veli¢iny

Veli¢ina je takova vlastnost jevu (napf. zvuk), télesa (napf. tento list papiru) nebo materidlu
(mosaz daného slozeni), kterou lze vyjadrit ¢islem a referenci. Toto ¢islo nazyvame casto ,,¢iselnd
hodnota (dané veli¢iny)“; referenci byva nejcastéji jednotka (napf. milimetr za sekundu, znacka

mm-s~! nebo mm/s), miize to byt téz napt. méFici' postup (tvrdost podle Rockwella C se zatéz
150 kg, znacka HRC(150 kg)).

vvvvvv

papiru) ma konkrétni veli¢ina (napi. jeho tloustka ly) jistou zcela presnou, ale neznamou hodnotu
(napt. lp = 0,119 827 654 376... mm). Mé&fime-li ji, dostaneme vzdy néjakou ndhodnou hodnotu
jinou (napf. ! = 0,116 mm), nejspise blizkou, ale vzdy zatiZenou principidlné neznamou chybou (zde
je tedy Al =0,003 827 654 376... mm).

Soucasné pojeti (VIM 4) je jiné: pfedpokladd samotnou definici hodnoty veli¢iny pomoci inter-
valu (napf. 0,115 mm az 0,121 mm, tedy lp = 0,118(3) mm) s nenulovou nejistotou (zde 0,003 mm),
pficemz libovolnd hodnota (napf. [y = 0,116 425 76 mm anebo ls = 0,120 05mm) uvnitf tohoto
intervalu muZe stejné dobfe slouzit pro dany ucel (hodnota tloustky papiru).

C.2 Zapis ¢iselnych hodnot velic¢in
Zapis ciselnych hodnot doporucuje norma ISO takto:

s = 23,386(12) mm (doporucuje se) (C.1)

vvvvvv

23,386 mm =+ 0,012 mm , nebo (C.2)
(23,386 + 0,012) mm, (C.3)

ale se dvéma vyhodami:
e je kratsi a prehlednéjsi (odpadaji vodni nuly v nejistoté)

e je vécné spravny, zatimco zapis podle rov. (C.3) spravny neni: znamenal by vlastné jen dvé
krajni hodnoty, nikoli cely interval mezi nimi (srv. obvykly zapis feseni kvadratické rovnice

r12 = (—b + \/5)/2(1)
Rozmérové chybné jsou zapisy bez zavorek typu

s = 23,386 + 0,012 mm (chybng). (C.4)

'Rozlisujte ,méfici = uréeny k méfeni, od ,méfici“ = ten, ktery pravé méfi. Podobné odlisujte ¢teci, Fidici,
kropici od ¢touci, Fidici, kropici atp.
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C.3 Popis os grafu, nadpis sloupce tabulky

Pro veliéinu @ znaéi [Q] jeji rozmér a {Q} jeji ¢iselnou hodnotu (jednotku lze téZ udat jako index
u slozené zavorky). Spravné oznaceni v nadpisu ¢iselnych hodnot v tabulce ¢ na ose grafu je napt.

s/ mm, v/(m-s7h), v/(m/s), mL/S

Je také spravné, ale méné praktické, psat

{S}mHN {’U}m«s*lv {U}m/s~

Diive obcas uzivany zapis typu s[ mm]| je nespravny a navic nelogicky (plati naopak [s] = mm).

C.4 Meéreni — zakladni pojmy

Vyznam méfeni pro fyziku coby exaktni védu jsme zminili uz na str.9. Méfeni spojitych velicin
nikdy neni (a z principu ani nemiize byt) absolutné pfesné. Dvé naméfené hodnoty téze veliciny,
at uz po sobé ¢ soudasné dvéma méficimi pristroji, nedaji proto absolutné stejny vysledek — uz
proto, ze kazdy méfici pristroj ma jen konecnou presnost a zobrazovaci moznost.

Predpokladejme nejjednodussi pripad, ze jde o opakované méfeni jediné veli¢iny, s nejistotou
typu A (tj. ziskanou z opakovanych méteni). Necht je naméfeno stejnou metodou (tedy i se stejnou
vahou) n veli¢in {z;}} ;.

Nejistotou méfeni u se rozumi parametr charakterizujici rozsah hodnot, tedy interval od x —u
do x 4w okolo vysledku méfeni z; tento interval mizeme divodné pfiradit hodnoté méfené veliciny.

Vybérovy prumér 7 je definovan vztahem

T =— Z;. (05)

Standardni nejistota u = sz je v tom p¥ipadé rovna vybérové smérodatné odchylce vybéro-
vého primeéru, tedy

n

U= sz = _ Z(ml —T)2. (C.6)

n(n —1) Pt

Vysledek zapiSeme ve tvaru T + u; zapis v ¢iselnych hodnotach provedeme jako v rov. (C.1). Prav-
dépodobnost P, ze odchylka skuteéné hodnoty od udavané nepiekroci u, zavisi na typu rozdéleni.
Pro normaélni (Gaussovo) je to 68,3 %, pro rovnomérné 57,7 %, pro trojihelnikové 65 %. Pravdé-
podobnost, ze odchylka nepiekro¢i 2u, je pro normalni rozdéleni 95,5 %, pro rovnomérné 100 %,
pro trojthelnikové 96,6 %.

Rozsitena nejistota U = ki - u se zavadi tam, kde se vyZzaduje vysoké spolehlivost. Koeficient
rozsifeni intervalu pokryti (struéné koeficient pokryti) ky se stanovuje zpravidla konvenéné (pied-
pisem normy apod.). Zpravidla byva od 2 (nejéasté&ji) do 3, anebo se uréi vypoétem pro znamy
typ rozdéleni.

Pro velky pocet (n > 30) opakovanych méfeni vychéazeji pro riiznd P rizné hodnoty k:

koo = 1,645 pro P =90%, (C.7)
k0,95 = 1, 96 pro P = 95%, (08)
k(),gg == 2, 576 pro P = 99%. (Cg)

Pro mala n pfedepisuje norma ISO vztah U = 2k, u, kde k,, pro n =2 az 9 je rovno
ke =17,0; ks =2,3; ki=1,7; ks =1,4; ke =1,3; k7 =1,3; ks =kg =1,2.

Zde byly pro jednoduchost zanedbéany chyby typu B (tedy ty, které se nevypocitavaji, ale jsou
znamy odjinud, jinym zptusobem); s nimi se méni vztah pro rozsifenou nejistotu U na vztah

U = 24/k2u +u% a vysledek zapiSeme (C.10)

r = TxU nebo radéji se zavorkou jako vyse, viz rov. (C.1). (C.11)



