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TEORIE RELATIVITY A GLOBALNI POZICNIi SYSTEM
Pavel K/epéé a Jan Hor Sky, Ustav teoretické fyziky a astrofyziky,

Prirodovédecka fakulta,
Masarykova Universita, Kotlafska 2, Brno 611 37

Globdlnt pozicnt systém (GPS) je systém umélyjch zemskijch sateliti, ktery slouzi

k navigact, urcovdani ¢asovyjch a souradnicovych informact. Jak ukazuje tento
prehledovy clanek, bez zapoctent korekct plynoucich ze specidlni a z obecné teorie
relativity bychom vzhledem k soucasné presnosti navigacnich pristrojui ziskali
neadekvdini a nepresnd data. Tyto jevy zahrnugi konstantnt rychlost svétla, princip
ekvivalence, ¢asovou dilataci, relativitu soucasnosti a gravitacni posuv frekvence.

uvoD

Ta tam je doba, kdy obecni teorie relativity byla
povazZovana za teorii sice fyzikalné obsaznou,
matematicky krasnou a logicky prtihlednou,
nicméné z pohledu aplikace a uZite¢nosti
v kazdodennim Zivoté jesté ponékud nepraktickou
a zbytec¢né komplikujici. V souvislosti s modernimi
druZicovymi systémy vSak teorie relativity vstoupila
do laboratofi jako nevyhnutelna soucast projekti.

Cilem tohoto prehledového ¢lanku je ukazat, ze
situace, pro jejichZ vypocet je nutno vzit v tivahu
specialné i obecné relativistické korekce, neni tieba
hledat pouze mezi vzdalenymi a masivnimi gravitu-
jicimi systémy, nybrZ i v oblasti s méritky zdaleka
mensimi a ndm podstatné blizsimi, jako je napitiklad
druzicovy systém GPS (Global Position System).
Diky neobycejné pfesnym tdajam v uré¢ovani poloh,
c¢asu a rychlosti je GPS v souc¢asné dobé jednim
skyta moznost efektivné ovérovat predpovédi obec-
né teorie relativity.

Tento prispévek je organizovan nasledujicim zpu-
sobem. Kapitola 2. se zabyva pribliZznym vyrazem
pro prostoroc¢asovy interval v okoli Zemé a disledky
na rychlost chodu hodin z ného vyplyvajicimi.
V kapitole 3. je diskutovano jadro a podstata
Globalniho pozi¢niho systému a jsou zde uvedeny
nékteré technické parametry. V kapitole 4. jsou pak
zkoumany nékteré relativistické korekce nutné
k presnému méieni a prenosu dat v GPS. Konec¢né
kapitola 5. podava nastin relativistického experi-
mentu TOPEX/Poseidon a v kapitole 6. lze nalézt
stru¢né zhodnoceni a zaveér.

GRAVITACNI POLE V OKOLI ZEME

V dalsim vykladu se omezime na vzdalenosti od stie-
du Zemé, jeZ jsou dostate¢né malé, abychom mohli
zanedbat vliv ostatnich nebeskych téles. Pak existu-

je lokalné inercialni, nerotujici a volné padajici
Zemé. Z linearizované teorie gravitace vime, Ze pros-
torocasovy interval Ize v této aproximaci zapsat ve
sférickych souradnicich v nasledujicim tvaru

-

2V
ds? = (1 + %) (cdt)?—
C

- (1 - i%) (dr?+r2d0 4+ sin® dp®), (1
kde V je newtonovsky gravita¢ni potencial Zemé.
Prechod k systému rotujicimu spolu se Zemi je dan
transformaci ¢ — ¢ + wt,, kde w je thlova rychlost
rotace Zemé. Komponenta gy transformovaného
metrického tenzoru nabyva tvaru

2V [wrsinf\’ 20
g{mzl*_(‘_z_(ursm@) . @

5
¢ 2

kde @ je efektivni potencial v rotujicim systému,
zahrnujici newtonovskou a dostredivou potencialni
energii.

Povrch Zemé je v tomto pristupu modelovan
rotacné symetrickym elipsoidem, pri¢cemz konkrétni
zavislost V na r a 6 zavisi na pozadovaném stupni
presnosti. V nejhrub$im pfibliZeni je V dano poten-
cialem sféricky symetrického zdroje V' = —xM /7,
kde M je hmotnost Zemé a x je Newtonova gravi-
ta¢ni konstanta. Tato aproximace se tyka pripadd,
kdy je mozZno zanedbat kvadrupo6lovy moment
Zemé. Pokud jej zanedbat nelze, ve druhém
pribliZeni je V aproximovan vztahem

v kM [1 s (7;_0)2 Py(cos 9)} ) ®)

7

v némz 1y je polomér Zemé na rovniku, Jy je
kvadrup6lovy moment Zemé a Ps je Legendretv
polynom druhého radu.

Zemsky geoid definujeme jako plochu, na niz je
efektivni potencial @, dany rovnici (2), roven kon-
stantni hodnoté!, kterou budeme znacit jako ®,.

! Presnéji feceno, jedna se o tzv. referencni elipsoid.
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Hodnotu @ Ize urcit numericky jednoduSe napiik-
lad na rovniku, kde je 6= 7m/2.

ProtoZe potencial V klesa v nekonec¢nu k nule, 1ze
Tici, Ze soutadnicovy ¢as t figurujici v (1) je vlastnim
¢asem pozorovatele umisténého v nekonec¢nu.Vyraz
pro ¢asovou dilataci vyplyvajici z (2), aplikovany na
pozorovatele v nekone¢nu a druhého pozorovatele
situovaného na zemském geoidu, nabyva pribliz-
ného tvaru

dr = (1 + %) dt. @

Napriklad se zapocitanim kvadrup6lového momen-
tu Zemé je relativni zpozdéni hodin na povrchu
geoidu oproti hodindim v nekone¢nu asi 7-10™°.
Tento efekt je asi 10* krat vétSi neZ relativni
frekvenc¢ni stabilita césiovych hodin pouZzivanych
v GPS. To svéd¢i o nutnosti zapo¢teni zminéné rela-
tivistické korekce.

Ukazuje se, Ze je vyhodnéjsi i fyzikalné nazornéjsi
preskalovat souradnicovy ¢as t v metrickém elemen-
tu (1) pomoci vztahu (4), tak, Ze transformovany cas
(ktery opét oznacujeme z divodd technické
jednoduchosti ¢) ukazuje v daném okamziku udaj
hodin v klidovém lokalné - inercialnim systému zem-
ského geoidu. Z matematického hlediska se jedna
o prirozenou fixaci kalibrac¢ni volnosti. Metricky ele-
ment (1) tak nabyva pribliZného tvaru

ds* = <1 + M) (cdt)’—

C2
(1% (dr*+r2d6°+r? sin® 0d®).  (B)
e r g 7).

Metrika (5) ukazuje, Ze vSechny hodiny na geoidu
jdou stejné. Fyzikalni interpretace je nasledujici:
Uvazujme dvé mista na severni polokouli s riznymi
zemeépisnymi Sirkami. Diky zplostélosti Zemé zpu-
sobené rotaci bude misto s vétsi zemépisnou Sitkou
bliZe ke stredu Zemé. Hodiny v tomto misté budou
podrobeny vétsimu rudému posunu, ale naopak
mensSimu Dopplerovu posunu. Na zemském geoidu
se tyto vlivy vzajemné piresné vyrusi.

Na zavér této kapitoly uvedeme priblizny vztah
pro casovou dilataci pro pripad zemského gravi-
ta¢niho pole. Tehdy plati, Ze

3 V‘_(I)O 1/2
/dt:/(l— . +2—02)d7. (6)

kde d 7 znadi interval vlastniho c¢asu.

GLOBALNI POZICNi SYSTEM

Globalni pozi¢ni systém sestava ze tfi hlavnich sek-
tord: satelitniho, uZivatelského a kontrolniho.
Satelitni sektor je tvoren 24 druZicemi, z nichz kazda
je vybavena vysoce presnymi atomovymi hodinami
a s nimi spojeného vysilani ¢asovych signali. Sest

rovin ve vzajemné inklinaci 55 stupni tvori orbitové
roviny vzdy pro c¢tyri satelity. Ty jsou navic
rozmistény tak, Ze v libovolny ¢asovy okamzZik jsou
alespor ¢tyti z nich viditelné z kteréhokoli mista na
Zemeékouli. Druzice orbituji ve vysce 20 200 km nad
zemskym povrchem.

Kontrolni sektor tvoii mnozstvi pozemskych kon-
trolnich stanic, jeZ nepretrzité monitoruji informace
ziskané ze satelitli. Ty jsou pak dale detailné analy-
zovany.

Konec¢né uzZivatelsky sektor sestiva ze vSech
uzivatel, ktefi vyuzivaji prijmu signali k urceni
jejich polohy, ¢asu a rychlosti s niZ se pohybuji.
Vlastni ¢etné aplikace GPS jsou heslovité uvedeny
v kapitole 6.

Signaly GPS jsou prijimany pozemskymi uzivateli
na dvou nosnych frekvencich: L1 s frekvenci 154
10,23 MHz a L2 s frekvenci 120x10,23 MHz. Césiové
atomové hodiny prenasené na palubach jed-
notlivych satelitd jsou natolik pfesné, Ze jejich maxi-
malni nepfesnost béhem jednoho dne je 5-10™ s.
Nosna frekvence L1 je modulovana dvéma typy
kodd, nazyvanymi C/A (Coarse/Acquisition) a P-kod.
Uzivatelé, kteri prijimaji jak L1, tak i L2 nosné
frekvence, mohou své udaje korigovat vzhledem
k ionosférickému zpozdéni. Naproti tomu bézni
uzivatelé maji piistup pouze k C/A kédu. Proto jsou
zde dvé turovné, které pozi¢ni servis poskytuje
uzivatelim Presna pozic¢ni sluzba vyuzivajici P-kéd
a dale Standardni pozic¢ni sluzba vyuzivajici C/A kod.
GPS je zajistovan Ministerstvem obrany Spojenych
stati americkych, které z bezpec¢nostnich divodi
meénilo frekvence signall, takZe presnost urceni
polohy pro bézné uzivatele (C/A koédht) byla
v rozmezi asi 100 m (to se oznacuje jako tzv.
vybérova dostupnost).

S takovou technologii pak neni neobvykla pres-
nost méfeni vzdalenosti na 5 az 10 cm. Pro mnohem
podrobnéjsi pojednani tykajici se technickych para-
metri GPS odkazujeme Ctenare na prace [1, 2].

Ze relativistické efekty musi byt (a jsou) zapodcte-
ny pro rfadné urc¢ovani poloh a ¢asu, vyplyva napii-
klad z nasledujicich odhadt. Predpokladejme, Ze se
dany satelit pohybuje s obéznou rychlosti 4 km/s.
Pak se frekvence jeho palubnich hodin diky ¢asové di-
lataci piibliZné zpomali faktorem % o 2’/7; =~ 10719,
coz je Doppleriv efekt druhého ¥adu, 10*krat vétsi
nez shora uvedena relativni frekvencni stabilita
césiovych hodin pouzivanych na GPS. Krom toho,
samotny Dopplertv efekt prvniho radu ve faktoru
v/c je zhruba velikosti 10”. Vliv gravita¢niho posunu

Aw AV

frekvence je dan vyrazem - = & 5% 10710,

(12

A navic, protoze zadna orbita neni idealné kruhova,
rychlost satelitu se méni v zavislosti na zméné
vzdalenosti od Zemé, coz periodicky ovliviiuje
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Dopplertv efekt druhého radu stejné jako gravitac¢ni
posun frekvence.

Princip urceni ¢asu a okamzité polohy uzivatele je
prosty. Necht pozemsky pozorovatel s polohovym
vektorem r registruje v dany casovy okamzik ¢
Casové signaly ze Ctyr sateliti. Tyto signaly necht
jsou vyslany druzicemi v c¢asech t,, s polohovymi
vektory ry,, kde n = 1, 2, 3, 4. Pak princip konstantni
rychlosti svétla implikuje

Alt—t,)? =|r -1, )

Resenim ¢&étyf rovnic (7) pak obdrzime ¢étyfi hledané
veli¢iny (¢, r).

RELATIVISTICKE KOREKCE

Nyni chceme poukazat na konkrétni relativistické
korekce nutné k dosaZeni pozadované presnosti
a spravnosti urceni casovych a prostorovych
souradnic udalosti na geoidu pomoci GPS technolo-
gie. Pro vypocty uvazujeme pozorovatele nachaze-
jiciho se v lokalné inercialni (nerotujici) soustavée

Moy

Druzicové orbity. V dalSim predpokladame, Ze
druzice se pohybuji po keplerovské trajektorii.
Takovouto aproximaci si mizeme dovolit za pred-
pokladu, Ze druZice je dostate¢né vzdalena od Zemé.
Dusledkem takového priblizeni je pak skutecnost,
ze lze zanedbat kvadrupodlovy moment Zemé. Na
tomto stupni tedy vysta¢ime s dobie znamou
nebeskou mechanikou. Pohybové rovnice druZice
Ize pak feSit explicitné, pficemz obecny vysledek,
vyjadifeny pomoci velikosti hlavni poloosy a
a excentricity e, je

r=af{l —ecosd). (©)

kde 7 je (radialni) vzdalenost druZice od pocatku
lokalné inercialni soustavy spjaté se Zemi a ¢ tzv.
uhel excentrické anomalie. Tento hel je feSenim
rovnice [3]
¢ —esing = %(f—tp) 9
kde t, je souradnicovy ¢as okamziku prichodu per-
ihéliem.

7 pohledu newtonovské mechaniky je gravitac¢ni
pole polem konzervativhim, a v tomto pripadé se
celkova energie druZice zachovava. Plati

1, rM _ KM

25 2

10)

Dosazenim do vzorce (6) pomoci (10) pak obdrzime
uplynuly soufadnicovy ¢as na druZicovych hodinach

: 3eM &y 2kM /1 1
[y
c a T

2ac? c

dr. (11

Cs. ¢as. fyz. 53 /2003/

Druhy a tieti ¢len v (11) je konstantni a jejich tihrn-
ny piispévek do integralu &ini asi -4-10"°. Fyzikalni
vyznam spoc¢iva v tom, Ze frekvence satelitnich
hodin je posunuta diky gravitaénimu modrému
posunu. Aby proto pozemsky uzivatel piijimal
frekvenci 10,23 MHz, je vlastni frekvence palubnich
druZicovych hodin nastavena na (1-4-10"'%)x10,23 MHz.
Tato Uprava je provedena na Zemi pred samotnym
vypusténim satelitu na obéznou drahu.

Korekce na excentricitu. Vypocet korekce odpovi-
dajici poslednim dvéma c¢lentim ve vyrazu pro
uplynuly soufadnicovy ¢as (11) s pouzitim vzorce
(9) je instruktivni. Z (9) derivaci obdrZime

de

a® 1—ecosg’

to nam umozZnuje snadno integrovat posledni dva
¢leny v (11). S vyuzitim relativistické korekce, v niz
s dostatec¢nou piesnosti plati ds = cdt, dostavame

2kM /1 1IN ds _ 26M 1 1
o = [ L)
2 \a 1) ¢ c2 a T

2keM cos @ I 2vEMa
CZ

ac? l—ecosd

esing, (12)

kde integra¢ni konstanta bez djmy na obecnosti
nebyla uvaZzovana. Fyzikalni vyznam této opravy je
v zapoc¢teni gravitaéniho frekven¢niho posunu
a Dopplerova efektu druhého radu, jez se méni diky
pritomnosti excentricity. V soucasné dobé je
korekce dana rovnici (12) provadéna zasadné na pri-
jimacich pozemskych uzivateld, i kdyZ zde neni pod-
statnd prekazka pro zakomponovani této korekce
do palubniho vybaveni sateliti. Dtivodem je jiz
zabéhly a tradi¢ni systém, bylo by pfili§ nakladné
a zbytec¢né komplikované jej ménit.

Doppleruv jev. Obihajici druzicové hodiny jsou
upraveny tak, aby ukazovaly soufadnicovy cas,
zatimco pozemsti pifjemci maji upravené piijimace
vzhledem ke korekci na excentricitu. DalSim efek-
tem, jehoZ je nutno zapoditat, je Doppleriv jev
prvniho fadu (longitudinalni).

Necht je vyslan elektromagneticky signal
s frekvenci ay ze satelitu pohybujiciho se na obézné
draze o poloméru 7 rychlosti v; a necht se dale pii-
jemce signalu pohybuje na geoidu s rychlosti vg.
Protoze gravita¢ni pole v okoli Zemé povaZujeme za
statické, existuje zde ¢asupodobné Killingovo vek-
torové pole & jez je umérné 4-rychlosti v daného
pozorovatele. Z elementarnich vlastnosti Killingo-
vych vektorud téz vyplyva ([4]), Ze skalarni soucin &
s vlnovym 4-vektorem elektromagnetického signalu
k je konstatni podél trajektorie tohoto signalu (t;j.
podél nulové geodetiky). Frekvence je dana jako
skalarni sou¢in k- u. Rozepsanim defini¢niho vztahu
pro frekvenci v lokalni soufadné soustavé spjaté



TEORIE RELATIVITY A GLOBALNI POZICNi SYSTEM

frekvenci wg signalu piijatého pozemskym pozoro-
vatelem a frekvenci wy, s niZ byl signal emitovan

26M (l 1)] (1 —nvg/e)

R wﬁ[ e (1 —nv;/e)’

a s

13)

kde n je jednotkovy polohovy vektor lezici ve sméru
Sifeni signalu. Jak jiZ vime, vyraz v hranaté zavorce
rovnice (13) odpovida excentricité. Ta je radu
ex10™. Longitudinalni Dopplertv jev je fadu 10°.

Nasledujici dva efekty jsou pro stavajici GPS sys-
tém zanedbatelné, korekce vzdalenosti jimi determi-
novanych je mensi nez asi 5 cm. S novou nastupujici
generaci satelitli tyto jevy budou uvazeny a jejich
korekce zapocteny.

Shapirovo zpoZdéni. Tento efekt se tyka korekce
zpusobené gravita¢nim polem pti prichodu signalu
mezi satelitem a uZivatelem. Méjme zjednodusSeny
pripad, kdy predpokladame, Ze se paprsek pohybuje
po usecce délky L, jez spojuje satelit, s polohovym
vektorem ry, s uzivatelem, jehoz polohovy vektor je
r2. Pro uplynuly souradnicovy ¢as dostavame z (5)
s uvazenim, Ze ds = 0, pribliZznou rovnici

2V

1 ¥
dt:;[l—c—2+c—£] di (14)

kde dl je element délky. Integraci vztahu (14) podél
usecCky obdrzime

Dy L
Aby = — +

c? c

2kM L
K 1n[r1+7‘2+ ] (15)

3 T1+7’2*L

Vyraz Ats v rovnici (15) pro Shapirovo casové
zpozdéni je rozdil mezi ¢asem nutnym k prekonani
vzdalenosti L, poc¢itanym podle obecné teorie rela-
tivity, a mezi newtonovskym casem L/c. Rigo-
roznéjsi odvozeni vzorce (15) je nastinéno v [5]. Pro
GPS satelitni systém vychazi pro velikost Shapirova
¢lenu necelé 2 cm.

Vlastni vzddlenost. Kdybychom chtéli byt striktni,
museli bychom misto soufadnych vzdalenosti
pouzitych napiiklad v (15) zapocitat vlastni
vzdalenosti. V nejjednoduss$im pripadé méjme dva
body lezici na piimce prochazejici pocatkem
souradné soustavy a r; a 2 necht jsou jejich radialni
soutadnice. Pak pro jejich vlastni vzdalenost [
ziskavame z (5)

r; M Mo
(= / ’ (1 + —Hé ) dr=1ry — 1 + _mZ In Q,
- c’r ¢ e

coz se pro GPS systém lisi od klasické vzdalenosti
asi 0 6 mm.

Kvadrupdélovy moment Zemé. Vliv kvadrup6lového
momentu Zemé na uplynuly soutadnicovy cas (11)
ziskame dosazenim vyrazu pro zemsky gravita¢ni

potencial (3) a naslednou numerickou integraci.
Z vysledka vyplyva [1], Ze vliv zapocteni
kvadrup6lového momentu se projevi periodickymi
zménami ve frekvenci hodin, pfi¢emZ perioda téch-
to variaci je rovna polovi¢ni periodé orbitalniho
c¢asu. Odpovidajici variace v urc¢eni polohy jsou
v rozmezi asi 2 cm.

Je samoziejmé, Ze dopad teorie relativity na uzpi-
sobeni GPS tvori velkou ¢ast celkového technick-
ého a fyzikalniho zabezpeceni méricich piistroji
prenasenych na palubach GPS satelitti. Z nerelativi-
stickych efekti, které zde nejsou zminény, jmenu-

jme alespon ionosférické a troposférické zpozdéni

EXPERIMENT TOPEX

Druzice TOPEX/Poseidon je americko-francouzsky
satelit urc¢eny k méreni své vzdalenosti od hladiny
more. Na palubé nese Sesti- kanalovy GPS prijimac¢
schopny urcit polohu druzice na obézné draze.
K urceni presné polohy a okalibrovani ¢asu jsou
nutné alespon ¢tyfi kanaly. Prestoze k urc¢eni polohy
potfebuje TOPEX prijimat signaly obecné pouze od
¢tyl GPS satelitt, ve skute¢nosti sleduje Sest z nich,
aby byla zaruc¢ena vySsi presnost udaju.

Ukazuje se, Ze diky mnozstvi prijimacich kanalt
poskytuje TOPEX test predpovédi teorie relativity,
zejména korekce se zapoctenim excentricity.

Prijima¢ TOPEX/Poseidon ma orbitalni periodu
necelé dvé hodiny. Béhem experimentu, ktery se
uskutec¢nil v roce 1995, testoval TOPEX pied-
povézeny vliv excentricity na jednom z GPS satelitii,
jenz mél nejvétsi excentricitu. Jak jsme uvedli
v predchozi kapitole vénované vlivu excentricity,
podle vzorce (12) se excentricita projevuje period-
ickymi variacemi chodu hodin v zavislosti na thlu ¢.
Druzice TOPEX/Poseidon za jeden den minula tento
satelit celkem jedenactkrat. Experimentalni vysled-
ky jsou ve velmi dobré shodé s relativistickou pred-
povédi. TatdZz dobra shoda plati i pro ostatni GPS
satelity.

Dal$i moznost srovnani vypoctt vyplyvajicich
z teorie relativity poskytla tprava polohy jednoho
z GPS satelitd, kdy se zmensSila velikost hlavni
poloosy a tedy zvysila obézna rychlost. Pozorovana
zmeéna frekvence je opét v dobrém souladu s rela-
tivistickou predikci.

ZAVEREM

V této praci byla zminéna velmi aktualni a vysoce
presna metoda urc¢ovani poloh, rychlosti a cast
nejraznéjsich pozemnich i mimopozemnich objekti,
kterou poskytuje GPS. Uzitkovost a aplikace GPS je
velmi mnohocetna a pii dnesnich pozadavcich na
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piesnost determinovani poloh a c¢ast krajné
dilezita. Téchto sluzeb se vyuziva v civilnich i vojen-
skych naviga¢nich systémech, pri sledovani
dopravnich prostiedkd, jejich vyhledavani a pii
zachrannych ¢innostech, v kartografii a pii snimani
zemského povrchu. Dale se téchto sluZeb vyuziva
pii navigaci kosmickych sond v okoli Zemé
a konec¢né také pii ovérovani fundamentalnich
fyzikalnich zakont, méreni pulsard a testech gravi-
tacnich teorii. Relativistické predpovédi je nutné
konzistentné zapocitavat a integrovat do méricich
metod soudobych naviga¢nich systému.

V soucasnosti se rozvijeji projekty, které by
pomoci laserové chlazenych hodin mély zpiresnit
méreni aZ na fantastickou hodnotu relativni pres-
nosti 10'%. To umozni zapo¢ist a nasledné mé¥it i vliv
ostatnich relativistickych efektti, které mohly byt
doposud pro jejich malou amplitudu zanedbany: vliv
kvadrup6lového momentu Zemé, rozdil mezi
soutadnicovymi a vlastnimi vzdalenostmi a Shapi-
rovo zpozdéni elektromagnetickych signalt.

Vyznam GPS satelitd po celou dobu jejich exis-
tence kontinualné vzristi, a to vedlo americkou
vladu ke zrusSeni ,,vybérové dostupnosti“. Timto zpi-
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sobem GPS prispél k tomu, ze Einsteinova teorie rel-
ativity je pro miliony pozemskych uzivatelt, at uz
védomé ¢i nikoli, nezbytnym zakladem kaZdoden-
niho Zivota.
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