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Abstrakt: Clanek fesi problém pohybu planety (Zemé) kolem Slunce.

1 Uplna tloha: co zanedbame

Chceme vysSettit pohyb planety, napt. Zemé, v nasi slunec¢ni soustavé. Jako je-
dinou silu budeme uvazovat gravitaéni interakci mezi Zemi a Sluncem. Ulohu
budeme Fesit klasicky (nerelativisticky) a zanedbame fadu dalsich okolnosti:

e ve slunecni soustavé jsou i jiné planety nez Zemé a ptisobi gravitacné na
Zemi i na Slunce;

e Zemi obiha Meésic;

e ve sluneéni soustavé jsou i jiné objekty nez Slunce a planety (komety,
asteroidy, meziplanetarn{ hmota,...) ;

e Slunce i Zemé jsou nepravidelna télesa;
e Slunce i Zemé rotuji kolem vlastnich os;

e ani Slunce, ani Zemé nejsou tuhé télesa: Slunce je celé plynné, Zemé je
pokryta oceany a ma tekuty vnitiek;

Budeme se zabyvat nejjednodussim pfipadem, a to soustavou slozenou ze dvou
bodovych objektt — hmotnych bodd Bi, Bs. Chovani celé sluneéni soustavy
tedy v prvnim pfibliZzeni popiSeme jako soubor soustav typu [Slunce + jedna
planeta], kde jak Slunce, tak i planeta jsou hmotné body. K tomu nas opraviuji
tyto skutecnosti:

e gravitaéni pole po vrstvach homogenni koule (af je v klidu nebo af rotuje)
je stejné jako gravitaéni pole hmotného bodu;

e vzhledem k podstatné vétsi hmotnosti Slunce (2-103° kg) nez planet (Zemé
6-10%* kg) je Slunce prakticky nehybné v té&zigtové soustavé sluneéni sou-
stavy.

Prvnim dalsim krokem by bylo uvazit (slabouckou) gravitacni interakci pla-
net navzdjem jakoZto poruchu a doplnit poruchové, tzv. sekuldrni ¢leny (lat.
saeculum = stoleti, dlouhé pro ¢lovéka, ale pfesto zanedbatelné oproti vé¢nosti).
To vsak zde délat nebudeme.



2 Problém dvou téles — Keplerova uloha

Vysetfime pohyb dvou hmotnych boda B, By o hmotnostech my, ms a po-
lohovych vektorech 71, 72 pod vlivem vzajemného gravitacniho pritahovani.
Vychazime z Newtonovych pohybovych rovnic

m17""1 = F12 (1)
maty = Fo =—Fpy (2)
doplnénych Newtonovym gravita¢nim zakonem

mimes

F=GM, (3)

kde G = 6,67 - 107! m3.kg~!-s72 je gravita¢ni konstanta a
T=T9—T7T1 (4)

je relativni polohovy vektor. Dosazenim dostaneme
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(rozmyslete si znaménka obou vyrazli — gravitace je pfitazliva).
Uloha je tedy trojrozmérna (3D) a hleddme 6 neznamych — slozek vektort
Rk,’l"k7 k= 1,2.
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3 Tézistova vztazna soustava
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Protoze jde o soustavu uzavienou (vnégjsi sily jsou nulové), ocekdvame, Ze se

souctem rovnic (5) + (6), pii némz se vyrusi pravé strana a po vydéleni souctem
(m1 + ms) vyjde rovnou rovnice R = 0. Tu miZzeme snadno dvakrat integrovat
R = VOa (8)
R = Viyt+ Ry, (9)

kde integracni konstanty V', resp. Ry maji fyzikdlni vyznam rychlosti, resp.
polohy té7i§té soustavy v ¢ase t = 0 (pocateéni podminky).



4 Redukovana uloha

Ptejdéme od 6 proménnych r1, ro k 6 proménnym R, . Pro prvni 3 proménné
R jsme uz ulohu vyfesili (rov.9). Pravé strany rov.5 a rov.6 obsahuji jen r.
Zkombinujeme tedy obé rovnice tak, aby zbylo samotné r i na levé strané: prvni
rovnici vydélime —m1, druhou mo a se¢teme. Dostaneme
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kde p je tzv. redukovand hmotnost. VSimnéme si, ze sila vyjadfend pravymi
stranami rov. 5, rov.6 a rov.11 je (aZ event. na znaménko) taz. Lze tedy Fici,
ze eliminaci pohybu tézisté jsme dlohu prevedli na nahradni dlohu — pohyb
télesa s redukovanou hmotnosti p v centralnim silovém poli. Nase ,kvazislunce®
je nyni nehybné v pocatku soufadnic, jako kdyby mélo setrvacnou hmotnost
nekoneénou (nepohne se) a gravitaéni hmotnost M = m; + mo. Kolem néj

obiha ,kvaziplaneta“ o hmotnosti u podle rov. 12.

Stejny trik se pouzije napf. pfi vysetfovani harmonickych kmitt soustavy navzajem pruzné
sprazenych HB. Jejich polohy pfevedeme linedrnimi kombinacemi na polohy redukovanych
éastic — kvaziéastic. Ty se chovaji jako volné (nespfazené) a kazdéd z nich kond harmonicky
pohyb nezavisly na ostatnich kvazicasticich.

Z polohy r kvaziplanety dostaneme polohy planety i Slunce jednoduchou
linearni transformaci

rn o= R+ o (14)
mi + mo
ma
r = R————r. 15
2 e — (15)

5 Rovinny problém

Ukazeme, ze nas problém je trojrozmérny jen zdanlivé. Ve skutecnosti se kva-
ziplaneta pohybuje pouze v jisté roviné prochazejici pocatkem soutfadnic (tj.
centrem sily). Tato rovina je kolmé k momentu hybnosti L kvaziplanety, pfi-
Cem? vektor L zlistava s Casem neproménny (vnéjsi sily jsou nulové a maji tedy
vysledny moment nulovy): L = Ly = konst.

Da se ukazat, Ze i puvodni Keplerova uloha (tedy se Sluncem a planetou, nejen s kvazislun-

cem a kvaziplanetou, a nejen v t&zistové soustavé) se odehrava v roviné prochazejici pocatecni



K dtkazu vynasobime rov. 11 zleva vektorové polohovym vektorem 7. Pro-
toze na pravé strané byl tyz vektor r, dostaneme
mimo T X7

P =G — 0. 16
T X i ] (16)

Dale pouzijeme vztah

%(rxi’):(fxi*+rxf'):rx% (17)

a z rov. 16 dostaneme zdkon zachovani momentu hybnosti (ZZMH) planety:

d

d .
dtL = E(r x ur) = 0, (18)
(r x ur) = Lo =konst. (19)

Vektor momentu hybnosti Ly tedy neméni sviij smér v prostoru. Protoze je
roven vektorovému soucinu polohového vektoru r (s rychlosti v), lezi polohovy
vektor kvaziplanety stale v roviné kolmé k Lg. Pohyb v centralnim poli je tedy
rovinny.

Pri odvozeni jsme nevyuzili zavislosti sily na ¢tverci vzdalenosti. Pohyb HB je tedy rovinny
pfi libovolné zavislosti sily na vzdéalenosti.

6 Zakony zachovani

ZZMH (platny pro libovolné centralni pole) jsme jiz odvodili a pouzili (rov. 18).
Ukézeme, ze pro libovolné centralni pole plati i zdkon zachovani mechanické
energie (ZZE) a vyuzijeme toho ke zjednoduseni tlohy.

Rov. 11 vynasobime skalarné rychlosti v = 7 a vyuzijeme relaci

d
a(r”) = " ip g (20)
d /1
T (27"2) = P (21)
Dostaneme
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coz je odvozeni ZZE pro specidlni p¥ipad sily (pro obecnou centralni silu).
Ani zde jsme pfi odvozeni nevyuzili zavislosti sily na étverci vzdalenosti.



7 Reseni rovinného problému

7.1 Polarni soufadnice

Vzhledem k tomu, ze uvazované pole je centralni a jeho velikost tedy zavisi jen na
vzdalenosti r od pocatku soutfadnic, budou jisté polarni soufadnice vyhodnéjsi
nez kartézské.

Polarni souradnice jsou ortogonalni. Proto je v nich vyjadfeni ¢tverce rych-
losti jednoduché. Nejprve vyjadfime obecné posunuti ds pomoci prirtustku dr
radidlni soufadnice (vzdélenosti od poéatku) a piirtstku dp dhlu; pfi zméné
o dy se poloha zméni o r dyp. Vztah mezi pfirtistky dostaneme z Pythagorovy
véty:

(ds)? = (dr)® + (r dp)? (26)
a vydélenim (dt)?
v? = ()2 + (r)? =72 + r22 (27)
V polarnich soufadnicich mé tedy ZZE tvar
1. .
5/1(7“2 +72p?) — Hg _ Ey. (28)
r
ZZMH zni velmi jednoduse:
L
r?p="2=) (29)
1

a umoznuje nam odstranit ¢ z rov.28. V této rovnici se pak vyskytuje jen 7, r
a t. Mlizeme ji tedy fesit samostatné. Upravime ji do tvaru

2
3 (P+%)-2-2, (30)
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Dale mtizeme postupovat dvéma sméry:

odkud

7.2 Vypocet zavislosti vzdalenosti r a Casu t
Jedna moznost je upravit rov. 31 na tvar se separovanymi proménnymi:

dr

2E0 2797)\2
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r2

= dt (32)

a pfimo integrovat: dostaneme ¢ = t(r), tedy zéavislost, ve kterém case se kvazi-
planeta dostane do dané vzdalenosti r od centra.

dr
t = — 5 2+t0.
2 A
\/TO‘FTQ—TT

(33)



Na4s by ovSem zajimala spiSe inverzni funkce r = r(t), kterou bychom déle pouzili
k TeSeni ¢ integraci z rov.29. Proto se vratime k rov. 31 a budeme postupovat
jinak.

7.3 Vypocdet trajektorie kvaziplanety r = r(y)

Druhé moznost feSeni redukovaného problému je eliminovat ¢as a ponechat
v rov. 28 a rov. 29 proménné r a .
Vypocet lze vlastné provést jen v monotonni ¢asti trajektorie planety, ale na vysledku se

toto omezeni neprojevi.

Berme tedy r = r(p). Vyjadiime

dr 7 r?
= =L —5 34
o5 (34)
dosadime do rov. 31 a separujeme proménné:
Ad
dp = ! . (35)

2 [2Eq | 29 _ A2
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Integrace pravé strany je samoziejmé Cisté zalezitosti matematické analyzy
(resp. kalkulu). Fyzika v8ak mtZe napomoci ideou: vime-li, Ze se planety pohy-
buji po kuzeloseckach v ohniskové poloze, budeme hledat feseni ve tvaru rovnice
kuzelosecky, tedy

B p
1+ ecos(p— o)

r Jresp. 2 =1+ ecos(p — o), (36)
T

kde parametr p ur¢uje ,velikost* (méfitko) kuzelosecky a || uréuje jeji charak-
ter:

le| = 0: kruznice;

0 < |e] < 1: elipsa;

le| = 1: parabola;

le] > 1: hyperbola.

Tvar rov. 36 nas vede na vhodné substituce v rov. 35. Nejprve zavedeme p = %,
dp = —%2 dr:

dp=——— (37)
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Vyraz pod odmocninou znamym zpusobem zbavime lineadrniho ¢lenu: zave-
—,_ 4 _ 2 _ 2By | (g)\?2
deme 0 = p— %, do = dp, K* = m +(>\),

dp = —dp . —do
ViR - (gt VRS

(38)




a koneéné zavedeme s = 0/K, ds = do/K:

— ds
s

K této funkci jiz primitivni funkci znadme. Do ni pak postupné dosazujeme
vSechny predchozi substituce.

dp = (39)

p = arccoss + g (40)
s = cos(p— o) (41)
o = K cos(p— o) (42)
p = % + K cos(¢ — ¢o) (43)
A
. % + K cos(p — ¢o) (44)
A21 K\
—= = 14+ —cos(p — o). (45)
gr )
Tato rovnice odpovida plné druhé rov. 36, jestlize znacime
A2 L?
= —_— = =, 46
p s = Grmymy (46)
KA 2E, L2
= ——=/———+1 47
: g nGPmIm3 7
2E0p
= — 41 48
Gm1m2 + ( )

7.4 Pohyb planety a slunce

Odvodili jsme, ze kvaziplaneta se pohybuje po kuzeloseéce (rov. 36) s ohniskem

v pocatku souradnic, tedy s rovnici

_ p
1+ecos(¢p — o)’

r (49)
kde ¢g urcuje thel hlavni osu trajektorie vici ose x, a rov.46 a dalsi urcuji
parametr p i excentricitu €. Excentricita, a tim i charakter trajektorie, je zfejmé
dana znaménkem energie F soustavy.

Z pohybu kvaziplanety odvodime pohyb skutecné planety a skutec¢ného Slunce
dosazenim vysledku redukované tlohy pro kvaziplanetu do vztahti rov. 14 a rov. 15

T1 g 77 ma r = 7L’l" (50)
mi + me my

ro = LD S (51)
mi + meo mo

Snadno nahlédneme, ze i v tom pfipadé zustane charakter kuzelosecky zachovan
a zmeéni se jen parametry jeji trajektorie.



7.5 Shrnuti a diskuse

Vyfesili jsme pohybové rovnice pro silu mezi hmotnymi objekty danou Newto-
novym gravitacnim zdkonem. Zjistili jsme, Ze trajektorii planety (i Slunce) je

Vvey

Vv

Seni se vSak hodi i pro soustavu typu dvojhvézdy tvorené slozkami se stejnou
¢i srovnatelnou hmotnosti, opisujicimi pak eliptické drahy kolem spole¢ného té-
Zisté.

Energie F soustavy ziejmé urcuje charakter drahy planety.

e pro F < 0 mé planeta uzavienou drahu eliptickou (pfipadné kruhovou),
e pro ' = 0 ma planeta drahu parabolickou,
e pro E' > 0 méa planeta drdhu hyperbolickou.

Posledni dva pripady odpovidaji navstévnikiim typu komety s piivodem mimo
Sluneéni soustavu. (Pochopitelné u nich, chceme-li byt v souladu s realitou,
urcité nemuzeme zanedbat veskeré ostatni objekty kromé Slunce a uvazovaného
navstévnika.)

Poznamka: Tento text je pracovni. Ur¢ité v ném budou pteklepy, chyby, méné
srozumitelnd mista. Déle jesté doplnim vyslovné 2. Keplertv zakon (zakon ploch;
je ekvivalentni ZZMH) a 3. Kepleriiv zakon (pomér a/T? pro délku a hlavni
poloosy a dobu obéhu T je tyZ pro vSechny planety).

Velice uvitam vsechny kritické pfipominky. J. O.



