Kapitola 2

1D pohyb: priklady

2.1 Matematicky aparat

2.1.1 Homogenni rovnice

Pohybovéa rovnice byva v jednodussSich pripadech homogenni linedrni diferencidlni rovnice s kon-
stantnimi koeficienty, tedy

N k

d¥ z(t)
Z ar—7— =0, (2.1)
= dt

kde aj jsou konstanty (obecné komplexni), N je fad diferencialni rovnice (v Newtonové zakoné
N =2) a z(t) je neznadma funkce ¢asu — zpravidla soufadnice popisujici pohyb ¢astice.
Reseni rov. 2.1 hledame ve tvaru

x(t) = M. (2.2)

Dosazenim do rov. 2.1 dostaneme N
(Z ap\F) M =0, (2.3)

k=0

a protoze e £ 0, dostavame charakteristickou rovnici

N
> apAF =0, (2.4)
k=0

>\77L t

ktera ma obecné N kofent \,,, vedoucich na N riznych feseni e . Obecné feseni rovnice 2.1 je

lineadrni kombinace

N
x(t) = Z Cpn Mt (2.5)
m=0

kde (komplexni) konstanty C, zvolime tak, aby vyhovovaly poddateénim podminkdim rov.2.1 (ob-
vykle podminkdam na x a vSechny vyssi derivace v ¢ase t = 0).

Pokud nékteré koreny splyvaji (K-nasobny kofen), neni K funkci e*** linedrné nezavislych
a neméli bychom N nezavislych feseni. V takovém pripadé hledame feSeni ve tvaru

At

z(t) = P(t) e, (2.6)
kde P(t) je polynom, jehoz stupen je roven K — 1.

2.1.2 Nehomogenni rovnice

Pokud linearni diferencialni rovnice neni homogenni, tj. pokud méa tvar

N k x
];) o dtzgt) =F(t), (2.7)
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pak vyfesime nejprve v celé obecnosti rovnici homogenni, a poté uhodneme libovolnym zpiisobem
jedno FeSeni rov.2.7 (tzv. partikuldrni feSeni). Obecné feSeni nehomogenni rovnice je pak soucet
tohoto partikularniho feseni a obecného feSeni nehomogenni rovnice.

2.2 Pohybova rovnice — 2. Newtonuv zakon

Budeme fesit pohybovou rovnici pro 1 HB o hmotnosti m > 0, nepodrobeny vazbam, na ktery
pusobi vysledna vnéjsi sila F'. Pohybova rovnice ma tvar

d?r
ma=m—; =mi =F. 2.8
V jednorozmérnych ptipadech, kterymi se budeme zabyvat, mé pohybova rovnice tvar
mi = F. (2.9)

Tuto rovnici budeme v dal$im fesit pro rtizné konkrétni tvary sily F(z,t). Reseni uvazujeme pro
t > 0, pfi¢emz pro t = 0 mame zadany (realné) pocatecni podminky:

pocatecni poloha z(;_g) = o (2.10)

pocatecni rychlost v,—g) = wo. (2.11)

2.3 Konkrétni tlohy

2.3.1 Nulova sila

Pokud na HB neptsobi zddna vysledna sila (tedy pokud je vyslednice vSech vnéjsich sil v pfislusném
sméru nulovd), méa pohybové rovnice tvar

ma = 0. (2.12)
Tuto rovnici dvakrat integrujeme, ¢imz dostaneme feseni
r =0 (2.13)
T = v (2.14)
xz(t) = x0+ vot (2.15)

odpovidajici rovnomérnému pfimocarému pohybu (samoziejmé podél zvolené osy z) s rychlosti vg
a pocatecni polohou T(1=0) = Zo-

2.3.2 Konstantni sila

Konstantni sila Fj ptsobici na HB mu udéluje konstantni zrychleni a = F/m. Pohybova rovnice
mx = Fy (2.16)

ma rovnéz ziejmé feseni (s toutéz interpretaci xg a v)

Fo
P = — 2.17
Po= o (2.17)
E
i = v+ —t (2.18)
m
t) = t+ ——t°. 2.19
o(t) = w0ttty (2.19)
Znadmym piikladem je volny pad z vysky z = h. Poc¢ateéni rychlost je nulova (vg = 0), ptisobici
sila je Fyp = —mg pii obvyklé orientaci osy z vzhiiru, takze feseni je
1
2(t) = h — =gt°. (2.20)

2
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2.3.3 Harmonicky oscilator (netlumeny)
Nejjednodussi zavislosti je linearni funkce F'(x). Ta popisuje, jak uvidime, harmonicky oscilator.

Ve fyzice nazyvame harmonickjm oscildtorem hmotny bod majici jistou rovnovaznou polohu zg
a podrobeny sile, ktera ho pti vychyleni vraci do této polohy, pricemz velikost sily je tmérné vychylce
od rovnovazné polohy; koeficientem tmérnosti je pruznost k£ > 0. Zvolime-li pro jednoduchost
pocatek pravé v bodé xg, ma sila tvar

F(z) = —kx, (2.21)
a pohybova rovnice zni
mi = —kzx. (2.22)
Zapiseme ji v obvyklém anulovaném tvaru
mi+kx = 0, (2.23)
k
T+ —x = 0. (2.24)
m

Protoze plati m > 01 k > 0, mizeme zavést

k

wo =1/ — > 0. (2.25)
m
Obvyklym postupem hledame feseni ve tvaru e, ¢imz dostaneme charakteristickou rovnici
M4+wd=0 (2.26)
s FfeSenim
A==xiwg (2.27)

Obecné feseni je ovSem realnd funkce; mizeme ji zapsat kterymkoli z dale uvedenych tvart (vzdy
se dvéma konstantami volitelnymi podle poc¢ateénich podminek). Poloha ( = okamzita vychylka) je

r = Ty sin(wgt + 901) (xma 901)
Ty cos(wot + @2 (Zm, 2)

(2.28)

) (2.29)

Ty sin(wo(t — t1)) (Tm,t1) (2.30)
) ) (2.31)

(2.32)

T cos(wo(t — t2)) (zm, t2
A coswot + Bsinwot (A, B)

R( Cy et twoty (komplexni Cy = C14 + 1Cay) (2.33)

V poslednim pfipadé se velmi ¢asto nepiSe symbol realné Casti R a rozumi se jaksi automaticky,
pripadné se pripisuje ,+ c.c., ¢imz se rozumi soucet s komplexné sdruzenym vyrazem (sluselo by
se doplnit %) Toto neni problém pri linedrnich operacich; pozor je vSak potfeba dat tehdy, kdy
potfebujeme napf. druhou mocninu polohy ¢i rychlosti pro vypocet energie.

7 Casové zavislosti polohy ur¢ime snadno vSechny ostatni fyzikalni veli¢iny, napft. podle rov. 2.29

rychlost v = —xpwosin(wot + p2) (2.34)
zrychleni a = —xyuwd cos(wot + ¢2) = —wix (2.35)
(2.36)

Uzivaji se nésledujici terminy (napf. pro rov.2.29):

faze  wot + p2 (2.37)

pocatecni faze o (2.38)
uhlova frekvence — wy (2.39)
frekvence  f =wp/27m (2.40)
perioda T =1/f (2.41)
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Synonyma: kruhovd = dhlova; kmitocet = frekvence; doba kmitu = perioda. Nékdy se misto ,,po-
catecni faze“ uziva oznaceni ,fazova konstanta“. Neni to moc vhodné, protoze nejde o konstantu
ve fyzikalnim smyslu.

Pripomenime, ze sila F' = —kx mé potencial:
L, 9 L 9 9
U(z) = ik:x + Uy = gmw e + U (2.42)

s libovolné zvolenou konstantou Uy, protoZe plati F' = — grad U (zde tedy F' = — dU / dx). Odtud
plyne, Ze se pfi pohybu harmonického oscildtoru zachovavé celkovd mechanické energie.

Harmonicky oscilator se ve fyzice vyskytuje velice ¢asto, mj. jako prvni priblizeni pro chovani
soustavy (reprezentované HB) v blizkém okoli stabilni rovnovahy. Je to zfejmé z matematického
hlediska: potencidl v misté xy stabilni rovnovéhy (zvolime xy = 0) musi nabyvat minima. Je-li vSak
potencial v okoli nuly analyticky, lze ho rozvinout v Taylorovou mocninnou fadu :

U(z) = Uy + Urz + Usz® + O(2?) (2.43)

Z podminky extrému plyne U; = 0 (pro minimum navic Uy > 0), takze pfi zanedbani ¢lent

23 a vyssich dostavame pravé potencidl harmonického oscildtoru (rov.2.42). Nelze-li ¢leny O(z3)

zanedbat (napf. vyjde-li Uy = 0), jde o anharmonicky oscilator.

2.3.4 Harmonicky oscilator s predpétim

Uvazujme silu nikoli F'(x) = —kz, ale ponékud obecnéji, F'(x) = —kz + Fp (tj. napf. na nehmotné
pruziné visi zavazi a pusobi na néj i zemska tize). Sila ma tedy tvar

F(x) = —kx + Fp, (2.44)
a pohybova rovnice (nehomogenni) zni
mx + kx = Fy. (2.45)
Jeji feseni je opét triviadlni. Jde o typ rov.2.7 a jeji partikularni feSeni je zfejmé napf.

Fi
kx = Fy, tedy = = ?0. (2.46)

m
Pruzina se tedy protdhne dolti navic o délku d = mg a kolem nové polohy HB harmonicky kmita

s toutéz frekvenci, rychlosti atd. jako dfive, bez pfedpéti. Obecné Feseni je (napft.)
T — 0 = Ty cos(wot + ¥2), (2.47)

[ (o s . 0
kde nové rovnovazna poloha je xg = 7

ez

V feseni tedy nepfibyl zadny zajimavéjsi jev. V dalsim proto opét uvazujeme pro jednoduchost
jen harmonicky oscilator bez predpéti.

2.3.5 Tlumeny harmonicky oscilator

Chceme uvazovat realisti¢téjsi situaci, kdy je pohyb harmonického oscilatoru néjak tlumen. Sezna-
mili jsme se s tfemi jednoduchymi modely tlumeni:

1. Suché tfeni (mezi pevnymi télesy; zavislé na normalovém tlaku, mélo zavislé na rychlosti);

2. Odpor tekutého prostredi (kapalina ¢i plyn) pfi malych rychlostech, kdy se uplatni hlavné
vazkost prostiedi; odpor prostiedi je tmérny rychlosti pohybu HB;

3. Odpor tekutého prostiedi pii velkych rychlostech, kdy se uplatni hlavné ,rozhrnovani pro-
stfedi; odpor je imérny energii rozhrnované tekutiny, tedy ¢tverci rychlosti pohybu HB.
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Budeme se zabyvat ptipadem 2, ktery je velmi Gasty v praxi (napf. kmitani tlumené vzduchem,
ale i kmitani, kdy se po sobé pohybuji pevna télesa, jejichz sty¢na plocha je pro snizeni odporu
namazana). Navic méa praktickou vyhodu, Ze vede na linearni rovnici, kterou umime vyfesit do
vSech podrobnosti.

Sila tfeni Fi; sméfuje proti rychlosti pohybu. Vysledna sila méa proto tvar

F(x,v) = Fpruz + Fig = —kx — hv, (2.48)

a pohybova rovnice zni
mZ + ha + kx = 0. (2.49)

Stejné jako dfive zavedeme wy = /(k/m) a déle soucinitel tlumeni vztahem § = h/2m; jeho
prevriacend hodnota se nazyva ¢asova konstanta: 7 = 1/. Pohybovéa rovnice dostane tvar

i 4 20% + wiz = 0. (2.50)
Resime ji opét stejné: hledame Feeni ve tvaru x = e. Charakteristick4 rovnice zni

M 4200 +wi = 0. (2.51)

Je to kvadraticka rovnice s diskriminantem D = 4(§? — w3) a feSeni ziejmé zavisi na tom, kterd

z veli¢in § a wy je vétsi. Podle toho mizeme rozlisit tii pripady:
tlumené harmonické kmity: § < wp;
aperiodicky pohyb: § > wy;

mezni aperiodicky pohyb: § = wy.

Tlumené harmonické kmity: § < wy

Zavedeme-li w = y/w? — §2, dostaneme ihned obecné Feseni napf.

o(t) = Oy elT0HiWt Lo elmomiw)t (2.52)
= (Acoswt + Bsinwt) e~ (2.53)
= C e cos(wt + o), (2.54)

z néhoz je ziejmy tvar pohybu. HB kmita (teoreticky nekoneénékréat) kolem rovnovéazné polohy,
pricemz kazdy dalsi kmit je oproti pfedchozimu zeslaben ve stdlém poméru

27

1:=1:eT=1:e"" . (2.55)

Je ziejmé, ze nulové body funkce z(t) jsou od sebe vzdaleny o %T, kde T = 2% je perioda netlu-
menych kmit. Vypocétem vSak ovéfime, Ze i maxima a minima této funkce (zjistime je obvyklym
zpusobem, tj. anulovdnim derivace) maji tutéz periodu jako u funkce netlumené, tiebaze nelezi
uprostied mezi nulovymi body.

Aperiodicky pohyb: § > wy
Zavedeme-li A = /02 — w?, dostaneme ihned obecné feSeni napt.

2(t) = z1 exp” OPA gy exp= (O-2) (2.56)

Protoze je zfejmé & > A, jsou oba exponenty v rov.2.54 pro t > 0 zdporné a s rostoucim ¢asem
vychylka z klesd exponencialné k nule.

Snadno ovérime, ze pocateéni vychylka xg je rovna xg = 1 + x2, pocateéni rychlost vy je rovna
vg = —0xg + A(xg — .%'1).

Okamzité vychylka mé (v zavislosti na hodnotéch a znaménkach x1, z2) nejvyse jeden extrém
na intervalu (0, +00).
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Jsou tedy tii moznosti: HB se z pocatecni polohy rovnovazné poloze
e monotonné priblizuje;

e piiblizuje, prebéhne ji a pokracuje do nejvzdalenéjsiho bodu drihy, odkud se uz monotonné
vraci do rovnovazné polohy;

e vzdaluje aZz do nejvzdalenéjsiho bodu drahy, odkud se uz monotonné vraci do rovnovazné
polohy.

Casto se vyskytuji dva specialni typy pocateénich podminek:
e zg # 0, vg = 0: HB odtdhneme mimo rovnovaznou polohu a volné vypustime;

e 29 =0, vg # 0: HB z rovnovéazné polohy vychylime tderem.

Mezni aperiodicky pohyb: § = wy

V tomto piipadé mé charakteristickd rovnice dvojnasobny koien 0. ReSeni mé proto ponékud jiny
tvar (viz rov.2.6):

z(t) = Cy e O 4Cot 7% = (C1 + Oat) e (2.57)

Charakter Teseni i jeho vlastnosti jsou podobné predchozimu, aperiodickému pohybu; specialné i zde
je nejvyse jeden extrém a tfi typy priblizovani k rovnovazné poloze.

Z praktického hlediska je zv14sté vyznamné, Ze za stejnych okolnosti (m, k) a pii rizném tlu-
meni h (resp. §) vede mezni tlumeni k nejrychlejsimu pfiblizeni rovnovazné poloze.

Presnéji feceno: Pii zadané odchylce € je pri meznim tlumeni minimalni c¢as t., pro ktery je

|z(t)| < € pro vSechny Casy t > t. (2.58)

Spole¢na terminologie

Ve vsech tfech pripadech se pro ¢ — oo poloha HB exponencialné blizi rovnovazné poloze xg = 0.
Pro puntickafe: ,blizi se exponencidlné“ neznamena doslova, Ze jde o exponencidlu (i souc¢et dvou exponencial

s rliznymi exponenty jiz neni exponenciala), ale Ze prubsh pohybu lze majorizovat exponencidlni funkci.
Popisujeme-li ¢asovy pribéh popsany funkci

% cos|w(t — to) + o), (2.59)

=Ty €

pak veli¢inu § nazyvame soucinitel tlument, soucin tohoto soucinitele s periodou nazyvame logarit-
micky dekrement A. Pro ¢isté exponencidlni atlum

T =ay e (2.60)

zavadime casovou konstantu (béhem které poklesne amplituta na 1/e pivodni hodnoty) 7. Plati
tedy

pocatecni amplituda (pro t =tg): =m (2.61)
pocatecéni faze (pro t =t9): o (2.62)
uhlové frekvence: w (2.63)

frekvence: f =w/2w (2.64)

perioda: T =1/f=271/w (2.65)

souCinitel tlumeni: § (2.66)

logaritmicky dekrement: A = —Inf =07 =27j/w (2.67)

Casovd konstanta: 7 =1/4. (2.68)

(atlum): 3 =e 7 (2.69)

Veli¢ina [ (znaeni ani nézev neni predepsin normou) se ¢asto prosté nazyva atlum a udava,
kolikrat poklesne amplituda za jednu periodu.
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2.3.6 Vynucené kmity

Predpokladejme, Ze na kmitajici oscilator ptisobi vtisténa vnéjsi sila Fy¢. Budeme se zabyvat kon-
krétni silou tvaru
Fy(t) = Fycos 2t (2.70)

a to z nékolika divodi, zejména
e jde o pripad velmi Casty a vyznamny v praxi;

e pouzitim linearity rovnic a Fourierovy transformace muzeme ze ziskanych vysledku odvodit
feSeni i pro velice Sirokou t¥idu obecnych funkei Fy(t).

Pohybova rovnice méa tedy tvar

mi + hi +kxr = Fpcost , resp. (2.71)
i 4200 +wir = agcos (2.72)

kde jsme zavedli znacku ag pro Fy/m. ReSeni budeme hledat zptisobem uvedenym v odst.2.1.2.
Reseni piislusné homogenni rovnice, tedy rov.2.50, zndme — jde o jeden ze tii diive rozebranych
pfipadi rov. 2.54, rov. 2.56, rov. 2.57, pficemz vSechny alternativy ubyvaji s rostoucim ¢asem expo-
nencialné k nule. Nyni budeme hledat jedno fesSeni (partikularni integral) rov.2.71.

Pomuze nam fyzikalni pfedstava. Pod vlivem periodické sily tvaru F'(t) = Fy cos Qt bude zfejmé
nakonec HB oscilovat s toutéz (vtisténou) frekvenci 2, jen s nezndmou amplitudou x a fazi @q:

x(t) = xg cos(Qt + o) pro velkd z, tj. pro z — o). (2.73)

Tato funkce se obvykle nazyva feSenim v ustdleném stavu; feSeni vychazejici z poc¢ateénich podminek

a zahrnujici proto i feSeni piislusné homogenni rovnice se nazyva fesenim v prechodovém stavu.
Dosadime proto funkci z rov. 2.73 do rov. 2.72, provedeme vSechny derivace a upravime na tvar

FsinQt + G cos )t = 0, (2.74)

z néhoz plynou (diky linedrni nezéavislosti funkei sin Qt a cos Qt) rovnosti

F =0, (2.75)
G =0. (2.76)

Dosazovani je zcela Femeslné, ovSem zabere dosti mista (a ¢asu). Zjednodusme si proto zapis zkrat-
kami

sinQ@t = S (2.77)
cost = C (2.78)
sinpg = s (2.79)
cospy = ¢, (2.80)
takze do rov.2.72
i+ 200 + wiz = agC (2.81)
dosazujeme rov.2.73 ve tvaru
r = xo cos(QU + o) = roc C — w98 S
T = —Quxp sin(QU+py) = —QrocS — QuxosC
P = Q%9 cos(QU+ ) = —QProcC + Q%xs S
s vysledkem (po vytknuti zg):
—Q2 C+ 025 8 —20Qc S — 2605 C +wlc C —wls § = ¢ (2.82)

o
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To je jiz naSe pozadovana rov.2.74, takze podle nasledujicich rov.2.75 a rov.2.76 dostavame dvé
rovnice pro dvé nezndmé ag a @g (prostfednictvim s = sin pg a ¢ = cos pp):

—(Q% —wd)e—20Qs = ;L—O (podle C) (2.83)
0
(2 —wd)s —260c = 0 (podle S) (2.84)
Umocnénim kazdé z téchto rovnic na druhou a naslednym sectenim dostaneme
2 212 2002 aop\?
(O — u2)? + 45°Q2 = () , (2.85)
g

takze po koneéném dosazemi ag = Fjy/m dostavame feSeni pro amplitudu vychylky

F()/m

o = y (2.86)
V(2 — w2 + 46202
zatimco z rov. 2.84 vydélenim ¢ dostaneme pro fazovy posuv vztah
2002
tangpg = s/c = — . (2.87)
02 — wi

Tim je partikularni FeSeni (,ustdleny stav“) nalezeno; pfi¢tenim FeSeni homogenni rovnice, tedy
podle okolnosti rov. 2.54, rov. 2.56, nebo rov. 2.57 ziskdme obecné feseni (,,prechodové feseni® v case t
kratce po poc¢atku ¢ = 0), pri¢emz dvé konstanty v feseni homogenni rovnice volime tak, abychom
splnili poc¢ateéni podminky pro vychylku a rychlost HB.

2.3.7 Rezonance vychylky pFi malém tlumeni

Pfi malém tlumeni jde o pfipad tlumenych harmonickych kmitti (nikoli o aperiodicky pohyb) a
feSeni je tedy dédno vzorcem

x(t) = C cos(wt + 1) + x, cos(t + o), (2.88)

v némz zvolime C, ¢; tak, abychom splnili po¢ate¢ni podminky pro z(;—g) a v(;—q), zatimco ampli-
tuda xg a fazovy posuv @g v ustdleném stavu jsou urceny rov.2.86 a rov.2.87:

Fo/m

xg = , (2.89)
V(92 - wp)? + 45202
200
Yo = arctan m . (290)

Jmenovatel vyrazu v rov. 2.90 neni nebezpecny, protoze i pro 2 — wg, kdy se jmenovatel blizi nule,
mé vyraz dobry smysl a g — 5. V rov. 2.89 je jmenovatel odmocninou ze sou¢tu dvou ¢tvercti; dale
k> 0am > 0. Vyraz mé tedy smysl vzdy, kromé jediného ptipadu, kdyz plati 2 = wy (rezonance
vychylky) a soucasné ¢ = 0 (nulové tlumenti).

Obvykle pfedpokladame i Q > 0. Cviéné uvazte i pripad Q = 0 (tj. stala, ,stejnosmérnd“ sila), kdy vyraz
v rov. 2.86 diverguje. Rozeberte si podrobné, co a pro¢ znamené divergence vyrazu fyzikalné; ptislusna tuloha je vam

vvvvv

2.3.8 Energie harmonickych kmitu
Vypocet energie

Cinitel jakosti

Rezonance energie

2.3.9 Skladani kmitua

Princip superpozice (linedrni rovnice).



