Kalkul pro fyziku K2
J. Obdrzalek — 2. predbézn4, netplna verze, 2007-12-14

Pro pohodli studentti zde pripominame hlavni matematické vzorce a tpravy uzivané pti
uvodnim vykladu fyziky, obcas s mirné odbornéjsi poznamkou znacenou <—. Nevadi, kdyz
ji v prvnim cteni preskocite anebo kdyz ji nebudete rozumét.

<— Tak napf. u shrnuti axiomt pro vektorovy prostor si ¢tenar jisté vsSimne, jak velice peclivé jsme volili
formulace velmi netplné, ale struéné a nazorné: asi tak néjak bychom to fekli svému véci znalému kolegovi,
chtéli-li bychom mu véc struéné pfipomenout. Pokud tém axiomm totiZ ¢tendf uz rozumi (coZ predpokla-
dédme), pak si je — citi-li potfebu — snadno pfesné doformuluje sdm; navic tim bude mit kontrolu, Ze véc zna
do hloubky. Pokud je vSak ¢tenaf zatim nezné, pak by asi ani pfesnost neocenil: odvedla by jeho pozornost
a spise by mu ztézovala rychlé pochopeni toho, o co ve fyzikdlni aplikaci jde.

Ptesna formulace, podminky platnosti apod. jsou ovSsem podstatné v pfednasce z mate-
matické analyzy ¢i z numerické matematiky; pro né vSak tento text urcen neni. Ten je pouhym
dopliikem k nékterym prednaskam z fyziky, kde se matematika vyuziva. Jde tu jednak o pfi-
pomenuti — tedy o strucné vystizeni jadra jistych matematickych technik pouzivanych ve
fyzice, jednak o ukazku, jak fyzika matematiky pouziva.

Zejména pro budouciho ucitele fyziky jsou urceny dalsi poznamky: plna jména osob v po-
znamce pod ¢arou, etymologie (), popularnéjsi komentar (&) apod.

Y Kalkul = pocet, ze stilat. calculus = vapencovy kaminek, kterym se pocitalo, z lat. calx, -cis, f. vdpenec.
& Literatura tohoto typu se zpravidla nazyvéa ,kuchatka®.

U mne (J.O.) mtiZete tento text pouZivat pii prednaskach i pfi pisemkach z fyziky coby
ytahdk®“. A také upfimné uvitdm Vase podnéty, co mam doplnit do dalsi verze.
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1 Binomicka véta

Binomicka véta rozvadi n-tou mocninu binomu (1 + x) v fadu, konvergujici pro
a) komplexni |z| < 1 a libovolné redlné n;
b) pfirozené n a libovolné komplexni = (suma pak ma jen n + 1 nenulovych s¢itanci).

(1+x)”:§<z>xk:1+Tg:qtT.(ngl):c%r?.(ngl).(n;2)x3... : (1)

9§ binom = dvojclen; z fr. bindme t.v., a to z bi- lat. = dvoj-; vouos o, . = fad, ¢len.

Vysledkem je ziejmé mocninna fada se vSemi typickymi vlastnostmi: zejména v okoli
pocatku x = 0 mizeme ocekavat rychlou konvergenci.

Binomické koeficienty znate z Pascalova trojuhelniku:

0 1
1 11

2 1 2 1

3 1 3 3 1 )
4 1 4 6 3 1



Priklad 1.1: Ukazte souvislost klasického vzorce pro kinetickou energii Fy = %va se

zZnamym relat1v1stlckym vzorcem E = mc?. ,Relativistickd“ hmotnost m souvisi s ,.klidovou*

mg vztahem m = \/77 kde 5 =wv/ec.
Reseni: Ziejmé
1 1
E= m0027,1_—62 =moc®(1+ (=6%)) 72
a pouZzijeme binomickou vétu pro n = —1/2, x = — 3%
=123 -1 -3 -5
E = 1—Z= 2 2 2 M 823 4+
o (1= 35+ B2 2
—mc—irlmfu +3m0252+5mvﬁ4 (2)
I R 16" '

V klasickém piibliZzeni je v < ¢, takze 8 — 0, my = m a oznacime-li By = mgc?, plati zfejmé
opravdu F = Fy + Ey. ,Klidova“ energie E, predstavuje Clen sice obrovsky, ale konstantni,
neménici se v pribéhu déje a neovliviujici tedy nijak mechanicky pohyb v klasické fyzice.
(Muzeme ho pokladat za vnitini energii ¢astice.) (Konec FeSeni)
Piiklad 1.2: Odvodte vzorec pro (a + b)".

ResSeni: Ziejmé plati (a + b)" = a"(1 + )", takze

(a+b)" =a" Z ( > <> = a”—l—?a”lb—i—z.(nz_l)a”QbZ—i—Tf.(n ; 1)(n ; 2) a7y
(3)

(Konec feseni)

2 Komplexni c¢isla a goniometrické funkce

2.1 Zavedeni

K redlnym ¢islim piiddme imagindrni jednotku'i, algebraicky je rozsitime (+, —, *, /)

a vzapéti ,zazime* relaci i2+1 = 0. Cisla typu 2 = a + ib nazfvame komplexnimi. Pro

jejich s¢itani i ndsobeni plati stejné zadkony (komutativni, asociativni, distributivni) jako pro

realna ¢isla.

<= Precisngji: Téleso R realnych ¢isel rozsiiime o algebraicky prvek i (aby 1 + i? = 0) na nadtéleso C

komplexnich ¢isel. Struénéji: Téleso C komplexnich éisel je algebraicky uzavienym algebraickym rozsifenim

télesa R realnych ¢isel. Jinak: Komplexni é&isla zobrazujeme jako body v Gaussové ? roviné; realnou, resp.

imaginarni ¢ast udava soufadnice x, resp. y.

& Relaci 22 + 1 = 0 oviem vyhovuje nejenom x = i, ale také z = — i.

& Nékdy se pise i = v/—1; my vSak radéji nebudeme zavadét (viceznacnou) odmocninu komplexniho éisla.

Proto napf. feseni rovnice #2 = i budeme psit jako z1 2 = :I:g(l + i), ale neuzijeme zépis v/i = :t?(l +1).
Cislo z = a — ib je komplerné sdruzené k &islu z = a + ib. Soudet z + Z a soudin zZ jsou

realné, rozdil z — Z ryze imaginarni. Velikost komplexniho ¢isla (téZ absolutni hodnota) je

|z| = |la+ 1b] = Va® + b2 . (4)

!Elektrotechnici zna¢i imaginarni jednotku ,j“ a symbol i ponechavaji pro elektricky proud.
?Karl Friedrich Gauss, 1777-1855, ném. astronom, matematik a fyzik




Tzv. zédkladni véta algebry tika, Zze v oboru komplexnich ¢isel ma kazdy polynom n-tého
stupné pravé n kofenu (se zapoctenim event. nésobnosti kofentt).

<— S pojmem blizkym nasobnosti kofene se setkate napt. v kvantové mechanice pod nazvem ,stupen dege-
nerace (hladiny energie)“, kdyz nékolik rtiznych stavii, tvoficich tuto hladinu, mé stejnou energii. Hladina
je napf. ¢tyfikrat degenerovand, jestlize vhodnd porucha (tj. mald zména) tuto hladinu rozstépi na ¢tyfi
rtizné hladiny, ale nikdy ne na vic. Polynomialni rovnice * = 0 m4 kofen = = 0, a to étyfnasobny: z1934 = 0,
protoZze porusend rovnice (ovSem téhoz stupné) x* — a = 0 m4 pro libovolné malé o > 0 ¢&tyfi rizné koreny
(£/a, + i ¥/a). Ne kazda porucha se ndm ovsem hodi; porucha typu (1 — a)z* = 0 degeneraci ,nesnima“,
protoze symetrii tilohy nenarusi (a dokonce ani nezméni koieny). Porucha vedouci k rovnici 2* — ax? = 0
sejme degeneraci jen ¢astecné, symetrie zistane ¢astecné zachovana a rovnice bude mit jeden dvojnésobny
kofen x12 = 0 a dva jednoduché kofeny z3 = /o a x4 = —+/«.

§ imagindrni = zdanlivy, obrazny, z lat. imago, -inis f. = obraz, vidina; §komplexni = sloZeny, z lat. com-
= s-; plectd, -ere, plexi, plexus = plésti, tedy ¢islo ,spletené* dohromady ze dvou éasti; 9algebra ze stilat.
algebra z arab. al-dzabr = fada disel; §komutativni = zdménny z lat. com- = s-; miito, -are, -avi, -atum
= zaménovati; Qasociativni = sdruZovatelny z lat. ad- = k; socio, -are, -avi, -atum = pojiti, sdruZovati;
distributivni = rozdélitelny, z lat. dis- = roz-; tribuo, -ere, -ui, -titum = déliti; §reding = skute¢ny, vécny
ze stflat. realis z lat. rés, rei, f. = véc.

2.2 Zapisy komplexnich ¢éisel
Zapis

z=a+1ib (5)
se nazyva kartézsky®. M4 nazorny vyznam bodu v Gaussové roviné a je vhodny pro alge-

braické zpracovani.
Jiny uzivany tvar je gontometricky:

z =r(cosp + isinp), (6)

kde r = |z| je velikost komplexniho ¢isla a ¢ jeho argument; ten se zpravidla uvazuje mod
27 v intervalu (—m, 7) anebo (0, 27).
Vztah
exp(ip) = cosp + isinp. (7)
se nazyva Moivrova? véta; Ize ho ovéfit napf. rozvojem v mocninnou fadu. Z ného plyne tvar
exponencidlni, totiz

z=rexpigp, (8)
opét r = |z|. Ten je zvlasté vyhodny pro nasobeni, mocnéni a nékteré funkce; plati totiz
ziejmé

lgz=1gr+ iy (4 i2k7 pro libovolné celé k). 9)

To je vhodné pro vypocet komplexni mocniny komplexniho ¢isla:

(a + ib)(c—l—id) — (7, eiso)(c+id) — ¢ iy pid g—wd _ (rc e—apd) ellcptdlnr)

Pi#iklad 2.1: Urcete i'.

Reseni: V exponencidlnim zépisu je i = e'2. Jetedy r =1, p = 5, c=0ad=1, takze

i'=(1-e'2) = (el2 )= e2 =0,20788... . (Konec FeSeni)

3 Cartesius je polatingtély tvar jména Descartes (René Descartes, fr. filosof a matematik, 1596-1650).
4Abraham de Moivre, 1667-1754, fr. matematik



Piiklad 2.2: Odvodte souc¢tové vzorce pro cos(a £ b) a sin(a &+ b) a vzorce pro souéty
a souciny trigonometrickych funkeci.

Reseni: Vzhledem k tomu, 7e e*™® = e®. e, dostaneme dosazenim z rov. (7)
cos(a + b) + isin(a £ b) = '@ = eio Fi — (cosa + isina)(cosb=+ isinb).  (10)
Odtud roznasobenim a porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti snadno souc¢tové vzorce

sin(a+b) = sinacosb+ cosasinb (11)

cos(a+b) = cosacosbFsinasinb, (12)

z nichZ plyne (pro Fourierovy integraly)

cosa cosb = ;(cos(a +b) + cos(a — b)) (13)
sina sinb = ;(— cos(a + b) + cos(a — b)) (14)
sina cosb = ;(sin(a +b) + sin(a — b)) (15)
a pro studium stojatych vin (a = %, b= %)
sinc+sind = QSinC—gdCOSC;d (16)
sinc—sind = QCosc;dsinC;d (17)
cosc+cosd = 2cosc+dcosc_d (18)
2 2
cosc—cosd = —2sin" —; d sin © ; d. (Konec feSeni) (19)

Priklad 2.3: Ukazte souvislost mezi funkcemi nasobného thlu a tzv. trigonometrickymi
polynomy (tj. polynomy ve funkcich sin a cos).

Reseni: Napiiklad
o 3ia ia\3 Cin )3
cos3a + isin3a = e’ '* = (e ) = (cosa + isina) (20)

Roznasobenim, uzitim relace cos? a + sin? a = 1 a porovnanim realnjch a imaginarnich ¢asti
dostanene snadno

cos3a = 4cos’a — 3cosa ; sin3a = 3sina — 4sin®a (21)

Pro jiny exponent si jisté poradite sami (pfipadné s uzitim binomické véty). (Konec FeSeni)

Zapisy goniometricky i exponencialni jsou jednoznacné pro z # 0. V ptipadé z = 0 muze
byt zvolen argument ¢ libovolné.

Komplexni ¢isla se bohaté vyuzivaji napt. v elektrotechnice pii popisu obvodu se stii-
davym proudem. V linearnich obvodech jsou vSechny hodnoty napéti w(t) i proudu i(t)
harmonickymi funkcemi, tedy typu u = wug(coswt + ¢,), i = ip(coswt + ¢;) s ruznymi fa-
zovymi konstantami ¢,, ¢; a tedy obecné se vzajemnym fazovym posuvem. Pro pevné w



zavedeme jako zobecnéni redlného (ohmického) odporu komplexni impedanci, popisujici pak
chovéni rezistort, kondenzétori a civek v libovolnych kombinacich; s veli¢inou u(t) pracujeme
jako s komplexni veli¢inou u v exponencialnim zapisu. Tim se zfejmé vyrazné zjednodusuje
vyjadreni veskerych linearnich rovnic a vztaht.

Komplexni ¢isla jsou ovsem vhodné i vSude jinde pfi popisu harmonickych kmitd a vin.
P1i linearnich jevech pak staci uvazovat jako méfenou veli¢inu napi. redlnou c¢ast prislusné
komplexni veli¢iny. Pro vypocet nelinearnich veliin (napf. energie) je nutno nejprve pie-
jit k redlnym castem a pak pripadné pro tyto veli¢iny odvodit jednoduché, jednotucelova
pravidla.

Stejné jako z realnych ¢isel mtzeme i z komplexnich ¢isel konstruovat napt. vektory,
matice apod. Mluvime pak o komplexnich vektorech atd.

V kvantové teorii je stav systému popsdn zpravidla® tzv. vlnovou funkci v, kterd je
obecné komplexni a neni piimo méritelna. Komplexni sdruzeni se zpravidla znaci hvézdickou:
¥*. Métitelné veli¢iny ziskdvame stfedovadnim, napf. pro elektron popsany funkci ¢ (x) je
pravdépodobnost viskytu na intervalu (a, b) rovna [’ ¢*(x)y(x)dz.

3 Derivace

3.1 Zavedeni

Uvazujme dvé fyzikéalni veli¢iny, napf. polohu x na lince v peci a teplotu f(z) v této poloze.
Teplota bude jisté na poloze zaviset. Casto nas zajima vliv zmény polohy na zménu teploty.
Tato potfeba vedla historicky k zavedeni derivace. Ozna¢me piislusné pfirustky (diference)
symbolem A. Pfi nartstu® z o Az (posunuti) nechf vzroste teplota o Af. Derivace je pak
limitou
!/ : —
filz) = lim == -~ (22)

Ve stejném vyznamu se uzivaji i zapisy

f(z) = Cif(x) =df/dx. (23)

Derivaci podle ¢asu zna¢ime ve fyzice ¢asto teckou nad proménnou: dr/dt = 7.

Vyraz df se nazyva (totélni) diferencial funkce f.
<— Kdyby f byla linearni, pak by bylo Ax = dx pfesné i bez limity. V tom smyslu se fik4, ze df je linearni
¢ast prirastku (neboli diference) A f. Danému bodu xq a diferencidlu dx odpovida diferencidl df = f'(xo).dz
presné a v matematice pro libovolné dx.

V tomto kontextu se ve fyzikdlnich avahach ¢asto mluvi o konecném piirtistku Az, na rozdil od infini-
tezimdlniho nebo nekonecné malého prirustku dz. Ale o tom az v Kap. 4.

Pojmy derivace i limity (s kvantifikitory, €, d,...) proberete detailné v ivodnim kurzu
matematické analyzy.
 derivace = odvozeni metaf. z lat. derivatio, -onis f. odvodnéni z de- = od, rivus, -1 m. = potok; limita

= hranice, mez z lat. Iimes, -itis m. = mez (mezi poli); § d, A, § z lat. differentia, -z f. = rozdil, riznost
z dis- = roz-; fero, ferre, tuli, latum = nésti.

SStav miize byt popséan i (komplexnim) stavovym vektorem. Nejobecnéjsi popis dava tzv. matice hustoty;
samoziejmeé je také komplexni.

6Samoziejmé miize byt Az nebo Af zdporné; v tom piipadé fakticky nepfijde o nértist, ale o pokles.
Ctenéfe zvyklého na algebraicky soucet, zahrnujici i odéitani, to jisté nezmate.



3.2 Vyznam v aplikacich

Vyjadiime-li funkci y(z) kfivkou (grafem v soutadnicich x, y), pak derivace ¢/'(z) = tga
v bodé (x,y) je smérnici tecny kiivky v tomto bodé. Graf je nutno ovSem vynéset tak, aby
jednotky SI veli¢in x, y byly zobrazeny na osach stejné velkymi tiseky.

Je-li nezavisle proménnpu cas t, je f = % rychlost: je-li s draha, je § = % rychlost
pohybu; je-li T teplota, je T' = % rychlost zahrivani apod.
& S tim souviseji i rizna ¢teni derivace: dp/dt ,¢asovd zména hybnosti“, ,piirtistek hybnosti za jednotku
Casu“. Napf. rychlost pohybu ds/dt se Casto ¢te jako ,dréha za jednotku éasu. Rozumi se tim, ze kdyby
byla rychlost pohybu stéla, pak by drdha uraZend za jednotku casu (tj. za sekundu) byla éiselné rovna této
rychlosti.

3.3 ,,Slovnik* pro derivace

(konst)/ e 0 (exp .T)/ — expx (arctg x)/ — (1 + I.Z)—]_
(&) = na"™ (cosz) = —sinx (arcsinz)’ = (1 — %)~/
(Inlz])"=1/z (sinz)’ = cosx (arccosx)’ = —(1 — x2)~1/2

3.4 ,,Gramatika* pro derivace
3.4.1 Derivace souc¢tu a souéinu

Jsou-li a, b, ¢ konstanty a f, g, h funkce, plati

(af +bg—ch) = af +bg —ch (24)
(fgh) = flgh+ fg'h+ fgh' (25)
(Z:) = fgg_2fg pro g # 0. (26)

3.4.2 Derivace slozené funkce
Je-li f = f(z), x =&(t) a znacime-li F(t) = f(£(t)), plati
dFf dfd¢ - : :
= _ 5 Gil F=f 27
dt  dedt fe (27)
Velmi casto se ve fyzice nerozlisuje F' od f, protoze popisuji fyzikdlné tutéz veli¢inu. Pak
se ovSem nerozlisuje ani x od £ a pise se napft.

df dfde

dt  drdt’
jako by se ,kratilo diferencidlem dz*“. To miize hloubavého studenta zmast; takova interpre-
tace také zradi u funkci vice proménnych. Predevsim to vSak pravem rozhot¢i matematika.
Z jeho hlediska jsou totiz F' a f zcela rizné funkce F'(t) a f(x), a taky z je nezavisle pro-
ménnd, zatimco £ je funkce £(t) nezavisle proménné ¢.

Priklad: Necht teplota 7 podél linky v peci roste pro 0 < x < 1 linearné, podle vztahu
7(z) = 70 + x(11 — 7). Teplomér projizdi linku zrychleng, pro 0 < t < 1 je £(t) = t2. Udaj
T(t) teploméru roste tedy kvadraticky s ¢asem: T'(t) = 7o + t2(7; — 79). Fyzik zdiiraziiuje, ze
oboji T i 7 znamenaji totéz, totiz teplotu v peci. Matematik zdtraziiuje, ze T'(t) a 7(x) jsou
zcela rizné funkce riznych proménnych. Pravdu maji samoziejmé oba.

& Rozmyslete si, co plyne z fyzikalni interpretace derivace slozené funkce: tidaj teploméru se méni (% #0)
opravdu jen tehdy, kdyz se podél linky méni teplota (g—; # 0) a pfitom se teplomér pohybuje (% #0).

7



3.4.3 Derivace inverzni funkce

Derivace inverzni funkce je rovna pievracené hodnoté derivace funkce ptivodni:

dx 1

- 2

dy dy 2%)
dx

P1i geometrické interpretaci porovnavame ptivodni graf funkce s grafem pieklopenym kolem
oSy .

<— Pfesnéji: Je-li y = y(x) v okoli U(xp) bodu 2y monotonni a mé-li nenulovou derivaci, pak existuje inverzni
funkce x = x(y), tj. pro X € U plati z(y(X)) = X, a jeji derivace je rovna uvedenému vyrazu. Symboly z,
y maji na obou stranéch rov. (28) trochu jiny vyznam, podobné jako vyse u kap. 3.4.2.

3.5 Vyssi derivace

Derivovanou funkci miizeme opét derivovat: (f')'=f"=f?, neboli

dfy\ _d*f
d:L' dz ) ~ da?

a Cteme ,dé druhé f podle dé x na druhou®“. Podobné tvotfime i vyssi derivace.
Zéapis druhé derivace dz? zde znamenda (dz)2; nikoli tedy d(z?2), coz je prvni derivace podle vyrazu =
prilezitostné v analytické mechanice.
d?r . dr

Vyssi derivace podle ¢asu znac¢ime analogicky vice teckami: w® =7, s =r.

2 a vyskytuje se

3.6 Tayloriv rozvoj

Casto mfizeme zkoumanou funkci f rozvinout v okoli né&jakého bodu x v mocninnou fadu
podle parametru h, tj. vzdalenosti od bodu x:

Pl 1) = o) 410+ S )+ ) = T 00 (o)

< Taylorova fada konverguje k f(x), pokud zbytek O(h") — 0 (kriteria napt. Cauchy, Lagrange). Takovym
funkcim se ¥ika analytické (v bodé z). Neanalytickd je napi funkce f(z) = 2%/ v bodé x = 0; pro vSechna
ostatni x # 0 je vSak f analytickd. Funkce f(z) = e~/ f(0) =0 ma £ = 0 pro viechna piirozena n,
presto neni identicky nulové. Z hlediska teorie funkci komplexni proménné mé v poc¢atku (x = 0) podstatnou
singularitu.

Tato fada je ,nejlepsi aproximaci“ funkce f(z) polynomem P(x) v nejtésnéjsim okoli
bodu x: n + 1 ¢len fady popisuje n-tou derivaci. Pfidame-li k dosavadnimu souc¢tu

3.7 Funkce vice proménnych

3.7.1 Parcialni derivace

V prtipadé funkce vice proménnych se zavadi parcialni derivace s oznacenim

of(z,y,...,2) _ <8f> ~ lim flz+Az,y,...,2) — f(x) (30)

ox ox Az—0 Az

geeey

a Cte se ,parcidlni dé f podle dé x pii konstantnim v, ..., 2. Konstantnosti se rozumi to,
Ze v procesu limity neménime y, ..., z. Vysledek sdm — parcidlni derivace — je ovSem opét
funkci vSech proménnych z,y, ..., 2. Tradi¢né se uziva symbol 0 namisto d.



& Piesné vzato, proménné dole u zavorky jen pfipominaji, ve kterych proménnych (kromé téch, podle
kterych derivujeme) mé byt vyjaddfena derivovana funkce, kdyz uz uzividme téhoz pismene f pro uvazovanou
fyzikaln{ veli¢inu bez ohledu na to, ve kterych proménnych je vyjadfena (viz 3.4.2). Proménné, podle niz se
derivuje, mezi nimi nebyvaji uvedeny.

3.8 Operator nabla, V

Ukazuje se vyhodné zavést strucné oznaceni V, piipadné grad (gradient) pro casto se vy-
skytujici konstrukci

(31)

VF(z,y,2) =grad F(z,y,z) = <8F OF ap>

oz’ Oy’ 0z
= a(z,y,z)

Symbol V se nazyvé nabla, a je to tedy vektorovy operator (predpis vytvarejici ze skalarni
funkce F(z,y, z) vektorovou funkci a(z,y, 2).

Protoze je vektorem, mtzeme s nim vytvaret i souciny typické pro vektor: skalarni a
vektorovy. Pokud pritom zaroven nabla ptisobi na veli¢inu, s niz ho tento soucin vaze, uziva
se pro né&j specidlnich jmen, totiz div (divergence), resp. rot (rotace):

. _ Ovy  Ovy,  Ov,
V.-v=dive = 5 + o + 5 =v(z,y, 2) (32)

ov, vy, v, Ov, v, O,

oy 0z 9z Ox’ Ox 8y> = by, 2). (33)

VXxv=rotv = (

Ve vsech ostatnich pripadech ztstava oznaceni grad, tedy napt. skalarni operator

B I 9] 9,
v'V:v'grad—vwax—|—vyay—|—vzaz (34)

€ Jméno nabla bylo prevzato podle staroassyrského hudebniho néstroje, lyry tohoto tvaru.

3.9 Derivace sloZené funkce vice proménnych

Necht je f funkei vice proménnych, napt. f = f(z,y, z) a tyto proménné jsou opét funkcemi
dalsich proménnych, napt. x = £(u,v), y = n(u,v), 2 = ((u,v). Pak mizeme zavést slozenou
funkei F'(u,v) = f(f(u, v), n(u,v), C(u,v)) a plati napf.

OF _0f0¢ 0fon 9f o

0 0500 " agov T oz 00 (35)

Jako v kap. 3.4.2, ani zde se ve fyzice obvykle nerozlisuje F' od f, £ od x atp.

V mechanice zavisi velmi ¢asto funkce vice proménnych (prostorovych) na jediné pro-
ménné — na ¢ase t. UvaZujme napf. teplotu 7 = 7(z,y,2,t) a z = £(t), y = n(t), z = {(t).
Pak mizeme zavést slozenou funkci 7'(t) = T(S(t), n(t), (1), t) a plati

dT'  9rde  9rdy  0rd¢ o7

At~ Oz dt | Oy dt ozdt ot (36)



Jako v kap. 3.4.2, ani zde se ve fyzice obvykle nerozlisuje T" od 7, £ od = atd. a piSe se

p_dT _or. or.  or or

=4 P+ L+ neboli
it~ on T oyVt a7 o mebel
dT oT
e v-gradT +E . (37)

Leva strana rov. (37), tedy ¢len %, se nazyva zpravidla uplnd neboli totdlni derivace.

Prvni ¢len pravé strany se nazyva casto konvekcéni neboli proudovd derivace. Posledni ¢len,
%tr, se pak nazyva lokalni neboli mistni derivace.

Je dobré uvédomit si i fyzikalni interpretaci jednotlivych derivaci, mj. protoze z ni vyply-
nou i jejich jména. Nechf napt. funkce T'(z,y, z,t) uréuje teplotu v riznych mistech terénu.
Poloha r = (z,y, z) teploméru v terénu je dana trojici funkei x = £(t), y = n(t), z = ((t).
Udaj T teploméru se s ¢asem méni. Jeho zména (plnd derivace <L) je podle rov. (37) rovna

dT aoT

— =wv-gradT + — 38

TR (38)
a je dana jednak tim, Ze se v daném misté v pribéhu dne teplota méni (mistni derivace %),

jednak tim, Ze se teplomér pohybuje (v # 0), pfi¢emz v riznych bodech terénu je rizna
teplota (gradT # 0), a jeSté je nutno, aby se teplomér nepohyboval kolmo ke gradientu
(nartstu) teploty, jinak by skalédrni sou¢in v - grad 7' byl nulovy.

§ lat. gradiens = kréadejici

4 Infinitezimalni pocet a fyzikalni realita

4.1 Motivace

Clovek jinak uvazuje pro sebe (primitivnéji, schematicky, z jistych ,stavebnich prototypt“),
a jinak pak nahlas sdéli ostatnim, na co pfisel (,ucesané“, nejkratsi cestou k cili). Stejné je
tomu i s fyzikalnimi ivahami, vedoucimi nakonec k formulaci fyzikalnich zakont vyjadienych
rovnicemi. Pokusime se tu popsat pravé ty vychozi primitivni, schematické ivahy — nejen
jejich vysledky v definitivni tprave.

Funk¢ni vztahy mezi fyzikalnimi velicinami jsou velmi ¢asto dany diferencidlnimi a inte-
gralnimi rovnicemi. Odvozujeme-li vSak tyto rovnice z fyzikalnich pfedstav, neuvazujeme ob-
vykle v kategoriich derivaci. Postupujeme nejcastéji tak, ze uvazujeme malé prirtstky zvané
v tomto kontextu infinitezimdini (napi. maly kousek hmoty; malé posunuti; maly pfirtstek
¢asu a jemu odpovidajici zmény vSech veli¢in, které béhem néj nastanou). Vyvozujeme, jak
tyto prirtistky spolu souviseji a srovnavame je navzajem. Jejich poméry po néasledném li-
mitnim prechodu vedou k derivacim a k diferencidlnim rovnicim, popisujicim matematicky
dany fyzikalni jev. Limitni prechod sam je vsak pro fyzika jiz zpravidla nezajimavy, je jen
technickym dokoncenim, ¢asto se ani nezdiraziuje (rozbor a vypocet této limity mize ovSem
byt obtiZzny i zajimavy na cviceni z matematické analyzy).

4.2 Rozdil v pfistupu fyziky a matematické analyzy

V zékladnich partiich fyziky jde z hlediska fyziky casto o teleologicky pfistup: hledam feseni,
o némz vim predem, zZe existuje a ze je jediné; pritom i tfida myslitelnych feseni byva znacné
omezena. Pokud by pouzity aparat matematiky nevedl k feSeni ¢i pfipoustél feSeni vic, pak
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e matematickd formulace (lohy, okrajovych a poc¢ateénich podminek, ptisobicich vlivi)
byla natolik zjednodusena, ze pripousti i situaci fyzikadlné nerealnou, tj. v prirodé se
nevyskytujici: napf. ¢asovy pribéh sily, ktery by byl dan v okoli ¢asu ¢ = 0 vztahem

F(t) = Fysin (1) : (39)

<—1 v takovém pripadé byva zajimavé nékdy pozdéji zjistit, odkud se ,nefyzikalni“ feSeni vzalo
a jestli mu prece jen nelze né€jaky ten vyznam dat.

e anebo je ona ,nefeSitelnost“ principialni, napt. pokus o pouziti totalniho diferencialu
na plochu v bodé, kde mé plocha hrot (tfeba vrchol jehlanu). Pak bud pouzity fyzikalni
model nebyl v dané situaci vhodny (je pfili§ hruby nebo se vyskytuji dalsi, neuvazované
jevy), anebo je nedostatek v nasi (fyzikalni) tvaze, jak ilustrujeme déle:

— Elektricka intenzita na hrotu nabité jehly vyjde nekonec¢né velka a nemajici smér.
To signalizuje jednak, Ze na ostfejsi jehle bude opravdu elektrické pole siln€jsi nez na
tupé, jednak ze skutecnd jehla nikdy neni na $pi¢ce bodova (napt. uz kvuli rozmé-
rim atomt), jednak Ze pfi skuteéném pokusu muze dochazet k novym jeviim (srseni,
elektricky priraz).

—  Pii studiu sifeni svétla v dvojosém krystalu podél optické osy zjistime, ze pii
vypoctu dvojnasobné limity zdvisi vysledek na poradi dil¢ich limit. Bereme to jako
upozornéni na singularni tvar vlnoplochy, ktera sama sebe protina v bodé. Chova se
podobné jako dvojplocha tvorena rotaci kiivky podle své secny, ktera ma priseciku B
se secnou v kazdém rovinném fezu dvé tecny a kiivky v tomto fezu prechézeji z ,,vnéjsi®
slupky dvojplochy do ,,vnitini“ a naopak.

V tadé pripadi je to nejen prakticka stranka méfeni, co omezuje presnost pii stanoveni
definované veliciny. I fyzikalni veli¢ina sama méa pro kazdy objekt jistou rozumnou dolni
hranici presnosti: u vzdalenosti dvou mést asi plati ono tesafské ,centimetr zadna mira“,
hmotnost ¢lovéka udana v mikrogramech navozuje otazku, co vlastné jesté k zivému, dycha-
jicimu c¢lovéku patti. Pak ovSem i zavislosti, se kterymi se v tomto kontextu setkdme, budou
»jednodussi“ nez ty, se kterymi se sejdete pfi studiu obecnych funkci v matematické analyze.
Vzhledem k jejich fyzikalnimu zavedeni bude zpravidla postacujici popis funkcemi hladkymi
(tj. spojitymi a majicimi derivaci) vSude, az na jisté dané plochy — hranice téchto objektu.
Podobné ¢asto nemusime zkoumat jinak obtizné otazky existence feSeni rovnice; z fyzikalni
podstaty problému zpravidla vyplyva existence feseni, pripadné i jeho jednoznacnost.

< Uvazte také, ze — striktné vzato — limitni pfechod nezbytny v matematické analyze pro derivaci vy-
zaduje tdaj o méfené veli¢iné v tak malych rozmérech, kde jeji ptivodni definice ztraci smysl. Pro méfeni
rychlosti dz/dt tézko uréime polohu vlaku s pfesnosti dz = 1 mm, pfesnost v mikrometrech vyvoléavéa po-
chybnosti, co vlastné k vlaku patii a co ne, a pfesnost vyssi, nez je polomér jadra atomu, nebudeme rozebirat.
A to jsou pro Az — 0 jen prvni krucky!

7Z toho hlediska lze snadnéji intrerpretovat pristup alternativni analyzy s polomnozinami a nekoneéné
malymi a velkymi veli¢inami rtznych radu.

Naproti tomu v jednotlivych zdtvodnénych pripadech budeme pouzivat i funkce dosti
komplikované. Napt. poloha klasické Castice vykonavajici Browniiv pohyb je vystizné po-
psana spojitou funkci nemajici derivaci v zadném bodé. Kvantovou castici popiSeme zase
komplexni vinovou funkci nebo nekone¢nérozmérnym stavovym vektorem. Pro popis diskrét-
niho prostifedi nebo pro veli¢iny majici charakter spektralniho rozkladu miize byt vhodna
0-funkce z kap. 9 nemajici jednoduchou analogii mezi napi. lebesgueovsky integrovatelnymi
funkcemi. Jevy majici ndhodny charakter (Sum, nepolarizované svétlo, elektrickou intenzitu
tepelného zareni ¢erného télesa) lze tispésné popsat také jen pomeérné slozitymi strukturami.
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4.3 Praktické pouziti

V matematice se diferencidlem df popisuje chovani nikoli funkce f(x), ale jeji tecny, tecné
nadroviny apod. Ve fyzice si vSak infinitezimalni prirtstek df pfedstavujeme jako

e prirtistek skutecné funkce, konecny, ale

e natolik maly, aby 8lo v rdmci pozadované presnosti zanedbat rozdil mezi nim a mate-
matickym diferencidlem, a ptritom

e natolik velky, aby §lo podrzet uzity fyzikalni model a nebylo nutno napft. prechazet do
atomarni a subatomarni fyziky.

4.3.1 Fyzikalni tvaha

Pti fyzikalni tivaze predpokladame, ze objekt je v infinitezimalnim rozmezi zcela homogenni:
obla¢ek” dV plynu o infinitezimalnim objemu dV a infinitezimalni hmotnosti dm mé polohu
plné uréenou jedinym polohovym vektorem 7, ma hustotu p(r) = dm/dV, ma jistou teplotu
T, tlak p apod. Pritom tedy

e zadna z veli¢in p, T, p jiz nezavisi na konkrétni velikosti dV — tj. nezmeénila by se,
kdybychom sledovali tfeba jen desetinu oblasti dV oblacku;

e kdyby vSak napft. takto kleslo dV' na desetinu, pak by se na desetinu zmensilo i dm.
VSechny spolu souvisejici infinitezimalni veli¢iny jsou si tedy v tomto smyslu pfimo
umeérné;

e nepripoustime, ze diky konec¢nosti oblacku bychom mohli brat jeho polohu 7 s rozptylem
fadové v/dV a Ze by se tedy v ramci d) mohl ménit tlak, hustota, teplota atd. Tyto
vSechny zmény se mohou objevit az v novém, sousednim oblacku.

Uvazme dale ,sousedni” oblac¢ek dV*. Ten je ovSem také homogenni, ale vsechny uvedené
hodnoty v ném budou zménéné o jisty infinitezimalni pfiristek (je-li zdporny, znamena to
samoziejmé ubytek). M4 tedy polohu * = r+dr, hustotu p* = p+dp, teplotu T* = T+dT, je
v ném tlak p* = p+dp apod. Posunuti dr je novd infinitezimalni veli¢ina: je nezavisld na dV,
ale pfitom na dr zaviseji piirtstky dp, dT, dp (a to opét linedrné). Zpravidla nepotiebujeme
porovnévat, zda ma novy sousedni oblac¢ek objem dV” stejny jako ptivodni, tedy dV, protoze,
jak bylo zfejmé, na konkrétni velikosti dV', resp. dV* zadné z velic¢in p, T', p, resp. p*, T*, p*
nezavisela.

<— Néco jiného nastane pii studiu deformace kontinua. Tam pravé zalezi na ¢asové zmeéné velikosti i tvaru
jistého infinitezimalniho ,,obla¢ku®. Proto pro jeho rozméry zavedeme prosté nové proménné, viz piiklad 4.3.3.
Infinitezimalni hranol umistény v bodé r ma infinitezimalni hrany &, 1, ¢, které se za dobu d¢ deformaci
zmeéni na € + d€, n + dn, ¢ + d¢. Fakticky jde o dvoji infinitezimélni zménu.

4.3.2 Matematické zpracovani

P1i nasledném matematickém zpracovani béhem dalSich tprav

e vypadnou ¢leny, které neobsahuji infinitezimalni veli¢iny (,,prosté ¢leny*)

"Casto se ani nerozliSuje oznaceni objektu — obla¢ku V od jeho vlastnosti — fyzikalni veli¢iny objemu V.
Je to pochopitelné nespravné, ale jen malokdy by to mohlo vést k chybé.
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e zistanou (nékteré) ¢leny, obsahujici pravé jeden infinitezimdalni ¢len (,infinitezimalni
veli¢iny prvniho fadu“)

e mohou zistat i ¢leny obsahujici souciny vice infinitezimélnich vyrazi (,,infinitezimalni
veli¢iny vyssich fadu“), ale ty pfi néasledné limité vypadnou. MiZeme je proto vyne-
chavat jiz béhem prace.

Cela situace piipominé aproximace funkci pomoci mocninnych rozvoju (zde jsou to roz-
voje v mocnindch infinitezimélnich pfirastka d¢, dz, dp, dm atp.). Infinitezimalni velic¢iny
vyssich fadid mizeme proto zpravidla zanedbavat uz v ivodnich fyzikalnich avahach: bereme
(14 dp)® =1+ 3de apod. V kazdém piipadé je zanedbame pted sestavenim diferencidlni
rovnice.
<— Vzpomerte si na to pfi ¢teni textu po feseni néasledujiciho ptikladu.

Samoziejmé se muze vzacné stat, ze vypadnou nejen prosté ¢leny, ale i vSechny infinitezimalni veli¢iny
prvniho fadu. Pak budeme muset vypocet opakovat a podrzet i ¢leny nejblizs§iho vyssiho fadu.

4.3.3 Ilustrace

Priklad 4.3.1: Odvodte pohybovou rovnici pro téleso s proménnou hmotou, napf. pro
pohyb rakety.

Fyzikalni formulace Uvazujme pro jednoduchost jen pohyb podél osy x; symbol v bude
tedy znamenat x-ovou slozku vektoru v atp. Velikost vektoru budeme znacit napft. |W|.

V jistém okamziku ¢ ma raketa rychlost v a hmotnost m. V raketé hoti palivo s okys-
licovadlem ,rychlosti hofeni“ ¢ kg/s a méni se tim v plyny (samoziejmé téZe hmotnosti),
které proudi od rakety rychlosti o velikosti W = |W/|. Systém (tvofeny raketou) mé na
CaS: T v
t —dmu m + dm —

|W| v+dv
m + dm

t+dt —dm

zacatku hybnost p = mv. Podle Newtonova zékona sily plati F' = ma = dp/dt. Protoze ve
sméru pohybu nepisobi zadné vnéjsi sily, neméni se hybnost systému.

Po infinitezimalni dob& dt se zméni ¢as na t* = t + dt, hmotnost rakety se zméni®
na m* = m + dm = m — qdt, jeji rychlost na v* = v + dv a hybnost na p* = m*v* =
(m—qdt)(v+dv). Vedle toho vSak ptibyl oblacek spaleného paliva o hmotnosti dm pohybujici
se rychlosti v + dv — W a majici tedy hybnost p** = dm - (v +dv — W) = q(v + dv — W)dt.
Protoze se hybnost systému (tvofeného nyni zbylou raketou a oblackem spaleného paliva)

8Vsimnéte si dobfe tohoto obratu. Zdalo by se piirozenéj§i rovnou mluvit o tbytku, ale velmi snadno
bychom pak udélali chybu ve znaménku: je ubytek kladny, nebo zdporny? Proto je lepsi vSude uvaZovat
,prirtistek® a pfipustit, ze mtze vyjit kladny ¢i zdporny.
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nezménila, musi platit

p=mv = p"+p” = (mv— qudt + mdv — qdtdv) + (qudt + qdvdt — qWdt)
= mv+mdv —gWdt (40)
0 = mdv—q¢Wdt (41)

,Prosty ¢len* muv (bez infinitezimalnich veli¢in) se vyrusil, infinitezimélni veli¢iny vyssich
fadi se ani nevyskytly a po vydéleni dt a Gpravé zbyva hledana rovnice

dv

ma = qW. (42)

Vyraz na pravé strané — hmotnost krat zrychleni — mtiZzeme podle Newtonova zakona sily
F' = ma pokladat za reaktivni silu, ktera urychluje raketu; ta je tedy imérna vytokové
rychlosti W spalenych plynii a ,rychlosti hofeni* paliva ¢ = dm/dt. (Konec FeSeni)

Pii tomto postupu nebylo tieba zanedbavat infinitezimalni veli¢iny 2. fadu, protoze se
zéddné nevyskytly. Kdybychom vsak nejprve urcili rychlost oblacku plynu jako v — W a poté
rychlost zbytku rakety jako v 4+ dw, dostali bychom analogickou rovnici

p=mv = p°"+p” = (mv—qudt + mdv — qdtdv) + (qudt — gWdt)
= mv + mdv — gWdt — gdvdt. (43)

Opét se vyrusi ¢len muv, zbydou infinitezimalni veli¢iny 1. fadu a navic ¢len 2. fadu —qduvdt,
takze po vydéleni dt a tpravé ma rovnice nyni tvar

dv
m— = qW + qdv. (44)
dt
Nyni provedeme limitni pfechod dv — 0; tim ovSem posledni ¢len vymizi, takze vysledna
rovnice vyjde stejna jako rov.(42). Subtilni uvaha, zda uvaZovat vzajemnou rychlost W
oblacku vici raketé pred hofenim nebo po ném, tedy neméni nic na konec¢ném vysledku.

Priklad 4.3.2: Barometricka formule. Jak se méni v atmosféte tlak vzduchu s nadmot-
skou vyskou? Uvazujme nejjednodussi situaci klidného vzduchu v mechanické rovnovaze.
Reseni:
Tlak vzduchu v nadmoiské vysce 2 je vlastné hydrostatickym?® tlakem zndmym z Archimé-
doval® a Paskalova!l zakona a je ddn tihou vzduchu nachézejiciho se nad trovni z. V mys-
leném valci o prifezu s plochou'? dS necht je v nadmotské vysce z tlak p = dF/dS, kde

Qe
o

!

[

9Pro puristy: aerostatickym

10 Archimédes ze Syrakus (Sicilie), matematik, fyzik a — v nagich pojmech — vynikajici technik a aplikator
védy, 287-212 pt.Kr.

" Blaise Pascal, francouzsky matematik, fyzik, filosof a spisovatel, 16231662
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dF je sila ptsobici kolmo na plochu dS, zptisobena tizi vzduchového sloupce se zakladnou
dS. Presunme se o infinitezimalni vysku dz vyse. Tam bude tlak nizsi o tihu zptsobenou
valeckem o zékladné dS a vysce dz, ktery tedy ma objem dV = dS.dz, hmotnost dm = pdV'
a vahu dF' = gdm = pgdV.

Priklad 4.3.3: Deformace kontinua, tenzor deformaci.

ResSeni:

5 Integral

5.1 Zavedeni
5.1.1 Jednoduchy integral, primitivni funkce

Je-li F' = f na intervalu (a,b), pak f nazyvame derivaci funkce F' a F' nazyvame primi-
tivni funkei k funkei f neboli (neur¢itym) integralem funkce f. Primitivni funkce je urcena
jednozna¢né az na aditivni konstantu, protoze funkce F'(x) a F(z)+ konst maji touz derivaci.
Vyraz

F() - Flo) = [F@)L = [ o) (15)

nazyvame (ur¢itym) integralem z funkce f od dolni meze z = a do horni meze x = b. V praxi
vétsinou pocitame integrél jako primitivni funkci. Funkce F(z) = [ f(£)d¢, tj. funkce horni
meze integralu, je primitivni funkci k f, tj.

dFf d =
=1 9= @

«— Ve fyzice jde zpravidla o funkce natolik jednoduché, Ze jsou integrovatelné (a to se stejnym vysledkem)
podle Newtona, Riemanna, Lebesgua, Perrona, Stieltjesa, .... Zpravidla plné vyhovuje Lebesguiiv integral;
tam, kde by byly potize (Diracova §-funkce, kap. 9), vyslovné upozornime.

& Symbol [ je stylizované pismeno S = summa. Symbol diferencidlu dz pochazi z Riemannova pojeti
integralu jako limity souc¢tu ploch obdélnickt

/f(m)dx = Aligozk:f(xk)'&xk

o zdkladnéch Az (na které je rozdélen interval (a,b) a na nichz lezi body xj) a o vyskach danych funkénimi
hodnotami f(zy).

5.1.2 Integraly ve vicerozmérném prostoru

Integral v Riemannové pojeti lze nazorné rozsirit do vicerozmérného prostoru na integral
dvojny, trojny, .... Jako je J = [;dx délka intervalu J, tak S = [[,,dxdy urcuje obsah
oblasti M a V' = [[f,dz dy dz udava objem V' trojrozmérné mnoziny V.

Uzivané znadeni: dvdydz =dV = d3r. Je radno vypsat exponent (zde 3). Je to jednak
z dtivodii rozmérovych: dé ma stejny rozmeér jako &, tedy d3r se mé&fi v m?3, nikoli m, jednak
na odligeni od vektoru dr = {dz;dy;dz} i od skaldru dr = |dr| figurujicich v k¥ivkovém
integralu (tj. podél dané kfivky). Integrél pfes uzavienou kiivku se znaci krouzkem pfes
integtitko: §.

12Tato plocha by mohla byt klidné kone¢na a nikoli infinitezimalni, aniz by to ovlivnilo dalsi postup;
neuvazujeme totiz jakoukoliv zavislost ve vodorovnych smérech x a y. Berme to jako cviceni na situaci
s nékolika nezévislymi infinitezimalnimi veli¢inami.
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Meze integrace se ¢asto zkracuji, takze napr kiivkovy integral z bodu o polohovém vek-
toru r; podél kiivky I" do bodu 75 se namisto le zapisuje zpravidla f , nebo dokonce i bez

zavorek f1 , nehrozi-li nedorozuméni. Pfipomenme, ze pro krivku I' delky s vedouci z bodu
r1 do ry plati [ dr = ry — 7y, zatimco [pdr = s.

5.2 Vyznam v aplikacich

b
Integral / f(z)dx udava plochu mezi kiivkou f a osou z od z = a do x = b (nad osou z

kladné, pod ni zédporné).
Trojny integral // d3r = /// dV = V' pfes mnozinu V urd jeji trojrozmérny objem

V', Trojny integral /// p(r)dPr = /// r)dV = m urél hmotnost m télesa rozlozeného
1%

v oblasti V s hustotou p.
Mnoho dalsich interpretaci plyne ze vztahu integralu a derivace.

5.3 ,,Slovnik* pro integraly

[erde=2" pronz1  [-X —wetge  [sined
r ar = o n ——— — arctgx sSImMmrdr = —COosT
ntl 2241 &

d
/ x—l <|x|> /exdx:e”‘" /cosxdx:sinx
T i

U primitivni funkce mize byt aditivni konstanta; pro struc¢nost ji zde nevypisujeme.
Konstanta zy u logaritmu je libovolna, ale ma fyzikalni rozmér, a to stejny jako x. Jejim
zavedenim predejdeme rozmérovym nesrovnalostem typu ,logaritmus metru®.

5.4 ,,Gramatika“ pro integraly

Integral linearni kombinace:

/(ocfiﬁg)dx:oz/fdxj:ﬁ/gdx (46)

Integrace per partes:
/f’gdw =fg- /fg’ dz (47)

Integrace substituci:
[ flo@) g @)z = [ fy)dy (48)

Derivace podle parametru:

;;/f(x’a)dx:/aaaf(m,a)dx (49)

1

Priklad: Zname integral [ e** dz = o~ e**. Derivaci obou stran podle a dostavame

/:B e dz = —a "% e +a tw e”
Tak 1ze opakovanou derivaci a nakonec dosazenim « = 1 snadno spocitat pro libovolnou

mocninu n integraly typu [z" e *dz, [2" cosx dz, [2"sinxdx apod. (Téhoz vysledku zde
dosédhneme i integraci per partes volbou f =z, f' =1, g = e apod.)
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q integrdl ze st¥lat. integralis = celkovy < lat. integer = netknuty, neporuseny z in- = ne-; tango, -ere, tetigl,
tactum = dotykati se; §primitivni = prvotni z lat. primitivus t.v. < primus = pfedni, prvni; §substituce
z lat. substituo, -ere, -ul, -utum = dosadit, ze sub- = pod-; sto, -are, stetl, statiirus = stati; {per partes =
po Castech z lat. per partes t.v., per = pres; pars, -tis f. ¢ast.

6 Vektorovy prostor se skalarnim soucinem

6.1 Zavedeni

Z geometrie pripomeneme nékteré vlastnosti euklidovského prostoru, které budeme dale po-
tfebovat, pfipadné zobeciiovat pro prostory funkci, zejména pro Fourierovy fady. Ctenar
uvedené véci jisté davno zna, a proto je jen nepiesné, ale stru¢né pripominame.
< Ctenéfi matematicky erudovanému nebude jisté &init problémy v piipadé potieby formulovat nize uve-
dené naznaky presné. Pro kontrolu jsou presnéjsi formulace uvedeny hromadné na konci.

Pracujeme jednak s télesem S realnych cisel, které v tomto kontextu nazyvame skaldry,
jednak s wvektory v jakozto prvky wvektorového prostoru V. Vektorovy prostor se skaldrnim
soufinem (nékdy zvany unitarni prostor) ma tyto vlastnosti:

Vektorovy soucet (soucet vektori)

1) Soucet vektort je opét vektor: x = v + w.

2) Scitani vektort je komutativni: v + w = w + v.

3) Sc¢itani vektort je asociativni: (v + w) + z = v + (w + 2).

4) Existuje nulovy vektor 0, pro néjz vzdy v +0 =0+ v = v.

5) Ke kazdému vektoru v existuje opacény vektor —v takovy, ze v + (—v) = 0.
Soucin skalaru a vektoru

6) Soucin skaldru v a vektoru v je opét vektor: w = .

7) Néasobeni skaldru a vektoru je asociativni: a(fv) = (af)v.

8) Nasobenim skalarem v = 1 se vektor nezméni: lv = v.

9) Nésobeni skalarem je distributivni vaci séitani skalari: (a + 5)v = av + fv.

10) Nésobeni skaldrem je distributivni vici séitani vektort: a(v + w) = av + aw.
Skalarni soucin (dvou vektoru)

11) Skaldrni soucin (dvou vektort) je skalar: v = v - w.

12) Skalarni soucin je komutativni: v - w = w - v.

13) Skalarni soucin je distributivni: (av + fw) -z = av - z + fw - z.

14) Skalarni soucin vektoru v sama se sebou je vzdy nezaporny.

Pro nulovy vektor je 0-0 = 0, pro v # 0 je vzdy v - v > 0.

7 geometrie pfipomenme, ze vektory w, v nazyvame kolmé, je-li u - v = 0.
& Je skalarni soucin asociativni? Tato otdzka nem4 smysl, protoZe vysledek skaldrniho soucinu (skalar) je
jiného typu, nez operandy (vektory). Formalni zapis (u - v) - w = u - (v - w) ukazuje, Ze ani pravd, ani leva
strana ,rovnosti“ nemaji smysl. A kdybychom vzdy nahradili p¥islusny skalarni sou¢in nasobenim vektoru
a skaldru? Pak by zdpis sice mél smysl, ale nebyl by pravdivy. Obecné (u - v)w # u(v - w), napt. kdyz u
a W majl ruzne smery.
& Nulovy vektor se také nazyva neutrdlni prvek pro séitani. Pro nasobeni skalarti je neutrdlnim prvkem

jednicka 1, protoze la = al = « pro kazdé «. Existuje neutralni prvek pro skalarni souc¢in? Neexistuje,
protoze vysledkem skaldrniho soucinu je skalar, a nikoli vektor.

Rikame, Ze vektor e je jednotkovy, ma-li jednotkovou velikost: /e - e=1. V geometrii
casto zavadime orientovany smér v prostoru jako prislusny jednotkovy vektor.
& Zatimco jednotkovy prvek v grupé apod. je jediny, jednotkovjch vektort je vice (lezi v kazdém sméru).
€ Znacka e je z ném. Einheit, f. = jednotka; § vektor z lat. vector = privodi¢ od veho, -ere, vexl, vectum
= vézti; § skaldr z lat. scalee, -arum f. zebiik, schody (skalary lze usporadat jako schody).
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6.2 Ortonormalni baze

Uvazujme K navzijem kolmych jednotkovych vektort e, ve V (plati tedy e; - e, = 0;1).
Vsechny vektory v vzniklé z nich linearni kombinaci

vV = Zakek (50)

tvori vektorovy podprostor V’ ve V. Kazdy vektor z V’ je ziejmé jednoznacné urcen K-tici
skalari

{a Y = {ay, a0,...,ak}. (51)

Tato K-tice je reprezentaci vektoru v pi¥i dané ortonormdlni bdzi {e}X. Z reprezentace
vytvofime puvodni vektor pouzitim rov. (50). Potfebujeme-li naopak k zadanému vektoru
najit jeho reprezentaci, vyuzijeme ortonormélnosti baze: protoze e; - e, = d;, plati

ap = - e. (52)

6.3 Ortogonalni baze

UvaZzujme nyni navzajem kolmé vektory {f, }X, které ale nejsou jednotkové. Oznacme jejich
velikosti vy =/ f}, - [, takze ziejmé plati f; - f), = 140 . Predchozi tivahu mizeme provést
opét, jen s nepatrnou zménou v rov. (52), kde skalarni soucin vydélime velikosti ptislusného
vektoru baze:

v=> afyi podle rov. (50) (53)
k

1
ap=—uv- f, podle rov. (52). (54)
Vk

6.4 Schmidtav ortogonalizac¢ni postup

Ortogonalizovat danou bazi { f,}} znamena nalézt ortogonalni bazi {g,}} takovou, ze vek-
torové prostory vytvorené linearnimi kombinacemi vektort kazdé z téchto bazi jsou stejné.
Podle Schmidta ortogonalizujeme takto:

L.g=1
2. g, = fy + 194, kde «; uréime z pozadavku ortogonality po skaldrnim vynasobenim
rovnice vektorem g,, tedy 0 = g, - f5 + 019, - g1, a odtud oy = ’%1'[52.
1
3. 95 = f3+ 19, + a2g,, kde ay, as (jind nez v ptedchozich krocich) opét uréime
_ f3 7g2'f3

postupnym skaldarnim vynasobenim g, a g,. Vyjde a; = 7, Tesp. g =

.
19,

(Ctenat — matfyzak jisté poté, co si vyzkousi a pochopi tento postup, s potésenim dopise
k-tou tadku.)
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6.5 Prostory funkci

TFirozmérny vektor, jehoZ reprezentace je napf. u = (3; —2;4), bychom mohli zobrazit po-
stupnym vynesenim jeho slozek jako jednorozmérnou schodovitou funkci u(x):
3 pro O<x<l1
-2 pro l<ax<?2
4 pro 2<z<3
0 vsude jinde.
Jak bude nyni vypadat skalarni soucin vektori u a v = (8;5; —2)? Vysledek je ovsem

y=u-v=38+(-2).5+4(-2)=6 (55)

a dostaneme ho i z funkei u(z), v(z) jako integral

o0

3
v = / u(z)v(zr)dr = / u(z)v(z) de. (56)

0 —00
To néas privadi na myslenku rozsirit pojem vektorového prostoru i na prostory funkci s tim,
ze skalary budou obvykla ¢isla, vektoru u bude odpovidat funkce u(z) a skaldarnimu soucinu
bude odpovidat urcity integral soucinu obou funkei:

a ~ realna c¢isla

u ~ u(x

)
uU-v o~ /ab u(z)v(z)de

Snadno ovéfime, ze uvedené pfifazeni splituje pozadavky 1) az 14) na vektorovy prostor se
skalarnim soucinem.

<— Zobecnovat lze pochopitelné dale. Integradl mtize byt na libovolném intervalu, i nekone¢ném, mutizeme
integrovat s vdhou, tj. s jistou pfedem danou funkei p(z), takZe integral bude obecné Stieltjesova typu (hodi
se 1 pro nespojitou funkci m, kdy neexistuje p = dm/dx):

u-v= /ab u(x)v(x) p(z)dz = /ab u(x)v(x) dm.

Mizeme uvazovat i komplexni ¢isla a funkce, ale pak ve skaldrnim soucinu uzijeme komplexné sdruzenou
funkci w-v = [u*v = (u |v ). Symbolika bra- vektorii (u| a ket- vektort [v) je ¢astd v kvantové mechanice.
Ve specialni relativité zase pracujeme ¢asto se semidefinitni metrikou, kdy z |v| = 0 neplyne v = 0.

<— Problémy, které se na $tésti nebudou tykat nasich aplikaci, mohou byt spojeny s dimenzi vektorového
prostoru, tedy s poctem prvka béaze, kterd by umoznila popsat vSechny funkce — vektory z naseho nového
prostoru. Zatimco v geometrii jsme pracovali s tfirozmérnym prostorem a celkem nebylo problému rozsitit
jej na deseti nebo obecné K-rozmérny pro jakékoliv pfirozené K, u funkci nebude jiz pocet rozmértu konecny.
S tim se vynori otazky konvergence ¢i divergence, které u konec¢nych sum nebyly.

<— V této nekonecnérozmérné analogii Euklidova prostoru — v Hilbertové prostoru — také napft. nelze
jednoduse zavést objem. Do nekoneénérozmérné krychle K! s jednotkovou hranou lze vnofit krychli K!, ktera,
ma hranu libovolné délky I: ma-li mit nap¥. hranu délky | = 2, pak si uvédomime, ze télesova thlopricka
v k-rozmérné jednotkové krychli ma délku vk. Ctyfrozmérné krychle mé tedy thlop¥icku pozadované délky
2 = /4. Sta¢i proto kazdou hranu krychle K umistit jako diagonalu do étyi dimenzi jednotkové krychle
K!. Dimenze jednotkové krychle sice ,vyéerpavame® &ty¥ikrat rychleji nez krychle K, ale vzhledem k jejich
nekoneénému poctu néas to nijak neomezuje.
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7 Fourierovy rady

7.1 Funkce s periodou 27

Jako ortogonalni baze se ndm nabizeji goniometrické funkce cos kx pro k = 0,1,2,... asinkx
pro k = 1,2,.... Jejich ortogonalita plyne snadno ze souctovych vzorcu rov. (13) az (15)
a z integrali

’ H fo% cos kxdx fOQﬂ sin kxdx ‘
k=0 2 0
k # 0 celé 0 0

Potfebné integrély jsou (k, m jsou pfirozend ¢isla)

’ H J&T cos kx cos mada ‘ JZT sin ka sinmada ‘ J&T cos kx sinmada

k=m=0 2m 0 0
E=m=#0 T T 0
k#m 0 0 0

Podle rov. (53) vytvotime koneény ,trigonometricky polynom*

P,(z) = ;ao + kZ:(ak cos kx + by sin kx). (57)

Pro jeho koeficienty ay, by plati podle rov. (54):
ag = — /27r ) cos kxdx (58)
by = — /27r ) sin kxzdx (59)

Takové ,zptusobné“ fyzikalni funkce f(x), které jsou periodické s periodou 27 a které lze
,dostatecné presné“ nahradit trigonometrickym polynomem P,(x) (tj. f(z) ~ lim, ., P,z),
pak bude mozno vytvorit Fourierovou syntézou:

1 o0
f(z) = 500 + Y (ak coskx + by sin kx), (60)
k=1

kde koeficienty ay, by uréi Fourierova analjza podle rov. (54):

1 2w
ar = — f(z) cos kxdx (61)

7 Jo
2w
by = —/ x) sin kzdx (62)

< Integraly je vyhodné brat ve smyslu Lebesguové. Je samoziejmé zalezitosti hlubokého matematického
rozboru zjistit, které funkce jsou ,zptsobné“ a co znamena ,dostatecné presné®“. Jesté se k tomu v poznamece
vratime.

Prakticky dusledek: funkce f(z) s periodou 27 mtize byt téz popséana dvojici posloupnosti
{an}, {bn}5°, které tvoii koeficienty ve Fourierové fadé (60).

Zavedenim ¢y = éao, Cip = %(ak F ibg) pro pfirozend k a uzitim e
fada zvlasté hezky tvar

ik 4iské Fourierova

o
e T he e Moyt et e e =+ Y (cp e e e ) (63)
P
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<— Pojem funkce se tim posouva. Ze vztahu u = 0 < w - u = 0 plyne, Ze napf. zména funkéni hodnoty
v kone¢ném poctu bodi funkci v nasem smyslu neméni. V misté skoku dodefinujeme funkci stfedni hodnotou.

<— Dale vznika otézka, kdy a jak konverguje fada z rov. (60) a jak bohatd je tfida takto vzniklych funkci
(samozifejmé periodickych s periodou 27). Spokojme se v praxi tim, Ze zahrne vSechny funkce na (0,27)
s variaci kone¢nou (tedy na vSechny funkce, které jsou rozdilem dvou monotonnich funkci). To jsou napf.
vSechny funkce f, které spliiuji vSechny nésledujici podminky

e maji na (0,27) nanejvys koneény pocet skokll a v bodé skoku jsou dodefinoviny stiedni hodnotou
limity zprava a zleva

e interval (0, 27) lze rozbit na koneény pocet intervali I tak, Ze na kazdém z I; je f monotonni.

U takovych funkci f Fourierova fada z rov. (60) konverguje, a to k funkci f. Napt. pro zvuk v akustice je to
jisté dostate¢né bohata nabidka.

7.2 Gibbsuv jev

7.3 Funkce s obecnou periodou [

Zatim jsme sledovali funkce s periodou 27. Jednoduché zobecnéni rov. (60) a rov. (61) vede
k vysledku pro funkce periodické s obecnou periodou (:

flx) = ;ao + kzl a cos 2];1' + by, sin ZI;Wx) (64)
ar = ?/l f(z) cos QI;dex (65)
by = 7 / f(z)sin %—dex (66)
pripadné
flx) = c+ Z (ck e T ey e 1%7%) (67)
o = 5 / flo) e 12 de, & je cels. (68)

Ovérte si to jednoduchou substituci.

7.4 Nékteré Fourierovy rady
fl)=xzpro0 <z <2m  f(r)=m—2(Me 4 o2 4 o8z 4 ..
f(x) =z pro -7 <z <m: f(x) =2( lrlm—sm22w+¥—~-)
f(z) = |z| pro -7 <z < m: fl@) =7 —4(5% + oopr 4 cospr ..
f(z) = |sin(z)| pro 0 < x < 7: f(x :%—fr(c‘)lsg”+°%§§“+0056$+ ) .
f(x)=—=1lprom <z <0, f(x)y =1pro0 <z < m: flx) = 2(sBe 4 sinde 4 siadr 4 ..
f(x)=z(r+x)prom <z <0, f(r) =z(r — )pr00<x<7r
fla) = E(ine 4 snds {dnge ) )
f(r) = —In(2sin ) pro 0 <z < 7 f(x)zﬂ”—k@—l—%—l—---
f(z) = 1n(2005)pr00<x<7r fo) =<0t — cos2r 4 cosda

Funkci f po ¢astech spojitou lze ve Fourierové radé integrovat ¢len po ¢lenu.

Jak rychle ubyvaji ¢leny posloupnosti {ax}, {bx} pro k& — oo? Pro funkce majici skoky
jako 1/k, pro funkce spojité, ale se zlomy (nespojitost 1. derivace) jako 1/k?, pro hladké
funkce (se spojitou prvni derivaci) alespoii jako 1/k3 atd.
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7.5 Prakticka aplikace: lidsky sluch

N4 sluch provadi v jistém smyslu pritbéznou Fourierovu analyzu. Zvuk (vjem) je zptisoben
chvénim vzduchu®® | tj. zménami tlaku vzduchu. Cortiho organ v nagem vnitfnim uchu pro-
vadi Fourieruv rozklad tohoto chvéni s kratsi ¢asovou zakladnou (fadové 10 ms) a registruje
z n6j chvéni s frekvencemi v rozsahu asi 20 Hz az 20 kHz. V rozkladu Y- Ay cos(27 frt + ¢x)
vniméme ruzné frekvence fi jako rizné vysky zvuku (ténu) s hlasitosti danou ¢tvercem
amplitudy AZ. Fazové posuvy (. neregistrujeme piimo viibec (odhlédneme-li od nelinearity
ucha apod.).

<— Faze se projevuje nepfimo tim, ze dva kmity s celo¢iselnym pomérem frekvenci a s pevnym fdzovym
rozdilem nevnimame jednotlivé, ale jako jediny tdén jisté barvy (dané préavé pomérem vyssich harmonickjch).
Jestlize se vSak faze kmit navzajem méni, muze ucho oba tény rozlisit.

Vygku i hlasitost viimame zhruba logaritmicky: frekvenci v rozsahu az 2! : 1, tedy cca 10
oktav (oktava = 2:1), amplitudu vykonu dokonce az 10* : 1, tedy cca 140 dB (1 dB = +B,
1 B = 10:1). NiZe jsou zobrazeny riizné pribéhy tlaku podle funkei Y°p_; 75 cos(2km fot+ar ).
Ttebaze maji pribéhy znacné rozlisné, slySime je stejné, jak si mtzete pro fy = 220Hz ovérit
na webové strance mé prednasky z akustiky.

8 Fourierova transformace

Perioda | — oo

9 Diracova d-funkce

9.1 Motivace 1: hustota bodového naboje
9.2 Zakladni vlastnosti )-funkce
9.3 Motivace 2: derivace funkce se skokem

Ywve I d

9.4 Motivace 3: idealné ostra mérici sonda

13Také vnimame chvéni pienasené pifmo nasi lebkou (tzv. kostni slyseni). Proto také sami sebe slySime
jinak, nez jak nés slysi ostatni.
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