Kalkul pro fyziku — 1.dil Kallaaies

J. Obdrzalek — predbézna verze, 2008-10-02

Pro pohodli studentt zde shrnujeme hlavni matematické vzorce a tpravy uzivané pfti
uvodnim vykladu fyziky. Pfedpokladame soucinnost ¢tenarovu; obc¢as uvedeme namisto obec-
ného vzorce konkrétni pfiklad (napf. u binomické véty) s virou, ze ¢tenaf ihned pochopi, o co
jde. Text je obcas doplnén poznamkami petitem, aby se netrhal souvisly dé;.

Ad binomicka véta a (1 + x)° na nasledujici strané: Asi tak né&jak bychom to fekli svému véci znalému
kolegovi, chtéli-li bychom mu véc stru¢né pfipomenout. Pokud véci totiz étendf uz rozumi (coz predpokla-
ddme), pak si je — citi-li potfebu — snadno pfesné doformuluje sdm; navic tim bude mit kontrolu, Ze véc
zné do hloubky. Ctenai méné zkuseny je zase zpravidla konkrétnim piikladem rychleji orientovan spravnym
smérem pro pochopeni véci nez obecnym vzorcem.

Obcas jsou uvedeny poznamky mirné odbornéjsi znacené «<—. Nevadi, kdyz ji v prvnim
¢teni preskocite anebo kdyz ji nebudete rozumét.
<— Téleso C komplexnich ¢isel (vzniklé rozsifenim télesa redlnych ¢isel o prvek ,i“, pro néjz je i2 = —1), nelze
déle rozsiFit hledanim FeSeni rovnice x2 = i, protoze takové x jiz lezi v C. Lze v8ak vytvofit asociativni, ale
nekomutativni téleso Q s bazi &yt prvki a s algebrou kvaternionit: ¢ = a+b i +cj+dk, kde i = j? = k? = —1,
a dale ij =k; ji= —k, dalsi vzorce ziskame cyklickou permutaci prvku i, j, k. Bylo zavedeno Hamiltonem
pro popis rotace tuhého télesa, pro nas je vSak nyni nazornéjsi jeho maticova reprezentace.

Ptesna formulace, podminky platnosti apod. jsou ovsem podstatné v pfednasce z mate-
matické analyzy ¢i z numerické matematiky; pro né vsak tento text urcen neni. Ten je pouhym
doplnkem k nékterym prednaskam z fyziky, kde se matematika vyuziva. Jde tu jednak o pti-
pomenuti — tedy o strucné vystizeni jadra jistych matematickych technik pouzivanych ve
fyzice, jednak o ukazku, jak fyzika matematiky pouziva.

Zejména pro budouciho ucitele fyziky jsou urceny dalsi poznamky: plna jména osob v po-
znamce pod ¢arou’, etymologie (), popularnéjsi komentér (&) apod.

§ Kalkul = pocet, ze stilat. calculus = vipencovy kaminek, kterym se pocitalo, z lat. calx, -cis, f. vdpenec.
& Literatura tohoto typu se zpravidla nazjva ,kuchaika®.

U mne (J.O.) mizete tento text pouzivat pfi pfednaskach i pfi pisemkéch z fyziky coby
ytahdk®. A také upfimné uvitdm Vase podnéty, co mam doplnit do dalsi verze.
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1 Binomicka véta

Binomicka véta rozvadi n-tou mocninu binomu (1 + z) v fadu, konvergujici pro
a) komplexni |z| < 1 a libovolné realné n;
b) pfirozené n a libovolné komplexni = (suma pak ma jen n + 1 nenulovych s¢itancii).

. (n > n! 9 9-8 9-8.7
142)" = F=N ———h Foo(1+2)? =142 2 S
(1+x) kz:%(k)m kz:%)k!(n—k)!x , mnapf. (1+z) TR T g
(1)
<= Pro neceld n lze definovat n! = ['(n+ 1) = [ 2™ e™® da. Viz viak téz pi. 1L.1sn = —1.

q binom = dvojclen; z fr. binéme t.v., a to z bi- lat. = dvoj-; vouos o, . = Fad, ¢len.

Vysledkem je zfejmé mocninna fada se vSemi typickymi vlastnostmi: zejména v okoli
pocatku x = 0 mizeme ocekavat rychlou konvergenci.

Binomické koeficienty znate z Pascalova trojuhelniku:

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 3 1

N GORNGING (n) ()

Priklad 1.1: UkaZte souvislost klasického vzorce pro kinetickou energii Ey = ;muv® se
znamym relativistickym vzorcem E = mc?. ,Relativistickd“ hmotnost m souvisi s , klidovou*

mg vztahem m = \/7, kde 5 =v/ec.

Reseni: Ziejmé

1 1

E= m0027,1_—62 =moc®(1+ (=f%)) 72

a pouzijeme binomickou vétu pro n = —%, r = —p%
1 -1 -3 S
r o_ o (1 _ 1 g 2 22 (23,
moc? (1= (- 4 SR+ T
Lo 4 g+ gt (2)
= moc® + —mou mov —mov .
0 T T 16 °

V klasickém piibliZzeni je v < ¢, takze 3 — 0, my = m a oznacime-li £y = moc?, plati zfejmé
opravdu F = Fy + Ey. ,Klidova“ energie F, predstavuje ¢len sice obrovsky, ale konstantni,
neménici se v pribéhu déje a neovliviiujici tedy nijak mechanicky pohyb v klasické fyzice.
(Muzeme ho pokladat za vnitini energii ¢astice.) (Konec FeSeni)
Piiklad 1.2: Odvodte vzorec pro (a + b)".

ResSeni: Ziejmé plati (a + b)" = a"(1 + )", takze

g n
(a+b)" =a" Z ( ) ( ) ;  pro pfirozené n plati (a+0b)" =) (Z) akpk (3)

k=0

(Konec feseni)



2 Komplexni ¢isla a goniometrické funkce

2.1 Zavedeni

K realnym ¢&islim ptiddme imaginarni jednotku?i, algebraicky je rozsifime (4, —, *, /)

a vzapéti ,zazime“ relaci i* +1 = 0. Cisla typu z = a + ib nazjvame komplexnimi. Pro

jejich s¢itani i ndsobeni plati stejné zakony (komutativni, asociativni, distributivni) jako pro

realna cisla.

< Precisné&ji: Téleso R reédlnych &sel rozsifime o algebraicky prvek i (aby 1+ i* = 0) na nadtéleso C

komplexnich ¢isel. Struénéji: Téleso C komplexnich éisel je algebraicky uzavienym algebraickym rozsitenim

télesa R realnych ¢isel. Jinak: Komplexni é&isla zobrazujeme jako body v Gaussové ® roviné; realnou, resp.

imaginarni ¢ast udava soufadnice x, resp. y.

& Relaci 22 + 1 = 0 ovSem vyhovuje nejenom z = i, ale také z = — i.

& Nékdy se pise i = v/—1; my v8ak rad&ji nebudeme zavadét (vicezna¢nou) odmocninu komplexniho é&isla.

Proto napf. fesen{ rovnice #? = i budeme psat jako z1 2 = :I:?(l + 1), ale neuzijeme zapis /i = :t@(l + 1).
Cislo z = a — ib je komplezné sdruzené k &islu z = a + ib. Soudet z + Z a soudin zZ jsou

realné, rozdil z — Z ryze imaginarni. Velikost komplexniho ¢isla (téZ absolutni hodnota) je

|z| = |la+ 1b] = Va® + b2 . (4)

Tzv. zédkladni véta algebry Tika, Ze v oboru komplexnich ¢isel ma kazdy polynom n-tého
stupné pravé n kofenu (se zapoCtenim event. nasobnosti kofent).

<— S pojmem blizkym nasobnosti kofene se setkate napt. v kvantové mechanice pod nazvem ,stupen dege-
nerace (hladiny energie)“, kdyZ nékolik rtiznych stavi, tvoficich tuto hladinu, mé stejnou energii. Hladina
je napf. ¢tyfikrat degenerovand, jestlize vhodnd porucha (tj. mald zména) tuto hladinu rozstépi na ¢tyti
riizné hladiny, ale nikdy ne na vic. Polynomialni rovnice 2* = 0 m4 kofen = = 0, a to étyfnasobny: x1234 = 0,
protoze porusené rovnice téhoz stupné 2* — a = 0 m4 éty¥i rizné kofeny (£+/a, + i /a) pro libovolné malé
a > 0. Ne kazd4 porucha se ndm oviem hodi; porucha typu (1 — a)z* = 0 degeneraci nesnimd, protoze
symetrii Glohy nenarusi (a dokonce ani nezméni kofeny). Porucha vedouci k rovnici z* — az? = 0 sejme
degeneraci jen cdstecné, symetrie zistane ¢asteéné zachovana a rovnice bude mit jeden dvojnasobny kofen
z12 = 0 a dva jednoduché kofeny z3 = /a a x4 = —/a.

q imagindrni = zdanlivy, obrazny, z lat. imago, -inis f. = obraz, vidina; §komplexni = sloZeny, z lat. com-
= s-; plectd, -ere, plexi, plexus = plésti, tedy &islo ,spletené“ dohromady ze dvou ¢asti; 9algebra ze stilat.
algebra z arab. al-dzabr = fada disel; Ykomutativni = zdménny z lat. com- = s-; mito, -are, -avi, -atum
= zamd&Tovati; §asociativni = sdruZovatelny z lat. ad- = k; socio, -are, -avi, -atum = pojiti, sdruZovati;
QY distributivni = rozdélitelny, z lat. dis- = roz-; tribuo, -ere, -ul, -titum = déliti; §reding = skute¢ny, vécny
ze stilat. realis z lat. rés, rei, f. = véc.

2.2 Zapisy komplexnich cisel
Zapis

z=a+ib (5)
se nazyva kartézsky*. M4 nazorny vyznam bodu v Gaussové roviné a je vhodny pro alge-

braické zpracovani.
Jiny uzivany tvar je goniometricky:

z =r(cosp + isingp), (6)

2Elektrotechnici zna¢i imaginarni jednotku ,,j* a znacku ,i“ ponechévaji pro elektricky proud.
3Karl Friedrich Gauss, 1777-1855, ném. astronom, matematik a fyzik
4 Cartesius je polatingtély tvar jména Descartes (René Descartes, fr. filosof a matematik, 1596-1650).



kde r = |z| je velikost komplexniho ¢isla a ¢ jeho argument; ten se zpravidla uvazuje mod
27 v intervalu [—7, 7| anebo [0, 27].
Vztah
exp(iy) = cosp + isinp. (7)
se nazyva Moivrova® véta; lze ho ovéfit napf. rozvojem v mocninnou fadu. Z ného plyne tvar
exponencidlni, totiz
z=rexpip, (8)
opét r = |z|. Ten je zvlasté vyhodny pro nésobeni, mocnéni a nékteré funkce; je z néj mj.
ziejmé, ze
lgz=1gr+ iy (+ i2k7 pro libovolné celé k). 9)
To je vhodné pro vypocet komplexni mocniny komplexniho ¢isla:

(a + ib)(c-l—id) = (r eiso)(c+id) = 1 elep pid gmed — (pe gmd) pilcptdlnr)

Piiklad 2.1: Urcete i'.
Reseni: V exponencidlnim zépisu je i = e'z. Jetedy r =1, p = 5, c=0ad=1, takze

INE]

i'=(1-e'2) = (e'2') = e72 =0,20788... . (Konec feSeni)

Priklad 2.2: Odvodte souctové vzorce pro cos(a £ b) a sin(a + b) a vzorce pro soucty
a souciny trigonometrickych funkeci.

Reseni: Vzhledem k tomu, Ze e’ = e%. e, dostaneme dosazenim z rov. (7)
cos(a £ b) + isin(a £ b) = el = eia b — (cosa 4 isina)(cosb =+ isinb).  (10)
Odtud roznasobenim a porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti snadno souc¢tové vzorce

sin(a £b) = sinacosb= cosasinb (11)

cos(a+b) = cosacosbFsinasinb, (12)

z nichz plyne (pro Fourierovy integraly)

cosa cosb = ;(cos(a +b) + cos(a — b)) (13)
sina sinb = ;(— cos(a + b) + cos(a — b)) (14)
sina cosb = ;(sin(a +b) +sin(a — b)) (15)
a pro studium stojatych vin (a = %, b= %)
sinc+sind = ZSinC—gdcosc;d (16)
sinc—sind = 2coscgdsinc;d (17)
cosc+cosd = 2cosc+dcosc_d (18)
2 2
cosc—cosd = —2sin" —g d sin ; d. (Konec feseni) (19)

> Abraham de Moivre, 1667-1754, fr. matematik



Priklad 2.3: Ukazte souvislost mezi funkcemi nasobného uhlu a tzv. trigonometrickymi
polynomy (tj. polynomy ve funkcich sin a cos).

Reseni: Napiiklad
. . \3
cos3a + isin3a = 31 = (em) = (cosa + isina)® (20)

Roznésobenim, uzitim relace cos? a + sin? a = 1 a porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti
dostanene snadno

cos3a = 4cos’a — 3cosa ; sin3a = 3sina — 4sin®a (21)

Pro jiny exponent si jisté poradite sami (pfipadné s uzitim binomické véty). (Konec FeSeni)

Zapisy goniometricky i exponencialni jsou jednoznacné pii volbé intervalu J délky 27
pro ¢ a pro z # 0. V pripadé z = 0 muze byt zvolen argument ¢ libovolné.

Komplexni ¢isla se bohaté vyuzivaji napt. v elektrotechnice pii popisu obvodi se stii-
davym proudem. V linedrnich obvodech jsou vSechny hodnoty napéti w(t) i proudu i(¢)
harmonickymi funkcemi, tedy funkcemi typu u = ug(coswt + ¢, ), i = ig(coswt + ¢;) s rlz-
nymi fazovymi konstantami ,, ¢;; rozdil fazi se nazyva zpravidla fazovy posuv. Pro pevné
w zavedeme jako zobecnéni redlného (ohmického) odporu komplexni impedanci, popisujic
pak chovani rezistorti, kondenzatoru a civek v libovolnych kombinacich; s veli¢inou u(t) pra-
cujeme jako s komplexni veli¢inou u v exponencialnim zapisu. Tim se vyrazné zjednodusuje
vyjadieni veskerych linearnich rovnic a vztahii. Veliciny tohoto typu se nazyvaji v elektro-
technice fazory.

Komplexni ¢isla jsou ovSem vhodna i vSude jinde pii popisu harmonickych kmitt a vin.
Pfi linearnich jevech pak staci uvazovat jako méfenou veli¢inu napi. realnou ¢ast prislusné
komplexni veli¢iny. Pro vypocet nelinedrnich veli¢in (napf. energie) je nutno nejprve piejit
k redlnym castem a pak pripadné pro tyto veli¢iny odvodit specialni pravidla.

Stejné jako z redlnych ¢isel miizeme i z komplexnich ¢isel konstruovat napi. vektory,
matice apod. Mluvime pak o komplexnich vektorech atd.

<V kvantové teorii je stav systému popsan zpravidla® tzv. vlnovou funkci v, kterd je obecné komplexni
a neni pfimo méritelna. Komplexni sdruzeni se zpravidla znac¢i hvézdickou: ¢*. Méritelné veli¢iny ziskavame
stfedovdnim, napf. pro elektron popsany funkei ¢(x) je pravdépodobnost vyskytu na intervalu [a, b rovna

Sy () p(a) da.

3 Derivace

3.1 Zavedeni

Uvazujme dvé fyzikalni veli¢iny, napf. polohu z na lince v peci a teplotu f(x) v této poloze;
ta bude jisté na poloze zaviset. Zajima nas vliv zmény polohy na zménu teploty. Studium
zévislosti zmén vede k zavedeni derivace. Znaéme zmény (pfirtstky, diference) znackou A.
Pii nartistu” x o Az (posunuti) necht vzroste teplota o Af. Derivace je pak limitou
A d
f'(z) = lim Af_df (22)

Az—0 Az~ dx’

6Stav miize byt popséan i (komplexnim) stavovym vektorem. Nejobecnéjsi popis dava tzv. matice hustoty;
samoziejmeé je také komplexni.

"Samoziejmé miize byt Az nebo Af zaporné; v tom piipadé fakticky neptijde o nartist, ale o pokles.
Ctenafe zvyklého na algebraicky soucet, zahrnujici i odéitani, to jisté nezmate.



Ve stejném vyznamu se uzivaji i zapisy

f(z) = Cif(a:) = df/dx. (23)

Derivaci podle ¢asu znacime ve fyzice ¢asto teckou nad proménnou: dr/dt = 7.

Vyraz df se nazyva (totalni) diferencial funkce f; koneénd zména Af je diference.
<— Kdyby f byla linearni, pak by bylo Af = df pfesné i pro koneéné dz. V tom smyslu se fika, ze df
je linedrni ¢ast prirtstku Af. Danému bodu zg a diferencidlu dz odpovida pak diferencidl df = f/(z¢) dz
pfesné a pro libovolné dz.

Ve fyzikalnich tvahach se ¢asto mluvi o konecném prirastku Az, na rozdil od infinitezi-
mdlniho nebo nekonecné malého prirastku dz. Ale o tom az v Kap. 77.

Pojmy derivace i limity (s kvantifikitory, €, d,...) proberete detailné v tivodnim kurzu
matematické analyzy.
q derivace = odvozeni metaf. z lat. derivatio, -onis f. odvodnéni z de- = od, rivus, -1 m. = potok; limita

= hranice, mez z lat. Iimes, -itis m. = mez (mezi poli); § d, A, § z lat. differentia, -& f. = rozdil, riznost
z dis- = roz-; fero, ferre, tuli, latum = nésti.

3.2 Vyznam v aplikacich

Vyjadiime-li funkci y(z) kfivkou (grafem v soutfadnicich x, y), pak derivace y'(z) = tga
v bodé (z,y) je smérnici tecny kiivky v tomto bodé. Graf je nutno ovsem vynéset tak, aby
jednotky SI veli¢in x, y byly zobrazeny na oséch stejné velkymi tseky.

Je-li nezévisle proménnou éas t,je [ = ds

rychlost: je-li s drdha, je § = <2 rychlost

E dt

pohybu; je-li T teplota, je T' = rychlost zahfivani apod.

& S tim souviseji i rfiznd bézna ctem derivace: dp/dt ,Casova zména hybnosti“, ,pfirtstek hybnosti za
jednotku ¢asu“. Nap¥. rychlost pohybu ds/dt se ¢asto ¢te jako ,draha za jednotku ¢asu“. Rozumi se tim,
7e kdyby byla rychlost pohybu stald, pak by draha urazend za jednotku casu (tj. za sekundu) byla ¢iselné
rovna této rychlosti.

3.3 ,,Slovnik“ pro derivace

(konst)’ = (expz) =expx (arctanz)’ = (1 + 2%)7!
(™) = nx" ! (cosx) = —sinz (arcsinz)’ = (1 — %)~/
(In|z|) =1/z (sinx) = cosx (arccos )’ = —(1 — x2)~1/2

& Norma piedepisuje pro tangentu znacku tan, nikoli tg, tang apod.

3.4 ,,Gramatika“ pro derivace
3.4.1 Derivace souc¢tu a soucinu

Jsou-li o, 3, v konstanty a f, g, h funkce, plati

(af +Bg—=~h) = af' +Bg =N (24)
(fgh) = f'gh+ fg'h+ fgh' (25)
<£> = fgg;fg pro g # 0. (26)



3.4.2 Derivace sloZené funkce
Je-li f = f(z), x =&(t) a znacime-li F(t) = f(£(t)), plati
dFf  df d¢ . Y.

Velmi casto se ve fyzice nerozlisuje F' od f, protoze popisuji fyzikdlné tutéz veli¢inu. Pak
se ovSem nerozlisuje ani x od £ a pise se napft.

df df dz

dt  dz dt’
jako by se ,kratilo diferencidlem dz*. To mize hloubavého studenta zmaést; takova interpre-
tace také zradi u funkci vice proménnych. Predevsim to vSak pravem rozhof¢i matematika.
Z jeho hlediska jsou totiz F' a f zcela rizné funkce F'(t) a f(z), a taky = je nezavisle pro-
ménnd, zatimco £ je funkce £(t) nezéavisle proménné ¢.

Priklad: Zna¢me 7 teplotu podél linky v peci. Necht roste pro 0 < x < 1 linearné,
podle vztahu 7(z) = 79 + (71 — 70). Teplomér projizdi linku zrychlené, pro 0 < ¢t < 1 je
£(t) = t2. Udaj T(t) teploméru roste tedy kvadraticky s ¢asem: T'(t) = 7o +t3(1, — 79). Fyzik
zdtraznuje, ze oboji T' i 7 znamenaji totéz, totiz teplotu v peci. Matematik zdtraznuje, ze
T(t) a 7(x) jsou zcela rtzné funkce riznych proménnych. Pravdu maji samoziejmé oba.

& Rozmyslete si, co plyne z fyzikalni interpretace derivace slozené funkce: tidaj teploméru se méni (% #0)
opravdu jen tehdy, kdyz se podél linky méni teplota (% # 0) a pfitom se teplomér pohybuje (% #0).

3.4.3 Derivace inverzni funkce

Derivace inverzni funkce je rovna prevracené hodnoté derivace funkce ptivodni:

dx 1

ar 1 2

dy dy (2]
dx

P1i geometrické interpretaci porovnavame puvodni graf funkce s grafem preklopenym kolem
osy prvniho kvadrantu.
& Osy z, y si tedy proméni polohu.

<— Pfesnéji: Je-li y = y(z) v okoli U(zg) bodu zy monotonni a ma-li nenulovou derivaci, pak existuje inverzni
funkce x = x(y), tj. pro X € U plati z(y(X)) = X, a jeji derivace je rovna uvedenému vyrazu. Symboly z,
y maji na obou stranéch rov. (28) trochu jiny vyznam, podobné jako vyse u kap. 3.4.2.

3.5 Vyssi derivace

Derivovanou funkci miizeme opét derivovat: (f')'=f"=f?, neboli

d (df\ _ azf
de \dz )~ da?

a Cteme ,dé druhé f podle dé x na druhou“. Podobné tvotfime i vyssi derivace.
Zéapis druhé derivace dz? zde znamena (dx)?; nikoli tedy d(z2), coz je prvni derivace podle vyrazu x
prilezitostné v analytické mechanice.
d?r . dr

2 a vyskytuje se

Vyssi derivace podle c¢asu znacime analogicky vice teckami:



