Minkowského svét

Opakovani, interval, invariant

V soustavé S je poloha bodu X uréena ne€arkovanymi soufadnicemi (x, f). V jiné soustavé S~
pohybujici se rychlosti J'= B ¢ viéi S je poloha téhoz bodu uréena ¢arkovanymi soufadnicemi (x’, ¢°)
Pokud byly soustavy navzajem synchronizovany, {j. (0,0)=(0,0)’, jsou oboji soufadnice spojeny
Lorenzovou transformaci

x'=y(x-Bxo) (1)
xo'=yp(xo—Bx). (2)

Pokud soustavy synchronizovany nebyly, napravime to tieba takto: zjistime, jaké soufadnice (X, T7)’
ma pocatek (0,0), a dale namisto x’ piseme x’- X’ a namisto xp’ piSeme xp - Xp .
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. N N . R . 2
Dosazenim se pfesvédcime, Ze v obou soustavach ma stejnou hodnotu tzv. interval I”:
]2=x2_x02 =x:2_x0;2 (3)

—_ . 2. . . o x: . .
a fikame, Ze interval I je invariant vi¢i Lorentzové transformaci (1;2).

Herrmann Minkowski

Herrmann Minkowski (1908) pouzil komplexni jednotku i (pro kterou i2= -1) ke konstrukci
komplexniho prostoru popisujiciho spole¢né prostor i Cas.

V tomto Minkowského prostorocasu jsou prostorové soufadnice x1= X, X2= ), Xx3= z realné,
ale €as je zastoupen imaginarni hodnotou

X4=lixg=lct
Tim se stane, Ze se zachovava vyraz, ktery Ize zapsat jako
2 2 2 2 2 4 2
I =x] +x; +x3+x, = 1k (4)

Ten vypada analogicky oby€ejnému vyrazu pro velikost vektoru ve trojrozmérném prostoru; lisi
se opravdu jen tim, Ze sCitame &tyfi Cleny misto tfi. TroSku se zméni i zapis Lorentzovy transformace.
Ve vsech &tyfech soufadnicich vypada specialni Lorentzova transformace takto:

x1’ = Y X1 +1Byxy (5)
X2’ = X2 (6)

x3’ = X3 (7)

X4 = —1Byx Y X4 (8)

Lorentzova transformace, popisujici pfechod do pohybujici se soustavy, pak v tomto
Ctyfrozmérném komplexnim prostoru pfedstavuje oto¢eni, pfi némz se zachovava Ctverec vzdalenosti

majici tvar intervalu P podle (3).

Nas plan

Dal$i Gvahy postupuji timto smérem: polohovému vektoru r = (x1, X2, X3) z obvyklého
3D-prostoru odpovida ¢tyfvektor zahrnujici i €as, X = (x1, X2, X3, X4). Podafi-li se nam formulovat
obvyklé pohybové zdkony mechaniky tak, abychom v nich uZili pouze

e (Ctyfvektory, o nichz vime, Ze se transformuji Lorentzovymi transformacemi, a

e (isla a invarianty, které se Lorentzovymi transformacemi neméni,



pak rovnice platné v klidovém systému budou stejné platné i v kazdé pohybuijici se soustavé —
dostaneme tedy relativisticky invariantni rovnice.

Vlastni ¢as

Pozor musime dat zejména na ¢as — veli¢ina ¢, natolik dulezita v mechanice a invariantni
v galileovské mechanice, je nyni nanejvys prostfednictvim veliginy x4 = ict pouze &tvrtou slozkou
Ctyfvektoru. Vénujme se mu podrobné;ji.

Pohybujici se hodiny (spjaté se soustavou S”) jdou y-krat pomaleji nez tytéz hodiny stojici
(v soustavé S): pro jejich udaj plati

At’=At/y 9)

To v8ak naopak znamena, ze — na rozdil od doby Af — veli¢ina At” bude vzdy taz, at' uz je
rychlost 7 hodin jakakoliv; je to tedy invariant, ktery v pfipadé pomalu se pohybujicich nebo stojicich
hodin pfechazi na obvykly ¢as. Obvykle se nazyva vlastni ¢as a znadi se 7 (tau). Je tedy t = At /). Je
to ten invariant, ktery pfevezme roli €asu — invariantu znamého z mechaniky.

Ctyirychlost, étyizrychleni

Protoze obycejna rychlost je v = Ax / At , zavedeme Gtyirychlost analogicky ze &tyfpolohy
pomoci vlastniho ¢asu:

u = (Ax /At Ay / AT, Az / At Alict) / AT) = ( vy Vs ¥ Vs )

Jeji velikost podle Pythagorovy véty je % Je tedy zaporna, ale nedivte se — jsou tam
imaginarni Cisla, tak to musi pfece byt néco jiného, nez jsme zvykli.

Ctyfzrychleni a = Au / At je &tyFvektor vzdy kolmy na &tyfrychlost: a *u = 0. (To se da
dokazat ze skutecnosti, ze Ctyfrychlost ma stale stejnou velikost.) DulezitéjSi nez étyfzrychleni je ale
Ctyfhybnost.

Ctyihybnost

Hybnost, kterou jsme znali jako hmotnost * rychlost, bude tedy hmotnost * Ctyfrychlost a stane
se Ctyfhybnosti p:

p =mou = (ymoVvy,ymgVy, y Mg Vs, iymg c)

Tento vyraz mdzeme interpretovat také trochu jinak: rozlozime ho nikolinap = mg X y v, ale
p =y mg X v.tim, Ze zavedeme relativistickou hmotnost m pomoci dosavadni (,klidové®) hmotnosti
mo vztahem

m=ymp,; p=mv

Pohybujici se ¢astice ma tedy automaticky vétsi setrvacnou hmotnost m nez taz Eastice stojici
(mo). Pro sebe samu se oviem &astice neméni: ona je vici sobé v klidu, a ma tedy pro sebe samu
svou klidovou hmotnost.

Ctvrta slozka &tyfhybnosti, iymyg ¢, vyjadiuje energii (vydélenou ¢) podle nasledujici analogie:
zakon zachovani hybnosti souvisi s izotropii prostoro€asu pfi posunuti prostorovych soufadnic, zakon
zachovani energie zase s izotropii prostoro€asu pfi posunuti Easového pocatku. Z této analogie

vyplyva, Ze vyraz E = ymg ¢ = m ¢~ ma vyznam energie ¢astice majici klidovou hmotnost g
(pohybovou hmotnost ma tedy ymg = m) a rychlost v danou faktorem y.

Snad stoji za ukazku, Zze vyraz E = m e je opravdu ve svém klasickém pfiblizeni to, co
zname jako energie pohybujici se €astice, tedy 2 m v Potfebujeme k tomu jen zaCatek binomické
véty, Ze totiz

1L+x)'=1+nx + oa-1)IL2) 2 +n(n-1) (1-2)/(1.2.3) +n(n-1) (1-2) (n-3)/(1.2.3.4) x* o
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Do vyrazu dosadime x = () an = — Y, pfi¢emZ vezmeme jen prvni dva ¢leny z rozvoje.
Dostaneme

E=mc=mo®(A-p) “=moc® A+ ..)=moc® + Ysmg* ...

Prvni vyraz je konstanta — klidova energie Castice, ktera je sice obrovska, ale nemeéni se po
celou dobu zivota ¢astice; nemusime ji tedy uvazovat v mechanice. Druhy vyraz je znamy z klasické
mechaniky jako vyraz pro kinetickou energii.

Ctyisila
Zbyva uZ jen zobecnit silu na Ctyfsilu — a dostaneme relativistické pohybové rovnice (tedy:
relativistickou dynamiku), vyjadfujici, ze
Casova zména ctyrhybnosti se rovna ctyrsile:
Ap/At=F

(Casova zména se mini podle vlastniho ¢asu — pro&?) Tim je popsana dynamika ve specialni
teorii relativity.
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