Kapitola 7

Zaklady teorie relativity

7.1 DMotivace

7.1.1 Co je a co neni teorie relativity 2009-01-08 — 7-REL-b.tex

Specialni teorie relativity (STR) méni velmi podstatné nase pojimani prostoru a casu. Zejména
v oblasti velmi vysokych rychlosti (srovnatelnych se svételnou rychlosti) se totiz pfi méfeni uka-
pojimat je spolu jako novy pojem prostorocas a studovat jeho vlastnosti. STR tuto souvislost vy-
stihuje a popisuje. Pfechod od jedné inercidlni vztazné soustavy ke druhé podle STR jiz neni dan
Galileiho transformaci, ale transformaci Lorentzovou; ta je symetri¢téjsi v soufadnicich (¢asové
a prostorovych) nez Galileiho.

STR dale spojuje setrvacnou hmotnost s energii znamym vztahem E = mc?. Gravita¢ni hmot-
nosti a gravitaénim zédkonem se vSak zabyva az obecnd teorie relativity (OTR), nikoli STR.

Ostatni predstavy klasické mechaniky (napf. ¢astice, pole, sila) vSak ztistavaji v STR v platnosti,
dokonce i v tom smyslu, Ze pfi peclivé formulaci plati t¥fi pohybové zakony Newtonovy, tedy zaklad
klasické mechaniky, pouzivame-li béhem prace pouze jedinou vztaznou soustavu. Napt. 2. Newtoniv
zékon (zékon sily) plati ve znéni ,,Casovd zména hybnosti hmotného bodu je rovna vysledné sile
na néj pusobici®.

STR je plné kompatibilni (slucitelnd) s teorii elektromagnetického pole. Transformacni vlast-
nosti tohoto pole (Lorentzova transformace) totiz vyhovuji predstavé sjednoceného prostorocasu,
nikoli vSak pfedstavé prostoru samostatného, na case nezavislého (Galileiho transformace). Pfipo-
metime, ze teorie elektromagnetického pole neni kompatibilni s klasickou nerelativistickou mecha-
nikou, konkrétné s Galileiho transformaci.

7.1.2 Vychozi situace: konec 19. stoleti

Klasicka mechanika je uz detailné rozpracovana nejen ve formé vektorové (newtonovské), ale i ve
svych vyssich partiich — v analytické mechanice, jako je Lagrangetv a Hamiltoniv formalismus.
Zustava vsak stale Newtonova predstava existence absolutniho prostoru a absolutniho ¢asu, v némz
plati zcela presné Newtonovy zdkony; jemu se (pouze) pfiblizuji vztazné soustavy nami realizované.
Ovsem jiz Galileo Galiei (pfed Newtonem) védél, ze zdkony mechaniky, platici napf. ve vztazné
soustaveé spojené s klidnym motem (a se Zemi) maji stejny tvar i ve vztazné soustavé spojené s lodi,
ktera se viici mofi pohybuje rovnomérné pfimocare. Je tedy zfejmé, ze mechanickymi pokusy nelze
zjistit, zda dana vztaznad soustava je onim absolutnim prostorem a c¢asem, anebo se vi¢i nému
pohybuje rovnomérné primocare.

Také teorie elektromagnetického pole je prakticky hotova. Na podkladé zejména Faraday-
ovych pokust a jejich matematického zpracovani Maxwellem se v ni podarilo sjednotit do té doby
samostatné obory — elektfinu, magnetismus a optiku. Elektromagnetické pole bylo popisovano jako
mechanicky stav (vnitfni pnuti) ve specidlnim vSe prostupujicim prosttedi - éteru. Napt. elektricka
indukce D — displacement — popisovala podle téchto predstav mistni posunuti tohoto éteru pod
vlivem prislusné sily — elektrické intenzity E. Bylo by logické predpokladat, ze éter je v klidu vuci
absolutnimu prostoru.

Ukézalo se vSak, Ze rovnice popisujici elektromagnetické pole (Maxwellovy rovnice) nejsou inva-
riantni viéi Galileové transformaci. Plynou z nich totiz vlnové rovnice, které stanovuji, ze svételna
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rychlost! mé — rozumi se v absolutnim prostoru a ¢ase — jistou konkrétni hodnotu

co=c= =299 792 458 m/s.

oMo

Protoze podle Galileiho transformace se rychlosti pti pfechodu mezi vztaznymi soustavami scitaji,
dava to moznost z ,kandidat na absolutni prostor” vyloudit ty vztazné soustavy, v nichz by méla
nameéfend hodnota svételné rychlosti hodnotu jinou. Otazka nalezeni soustavy, vicéi niz je éter
v klidu, se stala aktualni.

7.2 Klasické pojeti casu a prostoru

7.2.1 VztaZzna soustava; hodiny, mérici tyce

2Ze standardii — stejnych hodin a stejnych tyéi — si pfedstavime vytvofeou pevnou konstrukci.
Tyce jsou navzajem v klidu a spolu s hodinami v ,,mfizovych bodech” ty¢i nam realizuji vztaznou
soustavu §. Zajistime také synchronizaci hodin, tj. Ze riizné hodiny v rtznych mistech stanovi
pro dvé soucasné udalosti tyz ¢asovy udaj (tj. spoleény poc¢atek ¢asu pro vSechny hodiny v S). Déale
zvolime, viceméné libovolné, pocatek soufadnic v S.

7.2.2 TUdaAalost

U dulezité udalosti zaznamenavame misto a cas, kdy k ni doSlo: v kazdém dotazniku napt. za-
pisujeme den a misto svého narozeni. V STR byva termin wuddlost zlZen pravé jen na urceni
prostorového a ¢asového udaje, tj. dvojice [r;t], kde a kdy dotyény jev (vybuch supernovy, rozsvi-
ceni zarovicky, setkani dvou pohybujicich se bodi) nastal (tedy bez ohledu na to, co se vlastné
stalo). Takovou udalosti je napf. i poc¢atek vztazné soustavy [0,0]: odsud zac¢indme méfit prostor
i Cas.

K plné informaci je ovSem potieba zadat vztaznou soustavu, v niz polohu a okamzik ur¢ujeme:
pasazér ve vlaku z Moskvy bude urc¢ovat udalosti polohou vii¢i svému mistu v rychliku a ¢asem vuci
CR o 2 hodiny posunutym. Udaje 7/, ¢’ vztazené k jiné soustavé S’ odlisime téz ¢arkou u zévorky:
[r'; '), napf. [0,0]".

Odpovéd k 7.6.1: [3; 3\/1117].

7.2.3 Synchronizace vztaznych soustav

Pii sledovani dvou soustav se ndm zjednodusi popis, budeme-li je synchronizovat navzajem:
pocatku [0, 0] soustavy S pfifadime i pocatek [0, 0] soustavy S’. Prakticky: pokud pocatku [0, 0]
odpovidala v &’ diive hodnota [ry,t']’, pak tuto hodnotu odeéteme od kazdého tdaje v S'.

7.2.4 Soucasnost a soumistnost; relativni a absolutni

Rekneme, ze dvé udalosti A, B se soufadnicemi [ra;ta] a [rp; tp] méfenymi v téze vztazné soustave
S jsou v této soustavé soucasné, jestlize t5 = tg, resp. soumistné, jestlize rp = rg.
V logice budeme misto slova ,soucasné“, nema-li bezprostfedni vztah k casu, radé&ji uzivat slovo ,zaroven“.

Veli¢inu nazyvame absolutni, resp. relativni, jestlize jeji hodnota nezavisi, resp. zavisi na
volbé vztazné soustavy pouzité pro popis a méfeni veliciny.

Soucasnost je v klasické mechanice absolutni: jestlize nastane vybuch soucasné na zacatku i konci
vlaku, pak nastal soucasné jak vuci vlaku, tak i viici Zemi.

Naproti tomu soumistnost dvou udalosti je i v klasické mechanice relativni, tj. zavisi na volbé
vztazné soustavy uzité pti popisu. Jestlize si pasazér v jidelnim voze u stolku objedna kavu (A) a po
chvili ji zaplati (B), pak objednani a zaplaceni nejsou soucasné (ani z hlediska vlaku, ani Zemé).
Udalosti A, B jsou soumistné z hlediska vlaku (u téhoz stolku), nikoli vSak z hlediska Zemé (vlak

!Termin zni ,svételna rychlost* (luminal speed) neboli ,rychlost svétla ve vakuu® (speed of light in vacuum) podle
spole¢né normy ISO/IEC 80000-6. Norma predepisuje znacku ¢y a ponechdvd c pro rychlost svétla i v jiném prostiedi
nez ve vakuu. Protoze zde se prakticky vSude zabyvame jediné rychlosti svétla ve vakuu, dovolime si pro strucnost
uzivat jednodussi znacku ¢ namisto co.

2Cely tento odstavedek jen piipomina znadmou véc; na definici je p¥ilis vagni.
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zatim projel dlouhy tsek). Soumistné v obou vztaznych soustavach by A, B byly bud tehdy, kdyby
se soustavy vici sobé nepohybovaly (kdyby vlak stél) nebo kdyby A, B byly soucasné — tj. kdyby
se vlak nestacil mezi obéma udalostmi A, B vi¢i Zemi posunout.

I v teorii relativity bude soumistnost relativni: dvé udalosti v jedné soustavé soumistné, ale nesoucasné, nebudou
soumistné vici jiné soustavé, pohybujici se vic¢i prvni. Relativni se vSak stane i souCasnost: dvé udélosti v jedné
soustavé soucasné, ale nesoumistné, nebudou soucasné vici jiné soustaveé, pohybujici se vici prvni. Bude to tedy —
paradoxné — symetric¢téjsi. A také bude pravda, ze dvé udalosti A,B zaroven soucasné i soumistné v jedné soustavé S
jsou soucasné a soumistné i v kazdé jiné soustavé S’.

7.2.5 Galileova transformace

Uvazujme dvé inercidlni vztazné soustavy: udélost U nechf ma v S soufadnice [r, t], v S’ soufadnice
[r',t']". Pfechod od hodnot 7, t k 7/, ndm urcuje Galileova transformace. Proberme situace od
nejjednodussi k nejobecnéjsi.

Jsou-li obé soustavy identické, pak prirozené plati

r’ = r

resp. po soufadnicich
’I"/i = T;
t = t.
Jestlize obé soustavy maji jen posunuté pocatky, tj. maji sobé odpovidajici osy rovnobézné,
nepohybuji-li se vii¢i sobé a jestlize jisté udalosti Uy se souradnicemi [rg,t9] v S odpovidaji sou-
fadnice [r(, t5] v 8’, pak mé transformace [r,t] na [r’,¢] tvar

(r" — 7o) = (r—mrp)
t—th = (t —to).

Pokud se soustava S’ vii¢i S posouva rychlosti V', pak méa tuto rychlost vicéi S kazdy bod, ktery
v &' stoji. Plati tedy

(7’/—7‘6)2‘ = (’I‘—To)i — V(t—to)
t—t) = (t — to).

Ovéite si, Ze si oboji soufadnice udalosti Uy odpovidaji. Déle ovéite, Ze libovolny bod stojici v &', tj. majici
r’ = konst pro libovolné t', mé4 v S soufadnici r zévislou na t linedrnim vztahem, z n&ho# plyne rychlost pohybu V.

Maji-li soustavy S, &’ navzéjem otoc¢ené osy, bude (obecné) velikost kazdé ze slozek 2/, y/, 2/
zéaviset na vsSech slozkach x, y, z, a to linedrné, pomoci smérovych kosinti K;; mezi osou x’; a xy.
Galileova transformace ziskd tvar

(r' — 7)) = Ki(r—ro)r — Vi(t—to)

vty = (t — to), (7.1)

Toto je tedy nejobecnéjsi Galileova transformace.
Matice smérovych kosini K;j je unitarni, tj. Kk Kim = Ogm. VSimnéme si, Ze linedrni kombinace pomoci unitarni
matice ma nazornou geometrickou interpretaci — otoceni vztazné soustavy.

Specialni transformace Zjednodusime si nyni praci tim, Ze budeme uvaZovat situaci pouze
v tom sméru, ve kterém se kona pohyb. V tom sméru budeme orientovat osu x. Obecna transformace
ma pak tvar

x — x = z—x9 — V(t—1to)
#—t = (t — to).

resp. pii synchronizaci pocatki

(7.2)
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Inverzni transformace ke Galileové transformaci rov. 7.2 miiZze byt samoziejmé nalezena trivi-
alnim vyresenim soustavy téchto dvou linearnich rovnic vi¢i nezndmym z a t, tedy

T = 2 + VvVt
t = t.

Muzeme ji vSak najit i ,fyzikalnéji“, a toto si hluboce rozvazte: z principu relativity plyne, Ze tato
transformace musi mit stejny tvar, tj. bude opét Galileovou transformaci, v niz zaménime ¢ za t,
dale x za 2’ a vzadjemnou rychlost V za V/ = —V.

7.2.6 Maéreni dob a délek

Pozorujme letici meteor, ktery nékdy nékde zacal svitit (udéalost A) a poté jinde zhasl (Z). Zajima
nas jednak vzddlenost, tedy draha |ryz — ra |, jakou meteorit urazil, jednak doba tz —ta, jak dlouho
svitil. Protoze vSak hodnoty prostorovych i casovych tidajt zaviseji na volbé vztazné soustavy,
zajima nas také, do jaké miry na této volbé zaviseji vzdalenost a doba zkoumaného déje, tj. prosto-
rova a casova vzdalenost mezi dvéma udalostmi. S meteoritem miZeme spojit inercidlni soustavu
&', inercidlni soustavu spojenou se Zemi oznac¢ime S. Pro zjednoduSeni zapisti predpokladejme
pfimocary let po ose x.

Leti-li meteorit po dobu AT = tz — tp viéi Zemi, pak ve své vlastni inercialni soustavé (v niz
stoji v klidu) leti dobu AT" = ¢, — ¢/,: z transformacnich rovnic plyne AT = AT’. V klasické
mechanice je tedy doba déje absolutni, tj. nezavisi na volbé vztazné soustavy.

Snadno vSak nahlédneme, ze prostorova vzdalenost mezi dvéma udélostmi (délka) je rela-
tivni, tj. na volbé vztazné soustavy zavisi. Meteorit v soustavé S’ spojené s nim samym je ovSem
v klidu, takze draha, po které sviti, je nulova. V soustavé S spojené se Zemi urazi meteorit nenulovou
dradhu Az, v pfipadé rovnomérného pohybu Az = vAT.

7Z toho také plyne samoziejmé ,,pouceni“: chceme-li zmérit délku pfedmétu, pak se tento predmeét
bud nesmi pohybovat (a jeho kraje pak muzeme méfit kdykoli), anebo — pokud se pohybuje —
musime zméfit oba jeho kraje soucasné, tedy v tentyz okamzik. (V teorii relativity se ukaze, ze
soucasnost méfeni ve dvou vzdalenych bodech je relativni.)

Délka predmétu meérend ve dvou vztaznych soustaviach navzajem pootocenych vyjde stejné.
To je matematicky vyjadfeno unitarnosti matice smérovych kosint K. (Jednotlivé ¢tverce rozdila
slozek pod odmocninou budou obecné rizné, ale jejich soucet bude vzdy stejny.)

7.2.7 Klasické skladani rychlosti

Pri rovnomérném primocarém pohybu neni rozdil mezi primérnou a okamzitou rychlosti: v obou
pripadech je rychlost dana vztahem

Ar Ty, —TA
V= — = L =
At~ ty —ta

Dosazenim snadno zjistime, Ze mezi rychlosti v naméfenou v S a rychlosti v’ naméfenou v &’
pohybujici se rychlosti V' vici S plati jednoduchy vztah — rychlosti se s¢itaji jako vektory:

vV=v-V

Odtud ihned plyne, Ze neexistuje zadna konecna rychlost, ktera by byla absolutni v tom smyslu,
ze by méla stejnou hodnotu bez ohledu na volbu vztazné soustavy. Jediné rychlost nekone¢na v jedné
vztazné soustavé je nekonecnd v libovolné vztazné soustavé. Tomto ponékud podezielému tvrzeni
mizeme vSak dat prijatelnéjsi tvar. Nekonecnou rychlosti bychom se mohli dostat od udéalosti
A=(ra;ta) k udalosti Z= (rz;tz) tehdy, kdybychom nenulovou vzdalenost |rz — 7| pfekonali bé-
hem nulové doby, tedy pokud by platilo t7 = t5 a obé udalosti byly soucasné. Potteba nekonecné
rychlosti ke spojeni udalosti A a Z je tedy totéz co soucasnost téchto udalosti. Absolutnost neko-
necné rychlosti v galileovské mechanice tedy znamené absolutnost sou¢asnosti. To je srozumitelny
— a velmi dulezity — disledek Galileiovy transformace.

Timto konc¢ime rekapitulaci klasické kinematiky.
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7.3 Princip konstantni svételné rychlosti

Z Maxwellovy teorie plyne, ze svétlo (jakozto forma elektromagnetického zafeni) by se mélo v ab-
solutnim prostoru a c¢ase (kde plati Maxwellovy rovnice) $ifit rychlosti

¢ =1/\/eoio = 299792458 m/s.

V inercialnich soustavach pohybujicich se vii¢i absolutnimu prostoru by tedy mélo mit svétlo rych-
lost jinou, podle teorému o vektorovém skladani rychlosti. Ale pfesnd méfeni (napf. Michelsoniiv-
Morleytuv pokus) naméfila ¢ stejné v rtznych inercidlnich soustavach; nap¥. Zemé obihd kolem
Slunce s postupnou rychlosti 30 km/s, takze by v riznych ro¢nich obdobich mélo mit svétlo mimo-
zemskych zdroji mit rychlosti odlisné, podle ro¢niho obdobi nazvajem az o 60 km/s. Nic takového
vS8ak nebylo pozorovano.

Pfesnost méfeni dostatecné prevySovala presnost potiebnou pro zjisténi odchylek. Déle, vétsina pokusti (napt.
Michelson a Morley) méfila pfimo rozdil mezi rychlostmi v raznych smérech; tim se ziskd vysledek mnohem pfesnéjsi
nez samostatnym méfenim rychlosti v obou smérech a pak jejich odec¢tenim.

Pokusy overily, Ze rychlost svétla ve vakuu je ve vsech inercidlnich soustavdch stejnd.
Tato rychlost nezdavisi na druhu zdroje ani na rychlosti jeho pohybu.

7.4 Lorentzova transformace

Princip konstantni svételné rychlosti a Galileiova transformace jsou spolu ve sporu. Ten vyresime
nalezenim jiné transformace nez Galileiovy, a to takové, aby pii pfevodu soufadnic vychézela rych-
lost ¢ ve vSech soustavich stejna. Protoze vSak chceme ponechat platnost Newtonovych zdkonu
v klasické oblasti, musime se omezit na linedrni transformace mezi prostorovymi a ¢asovymi sou-
Ffadnicemi. Jediné tak totiz rovnomérny primocary pohyb v jedné soustavé ztstane rovnomeérnym
pfimocarym pohybem i v soustavé druhé.

Fyzikalné feceno: z nepiitomnosti vysledné sily (nulového zrychleni) v jedné inercialni soustavé plyne nepfitom-
nost vysledné sily i v kazdé jiné inercidlni soustavé.

Takova transformace existuje; nazyva se podle svého objevitele Lorentzova.

7.4.1 Specialni Lorentzova transformace

Uvazujme jistou udalost (napf. vyskyt hmotného bodu v jistém misté a ¢ase), popsanou ve dvou
inercialnich soustavach S resp. &’. Zatim se omezime na pohyb v jediném sméru; v tomto sméru
budeme orientovat osy x, x’ obou soustav. Rychlost soustavy S’ vii¢i S budeme znaéit V. Prosto-
rocasové soufadnice udalosti ozna¢ime [z,t] v S, resp. [2/,t'] v §'.

Specialni Lorentzova transformace — nejobecnéjsi linedrni transformace, kterd vyhovuje
témto pozadavkim a zachovava jistou konstantni rychlost ¢ — ma tvar

x’ = 71_(;2/02) ( z — Vi)
! 1 Vv (7'3)
o= =l + b

Vsimnéme si, ze pro ¢ — oo je V/¢ — 0 a transformace prechazi na Galileiho transformaci.

Symetrie téchto rovnic vynikne jesté vice, jestlize misto Casu t zavedeme veli¢inu x¢ = ¢t majici
rozmér délky (stejné jako z). Pfi oznaceni 3 = V/c a v = 1/4/1 — 32 dostaneme velmi symetricky
zapis

¢ = e - fay)
= y(zo— f). (7.4)
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7.4.2 Odvozeni Lorentzovy transformace

Cely tento odstavec (petit) pfi prvnim Cteni preskocte a zatim véite, Ze rov. 7.3 a rov. 7.4 jsou
e spravné
e jediné mozné.

Predpokladejme pro jednoduchost, ze obé soustavy jsou synchronizovany ve svém prostorovém a ¢asovém pocatku,
tj. ze (0,0) = (0,0)". Nasim cilem je odvozeni Lorentzovych transformaénich rovnic mezi (z,t) a (z,t')’, pfi nichz
se zachovava jista rychlost — svételnd rychlost (¢). Jak vime, rovnice museji byt linedrni a za ,,obvyklych okolnosti*
(rychlosti malé vii¢i ¢) se museji redukovat na specialni Galileiovu transformaci.

Galileova transformace méla tvar

€T = x — Vt = oz + «st
t = t asr +  oagt

se Ctyfmi koeficienty a1 =1, aa = =V, as =0, aqg = 1.

V nejobecnéjsi linearni transformaci budou spolu spojeny @’ a t' s = a t opét ¢tyimi koeficienty; ty musi byt
zvoleny tak, aby spliiovaly dale uvedené pozadavky, které od nové transformace ocekavame.

1) Soustava &’ ma viéi soustavé S rychlost V.
Pak tedy pro libovolné ¢asy ¢ musi poc¢atek (0,t')’ soustavy S'mit soufadnice (Vt,t) v S. Nejobecn&jsi transformace
tohoto typu je

/

z = vz — Vi)
t gz +  Yt);

jesté zbyvaji neurcené tti koeficienty ~, ¢, 1.

Ovéite si, Ze pro pocatek soustavy S’ (tj. 2’ = 0 a libovolné t') plati v soustavé S vztah z = V't.

2) Soustava S ma vuéi soustavé S’ rychlost —V.
Pak zase pro libovolné ¢asy t, ' musi pocatku (0,t) odpovidat bod (—V#',#'). Dosazenim z = 0 a vydélenim obou
rovnic dostavame

‘T//t’ =v' = —V/l/%
odkud zfejmé plyne ) = 1. Transformace dostava tvar
z' = v x — Vi)
t = ez + )
se zatim neurcenymi dvéma koeficienty v, ¢.
Ovéite si, Ze pro pocatek soustavy S (tj. z = 0 a libovolné t) plati v soustavé S’ vztah ' = —Vt'.
3) Mé-li bod v soustavé S rychlost ¢, pak ma v S’ rovnéz rychlost c.
Vydélime spolu obé& rovnice, levou stranu rozsifime zlomkem 1/t a dosadime z'/t' = v/ = c resp. z/t = v = c.
Dostaneme
ez &7 1%
T g+ 1]
odkud jednoduse plyne ¢ = —V/ 2. V transformaci
x' = v =z - Vi)
= =%z + 1)

zbyva jiz jen urcit ~.
4) Inverzni transformace k Lorentzové transformaci je rovnéz Lorentzova.
Resenim pfedchozi soustavy rovnic dostavame

1
@ sacovrey (7 V)

_ 1 |4
t = saoomey (et + 1)

Je ziejmé, ze tato soustava rovnic je opét Lorentzovou transformaci odpovidajici rychlosti —V za predpokladu, ze

plati
1

T AA =)

1 . ProtoZze pro V = 0 musi pfejit transformace v identitu, zvolime feSeni

To je splnéno, pokud je v = +—7—ss

s kladnym znaménkem, t;.
1

V1- (V22

a dostavame konecné specialni Lorentzovu transformaci

/ _ 1
v = s e o VY
1

VI (V2/e2) (=

Lr 4+ ).
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Symetrie téchto rovnic vynikne jesté vice, jestlize misto ¢asu t zavedeme veli¢inu zo = ct majici rozmér délky.
Pfi oznaceni = V/cay=1/4/1— (32 dostaneme
a’ = v = — Pxo)

g = (=fr + o).

Ovérte, ze specialni Lorentzovy transformace podél téze osy tvofi grupu.

7.4.3 Lorentzova transformace pro 3D prostor (x, y, z)

Zobecnéni Lorentzovy transformace pro 3D je snadné, ztistaneme-li pii tom, Ze se systémy S a S’
navzajem pohybuji podél spole¢nych os x, x’. Pak transformace neméni nic ve sméru os y a z, takze
rovnice maji tvar

/ _ 1 _
x = = ( =z Vt)
y' = Y
2 = z
t = ——L __ (-Y%=z + ).
1-(V2/2) © &

resp. se znacenim xg =ct, r1 =, T3 =Y, T3 = 2

0 = 7( x0 — px1)
Ty = T2

xh = x3.

Vyslovné zdlraznéme, ze pfi pohybu podél jedné z os se ostatni dvé ,transformuji“ identitou, tedy

bez jakékoliv zmény.
Specialni Lorentzovy transformace se skladaji snadno a tvori grupu. Skladani obecnych Lorent-

vvvvvv

se jimi zabyvat nebudeme.

7.5 Vlastnosti a disledky specialni Lorentzovy transformace

7.5.1 Transformace rychlosti (,,skladani rychlosti“)

Znacme
o= 2 = e
v = z/t = pfe
V = Be.

Vydélenim rovnic rov. 7.3 pro 2/, t' dostaneme

Vo= 1”_X/ a inverzni
—

U'+V (76)
Vo= L

1424

resp.

3 = 71’8 :B% a inverzni

yon (7.7)
ﬁ = 119 B"

To jsou (obecné) linearni lomené funkce viéi proménnym v, 8. Rov. 7.6 mé vzdy pravé jeden pevny
bod v = ¢ takovy, ze v/ = v.

Pokud by bylo ¢ = oo, redukovala by se rov.7.6 na linedrni rovnici a rov.7.3 by pfesla na
Galileovu transformaci, kdy se rychlosti skladaji prostym (vektorovym) souctem:

vV=v—-V resp. v=1+V;
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zapis typu rov. 7.7 by nemél smysl.

Protoze je ovem hodnota rychlosti ¢ koneéna (svételna rychlost), nastane pii vzajemné rychlosti
V < ¢ (resp. B < 1) vztaznych soustav pro pohyb bodu libovolnou rychlosti v pravé jeden z téchto
pripadi:

o |v| <c = |v'| < ¢ podsvételné rychlosti
e v =c = [v'| =c¢  svételnd rychlost
o |v] >c = V'] > ¢ nadsvételné rychlosti.

Rychlosti v se tedy rozpadaji do tii tiid; pfislusnost ke t¥idé se Lorentzovou transformaci neméni.
(Bod pomalejsi nez svétlo v jednom vztazném systému S zistane pomalej$im nez svétlo i v libo-
volném jiném vztazném systému S’ apod.) P¥ipad |v| > ¢ zahrnuje i v = 0o (soucasnost).

7.5.2 Interval jako invariant Lorentzovy transformace

Pro udalost U o prostorové soufadnici z a éasové soufadnici ¢ definujme interval s? jako ¢étverec
vzdalenosti této udalosti od poéatku, tedy s = 22 — c*t?2 . V 7.4.2 pozadujeme, aby z s> = 0
plynulo i (s2)’ = 0, tedy aby rovnost s> = 0 byla invariantni viéi Lorentzové transformaci.
Ovéime dokonce, Ze interval s2, i kdyZ neni roven nule, je invariantem Lorentzovy transformace.
Plati totiz

(8% = 2% — A% = (2® — 2Bxct + B2*?) — 2A(Pt? — 20Bcta + BPa?) = 52, (7.8)

coz jsme chtéli dokézat.

Je-li 2 < 0, fikdme, Ze interval ma &asovy charakter, pro s> > 0 ma4 interval prostorovy
charakter. Svétobody, pro néz je s> = 0, tvoii svételny kuzel s vrcholem v pocatku.

Analogicky lze zavést interval mezi dvéma udalostmi A, B jako s3g = (zp —x )2 — c(tg —ta)>.

Nékdy se nepresné fikd, ze v Galileové transformaci jsou dva invarianty, totiz délka Al a doba At, zatimco
v Lorentzové transformaci jen jediny, totiz interval s2. Neni to pravda, délka neni v Galileové transformaci invariantem,
viz 7.2.6. Invariantem v Galileové transformaci je jen doba. Délka se zachovava jen pii transformaci mezi dvéma
soustavami jsoucimi navzajem v klidu (napf. s navzajem pootofenymi osami), at uz jde o transformaci Galileovu
nebo Lorentzovu.

2

7.5.3 Relativita soucasnosti

Na rozdil od newtonovské mechaniky je v teorii relativity soucasnost dvou nesoumistnych udalosti
relativni, tj. zévisla na volbé vztazné soustavy. Nebereme-li to v itvahu, dostaneme se snadno do
sporu, ktery je podstatou vétsiny ,paradoxt“ teorie relativity.

Konkrétné: jsou-li dvé nesoumistné udalosti U, Ug v soustavé S soudasné, pak v soustavé S’
pohybujici se od U k Up nastala udalost Ug diive nez U, tedy ty, < ty. Ovéite si to na grafickém
znézornéni, jehoz vyklad nyni nasleduje.

7.5.4 Grafické znazornéni

Vynasejme do grafu na vodorovnou osu x polohu z a na svislou osu xg ¢as t vynasobeny svételnou
rychlosti, tedy veli¢inu xg = ct. Kazdy bod v roviné x x¢ pak odpovidé jisté udalosti v prostoru a
case. Udalost U ma na obrazku ¢asovou soufadnici zg a prostorovou soutadnici . Udalost Uy je s
ni soumistna, udalost Ug soucasna. Udalost O=[0,0] = [0, 0]’ je spole¢ny pocatek soufadnic.

P1i pfechodu daném Lorentzovou transformaci rov. 7.4 se vsak zachovava nikoli soucet, ale rozdil
¢tvercli soutadnic bodu (viz rov. 7.8). Body roviny se proto pohybuji nikoli po kruznicich, ale po
rovnoosych hyperbolach. Proto se obé osy pootodi sice stejny thel ¢, kde tanp = [, ale nikoli
souhlasné, nybrz k sobé pro 8 > 0, resp. od sebe pro 3 < 0. RovnéZ se zméni stupnice na osach.
Svételny kuzel zachovava svou polohu; je tvofen body s nulovou vzdalenosti s od poc¢atku soutadnic.

Udaélosti U, Up a Ug jsou v obou grafech tytéz. Obrazek odpovida g = 2/3, tedy v = 1, 34.
Je ziejmé, Ze se nezachovala soucasnost ani soumistnost: ve druhé soustavé S’ uz nejsou soucasné
udalosti U s Ug, ale Up s poc¢atkem souradnic O = [0, 0].
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7.6 Klasické interpretace: kontrakce délek, dilatace ¢asu, éter

Klasicka fyzika byla neobycejné tispésna v popisu prirody. Klasické predstavy jsou nam stale do té
miry blizké a sugestivni (zejména ve srovnani s kvantovou fyzikou), Ze je uzivame obcas i nevédomky,
tfebaze je nebereme doslova. Ostatné jesté z ptolemaiovského, geocentrického pojeti bézné fikame,
ze vychéazi slunce, nebo dokonce ze zaslo za mraky, aniz to bereme moc doslovné. Podobné i v
oblasti platnosti STR se uzivaji nékteré historické formulace, které by pri doslovném vykladu vlastné
zavadeély. Bylo by ovSsem skolometské chtit je zakazovat. Mizeme vSak pfipomenout, co znamenaji
a upozornit na to, co neznamenaji.

7.6.1 Kontrakce délek

Problém: Ty¢ mé vlastni délku lo = I/, tj. délku v soustavé &', v némz ty¢ stoji. Jakou ma ty¢
délku [ v soustavé S, viéi niz se pohybuje rychlosti V'?

Reseni: MéFime-li délku (af uz pohybujici se nebo stojici) tyde, uréime ¢asoprostorové souiad-
nice obou jejich konct, a to v témze case z hlediska soustavy, v némz méfime. Necht ty¢, kterd stoji
v soustavé S’ (tj. jeji konce maji soufadnice z} = 0;2% = I’ pro vSechna '), leti rychlosti V' vuéi
S tak, ze jeden jeji konec (z1) prolétava pocatkem soufadnic soustavé S pravé v okamziku t = 0.
Lorentzova transformace dava vztah mezi soufadnicemi obou konct ty¢e v obou soustavach:

0= 20 = ~ (11 — fctr)
0=t} = v (1 — p%)
I'= af = ~ (xa — Peto)
0=t = 7 (B - #2).

Méteni provedena v soustavé S v Casech t1 = ty = 0 uréi tedy z1 = 0, x5 = I’'/~. Pozorovatel
tedy zjisti, ze letici ty¢ je y-krat kratsi.

Pro pozorovatele na tyci ovSem akty méfeni obou koncti tyce nebudou soucasné; predni konec
bude méfen o |t'| diive.

Graficky vyklad (viz obr.) Necht ty¢ lezi klidné v S, zadnim koncem v pocatku soufadnic
(svétocara a), pfednim na soufadnici = 3 (svéto¢ara b). Probéhne-li méfeni v okamziku ¢t = ¢ = 0,

je zadni konec uréen A = [0,0] = A’ = [0,0]". Pfedni konec je v8ak v S uréen udélosti B = [3,0] ,
zatimco v &’ udalosti B’ = [%, 0] a je méfen méfidlem jiné délky. Polohy tyc¢e z hlediska S, resp.

S’ v dase t = 0 jsou naznadeny plnou ¢arou ¢ernou, resp. ¢ervenou. Délka AB’ méfend ptislusnou
jednotkou v &’ je kratsi nez délka AB méfend jednotkou v S.
Uloha: Urcete hodnoty B’ v S! Odpovéd je na konci odstavce 7.2.2.
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a b
_ .
iz
A . .S
B

Podrobnéji Obvykle fikdme, Ze pohybujici se ty¢ je ve sméru pohybu kratsi nez taz ty¢ stojici.
U tyce délky ¢ totiz naméfime délku ¢/~. Naméfime ji tak, Ze (z naseho hlediska) soucasné zmé-
Fime soufadnice zacatku i konce tyce; za délku tyce prohlasime rozdil téchto hodnot. Pozorovatel
pohybujici se spolu s ty¢i naméri ovsem klidovou délku £. Nesoulad vysvétli tim, Ze z jeho hlediska:

e nase dvé méfeni nebyla soucasnd, ale napied jsme mérili predni, poté zadni ¢ast tyce, protoze
mame na Zemi ve sméru jeho letu rozsynchronizované hodiny;

e méfili jsme v-krat krat$im metrem.

Tyto efekty maji vzadjemné opacny ucinek, ale prevazuje prvni, takze nam proto vysla délka tyce
kratsi.

7.6.2 Dilatace ¢asu

Problém: Na hodinach v soustavé 8" uplyne doba t’. Jakd doba uplyne ve ,stojici“ soustavé S?

Reseni: Necht opét hodiny proletély spoleénym poc¢atkem obou soustav v case t = t' = 0. Az
v &' uplyne doba T”, bude

0 = 2 = ~(x-p)
" =t = AT-px/c) |

odkud x = B¢T (hodiny leti rychlosti B¢c) a T" = yT(1 — 3?), ¢ili T = yT". V soustavé S uplyne
doba y-krat delst.

Heslovité feceno: ,Mezi dvéma udalostmi A, B uplyne nejkratsi doba v té soustaveé, v niz jsou
A, B soumistné“ (tedy méfime-li tuto dobu hodinami, které vii¢i obéma udalostem stoji).

Experimentalni ovéieni Mikroskopické ovéfeni: mezony u s polocasem rozpadu 79 = 2,2.10 %5
vznikajici ve vrchnich vrstvach atmosféry sekundarné z kosmického zatreni proleti na povrch zemé
vzdalenost [ cca 30 km. Z ,,pozemského hlediska“ leti tedy nejméné dobu 7 = [/c = 10~% = 50 7.
Za tuto dobu vlastniho ¢asu by se jejich pocet zmensil rozpadem asi 1020-krét, takze bychom je na
Zemi prakticky nemohli registrovat.

Makroskopické ovéreni dilatace je popsano mj. v HRW, str. 1013: v fijnu 1977 Joseph Hafele
a Richard Keating nechali ¢tvery pirenosné atomové hodiny 20x obletét kolem Zemé na komercénich
linkach v riznych smérech. Vysledné zpozdéni se shodovalo s teorii na 10%. O nékolik let pozdéji
byla po 15 h oblétani Chesapeakské zatoky potvrzena dilatace ¢asu s presnosti lepsi nez 1%. V dnesni
dobé se pfi pfemistovani pfesnych atomovych hodin vzdy zapocitavaji efekty STR i OTR.
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Podrobnéji Rozeberme, jak bude probihat znamy ,paradox dvojcat“, kdy cestovatel C vrativsi
se z vyletu zestarne méné nez jeho dvojée D — bratr, ktery ztstal doma. Kazdy z pozemstant,
ktery uvidi po cesté cestovatele, uvidi, ze mu hodiny ukazuji mensi cas nez na Zemi, a usoudi, zZe
tedy cestovatelovy hodiny jdou ~-krat pomaleji. Cestovatel sleduje pozemské hodiny a vidi, ze

e kazdé z hodin jdou y-krat pomaleji nez jeho;
e piesto kazdé nasledujici ukazuji ¢as vétsi nez jeho (a to i na cesté nazpét).

Usoudi z toho, Ze pozemské hodiny jdou pomaleji nez jeho, a Ze jsou rozsynchronizovany tak, ze
vzdy ve sméru jeho letu (tam i zpét) ukazuji ¢as pozdéjsi.

7.6.3 Eter

Klasické fyzika nabizela dva modely svétla: korpuskulédrni (Newton) a vinovy (Huyghens).

Podle korpuskuldarniho modelu jsou svétlo letici ¢astice (korpuskule); model vysvétli presné
piimocaré §ifeni svétla a odraz svétla; lom jen kvantitativné®. Nesouhlasi dale rychlost ¢ svétla pfi
pohybu zdroje: v tomto modelu by se méla k rychlosti svétla vektorové pricitat.

Podle vInové teorie je svétlo chvénim éteru, asi jako zvuk je chvénim vzduchu. V soustavé, v
niz éter stoji, vysvétli model vSe dobfe: pfimocaré Sifeni svétla, odraz i lom (a fyzikalni optika i
dalsi jevy jako difrakci apod.). Rychlost svétla nezavisi na rychlosti zdroje. Latkou (= hmotnym
prostfedim) je éter ovlivnén tak, Ze se v ném §ifi svétlo pomaleji nez ve vakuu.

Problémy nastavaji, kdyz se pozorovatel pohybuje vici éteru. Pak by mél namétit nejen Do-
pplertv jev (ten naméii), ale i rychlost svétla vektorové zvétsenou o svou vlastni rychlost (to se
nikdy nenaméftilo). Otazkou dale je, do jaké miry se éter strhuje, kdyZ se $ifi v latce s indexem
lomu n, ktera se pohybuje. Experimenty s tekouci vodou ukazaly, Ze se éter strhuje pohybujicim se
prostfedim jen ¢asteéné (Fizeau), s koeficientem (1 — 1/n?).

STR fesi vSechny uvedené otazky v tplném souladu s experimentem. Oznac¢me rychlost svétla
ve vakuu ¢, v 1atce v = ¢/n, rychlost latky w = (c. ,Strhovaci koeficient* vyjde jako prvni pfibliZeni
vysledku relativistického skladani rychlosti svétla v latce a rychlosti latky, totiz

’ U+ w
= 7.9
v 1+ % (7.9)
1
=+
= ct g, (7.10)
1+4
a to mizeme rozvinout v mocninnou fadu podle G:
1 1
"= = 1— =)+ 3. 7.11
W= B( n2) + (7.11)

Uloha: Provedte naznacené odvozeni podrobné a zjistéte tplny ¢len druhého Fadu.

Odpovéd je na konci odstavce 7.7.2.

V soucasnych pfedstavach nevymyslime mechanicky model nebo jiny nositel pro elektromag-
netické pole. Pole je prosté stav zkoumaného systému popsany tak, ze kazdému bodu a casu v
uvazované oblasti je pfifazena néjaka hodnota. V kvantové teorie se sice ,vratila“ k ¢asticovému
pojeti — svétlo jako proud fotoni, ovSem jde ¢astice kvantové, nikoli klasické, a ty se popisuji aplné
stejné jako pole.

7.6.4 ,Paradox dvojcat*

7.6.5 ,Ekvivalence hmoty a energie*
7.7 Minkowského formalismus, ctyrvektory

7.7.1 Zakladni idea

Necht se soustava S’ pohybuje viiéi S rovnomérné tak, ze jeji osa x} klouZe po ose x; soustavy S
rychlosti V' = Be (viz rov. 7.5). Po zavedeni soufadnice ¢y = ¢t miZeme pouzit stejné jednotky pro
délky x; i ¢as x¢ a Lorentzovy rovnice ziskaji velmi symetricky tvar:

3V prostfedi s vys§im indexem lomu, napf. ve skle, mé svételnd Gastice nizsi energii nez ve vakuu. Proto je pii
priiletu rozhranim postrcena kolmo k rozhrani a lame se tedy ke kolmici. Nesouhlasi rychlost v latkovém prostiedi
(je vétsi nez ve vakuu); smér pii lomu souhlasi jen kvantitativné (nefidi se Snellovym zdkonem).
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0 = 7 z0 — fBx1)
/ $2 .

8
N
Il

Opét zdiraznéme, Ze pii pohybu podél jedné z prostorovych os (zde x;) se ostatni dvé (zde xa,
x3) ,transformuji“ identitou, tedy bez jakékoliv zmény.
Dale jsme vidéli, ze se pri této transformaci zachovava interval

s = —xi+at+ad4ad (7.13)

= a2 ) + 2l (7.14)

tedy s2 = (s2)’, kde (s?)’ je sestaven v S’ z ¢arkovanych proménnych.
Hermann Minkowski (1864-1909) navrhl v r. 1908 vyuzit k popisu prostorocasu komplexnich
¢isel. Zavedeme-li totiz novou proménnou x4 = ixg = ict, lze rov.7.13 piepsat do tvaru

4
§? = x% + x% + :r% + xi = Z TpTr = Tl - (7.15)

k=1

Posledni zapis je s uzitim Einsteinovy sumaéni konvence. Recké indexy probihaji od 1 do 4; latinské
indexy si ponechdme pro prostorové indexy 1 az 3. Zjistime, Ze Gtvefice [x,] popisujici udalost se
chovéa jako vektor ve ¢tyfrozmérném prostoru s obvyklymi pravidly pro rovnost, sklddani, skalarni
soucin a velikost vektoru (s v rov.7.15).

Formalné se zachovava euklidovska metrika. Rozdil je vsak v tom, Ze diky imaginarni jednotce
v proménné x4 mize byt ¢tverec s? velikosti takového vektoru nejen kladny a nulovy, ale i zdporny,
a dale Ze miize byt roven nule i pro nenulovy vektor a;. Proto mluvime o pseudoeuklidovské metrice.

Mtizeme proto stanovit nasledujici strategii: budeme diisledné vyhledavat veli¢iny, které jsou
konzistentni s Minkowskiho prostorocasem s jeho metrikou. Jestlize totiz rovnice platnd v jedné
inercialni soustavé bude zapsana veli¢inami invariantnimi vicéi Lorentzové transformaci anebo ve-
licinami majicimi pfi této transformaci jednoduse definované chovani (¢tyfvektory, ¢tyftenzory...),
pak tim ziskdme tvar konzistentni i s STR a miiZeme ocekéavat platnost takové rovnice i v libovolné
jiné inercialni soustavé.

7.7.2 Ctyivektory

Veli¢inu nazveme étyrskalarem v Minkowského prostoru, jestlize je invariantem pifi Lorentzové
transformaci; jinymi slovy, méa-li vyraz, ktery ji definuje, stejny tvar i stejnou hodnotu ve vSech
soustavach spojenych Lorentzovou transformaci. Je to napi. elektricky naboj @, anebo, jak jsme
d¥ive zjistili, prostoro¢asovy interval s% z rov. 7.15.

Ctyfrozmérny vektor v Minkowského prostoru s osami x, nazveme &tyivektorem, jestlize se
transformuje Lorentzovou transformaci stejné jako ,posunuti“ d[r] = [dz1, dzg, dzs, dzy] udalosti
U popsané bodem r v prostoru a ¢asem t = x4/ ic.

Analogicky, tedy transformacnimi vlastnostmi, mizeme zavést ¢tyitenzory libovolného radu.

Reseni z 7.5.4: — 3*n~1(1 —n72)

7.7.3 Grafické zobrazeni

Budeme uzivat grafického zobrazeni uz dfive popsaného v 7.5.4, zddraznime jen jeho spojitost s
Minkowskiho prostorem.

Zména vztazné soustavy popsand Lorentzovou transformaci se projevi otocenim os ve 4D kom-
plexnim Minkowského prostoru. Jde-li o otoceni pouze v podprostoru prostorovych os x1, x2, X3,
jde o totéz otoceni, které zname z naseho 3D prostoru, tedy otoceni navzdjem kolmé trojice pro-
storovych os, pficemz nova vztazné soustava zlstava viuci vychozi soustavé v klidu. Zde neni nic
nového. Zahrnuje-li vSak otoceni osu x4, popisuje prechod ke vztazné soustaveé, ktera se viuci pu-
vodni soustavé pohybuje (a to rovnomérné primocaie). Ma tedy zcela novy vyznam. Uvazme pro
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jednoduchost jen otoceni v roviné x3x4 (znac¢me ji 4R); na papir kreslime ov§em reélné veli¢iny x3xq.
Tuto rovinu zna¢me gR; zpravidla kreslime ¢asovou osu xq svisle a prostorovou osu x; vodorovné a
pro stru¢nost znac¢ime jen x.

Otoceni v roviné 4R zachovava interval s> = 23 + 23 = 23 — 22 (tedy 2?7 — (ct)?) a projevi se
v roviné gR svérazné: kazdy bod roviny gR se pifi tomto ,otaceni“ pohybuje nikoli po kruznici se
stfedem v pocatku souradnic, ale po rovnoosé hyperbole. Osy, které zistavaji k sobé kolmé, by
se pfi obvyklém otoceni pootocily v souhlasném smeéru o stejny thel; pii otoceni v roviné x;xy
se pootodi o stejny uhel, ale v opaénych smérech (tedy bud od sebe, nebo se semknou k sobé —
ke svételnému kuzeli). Svételny kuzel pfi tomto ,otaceni“ ziustdvd na misté, neméni se. Pohybem
bodfi po hyberbolach se na osich také zméni méfitko. Cim vice se ndm jevi nové osy seviené ke
svetelnému kuzeli, tim delsi se jevi na nich jednotkova vzdélenost.

Stoji za to si pri této prilezitosti uvédomit, jak to vypada v klasické mechanice, tedy pfi Galileové transformaci.
Vynéasime-li tedy ¢as xo na svislou osu (,,éasova osa“) a soufadnici x na vodorovnou (,,prostorova osa“), pak prechod
k pohybujici se soustavé znamena, Ze ¢asova osa se skloni a dilky na ni se prodlouzi tak, aby jejich priumét na svislici
ziistal stejny. (Jak vime, t = ¢’ je invariant Galileovy transformace.) Vodorovna prostorova osa je stejné pro vSechny
vztazné soustavy, i délky na ni ztstavaji stejné.

7.7.4 Vlastni ¢as

Veli¢ina t, klasicky Cas, resp. s nasimi jednotkami ict = x4, se nechova jako skalar, ale je to ¢tvrta
slozka ¢tyfvektoru (s nepodstatnou multiplika¢ni konstantou).

7.7.5 Ctyivektor rychlosti
7.7.6 Ctyivektor hybnosti
7.7.7 Ctyivektor zrychleni
7.7.8 Ctyi¥vektor sily

7.7.9 Pohybova rovnice

7.7.10 Hmotnost a energie
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