1 Cile a zakladni pojmy statistické fyziky

1.1 Vztah termodynamiky a statistické fyziky
1.1.1 Termodynamika Provizorni - Td-SF-1.tex

Rovnovazna termodynamika zkoumala makroskopické systémy S v rovnovaze a po-
psané proto malym mnozstvim parametrt typu vnitini energie U, objem V', tlak p. Pro
systémy s proménnym slozenim, v nichz mohou probihat chemické reakce v nejobecnéj-
Sim smyslu slova (napf. véetné ionizace v elektrochemii) zavedla mnozstvi i-té slozky
N; a jeji chemicky potencial ;. Pro popis rovnovahy zavedla fenomenologicky jedinou
novou intenzivni veli¢inu — teplotu 7" a s ni sdruzenou extenzivni veli¢inu — entropii S.

Zakladem byly termodynamické zakony.

Prvni zakon vystihuje princip zachovani energie tim, Ze spojuje stavovou promeén-
nou U s déjovymi proménnymi: vyménénym teplem d(@), praci dW a chemickou
praci dW

dU = d@Q + dW + dWq, (1)

Druhy zakon stanovi, Ze teplo mé rovnéz integracni faktor, a to 1/7, takze (pro vratné
déje) plati d@QQ = T'dS. Pro jednoduchy a ndzorny piipad, kdy nd mechanicka

prace tvar
dW = —pdV (2)
a piipadnéd chemickd prace systému o K slozkach (komponentéch)
K
AWa =Y ppdNy (3)
k=1
plati
dU =TdS —pdV + ) ppdNy . (4)
k

Treti zakon dava pevny bod pro osy hodnot teploty a entropie: tvrdi, Ze v pfirodnich
systémech existuje jediny stav (v kvantové fyzice zpravidla zvany ,zakladni stav*)
majici souc¢asné minimum teploty i entropie:

T=0 ; S=0. (5)

Rizné formulace tohoto zdkona zdiraznuji rizné disledky tohoto faktu (nedosa-
zitelnost koneénym pocétem krokt apod.).

Systém S mohl mit vnitini stény branici napf. vyrovnani tlaki, teplot ¢i koncent-
raci slozek. Termodynamika dokézala pak vypocist, jaké budou rovnovazné parametry
nového stavu systému po odstranéni téchto stén.

Termodynamika postupovala fenomenologickym zptisobem, tj. pfijimala z experi-
mentu jevy (fenomena) popisujici stavové rovnice pro veli¢iny charakterizujici materialy
uzité v systému.



1.1.2 Statisticka fyzika

Statistickd fyzika vychazi z mikroskopického popisu systému, tj. nahlizi zkoumany
makroskopicky systém jako souhrn obrovského mnozstvi (N > 1, napi. N = 10%)
mikroskopickych castic interagujicich jak mezi sebou, tak i s okolim. Makroskopické
veli¢iny dostaneme vystiedovanim mikroskopickych veli¢in danych ¢asticemi.

Tyto mikroskopické castice se ridi pohybovymi rovnicemi podle svého popisu:

Klasicky: stav systému ¢astic je dan pomoci zobecnénych soufadnic a hybnosti jednot-
livych ¢astic: ¢;, p;, © = 1...3N fidicich se ve fazovém prostoru ® Hamiltonovymi
pohybovymi rovnicemi. Klasické ¢astice jsou navzajem rozlisitelné, tedy mikrostav
dany jistym rozlozenim klasickych ¢astic je rizny od mikrostavu ziskaného pro-
hozenim dvou castic systému.

Kvantovy: Cisty stav systému tvofeného N identickymi ¢asticemi je dan vlnovou
funkci ¥ v 3N proménnych (napt. slozky polohovych vektorti 3N ¢astic. SmiSeny
stav lze popsat matici hustoty p ve stejnych proménnych. Vlnova funkce (zvana
téz stavovy vektor) se Fidi rovnici Schroedingerovou, Diracovou apod. a analogic-
kou rovnici lze vzdy zapsat i pro smiseny soubor popsany matici hustoty.

Polokvantovy: systém je popsan klasicky s dodatecné pridanymi dusledky kvantové
teorie: nerozlisitelnost ¢astic a kvantovani ptislusnych veli¢in.

1.1.3 Kvantovy pristup

Stav systému S tvofeného N identickymi ¢asticemi je dan vinovou funkci ¥ pro Cisty
soubor ¢i obecn€ji — matici hustoty p pro smiseny soubor. V soutfadnicové reprezentaci
je (71, Ty,... T n). Jde tedy v piipadé N &astic v 3D prostoru o 1 funkci 3D, resp.
3D + 1 proménnych (¢as), nikoli o 3N (x;, Newton) ¢ 6N (g;, p;, Hamilton) funkci
jediné proménné — casu.

Lze ovSem uzit i reprezentaci jinou, zejména se uziva energiova (ne zcela spravné
zvand energeticka, tfebaze s energetikou nesouvisi).

Dalsi hluboky rozdil od klasické fyziky plyne z toho, Ze kvantové ¢astice jsou neroz-
lisitelné: formélni zdména proménnych popisujicich dvé ¢astice systému bud nezméni
vlnovou funkci viibec, nebo jen obrati jeji znaménko, coz jak znamo nevede k jinému
systému!.

INerozlisitelnost je ndm v makrosvété malo srozumitelna. Jednoduchym nézornym piikladem jsou
penize na bankovnim konté. Vlozite-li v pondéli 1 K¢ a v ttery rovnéz, méate prosté na konté o 2 K¢
vice. Pti vybirani 1 K¢ ve stfedu nemé smysl uvazovat, zda je to ta pondélni ¢i aterni.



1.1.4 Polokvantovy pristup

V polokvantovém pristupu pracujeme opét v klasickém fazovém prostoru ®. Ten vsSak
neni pro proménné ¢;, p; spojity, ale ma ,zrnitou strukturu®: Ag;, Ap;, kde

Ag;Ap; ~ h (6)

s Planckovou konstantou h. Pfi f stupnich volnosti (napt. f = 3N pro systém N ¢astic)
maji tedy ,zrnka“ velikost h’.

V 6 N-rozmérném fazovém prostoru o velikosti ® pro N identickych castic se kazda
jednotliva castice nachazi v nékteré z I' poloh:

)

r N (7)

)
:m,resp. I'=

pokud zapocteme i nerozlisitelnost castic.

1.1.5 Bozony, fermiony; Pauliho vylucovaci proncip

Jak znamo, je kazda kvantova ¢astice bozonem, resp. fermionem podle toho, zda vlnova
funkce dvou c¢astic pri jejich zaméné zméni, resp. nezméni znaménko. Strucné feceno,
zékladni fermiony (napf. elektrony, protony, neutrony) popisuji makroskopicky dobte
znamou hmotu; interakci mezi nimi zprostfedkuji bozony (napt. fotony — elektromag-
netickou interakei).

Protoze vinova funkce nemtize byt identicky nulova, nemuze existovat soustava dvou
fermiont, v niz by oba byly ve stejném stavu. To je formulovano zndmym Pauliho
vylucovacim principem.

V polokvantovém popisu elektronii tedy je tedy kazdé zrnko fazového prostoru bud
prazdné, nebo je v ném (nanejvys) jeden elektron. P¥i popisu klasickych ¢astic ¢i bozont
takové omezeni neni a v jedné bunce jich miize byt libovolny pocet. Je ovSsem nazorné
vidét, ze uvedené pravidlo se uplatni tehdy, je-li ,nouze o bydleni“; pokud ale na jednu
¢astici pripadd milion moznych volnych mist, lze ocekavat, ze se prilis neprojevi, zda
jde o bozony, fermiony ¢i klasické c¢astice.

Oznaceni statistik:

Maxwellova — Boltzmannova popisuje rozligitelné ¢astice (klasické);
Boseho — Einsteinova popisuje bozony (nerozlisitelné, symetrické vl. f.);

Fermiho — Diracova popisuje fermiony (nerozlisitelné, antisymetricka vl. f.).

1.2 Zakladni potfebné pojmy z klasické fyziky

Uvazujme systém S tvoreny N stejnymi klasickymi ¢asticemi navzajem rozlisitelnymi.



1.2.1 Neékteré terminy

Mikrostav je prosté okamzity stav systému S popsany polohou ¢’; a hybnosti p; i-té
castice pro kazdé ¢+ = 1...3N.

Fazovy prostor je 6 N-rozmérny prostor proménnych ¢;, p;, @ = 1...3N. Kazdy bod
fazového prostoru popisuje tedy jeden (mozny) mikrostav. Pohyb bodu ve fazovém
prostoru popisuje mozny casovy vyvoj systému, pokud vyhovuje Hamiltonovym
pohybovym rovnicim:

. _OH . OH
ql_ apZ Y pl - an .

(8)

Trajektorie je kiivka opisovana bodem ve fazovém prostoru a popisujici realny casovy
vyvoj systému S. Lze ji s vyhodou parametrizovat ¢asem t.

Kanonicka transformace kanonickych soutfadnic (¢, p) = (Q, P), h(q,p) = H(Q, P)
zachovava platnost Hamiltonovych rovnic, Podstatné je, ze i ¢asovy vyvoj sys-
tému, tj. transformace (q(t),p(t)) = (¢(t + dt), p(t + dt)) je kanonicka transfor-
mace.

Invarianty kanonickych transformaci jsou veli¢iny, které se kanonickou transfor-
—
maci neméni. Je to napt. celkova energie U systému, celkova hybnost P, celkovy
H
moment hybnosti M, fazovy objem aj.

FAzovy objem §® mezi dvéma energiovymi nadplochami £ — §E, E je proste&?

5 — / 4o ()
E—SE<H(q:,pi)<E
Ukéazeme, ze je fazovym invariantem. Ukazeme dale, Ze je prakticky roven celému
objemu:
0d~ P / do (10)
0<H(qi,p:)<E

tj. ze ,cely objem fazového prostoru lezi pod jeho slupkou“.
Neuzaviené systémy popiSeme pomoci dalsich parametri a v hamiltonidnu: H (q;, p;, ax).

Gibbsiiv soubor je soubor velkého mnozstvi systémii; je tedy zobrazen velkym mnoz-
stvim bodd ve fazovém prostoru. Kazdy z téchto boda predstavuje systém N
(redlnych) castic.

2Vsimnéte si, ze slupku tloustky § £ uvadime pod hodnotou E, nikoli nad ni. Obvykle v mechanice
to byva jedno, ale v tolikarozmérnych prostorech jako zde by to byl podstatny rozdil. Brzy uvidite,
proc.



Pripomenme, i kdyz to nebudeme uzivat, dva vyznamné podprostory fazového pro-

storu, totiz konfiguraéni prostor Hf’ivl dg; a impulzovy prostor Hf’ivl dp; . Ty

invariantni nejsou. Invariantni jsou vsak vyrazy

3N ap 3N aq
—dg; , . “dp; . 11
g 9g, 40 » Tesp 11 75, P (11)

1.2.2 Invariance fazového objemu

Diikaz, ze fazovy objem je invariantem kanonickych transformaci:

Velmi ilustrativni je priklad, ktery si propoctéte sami: uvazujte systém tvoreny
¢tyfmi HB padajicimi volnym padem (nebo kmitajicimi jako harmonické oscilatory ¢i
konajicimi jiny snadno pocitatelny pohyb). Spoctéte si a zaneste do roviny ¢, p jejich
polohy v rtiznych casech, maji-li v pocatecnim case ¢, polohy

1: (q0,p0); 2: (g0 +6q0,p0); 3: (qo,po+po); 4: (g + g0, o+ dpo)-

Obdélnik jimi zpocatku tvofeny se méni v ¢im dal protahlejsi kosodélnik, majici vsak
stale stejny obsah.

1.2.3 Objem fazového prostoru lezi ,,pod slupkou*

Objem N -rozmerného télesa pro veliké N leZi prakticky cely uz ve velmi tenké
slupce pod pourchem (tensi nez 1/N ).

Konkrétni priklad: ve fazovém prostoru N castic se pfi zvétseni celkové energie
systému o energii rovnou stfedni hodnoté jediné castice zvétsi objem fazového prostoru
nékolikasetkrat.

N

Snadno to nahlédneme takto: Objem 6 N-rozmérného télesa je pfimo tmérny roV,
kde r je libovolny charakteristicky rozmeér télesa. Relativnim zvétsenim tohoto rozméru
o 1/N vzroste objem z dosavadniho V' ~ 75V na

V 4+ AV =14 1/N)N = ¢ &8 > 4001 (12)
(jiz pro N =10 je (14 1/10)%° = 304) Pro N = 10?2 je tedy relativni ptirtistek objemu

nadkrychle podstatné vétsi nez dosavadni objem uz pro nepatrné zvétSeni délky hrany
o 1022ty dil!



1.2.4 Liouvilliv teorém

Fazovy objem vymezeny Gibbsovym souborem (skupinou systémi cdstic) se béhem
doby zachovavd. Prislusnd doména jen méni svij tvar, nikoli vsak objem, a chovd se
tedy jako pohybujici se nestlacitelnd kapalina ve fdzovém prostoru.

Odvozeni: Zavedme hustotu p Gibbsova souboru ve fazovém prostoru ®. Soubory
samoziejmé casem nemizi, body se tedy pohybuji tak, ze pro p plati rovnice kontinuity:

op .
§+dlv(pv)—0. (13)

Rozepisme vse pro fazovy prostor:

0 0 0
= )
or dq; Op;

r —dq,Pi UV — qi,Pi

Rovnice kontinuity tedy zni

ap o . 0, .
_ | 9 o 14
0 5+ E aqé(pqz)Jr E api(ppz) (14)
_Op dp . o, . dq;  Op;
~ a2 8&‘“*2 6pi(p’)+pz aa; ap. | (15)
7 2 ? N, e’

Vyraz vyznaceny svorkou vsSak je roven nule podle Hamiltonovych rovnic (8); zbylé
prvni tTi ¢leny pak tvoii praveé iplnou derivaci p podle ¢, a tedy

dp
dt
Hustota Gibbsova souboru se tedy zachovava. Pfipomenme i samoziejmé zachovani
poctu systému tvoricich Gibbstv soubor; tim dostavame i zachovani vyrazti d® a dI.
v . . . ’ /v . —
Nestlacitelnost je v mechanice kapalin popsana pravé vztahem div v" = 0.

0 = p=konst . (16)

1.3 Rozdélovaci funkce; ergodicka hypotéza
1.3.1 Rozdélovaci funkce

Uvazujme Gibbstv soubor popisujici rovnovaznou situaci; jaky tvar ma rozdélovaci
funkce p(g;, pi, t) popisujici jeho hustotu ve fazovém prostoru?

Predevsim nesmi zfejmé zaviset p explicite na cCase, je tedy

9p(qi, pi, t)

—0: — Cn. 1
5 0; = p=plgpi) (17)



Déle, je ztejmé
dp

p=p(t) = pla:(t),pit)) ,ale —=0 . (18)

Rozbijme fazovy prostor ® na slupky, na kterych ma p konstantni hodnotu (tj. na
nadplochy «(g;, p;) = konst).
Pak lze ziejmé psat p = p(a(q;, p;)) a plati

d dp da

P _PAr (19)
dt da dt

Prvni ¢initel je nutné nenulovy, jinak by byla p konstantni v celém fazovém prostoru.

Musi tedy byt % = 0, neboli @ musi byt integral pohybu. Z integralti pohybu mtzeme

vynechat jak celkovou hybnost, tak celkovy moment hybnosti tim, Ze se pretransformu-

jeme do systému, kde jsou oba rovny nule. Zbyva nam tedy energie U jakozto integral

pohybu:

Pro rovnovazny soubor je rozdélovaci funkce p funkci jen energie U souboru, tedy

p=pU).

Dalsim tikolem bude nalézt tvar této funkce pro neékteré vyznacné fyzikalni systémy.

1.3.2 Ergodicka hypotéza

V principu miZeme pocitat stiedni hodnoty budto tak, Ze stfedujeme v Case:

F=2 [T R0 o (20)

T to

pres fazovou trajektorii. Tento integral zavisi ziejmé obecné na 7y i na 7; ocekdvame
ovSem, zZe v ustaleném stavu uz na téchto veli¢inach zaviset nebude.

J. W. Gibbs zavedl stfedovani pfes soubor:

FfzﬁF@@m@@mr (21)

Ergodické hypotéza tiké, Ze oba postupy vedou ke stejnému vysledku. (Pfesnéji: systém
nazyvame ergodicky, pokud tomu tak je.)

Analogie: stejny vysledek da stfedni hodnota pfi 100 hodech kostkou (zvlastniho tvaru) a soucasny
hod 100 kostkami téhoz tvaru.

1.4 Zakladni pojmy z kvantové mechaniky

Vlnova funkce ¢ (resp. stavovy vektor — bra-vektor |¢) > ¢&i ket-vektor < 9|) podéava
uplny popis cistého kvantového systému.

7



Forma vlnové funkce: Funkce i) mize byt bud spojita funkce spojité proménné (sou-
fadnic 7, hybnosti '), anebo diskrétni funkce, tj. vektor (funkce indexu é&isluji-
ciho napt. energii E;).

Degenerace: situace, kdy vice riznych vlnovych funkci ma tutéz energii: 11 # 1o, ale
E, = E,. Stupen degenerace g; hladiny energie E; udava pocet riznych moznych
riznych vinovych funkci ¢; odpovidajicich téze energii F;

UOS (tplny ortonormalni systém) funkci ¢;: rozklad ¢ = >, ciip;.
Reprezentace: Kdyz ¢ = ), c;¢;, tak vektor ¢; pfedstavuje ¢-reprezentaci stavu .

Operator £ popisuje fyzikaln{ veli¢inu F. Jeji stfedni hodnota ve stavu ¢ je pak

F = /¢*F¢df= /ZCZ@ZFZCZ'QOZ' dr (22)
k i
= ZZCZQ/@ZF% dlr' = ZZCZFMQ‘ (23)
ki P

Matice hustoty p; zde pp; = cic;. Potom F = Tr(pF) Matice hustoty umoziiuje
popsat i nekoheretni smési cistych stavi. Zakladni vlastnosti matice hustoty:

e Tr p =1 (normovana)
o pir = pi; (hermitovskd); pn, je redlné

e Unitarni trafo U pievadi p — p' = U ' pU
Cisty stav: Existuje takovy stavovy vektor c;, 7e pp; = cic;.

Smiseny stav: Neexistuje takovy stavovy vektor c;, aby pi; = cic;.

V Liouvillové vété odpovida rozdélovaci funkce p matici hustoty p.

Schroedingerova rovnice pro matici hustoty:

ap 1

P~ —[Hp) (24)

2 Neékteré dulezité typy souboru

2.1 Klasifikace
Vyznac¢né jsou napt. tyto typy rovnovaznych souborii:

Mikrokanonicky soubor je izolovan, takze nevymérnuje s okolim ani energii, ani ¢as-
tice



Kanonicky soubor (Gibbsovo kanonické rozdéleni) je izolovan proti vyméné c¢astic,
ale je v rovnovaze s okolnim termostatem teploty T'

Grandkanonicky soubor je v rovnovaze s okolnim termostatem teploty 7" a s rezer-
voarem castic s pevnym .

Lze si samoziejmé vytvorit pro specialni tcely fadu jinych vyznamnych typt rov-
novaznych souborti. Lze napf. misto konstantniho objemu V' drzet konstantni tlak p
apod.

2.2 Mikrokanonicky soubor

Rozdélovaci funkce pro mikrokanonicky soubor ma ziejmy tvar. Ma-li mit energii Fj,
pak jeho rozdélovaci funkce je dana J-funkci:

p(E) = k(Ep)d(E — Ep) (25)

a na nadplose I = F samotné ma hustotu konstantni. Je ovSem potieba umét ji zapsat
a normovat nejen v proménné E (energii), ale i ve fazovém prostoru. Piseme

dr’
dw = pdl' =k §(F — Ey) dl' = k(Ep)o(F — EO)E dE (26)
a pouzijeme zde stupen degenerace g = %.

Obecné si pamatujte, Ze stupen degenerace je vihovym faktorem pievadéjicim pii vypodtu napt.
stfedni hodnoty veli¢iny F' = F(S) = F(F) s¢itani pFes stavy S (integraci pfes fdzovy prostor) na
séitani pres energie (integraci pres energii [ ...dE):

Y F(©S) =) g(E)F(E) (27)
S E

2.3 Kanonicky soubor

UvaZzujme systém sloZeny ze zkoumaného souboru (1) a termostatu (2) v rovnovaze.
Zanedbame-li interakci na hranici (povrchové jevy), pak pro energii £ a pro pocty
stavii w (a tém jsou imérné pravdépodobnosti a tedy i rozdélovaci funkce) plati

FEiy, = Ei+ Es (28)
W12 = W1 W2 (29)
P12 = p1-p2 (30)

Rovnice w = w(F) mezi w a E plyne snadno z funkcionalniho vztahu (30); logaritmo-
vanim dostaneme

In p(E12) = Inp(E1) +In p(Es) | (31)

¢ili logaritmus p je linearni funkci F. Zvolime ji ve tvaru

Inp(E)=a—pE, (32)
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coz nam umozni dobrou fyzikalni interpretaci vysledného vztahu

p(E) = e*FF

(33)

Vysledek je vhodny i pro diskrétni rozdéleni s tim, Ze namisto J-funkce pouzijeme

Kroneckerovo 9;;:
Pik = WOk

Uvazujeme-li normovanou rozdélovaci funkci

/dezl

2.3.1 Fyzikalni odvozeni z modelu

2.3.2 Vztahy mezi termodynamickymi a statistickymi velicinami

Vnitini energie U je totozna se stiedni hodnotou vnitini energie F systému:

U:F ’ E:E<QZ7p17§k)

2.4 Grandkanonicky soubor

10

(34)

(35)

(37)



