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1 Zékladni pf‘istup 2017—10—26

1.1 Uvodem: pro koho, o ¢em a jak

1.1.1 Uvodem

Lezi pfed vami, fekl bych, podptrny text, zdaleka nekompletni, v némz jsou podrobnéji rozvinuty ty
partie klasické elektrodynamiky, které délavaji studenttim potize — af uz ,,technicky® nebo ,ideové®.

Sdélte mi, co vam bylo tézko srozumitelné, a nejlépe z ¢eho jste prislusné partii nakonec poro-
zumeéli. Nejde mi ani o ptivodnost, ani o eleganci, ba ani o vtipnost, ale opravdu jen o to, abych
¢tenare dovedl co nejpiijemnéjsi cestou k pochopeni (nikoli nauceni se) vseho dileZitého, co s elek-
tromagnetickym polem souvisi: pojmy, jejich souvislosti, pfedstavy. Piijemna cesta by neméla byt
ani moc dlouhd, ani moc strma; tim je obcas dano ¢lenéni textu.

1.1.2 Pro koho

Tento ucebni text je uréen predevsim posluchac¢tim oboru Matematika na MFF UK po absolvovani
podobné prednasky z mechaniky a pred zkouskou z ¢asti zabyvajici se elektromagnetismem. Muze
ho v8ak ¢ist (a porozumét mu) kazdy, kdo:

e 7 fyziky absolvoval stfedni Skolu a setkal se tedy s pojmy elektrické pole, Coulombiv zakon,
elektricky proud, magnetismus, a to na jakkoli jednoduché trovni;

e 7z matematiky ma zakladni znalosti infinitezimalniho pocétu v ramci obvyklého ,kalkulu“,
a jinak stfedoskolské znalosti (trigonometrické funkce, exponenciéla).

Vse dalsi (napf. interpretace operédtoru grad, div, rot, déle d-funkce ¢i Fourierova transfor-
mace) je uvedeno bud piimo v textu, nebo v Kalkulu pro fyziku, psaném pro tento tcel.

,Kalkul je ke stazeni na mé webové strénce [9].

1.1.3 O c¢em

Nasledujici text je jednoduchy tvod do teorie elektromagnetického pole. Je rozsirenim ke 3. dilu
standardni vysokoskolské uéebnice [1], 2. vydani, 2014, zmifiovaném jako HRW. (Cislovani z 1. vyd.
je v zavorkéch.)

Koncepcéné je hlavni rozdil v tom, ze HRW je zaméfena vice prakticky, pripadné pro techniky.
Jeji vyklad je proto induktivni — vychazi z pokusii, a popis je integralnt — HRW napf. vychéazi
z elektrického proudu I a z néj odvozuje jeho hustotu J; vychazi z magnetického toku @ a z néj

odvozuje jeho hustotu B apod.
N4&s vyklad je deduktivni — vychazime z Maxwellovych rovnic a v diferencialnim provedeni,

protoze se zamérujeme spise smérem teoretické fyziky. Primarni je proto pro néas hustota J elektric-
kého proudu, ktera se rovné stiedni hodnoté souc¢inu hustoty p naboje a rychlosti ¢ jejiho nosice:
J = (p¥); z ni se teprve odvodi celkovy proud I jako integral jeji normélové slozky J, prifezem
vodice. Podobné je pro nas primarni pole magnetické indukce B, zatimco jeho tok @ je integral
normalové slozky B, uvazovanou plochou ¥ apod.

Mazwellovgmi rovnicems (9)-(12) se zde proto zabyvame v diferencidlnim tvaru; z teore-
tického hlediska jsou jednodussi a srozumitelnéjsi nez jejich integralni tvar. Pokrac¢ovanim tohoto
textu mize byt odvozeni dalsich vlastnosti a jevii v elektromagnetickém poli z diferencidlniho tvaru
Maxwellovych rovnic: odvozeni rovnic fyzikalni optiky (Fresnelovy vzorce), zafeni apod.

1.1.4 Jak

Vychéazime z toho, Ze ¢tenar bude mozna muset pozdéji v Zivoté fesit fyzikalni tlohy. Néco mu samo-
ziejmé zadavatel povi, ale malo platné, bude mit jiny sloh a lehce jiné predstavy, nez méa klasicky
matematik fyzikou dosud nepostizeny. Setka se obcas s praktickymi otazkami, dilem s otazkami
velmi principidlnimi, ale velmi vagné formulovanymi. Dosti podstatnou ¢asti spolupréace s odbor-
nikem jiné profese byva pochopit, pro¢ a co vlastné potrebuje. Proto je v nasledujicim textu dost
poznamek a vysvétlivek. Obcas jsou poznamky mirné odbornéjsi (<), obcas popularnéjsi (&).
V textu jsou obcas zatazeny se znackou ;? nezodpovézené otazky a piiklady pro ¢tenéie. (Dovolte
mi uvést zlaty citit, kterym mne inspirovala Mgr. Novackova: ,,Skoda kazdého slova, které fekne
ucitel misto zédka“). Abyste se ale mohli ujistit, Ze jste na to pfisli spravné, je na Gplné jiné strance
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poznadmka se znackou ! s odpovédi, i s odkazem na stranku s otdzkou. Jinymi slovy, ¢tete-li po-
stupné, preskoéte petity za¢inajici !. (Napf. pravé nyni:)

i ! Odp. ze str.15: Oznacme 1 jako druh A. Vime, Ze se 1-2 pfitahuji a 3-4 odpuzuji. Copak udélaji 1-37 Pokud se
pritahuji, zkusime 2-3. Pfitahuji-li se také, jsou 1, 2, 3 druhu A a plati alternativa 1. Pokud se odpuzuji, jsou 2, 3
druhu B a plati alternativa 2. A kdyz se 1-3 odpuzuji? Zkuste opravdu nejdiive sami, a az pak hledejte na str. 8.

Snazil jsem se, aby se vam pfijemné a efektivné studovalo. Volim co nejsnadnéjsi sloh a davam
pfednost struénému, byt i populdrnimu ¢i emotivnimu ndznaku pied plnou precisni formulaci vsude
tam, kde by zejména zacateénik mohl $patné odhadnout, co je vlastné podstatné v textu.

& Precizni formulace ¢asto zacatecnika zmate a zasvéceného nudi. Mirné pokroéily si ji miize sdm vytvoFit z ndznaku
(,Skoda kazdého slova, ...“, viz vyse). S klidem tedy ¢asto vynechavam adjektivum ,elektricky“. PiileZitostng —
v Gvodnim ¢i motivaénim textu — nerozliSuji mezi objektem, fyzikalni veli¢inou (tj. vlastnosti objektu) a jeji ¢iselnou
hodnotou apod. Riskuji sice, ze mne kritici budou pokladat za neznélka ¢i diletanta v terminologii, ale ja uz to néjak
vydrzim® — hlavné kdyz ¢tenaf vnikne co nejrychleji a spravné do problematiky. Uéime fyziku a nikoli fyzikopis.

1.1.5 Znadeni

‘ Zvldst dileZitd sdélent jsou v rdmecku.

Tuéné jsou vysazeny terminy, kurziva jen zdiraznuje text. Dodrzuji nase normy [7] (maji stejny
statut jako mezinarodni verze); najdete-li v textu odchylku nebo chybu, prosim upozornéte mne.

Pouzivame standardni znacky. Aby vzorce s parcialnimi derivacemi byly graficky piehlednéjsi,
uzivame casto nasledujici zkraceny zapis:

i3 0’ i) i) 0°

— — R _ 0
= 5 oy = o Oz = apod., ale pro i, j, k je 0; = — atd.

%; Oy= = oyoz oz

Zmacku 0 uzivame také pro hranici mnoZiny, napt. 0§, zejména pii zapisu oblasti integrace.

Zavadime vektorovy operator ,nabla® V a uzivame téz oznadeni?
V o= <8x; Oy; 8Z) (1)
divi = V-d@=0pa, + Oyay + 0.a (2)
IR&’ = Vxd= <8yaz — 02055 0,0y — Opay;  Opay — 8yax) (3)
gr?i := V ve viech ostatnich piipadech: (4)
funkce gmcp =Vy; operator gpgm = oV apod. (5)

1.2 Zakladni pojmy: hmota (latka) a pole

V tomto odstavci pripomeneme zakladni pojmy z oblasti, kterou budeme studovat. Jak jsme uvedli
uz v mechanice, je obéas dobré védét, ze objekt (napf. nosi¢ nédboje, nabité téleso) neni totéz co
jeho atribut — veli¢ina (napf. naboj, hmotnost), i kdyz se to ¢asto pro stru¢nost zameénuje.

1.2.1 Hmota

Hmota V tomto slové (a ovSem také hmotné prostiedi, hmotnost ...) slySime hmatat; hmota je
néco, na co si lze sdhnout a poznat i se zavienyma oc¢ima, ze ,tady to je, tam to konci a dal uz
to neni“. Hmota ve stavu pevné latky nebo kapaliny je dosti ostfe vymezena v prostoru: nékde
je, jinde neni. Hmota ve stavu plynu uZ tak snadno hmatatelnd neni, ale to ndm ted nebude moc
vadit: podstatnou vlastnosti kazdé hmoty v kazdém stavu totiz je, Ze je substanci — to znamena,
ze nemize vzniknout z ni¢eho a nemtize zmizet jinak, nez ze se premisti nékam jinam, nebo ze se
pfeméni na jinou formu (opét hmoty). Matematicky popis jejiho pohybu a ,nemizeni“ nam dava
rovnice kontinuity (napf. kap. 4.3). Ta 7ikd, ze jestlize v libovolné oblasti nékdy ubyva nebo ptibyva
hmoty, pak jenom tak, Ze tato hmota v tu dobu proudi pfes hranici sledované oblasti.

coby expert v IEC/TC 1 Terminology a piedseda IEC/TC 25 Quantities and Units
20Obvykle se vektorovy charakter vyznacuje tuénym typem V a ne uz Sipkou V. Zde uzivam navic ipku jen pro
zdluraznéni. Totéz plati pro vektorové operatory rot a grad, které zde proto znacim R a grad.
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Latka Termin hmota piilis prlpomlna veli¢inu hmotnost, a ta bude v elektrodynamice zpravidla
nepodstatna®. Proto se castejl pouziva jiny termin, totiz latka (latkové prostiedi apod.). Znamena
totéz co hmota, jenom se jim nezdiiraziiuje ona Vlastnost — hmotnost. Pii studiu elektrickych vlast-
nosti se nevodiéi také Casto rika dielektrikum, pfi studiu magnetickych vlastnosti magnetikum
(para-, dia-, fero-,...).

Zdroj pole, naboj Neékteré hmotné objekty (télesa) na sebe pusobi na délku, napf. magnety
nebo elektrony. Abychom toto ptisobeni popsali, zavedeme pojem pole v uzsim slova smyslu (1.2.2)
jakozto prostiednika tohoto pusobeni, a ptisobici téleso v tomto kontextu nazveme zdrojem tohoto
pole (v obou uvedenych piipadech — magnety i elektrony — jde o elektromagnetické pole). Zdrojem
elektromagnetického pole je elektricky naboj. Specidlnim projevem pohybujiciho se naboje je
elektricky proud odpovédny za vznik magnetického pole. Oboji mtze byt i na tiirovni molekularni,
atomarni ¢i subatoméarni; spin nabitych ¢astic (kvarkt) je zdrojem manetického pole téchto ¢astic.

Objekt — zdroj — se nazyva nosi¢ ndboje; termin naboj popisuje fyzikalni veli¢inu. (Casto
se vSak pro strucnost, srozumitelné, byt neporadné, nazyva ndbojem i nosi¢ sam: ,Dva naboje
na sebe pusobi silou. .. *). Bodovy naboj vsak popisuje objekt — trojslovné bodovy nosic¢ naboje
by bylo zbyte¢né dlouhé. Zdrojem magnetického pole mtze byt i spin, aditivni vektorova veli¢ina
s charakterem momentu hybnosti, atribut elementérnich ¢astic bud nabitych (napf. elektron) nebo
alespon slozenych z nabitych ¢astic (napf. neutron jako celek neutralni, ale slozeny z nabitych
kvarkd).

Naboj se v tloze miize vyskytovat dvojim zptisobem:

e explicitné popsany volny coby naboj, ktery doddme sami a ¥idime jeho pohyby — s vyhradou
uvedenou u vodici.

e implicitné popsany vazany coby néboj téch ¢astic (molekul, atomu, iontt, elektronovych
oblakd,. .. ), které tvori latku. Fenomenologickd teorie Maxwellova ho popiSe tim, Ze zavede
elektrickou polarizaci P, magnetickou polarizaci Jp, (¢i magnetizaci M = ;1/ o) a
konduktivitu (vodivost) o
Vézané naboje mohou byt v latce fizovdny (jadra atomu tvoficich latku, pokud se pfedmét
mechanicky nedeformuje), posunutelné na mikroskopickou vzdélenost (ty naboje tvofici die-
lektrikum, jejichz posun se projevi jako polarizace dielektrika, napf. vnitini elektrony) nebo
pohyblivé, posunutelné na makroskopickou vzdalenost (napf¥. vodivostni elektrony v kovu).

Pohybové rovnice pro zdroje Poloha zdroji muzZe byt ddna. Pokud by se méla ménit, pak
to bude podle Vhodn}'ICh pohybovych rovnice, v nasem piipadé podle Newtonova pohybového za-

kona sily mad = ) F'. Ten oviem bude obohacen o Cleny pOplSU.JlCl pusobenl pole na naboj — silu
Coulombovu F = qE od elektrického pole E asilu Lorentzovu F = qU X B od magnetického pole B.

1.2.2 Pole

Pole obecné 7 matematického hlediska popiSeme pole prosté funkci, jejimz argumentem bude
polohovy vektor; muze ovsem zaviset i na dalsich proménnych, tfeba na Case, na teploté aj.. Je-li
tato funkce skaldrni (vektorovd, tenzorovd,. .. ), budeme nazyvat i takové pole skalarni (vektorové,
tenzorové,. . .). V §irsim smyslu budeme uzivat i ve fyzice termin pole stejné volné jako v matema-
tice, tedy napft. pro teplotni pole ¢i tlakové pole.

Pole v uzsim slova smyslu Toto vymezeni pole bude nové; bude jakymsi protikladem k pojmu
latky. Budeme fikat, ze nékde v prostoru se nachéazi pole, jestlize se tam nékteré predméty, zvané
v tomto kontextu zdroje takového pole, budou chovat jinak, nez kdyz tam pole neni. Toto pole pak
zprostiedkuje pusobeni mezi dvéma objekty — zdroji. Pole pfitom bude, fekli bychom popularné,
,vsude v prostoru, ale nejvic kolem svych zdroja“.

i ! Odp. ze str.20: Toto tedy nectéte pii prubéném ¢teni. Sem se vratite az ze str. 20.

Rozvinte potencial v bodé na ekvipotencialni plose Taylorovou fadou ve tfech souradnicich.

P(F 4 dP) = () + Vi - dF + O ((dr)?) ,

Na ekvipotencialni ploSe ¢(7+ d7) = ¢(7) je tedy v prvnim pfiblizeni 64,0 -d7” = 0, tedy 64,0 je kolmy k d7’ lezicimu
na ekvipotencialni plose.

3To samoziejmé plati jen, pokud se nebudeme vyslovné zabyvat dynamikou pohybu zdroji pole.
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Elektromagnetické pole a jeho zdroje Zdrojem elektromagnetického pole jsou
o clektrické naboje (vytvareji elektrické pole),
e pohybem néboji vytvorené elektrické proudy (vytvareji magnetické pole),

e Castice s nenulovym spinem a jim danym magnetickym momentem (vytvafeji magnetické
pole). Tento moment souvisi s elektrickym nébojem ¢astice nebo jejich slozek.

Dale, elektrické pole vznikd zménou pole magnetického, a magnetické pole vznikd zménou pole
elektrického. Obé pole jsou spolu tak tzce spjata, Ze ¢asto mluvime o poli elektromagnetickém.

& Piiklad: pfi studiu elektronu stojiciho v inercidln{ soustavé S z této soustavy zjistime jen pole elektrické (dokonce
elektrostatické). Pfi popisu z jiné inercidlni soustavy S’ pohybujici se viéi S vSak tentyz elektron vytvaii i pole
magnetické, i elektrické.

& Piivlastek ,elektricky“ (magneticky, elektromagneticky) pro struénost vynechdme, je-li z kontextu ziejmyt.

Magneticky naboj neexistuje.

Tim minime toto (trogka filosofie a jazyka fyziky):
e Vsechna znama magneticka pole lze vytvorit, jak bylo uvedeno.
e K popisu znamych magnetickych poli nepotrebujeme néco typu magnetického naboje.

e Také nebylo nic jako magneticky néboj (,,monopdl“) dosud v pfirodé pozorovano, a to pres
velkou snahu experimentatori.

Nic nam v8ak nebréni zkoumat, jak by se magneticky néboj choval (kdyby existoval), jak by
se chovaly jeho pohybem tvorené magnetické proudy apod., pfipadné ho pouzivat jako védomé
zjednoduseni v nékterych situacich (,severni a jizni pél“ permanentniho magnetu).

Pohybové rovnice pro elektromagnetické pole Pole se samoziejmé méni v prostoru a Case
nikoli libovolné, ale #idi se svymi pohybovymi rovnicemi. V nejobecnéjsim pfipadé nestacionarniho
elektromagnetického pole pouzivame pti fenomenologickém popisu latky Maxwellovy rovnice
rov. (9)-(12). Jde o soustavu linearnich diferencialnich rovnic 1. fadu, obsahujici rizné ¢leny s de-
rivacemi podle ¢asu; ty v pfipadé jednodussich poli (staciondrnich, statickych) mtzeme vypustit,
jak bude ukazéano.

P¥i mikroskopickém popisu latku popiSeme jako soustavu elektricky nabitych (elementérnich) ¢astic ve vakuu analogickymi
Lorentzovymi rovnicemi; z nich dostaneme Maxwellovy rovnice vystifedovanim.
i! Odp. ze str.6: Pokud se 1-3 odpuzuji, zkusime 2-3. Pfitahuji-li se, jsou 1, 3 téhoz druhu (feknéme A) a plati
alternativa 2. Pokud se odpuzuji, jsou 1, 2 druhu feknéme A, 3 druhu B a plati alternativa 1. A stejné vim, Ze jste
na to prisli taky, a jen se ujistujete. A vsimli jste si taky, ze staci vlastné jen 3 kulicky?

1.2.3 Co pole je a co neni

Laici se ¢asto ptaji, zda pole opravdu existuje, anebo zda je to jen ,jakasi uméla konstrukce*
(s pejorativnim nadechem). V piipadné diskusi je dobfe si upfesnit pojmy protiotdzkou, zda ¢islo 3
opravdu existuje nebo je to jen jakadsi uméla konstrukce (tj. zda si je partner védom vyznamu
a nutnosti modelu pfi poznévani a popisu svéta).

(Elektromagnetické) pole je novy fyzikdlni objekt.

Viastnosti (elektromagnetického) pole jsou (elektromagnetickymi) vlastnostmi prostorocasu.

Elektromagnetické pole neni substanci. Uvazujme napt. elektrickou intenzitu E. P¥i zméné
rozloZzeni naboju se pole vSude v prostoru prosté zméni taky, a v riznych mistech prostoru ho
,2ubylo“ nebo ho ,pfibylo“. Neni ale pravda, ze by se jen néjak ,pfelilo“ z dfivéjsiho rozlozeni do
nového, jako to déla voda ¢&i vzduch.

4Napf. s jinym nabojem ne? elektrickym se ve fyzice nejspis nesetkate. ,Proud“ by p¥ipadné mohl byt vodni.
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Konkrétné: Dva naboje stejné velikosti ¢ > 0, ale opacneho znaménka (tedy v obvyklém znaceni
+q a —q), daleko od sebe, maji kazdy své pole s intenzitou El, Es a potenc1alem ¢1, P2 Vysledne

pole v celém prostoru je podle principu superpozice (str. 17) jejich souctem: E=E + Eg, resp.
= 1+ 9. Budeme-li naboje ptiblizovat, bude se vysledné pole ménit: protoze potencialy ¢ obou
poli maji opatna znaménka, bude se jejich algebraicky soucet pii pfiblizovani zmensovat v tom
smyslu, Ze celkova energie pole bude ubyvat®. Pokud sblizovdni probéhne tak, Ze naboje zcela
splynou, pak vysledné pole E bude nulové — pole tedy poctivé ,zanikne“. Jeho energie se vSak
preléva do rukou toho, kdo brzdi pritahujici se naboje, kdyz se k sobé blizi.
<= Toto neni model vzniku elektrického dipdlu (kap. 2.6.2). P¥i ném nejen klesa k nule vzdalenost { naboji, ale také
roste do nekonecna jejich velikost ¢ tak, aby se soucin ¢l blizil kone¢né veli¢iné, momentu p dipdlu.

Naproti tomu nékteré fyzikalni veli¢iny z pole odvozené a s polem spjaté (napf. energie pole)
se pfi Gasovém vyvoji zachovavaji, a to dokonce nejen integralné (energie pole jako celku), ale i di-
ferencialné. Konkrétné, hustota elektrické energie ue (7, t) = %E - D se jakoby ,preléva“ v prostoru
a pokud mizi, tak se ve zdrojich pole ,méni“ do jejich kinetické ¢i potencidlni energie, jako tomu
bylo v préavé uvedeném piikladé).
& Ve volném piiméru je pole spise jako vétrem vyvoland vlna na jezeie. Zavane-li vitr, vlna prosté vznikne ,z ni-
¢eho“. Sama voda se pohne jen nepatrné nahoru a doli (jak je vidét na korku plovoucim na hlading), ale vlna pfebéhne
celé jezero. Vlivem ztrat energie v prostfedi (postupnou zménou usporddaného pohybu na neusporadany) éasem vlna
zanikne beze zbytku.

1.3 Casticovy a polni popis

Castice Ze zkuSenosti vime, Ze dvé nabité ¢astice® na sebe ptisobi silami: maji-li jejich naboje
stejnad znameni, ¢astice se odpuzuji, maji-li znameni opacné, pritahuji se. Toto plisobeni lze popsat
kvantitativné Coulombovym zdkonem (Charles-Augustin de Coulomb, 1785)

7142 I q1q2
F ﬁ’ resp. F = Rﬁ’ (6)

kde F' je velikost sily pusobici mezi ¢asticemi, ¢; naboj i-té Castice a R vzdalenost obou Castic;
soucast konstanty timérnosti ¢ je permitivita prostfedi mezi nimi (pro vakuum je rovna elektrické
konstanté ).

Tato rovnice je (spolu s ostatnimi) zdkladni soucésti ,staré“ elektrodynamiky Ampérovy pracu-
jici jen s ¢asticemi a predstavujici proto ¢asticovy popis. V8imnéte si, Ze tato rovnice neobsahuje
¢as; podle ni by tedy ndboje na sebe plisobily bezprostiedné a okamzité na libovolnou vzdalenost.
Takové pisobeni na ddlku (actio in distans) bylo ale tézko pfijatelné, ve své dobé hlavné filosoficky.
(Dnes by nam spise vadilo z hlediska teorie relativity nebo pfi vykladu zéafeni.)

Pole Michael Faraday, vynikajici experimentator, zavedl pro vyklad silového piisobeni model:
jakoby mezi naboji byly silové trubice, majici tendenci — podobné jako natazené gumové trubice — se
podélné stahovat a v priénych smérech rozsifovat. Faraday nebyl matematikem (uvadi se, Ze v jeho
poznamkach nebyla jedina rovnice), a tak az James Clerk Maxwell rozsifil Faradayovy predstavy,
doplnil o dalsi jev a vypracoval plné konzistentni matematicky popis elektromagnetickych jevi ve
formé dnes zvané Maxwellova teorie elektromagnetického pole — polni popis. V ni se zavadi pojem
(nehmotného vektorového) pole

= 1 @R

E 4me R? R’ @
nejenom jako ,pouhy matematicky prostiedek k popisu interakce mezi (hmotnymi) ¢asticemi,
ale jako samostatny, plnohodnotny fyzikalni objekt — objekt, ktery se sice na rozdil od latkového
prostiedi nechova jako substance, ale ma napt. svou energii, hybnost atd.. Jeho ¢asovy vyvoj (pohyb
v obecném smyslu) je plné popsan soustavou Maxwellovych rovnic. Toto pole (vytvofené ndbojem
g2 ptsobi na ¢astici s ndbojem ¢; silou

—

F = Q1E . (8)

Energie pole se bude pfitom ,pielévat do energie &astic nesoucich tyto naboje — napi. tyto (hmotné) nosice se
budou urychlovat nebo budou konat pfi svém pohybu praci.

6C4stice nemusi byt elementarni. Je to jen télisko tak malé, ze jeho vlastni rozméry jsou v tuloze zanedbatelné,
aby jeho polohu §lo popsat samotnym polohovym vektorem. (Tedy jako hmotny bod, jen s tim odstinem, ze jeho
pfipadné hmotnost neni podstatna.)
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1.4 Co nas ¢eka (mozna ptFijde vynechat)
1.4.1 Celkovy pohled

Klasicka elektrodynamika se zabyva elektromagnetickou interakci a zejména elektromagnetic-
kym polem, pouzivanym k jejimu (klasickému) popisu. Elektromagnetické pole v latkovém prostiedi
je fenomenologicky popsano Maxwellovymi rovnicemi.

Vakuum Ve vakuu staéi pro popis elektromagnetického pole jen dvé ¢asti:

e elektricka intenzita E;

e magneticka indukce B.

Obé veli¢iny lze primo mérit podle JeJICh ucinku na ¢astici s nadbojem ¢ a rychlosti ¥; pusobi

na ni totiz Lorentzovou silou F = ¢F + g x B, viz déle rov. (20). Tato dvé pole pro popis
elektromagnetickych jevi ve vakuu plné postacuji.

Z rozmérovych divodu (vazba na mechaniku — sila) zaviddime k nim jesté dalsi konstanty (vy-
svétlime je podrobné pozdéji):

e elektricka konstanta ¢y ~ 8,854 10712 F/m (téz permivita vakua, viz rov. (38));
e magneticka konstanta o ~ 1,256 6-107% H/m (téz permeabilita vakua, viz rov. (164));

e svételna rychlost” ¢ = 1/,/Eoo spojuje obé& konstanty, a ma fyzikdlni vyznam i rozmér
velikosti rychlosti svétla ve vakuu (obecné: velikost rychlosti sifeni jakékoli zmény v elektro-
magnetickém poli ve vakuu)

a pro symetrii zapisu zavedeme definitoricky dalsi dvé pole odvozena jednoznacné z predchozich:

e clektricka indukce (ve vakuu) D = ggE  ;
e magneticka intenzita (ve vakuu) H = B/

Latkové prostiedi popiSeme fenomenologicky tfemi makroskopickymi velicinami®

vymi parametry:

— materialo-

e konduktivita o (elektrickd vodivost) vystihuje chovani volnych naboju tvoticich latku (str. 7);
e elektricka polarizace P vystihuje elektrické dusledky vazanych nadbojt tvoricich latku;

e magnetizace M (anebo magneticka polarizace T = ,uOM ) vystihuje magnetické disledky
vazanych naboja tvoricich latku a pripadné spinu ¢astic latky.

Z nich k E , B zkonstruujeme dalsi dvé pole, kterd umozni symetricky popis. Mame tedy ctyfi pole:
e elektricka intenzita E (jako dfive);

e elektricka indukce D = E + P;

— =

e magneticka intenzita H = (B — J)/uo = B/ o — M;
e magneticka indukce B (jako diive).

& Nazvy magnetickyjch poli H B bohuzel odpovidaji starému pojeti magnetismu s magnetlckyml nabop Dnes
bychom tyto nazvy prohodili, protoze mame duvody spojovat spolu na jedné strané Ea B na druhé strané D a H.
V nejjednodussim piipadé mékkych linearnich latek lze zavést permitivitu € a permeabilitu

tak,ze D =c¢k; B = ,uﬁ . Ve vakuu € = ¢, p = pg, konduktivita o = 0. Pouzitelnost Maxwellovych
rovnic lze rozsitit, pFipustime-li, Ze pro stfidava pole o tthlové frekvenci w jsou tyto parametry na
ni zavislé: e(w), p(w), o(w).

"Normy ISO a IEC ji znadi co a ponechavaji samotné ¢ pro rychlost svétla v obecném postiedi.
8 Analogicka situace byla v mechanice kontinua, kde jsme hmotu popsali spojité rozlozenou hustotou hmotnosti p.
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1.4.2 Pohybové rovnice pole (Maxwellovy rovnice)

Pohybovymi rovnicemi pro elektromagnetické pole jsou Maxwellovy rovnice. V diferencidlnim
tvaru znéji v uplném tvaru (nalevo pole, napravo jejich zdroje)

rotd 8D = J neboli VxH-8D = J (9)
divD = p V-D = p (10)
rot £ + 0,8 0 VXxE+0B = 0 (11)
divB = 0 V-B = 0 (12)

Proudova hustota na pravé strané rov. (9) sestdva jednak z vtisténého, zvenku vnuceného proudu
Jyt, jednak ze spontanné vznikajiciho vodivostniho proudu oFE:

J=Jux+0oE . (13)

Pro uplné feseni potiebujeme jesté zadat okrajové a pocateéni podminky (jde o diferencialni
rovnice podle 7 a podle t).

Okrajové podminky Okrajové podminky maji tvar analogicky Maxwellovym rovnicim. Co se
tyké realnych zdroji, 1ze ocekdvat nespojitosti v prostoru (latka a zdroje se méni v prostoru nespo-
jité), nikoli vSak nespojitosti v ¢ase. Casové derivace v Maxwellovych rovnicich se proto neuplatni
a zavedeme-li pro skok vektorovych slozek na rozhrani symboliku

—
Rot?¥ = w1 — 142 (14)
Div?y = wn1—tno (15)

a znadime-li Jy hustotu plosnych proudt a 77 hustotu plosnych nabojt, maji okrajové podminky
tvar

|

RotH = Jg (16)
Div D n (17)
Rot B = 0 (18)
DivB = 0 (19)

V ¢asto se vyskytujici situaci, kdyZ nejsou ani plosné proudy (popisujici permanentni magnety),
ani plosné naboje, je zfejmé, Ze na rozhrani dvou prostiedi se spojité méni te¢né slozky elektrické
i magnetické intenzity (F, Hy), a normalové slozky elektrické i magnetické indukce (Dy, By).

P1i konkrétnim vypoctu v praxi ¢asto pouzivame jednodussiho popisu s elektromagnetickymi
potencidly ¢, A; ve statickém poli tuto tlohu podrobné rozebiré teorie potencidlu (konkrétné

pro pole danych zdroji Poissonovu rovnici Agp = —p/e a pro pole beze zdroju Laplaceovu rovnici
Ap =0).

Pocatecni podminky predpokladaji zadani hodnot vSech poli v po¢ateénim Case, kdy zaciname
jejich sledovani.
1.4.3 Vazba na ostatni fyziku
Sila F pusobici v poli na bodovou ¢astici s nabojem ¢ a rychlosti ¥ je rovna
F=qE+q0 xB ; (20)

prvni ¢len v sou¢tu nazyvame Coulombovou silou, druhy Lorentzovou silou. P#i spojité rozlozeném
néboji je hustota sily f ptsobici na nédboj rozloZeny s hustotou p rovna

f=pE+JxB . (21)



1 ZAKLADNI PRISTUP 2017-10-26 12

1.4.4 Dalsi rozvoj teorie elektromagnetického pole

Specialni teorie relativity nevnési do teorie elektromagnetického pole Zddnou zménu ani novy
jev: Maxwellovy rovnice pro vakuum a Lorentzovy rovnice jsou uz samy relativisticky invariantni.

& Ctenaf dokonce jiz nejspis vi, Ze naopak studium diisledkil teorie elektromagnetického pole (rychlost svétla) vedlo
k objevu teorie relativity.

Mikroskopicky popis podéavaji Lorentzovy rovnice. Ty popisuji latku nikoli fenomenologicky
(pomoci ]3, M , 0), ale mikroskopicky — latka jako souhrn elementarnich éastic s jejich nédboji, dipdly,
proudy a spiny, toto vSe ve vakuu. Pouziva proto jen dvé mikroskopicka pole, € a b. Stredovanim
téchto poli a Lorentzovych rovnic dojdeme k polim E , Ba Maxwellovym rovnicim. Cést naboji a
proudi (ta, kterd popisuje latku) a jimi vytvofend pole € a b daji stfedovanim ostatni fenomenolo-
gické pole (5, H, P, M)

& Proces stfedovani Lorentzovyjch rovnic na Maxwellovy neni az tak jednoduchy, ale o tom opravdu az pozdé&ji.

Kvantova elektrodynamika vznikla rozpracovanim Lorentzovy teorie kvantovymi prostfedky
(fyzikélni veli¢iny popisujici ¢astice a pole jsou popsany vlnovymi funkci a operatory a kvantovany).

1.4.5 Typy poli: pole statické, stacionarni a pribuzné pojmy

Elektromagnetické pole je v nejobecnéjSim pripadé popsano uvedenymi Maxwellovymi rovnicemi
(9) az (12). Pokud je vsak pole buzeno zdroji s ¢asem se neménicimi nebo ménicimi se dostatecné
»zvolna“, lze pravem ocekavat Ze se tyto rovnice néjak zjednodusi a Ze pak bude jednodussi i jejich
feSeni. Fyzikalni rozbor i jeho matematické vyjadreni tak vede k jednodussim typtm: pole

o staticke,
o kvazistatické,
e staciondrni,

o kvazistaciondrni.

Zcela obecné pole budeme v pripadé potieby k odliSeni nazyvat nestaciondrni.

1.4.6 Statické pole (stav)

Predstavme si elektricky nabity kruhovy disk se stfedem v pocatku vztazné soustavy. Naboj na
ném budiZ rovnomérné rozlozen s hustotou? p; ta je tedy konstantni a plati

—\

p(f) = po na kruhu o poloméru R, (22)
p(f) = 0 vSude jinde.

Celkovy naboj disku je pak ¢ = prR? a tato soustava budi elektrické pole E(F), které je ve vétsi
vzdalenosti podobné poli bodového naboje o velikosti ¢. Je samoziejmé s Casem nepromeénné.
Toto je staticky piipad a mluvime zde o statickém poli. Zdroje pole (ndboje) neméni v ¢ase
své polohy a velikosti ani makroskopicky, ani mikroskopicky; nejsou tedy ani zadné toky (j = 6)
Cas t se proto nevyskytne ani v jejich popisu, a tim ani v pohybovych rovnicich.
Rovnice pro statické pole:

rot A = 0 (23)
div D p (24)
rot ] (25)
divB = 0 (26)

Zejmé 1ze oddélit rov. (25), (24) pro E, D od rov. (23), (26) pro H, B a Teit je nezavisle samostatné;
jevy elektrické a magnetické spolu ve statickém pripadé nesouviseji.

9Pozdé&ji bychom upiesnili, Ze jde o plosnou hustotu. Zde, v predb&iné tivaze, formulujeme situaci zcela volng,
abychom soustfedili pozornost na ty nové pojmy, které zavadime.
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1.4.7 Kvazistatické pole (dé&j)

Budeme-li v realné situaci opakovat méreni za nékolik minut, zjistime patrné, ze naboje (diky elek-
trickému svodu) jaksi ubylo a tim pddem pole ptislusné zeslédblo. Zatim se nezabyvejme, pro¢, jak a
kam se néboj ztratil; zatim jen konstatujme, Ze jeho hustota p s ¢asem klesa, nejspiSe exponencialné
p(t) = po e Pt (detailni pritbéh ted neni viibec podstatny).

V takové situaci si muzeme dovolit zavést cas jako parametr. Je-li zdroj p(t) zavisly na case,
dostaneme jisté i pole E (t) stejné zéavislé (synchronné) na case. Cas zde zfejmé hraje roli parametru;
veli¢iny popisujici zdroje na ném zaviseji, ale sim c¢as se explicite nevyskytne v rovnicich. Zejména
se podle néj nederivuje. Takovy pFipad se nazyvé kvazistaticky, jeho vysledkem je kvazistatické
pole. Ridi se tymiz rov. (23) az (26) jako pole statické. Ziejmé lze i zde oddélit rovnice pro E, D od
rovnic pro H , é, takze jevy elektrické a magnetické spolu ani v kvazistatickém pripadé nesouviseji.
& Kvazistaticky déj mizu nafilmovat a kazdé policko vySetiovat jako samostatny staticky piipad.

Kvazistaticky zdroj vyse uvedeny bude tedy popsan vztaky

p(Ft) = poe P na kruhu o poloméru R, (27)
p(fit) = 0 vSude jinde.

1.4.8 Stacionarni pole; tok, elektricky proud (stav)

Predstavme si nyni, ze disk i s jeho ndboji rozto¢ime. Byl-li nabit rovnomérné, pak uvazte bedlive,
ze i nadale bude v kazdém okamziku nabit stejné, jako kdyz byl v klidu. Hustota néboje se tedy
viibec nezménila a je opét popsana rov. (22); mj. opét nezavisi na Case.
& Rychle tekouci ¢ira feka bez vinek je taky stale stejnd a nepozname, zda feka stoji ¢i tece, kam a jak rychle.
Pritom je ale zfejmé, Zze to neni tataz situace jako pred tim. Elektrické pole je sice stale stejné
jako v elektrostatickém pripadé pfedchozim, ale nové zjistime, ze se kolem disku vytvorilo magne-
tické pole. Disk se chova, jako by byl tvofen smyckami, kterymi protékd elektricky proud neboli
tok nabitych Gastic. Tato situace se nazyva stacionarni.
& Ma4-li byt analogie s proudem jesté dokonalejsi, pfedstavme si, ze vedle zaporného naboje je na disku i stejné husty
naboj kladny, ktery se vSsak néjakym kouzlem netoci. Elektrickd pole obou naboji se navzajem vyrusi a vysledné
pole bude nulové. Pevné kladna mfiz a v ni proudici zdporné naboje davaji realisticky model elektrického proudu ve
vodici.
Rovnice pro stacionarni pole jsou

rotd = J (28)
divD = p (29)
rot £ -0 (30)
divB = 0 (31)

Zde uz je magnetické pole H vytvateno elektrickym proudem hustoty j, jind vazba vsak neni.

Proudovéa hustota J(7) v misté 7 je stiedni hodnotou souéinu rychlosti ¥ nosi¢e naboje a jeho
hustoty p v tomto misté: J = (pv).

1.4.9 Kvazistacionarni pole (dé&j)

Ve vodivém prostiedi je v prvni Maxwellové rovnici (9) na pravé strané hustota J elektrického
proudu zahrnujici ve vodi¢i navic ¢len oF, tj. proud tvofeny volnymi naboji ve vodi¢i. Pokud
muzeme viéi témto proudtim zanedbat druhy ¢len levé strany —0;D (zvany nékdy z historickych

dtivodu hustota Maxwellova proudu, nékdy pfilis pfesné Maxwellova posuvného proudu),
dostavame prakticky velmi vyznamny mezistupen — pole kvazistaciondrni. Druhy ¢len levé strany

posledni rovnice (12), tedy +8t]§, v8ak ponechdme (proti nule na pravé strané nechceme zanedbat
nic). Tim pfipoustime vliv zmény magnetického pole na elektrické pole. Rovnice nyni budou znit

rot A = J (32)
divD = p (33)
rot E+0,B = 0 (34)
divB = 0 (35)
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Toto zjednoduseni se zd& nekonzistentni, ale podrobnéjsi rozbor ukaze, ze rovnice z téchto plynouci
zistavaji dostatecné symetrické a uvedend tprava Maxwellovych rovnic zptisobi jen, Ze veskeré
zmény zdroju se projevi ve vSech polich synchronné, tj. formalné jako by rychlost zmén v poli
(fakticky: svételnd rychlost) byla nekoneéna. To ospravedliiuje uvedené zanedbéni i v takovém

dielektriku, v némz je o = 0, a tedy i oF = 0.

1.4.10 Nestacionarni pole; zafeni (dé&j)

Pivodni rov. (9) az (12), tedy

rotd - 80 = J
divD = p
rtot E+9B = 0
divB = 0

predstavuji nejobecnéjsi makroskopicky popsatelny ptripad. Néboje i proudy se pohybuji a méni
tak rychle, Ze se objevuji jevy, které bychom na ,fotopolickach® nenasli. V elektromagnetismu se
to projevi napf. tim, Ze pole uz nesleduje poslusné své zdroje, ale mé zpozdéni dané tim, Zze zmény
v poli se §ifi nikoli ihned (synchronné), ale jen kone¢nou rychlosti (a to rychlosti svétla v daném
prosttedi). Pole tedy ,nestiha“. Neni uréeno okamZitym stavem zdroju, ale stavem zdroju v dobach
minulych. Objevuje se novy jev — zareni.

<— V detailnim rozboru: Pole v misté ¥ v okamziku ¢ zavisi na konfiguraci zdroji v jiném misté 7 oav jiném,
piedchozim okamziku ', kde prostoro¢asova vzdalenost zdroje (r_;,t') a jeho pole (7, t) je pravé takovd, jakou potfebuje

svétlo, aby ji pfekonalo.
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2 Elektrostatika 2017—10—26

Od zacatku az do 2.12 vcetné se zabyvame jen polem, naboji a vodi¢i ve vakuu; vliv latkového
prosttedi (dielektrikum) zahrneme az v 2.13.

2.1 Elektricky naboj — HRW 21 (22);

Elektricky naboj pokladame za prvotni pricinu vSech elektromagnetickych jevi. Srov. téz kap. 1.2.1.
Porovname-li elektricky naboj g s hmotnosti m coby zdrojem gravitaéni interakce, pak zjis-
time, Ze s nim souhlasi v téchto vlastnostech:

1. je fyzikdlni veli¢ina (stejné jako m);

2. projevuje se dalekodosahovou'® elektromagnetickou interakci a méFi ,mohutnost zdroje“ (stejné
jako m se projevuje dalekodosahovym gravitaénim polem a méfi ,mohutnost” svého zdroje);

3. je atributem (neoddélitelnou vlastnosti) elementarnich ¢astic (stejné jako m);

4. je aditivni; soubor ¢astic mé tedy celkovy soucet rovny souctu naboji vSech ¢astic tvoficich
soubor (stejné jako m v klasické mechanice);

5. plati pro néj zdkon zachovéni, celkovy néboj soustavy se s ¢asem neméni, HRW 21-6 (22.6)
(stejné jako m v klasické mechanice).

Naproti tomu se lisi v téchto vlastnostech:
6. vyskytuje se kladny i zaporny (na rozdil od m);

7. je kvantovan, HRW 21-5 (22.5); vSechny ¢éstice, které zndme, maji ndboj, ktery je celistvym
nasobkem elementarniho néboje e ~ 1,6-1071° C (m takto jednoduse kvantovana neni).
Kvarky maji sice tfetinové naboje (u, c, t: %; d, s, b: —%), ale ¢astice z nich stvofené uz maji ndboj jen celistvy (baryony:
proton = uud, antiproton = @d, neutron = udd, A = usd; mezony: 7T = ud, K = sii, B® = db, nc = c&;);

8. je relativisticky invariantni (na rozdil od m).

2.2 Coulombuv zakon — HRW 21-4 (22.4)

Dva nosi¢e nédboje na sebe piisobi silou pfimo tmérnou soucinu ¢iqe svych nadbojii a nepiimo
ameérnou c¢tverci své vzdalenosti r:

q192
F x R (36)

Naboje stejného znaménka se odpuzuji, ndboje riuznych znamének pritahuji. Tento zakon objevil
uz r. 1785 francouzsky fyzik Charles Augustin Coulomb.

5, Mate kulicky 1, 2, 3, 4. Vite, ze 1-2 se pfitahuji, 3-4 odpuzuji. Jsou pry dvojiho druhu A, B a jsou dvé moznosti:
1: stejné druhy (tedy A-A nebo B-B) se pfitahuji (jako hmotnosti) a rizné druhy (A-B) se odpuzuji;

2: stejné druhy se odpuzuji (jako ndboje) a rizné druhy se pritahuji.

Jak poznate, co je pravda? Odp. je na str.6.

Piesné experimenty (viz [2]) potvrzuji platnost Coulombova zékona uz od r > 10~!% m. Pokud
by exponent nemél byt presné —2, ale —24+4, pak uz z Maxwellovych pokusti plynulo, ze § < 5x1075;
souc¢asné pokusy davaji 6 < 6 x 10717 (viz [6]).

Chceme-li Coulombtuv zédkon vyjadrit ¢iselné, musime zavést jednotky pro naboj a zméfit kon-
stantu umérnosti. V soustavé SI je jednou ze zékladnich jednotek jednotka elektrického proudu,
ampér A. Z ni je odvozena jednotka naboje, coulomb, jako ndboj ¢ preneseny elektrickym proudem
I = 1A za jednu sekundu: [¢] = 1A-s = 1C, coulomb (viz rov. (153)).

Coulombuv zdkon pak Fika, ze pro ¢astice i s polohou 7; a ndbojem ¢; je sila Fio, kterou pusobi
Castice 2 na Castici 1 ve vakuu, rovna

= 1 q192 59
Fis=—=—"R 37

0Dalekodosahové sily ubgvaji se vzdalenosti polynomiilng, zatimco kratkodosahové ubyvaji exponencialng.
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kde Rip = 71 — 7 je relativni polohovy vektor castice 1 od Castice 2, ﬁ% je prislusny jednotkovy
vektor a konstanta ey zvand elektricka konstanta (nebo téz permitivita vakua) je rovna
107

=z kg 'm st A? ~ 8,854 1072 F/m |, (38)
7TCO

€0

kde ¢y = 299792458 m/s je svételna rychlost (rychlost svétla ve vakuu). Jednotku F, farad, pro
kapacitu zavedeme v kap.3.2.
Pfibliznou ¢iselnou hodnotu (hlavné rad!) si pamatujte, to se hodi. Ale tu prvni jednotku se rozhodné neuéte. Kdybyste ji

snad nékdy potiebovali, tak ji odvodite jednoduchou rozmérovou tivahou z rozmérti ostatnich veliéin v rov. (37).

2.2.1 Rovnovaha

Lze vymyslet konfiguraci naboju, které budou v elektrostatické rovnovaze. Jsou to napt. dva kladné
naboje +4e a uprostied mezi nimi elektron —e (klasicky Buridantiv osel mezi dvéma otypkami sena).
Spocitejte si, ze opravdu vysledna sila pisobici na kazdy z téchto t¥i naboju je nulova. Uvazite ale
také, Ze tato rovnovaha neni stéla. Energie £(7) soustavy jako funkce polohy 7/ jednotlivych nabojii
ma sedlovity tvar: vzdy najdete sice sméry, v nichZ se ndboj po vychyleni vraci zpét (elektron: kolmo
ke spojnici ndboji), ale také sméry, v nichz se ndboj vychyli jesté vice (elektron: ke kterémukoliv
z kladnych néboji). Rovnovéha je tedy thrnem vratka. Obecné plati Earnshowova véta:

Libovolna soustava ndboji (i s dipoly, multipdly, vodici atd.) se neudrzi ve stabilni rovnovdze
jen elektrickymi, pripadné gravitacnimi silams.

<— Dukaz Earnshowovy véty plyne z vlastnosti harmonickych funkci, tj. funkci ¢, pro néz plati A¢ = 0. Tyto mohou
mit maximum jen na hranici 8Q mnoziny , na niZ jsou definovany. A funkce £(7') je harmonickd v proménnych
soufadnic 7’ zdroji pole.

& Klasicks fyzika proto nedokaze vysvétlit stabilitu atomil, molekul, pevnych latek apod. U samotnjch gravita¢nich
sil lze situaci zachranit dynamickou rovnovdhou, kde Castice kolem sebe obihaji po stabilnich drahach jako planety
kolem slunce. To vSak u naboje neni mozné, protoze v teorii elektromagnetismu se ukazuje, Ze naboj pohybujici se
jinak nez rovnomérné piimocaie musi vyzarovat, a tedy ztracet energii.

Earnshowovu vétu lze stejné dokazat i pro magnetostatickd pole, pokud vsak v prostiedi nejsou
diamagnetika. Proto pro supravodice neplati (supravodi¢ v magnetickém poli proto mize levitovat).

2.3 Elektricka intenzita — HRW 22-2 (23.2)

Casticové pojeti ptisobeni naboji na sebe jsme pravé predvedli: dvé nabité ¢astice Q1, Q2 s naboji
q1, g2 na sebe ve vakuu piusobi (bezprostiedné) jistou silou podle rov. (37); tato sila je Gmérnd
souinu naboji a nepfimo ameérna ¢tverci jejich vzdalenosti, je centralni a je pritazlivd pro ndboje
opacnych znamének, odpudiva pro naboje se stejnymi znaménky.

Polni pojeti téZe situace bude nasledujici: Naboj ¢’ v bodé 7’ kolem sebe vytvaii pole E zvané
intenzita elektrického pole neboli elektricka intenzita. Ta ma v misté 7 hodnotu

By = 4 o

’ 4m €0 R?

(39)

kde znaéime R = 7#—7' a RO = I—}% je jednotkovy vektor ve sméru vektoru R. Elektricka intenzita E (7)
zpusobuje, Zze na naboj o hodnoté ¢ nachazejici se v misté 7 pusobi sila F= qE—" (7).

2.3.1 Silokfivky (silo¢ary)

Vektorové pole — zde E — ¢asto znézoriiujeme soustavou silok¥ivek (hovorové silo&ar), tedy kiivek
popisujicich toto pole

e vzdy co do sméru tim, ze te¢na k silokfivce udava smér pole;

e nékdy i co do velikosti; tu naznacime tim, ze velikost pole v daném bodé je imérnéd poctu
silokfivek v jeho okoli.
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Ma-li diferenciélni teény vektor k silokfivce v daném bodé 7 slozky di = (dz, dy,dz), pak rovno-
béznost s E zapiSeme pomoci skalarni veli¢iny A (s potfebnym rozmérem) jako

E=M\7F | (40)

odkud rozpisem do slozek a eliminaci A dostaneme

Edz—FE.dy = 0 (41)
E.dx—E,dz = 0 (42)
E,dy—E,dz = 0 (43)

kde samoziejmé kazda ze tii slozek E je obecné funkci vSech tii proménnych z, y, z. Ekvivalentni
zapis je uzitim vektorového soucinu

Exdr=0 . (44)

Pojem silokfivky je dostateéné zndm z mechaniky (v mechanice tekutin odpovidé pojmu proud-

nice), proto ho zde nebudeme podrobnéji rozebirat. Pfipomerime jen, Ze silokfivky maji smysl hlavné

lokalni; globélni vyroky o jejich tvaru predpokladaji hluboké znalosti o chovani funkce E a zpravi-
dla nejsou moc potfebné. (Napf. nepatrnd zména na jednom misté miize podstatné zménit priabéh

silokfivky ve vzdalenéjsich mistech; silokfivka magnetického pole B proudové smycky obvykle husté
vypliuje plochu apod.)

& K terminologii: silok¥ivky (& silo¢ary) popisuji nazorné rozloZeni vektorového pole a pravé silové pole bylo
prvni; odtud nézev. Obecné lze mluvit o vektorovych liniich, ale nehrozi-li nedorozuméni, ztistaneme u silokrivek.
Obdobné u pole rychlosti proudici kapaliny byly zavedeny proudocary, nyni zvané proudnice.

2.4 Princip superpozice — HRW 21-4, 13-3 (22.4, 14.3)

Receno struéné a presto pravdivé, popisuje princip superpozice tuto situaci:

Nastane-li nékolik pricin najednou, vyvolaji soucet svych dusledki (a nic navic). ‘

Matematickym popisem principu superpozice je prima timéra, linedrni zavistost.
& Tii zvazicka zptisobi na siloméru vychylku rovnou souétu vychylek jednotlivych zavazi¢ek; princip superpozice
plati. Tisic zavazi by silomér nejspis poskodilo; princip superpozice by neplatil. Princip superpozice také neplati
v situaci, o které se fika ,,Stokrat nic umotilo osla®.

Pro silové piisobeni ndbojt princip superpozice plati. Plati i pro pole vytvafené naboji . Mame-
li tedy N néboju g = q1, ... gy s polohami 7} a znaCime-li R;, = 7; — 7, pak sila pusobici na
prvni nadboj od ostatnich je rovna

N
— — — — — ! =
F, = Fo+Fs3+--+Finy= ZFlk , COZ zapisujme Z Fik, resp. podle rov. (37)
k=2 k
= 1 Q19K 50
F, = —R 45
! 47750%: R2, 1k (45)

Céarka u znacky sumy >.,' znaci, Ze pii s¢itdni vynechdme jeden index (zde k = 1) tak, abychom
neuvazovali pusobeni naboje (zde prvniho) sama na sebe.
Stejné tak plati princip superpozice pro elektrickou intenzitu:

— — — — N — ! -
Eiy = Ep+FEi3+---+Eny= Z E1. neboli Z Eyj, resp. podle rov. (39)
k=2 k
- ]_ ! =
B = R, (46)

2
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2.4.1 Hustota naboje

Pro kazdou extenzivni veli¢inu () definovanou v oblasti {2 plati princip superpozice
Qa=Y8Qi= [ d . (47)
: N
(3

Proto mé smysl zavadét jeji hustotu p (z,y, z) takovou, ze
dg = pdadydz (48)

takze celkova hodnota ) v oblasti {2 je rovna souctu — v tomto pripadé integralu — z diléi veliciny
(hustoty) pres tuto oblast:

Qo= / p(F)dxdydz , asto zapisovany / qdV, / qd®r, / qd®7 (49)
Q

e Zapis dV je ovSem zkratkou za dx dy dz, nikoli diferencidlem samostatné proménné V', jako napt. v termodynamice.
o Posledni zapisy piipominaji, ze d37 mé rozmér L3, nikoli L.

Pro naboj ¢ rozdéleny v prostoru 2 ¢ na povrchu X ¢ na kiivce I' takto zavadime objemovou
hustotu p naboje (zvanou zpravidla jen hustota naboje) ¢i ploSnou hustotu 1 naboje ¢i
délkovou!! hustotu naboje ). Plati

G0 = /Q p(F)dadydz (50)
gz = /Zn(ﬁdildfz (51)
w - /]F A(F)de (52)

kde integrac¢ni proménné x, y, z, &1, &, & prochézeji piislusnou integraéni doménu. S pouzitim
aparatu o-funkce (str. 26) mizeme vSak pouzitim objemové hustoty popsat vSechny ostatni, i bodové
naboje; napt. bodovy naboj g lezici v misté ¥’ ma v bodé 7 hustotu

p(7) = q6(R) = ¢d(z — 2')6(y — y')d(z — 2')  (hustota bodového néboje) (53)

2.4.2 Elektricka intenzita libovolné rozloZeného naboje
Podle principu superpozice mizeme ,slozit“ dil¢i infinitezimélni pole. Budeme-li znacit polohu 7
bodu v poli a polohu 7’ nédboje budiciho pole, potom plati

= 1 p(F/) 50 13 =/ vy 1 p/ p0 13 2/
E(r) = e Q?R d°7"  strucéné E/ER d’r (54)

kde zna¢ime R = 7 — 7" a R® = % je jednotkovy vektor ve sméru vektoru R. Casto se pro struc¢nost

znadi p’ = p(7’), jak je uvedeno v poslednim vyrazu, a vynechéva se integracni obor Q (lze ostatné
integrovat pres cely prostor, protoze tam, kde ndboj neni, je p’ = 0).

2.5 Potencial - HRW 24 (25)
2.5.1 Zavedeni potencialu — HRW 24-3 (25.2)

Pro popis elektrické interakce — sily F pusobici mezi naboji — jsme zavedli v kap. 2.3 elektrickou
intenzitu E. Je to vektorové pole, tedy trojice nezavislych funkci. Ukazuje se vsak, Ze popis mizeme
zjednodusit. V mechanice existuje k vektorovému poli konzervativni sily F'(7) (napf. tihové sily)

" Diive obéas uzivany termin linearni (lat. linea = kiivka) neni vhodny, protoze se ki'i#i s pojmem lineérni zavislosti
v matematice.
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skalarni pole potencidlni energie U(7) a k vektorovému poli intenzity'? I(7) = @ pole potencidlu
> U@ . ’
@(r) = == tak, ze plati
F®) = —gradU(®) = VU (#) (55)

[ = —grade(®) = Vo) . (56)

& Operétor nabla v je vektor, proto ho zde pro pfipomenuti pisu se Sipkou. V literatufe je zpravidla misto Sipky
tistén tucné.

Podobné i v elektrostatice lze zavést k elektrostatické sile potencialni energii a zejména lze k poli
elektrické intenzity E (7) zavést elektricky potencial p(7) takovy, ze plati

B(7) = —grad o(7) = Ve (7) (57)

Z uvedené definice je zfejmé, Ze potencial je definovany az na aditivni konstantu, tj. vyhovuje-li
potencial ¢(7) dané tloze, pak potencidl ¢'(7) = p(7) + konst ji vyhovuje také.

Konkrétné pro energii soustavy dvou bodovych!® nédboji Q, Q’ s naboji ¢, ¢’ a polohami 7, 7’
plati

1 qq
konst
U(R) = yr— + kons (58)
kde R = | — 7’|, a pro potencidl ¢ bodového néboje Q ve vzdalenosti R = | — /| od néj plati
1
— + konst.
o(R) = Ineo R 1 1 kons (59)

Protoze méfitelnou veli¢inu (silu ¢ intenzitu) z energie ¢i potencidlu ziskdme derivaci, mize byt
tato konstanta libovolna. Volime ji tak, aby potencial mél vhodnou hodnotu (napt. 0) ve vhodném
misté (napf. v nekoneénu, na vhodném vodiéi apod.). Princip superpozice plati i pro potenciél,
takZe pro soustavu bodovych nabojua s danymi polohami 7}, plati

o(7) 471'60 Z - —|— konst (60)

a pro spojité rozlozeny néboj s hustotou p(7’) je potencial

1
o(rf) = p— / |rp(— 7‘) |d3 + konst, ¢asto struéné psano (srv.rov. (54)) (61)
1
1 / Edgf ' aditivni konstanta a integracni obor se rozuméji samy sebou. (62)
TEQ

Jednotkou potencialu je joule na coulomb, J/C. Vyskytuje se tak ¢asto, ze ma své jméno, a to
volt'* (italsky fyzik Alessandro Volta):

1V=1J/C (63)

Pfipomenime, Ze potencial uréujeme v jednom bodé (a je urcen jednoznaéné az na volitelnou
konstantu, jak vime); rozdil potencialua zvany napéti je vzdy mezi dvéma body (a ona konstanta
uz se v ném nevyskytne).

Rov. (57) uréi nezndmou intenzitu z daného potencidlu. Mame-li obracené urcit neznamy po-
tencial k dané intenzité, dostaneme ho kiivkovym integralem:

= "E(@) - dE + (i) (64)

TTi poznamky:

12k ter4 je u gravita¢éniho & tihového pole totozna s gravitaénim & tihovym zrychlenim

137de cviéné rozlidujeme objekt Q (nosi¢ naboje, bodovy néboj) a jeho vlastnost — fyzikalni veli¢inu, naboj q.

M Ptipomenme pravidlo, #e jednotky odvozené od jmen osob maji nizev s malym pismenem a znacku s velkym:
volt V, ampér A. Vyjimkou je povolen litr i jako L. pro moznou zdménu malého pismene 1 s ¢islovkou 1.
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1. konstanta ve vzorci (58) a nésledujicich je déna volbou vychoziho bodu 7

2. pokud je F nebo E konzervativni, tak integraly v rov. (64) nezaviseji na integracéni cesté.
Pokud neni, pak budou hodnoty integralti pro rtizné cesty obecné rizné a potencial nelze
zaveést.

3. Toto vse plati v elektrostatickém poli. V obecném poli, kde rot E £ (), jsou potenciél i nap&ti
definovany priméfené této okolnosti (str. 49)

Spréavnost rov. (64) nahlédneme dosazenim z rov. (57):

T, . 7 N . 7 b o o 7
- [ 8@-a = [ gradiotd)ai= [ (Gar+ Soay+ Saz) = [ ap= om)— ) ()

—

0

Je také zfejmé, co by se stalo u pole nekonzervativniho: tam by vyraz v zavorce nebyl dplnym
diferencidlem a integrace po ruznych cestach by obecné vedla k raznym vysledktim.

2.5.2 Ekvipotencialni plochy — HRW 24-4 (25.3)

Podobné jako vektorové pole jsme znazorriovali vektorovymi liniemi (silokfivkami), miZeme nazorné
zobrazit skalarni pole ekviskalarnimi plochami. V piipadé potencialu se jim fika ekvipotencidlni
a jsou to plochy, na nichz mé potenciél tutéz hodnotu: ¢ = ¢y (viz napi. obr. 24-2 (25.2) a dalsi
v HRW).

5,7 Silokfivky jsou kolmé k ekvipotencialnim plochdm; dokazte to! Odp. je na str.7.

2.6 Pole vyznamnych zdroji

2.6.1 Bodovy naboj — HRW 24-6 (25.5)

Pole bodového néboje je uréeno Coulombovym zdkonem, viz kap. 2.2, s potencidlem rov. (59):

1
9 4 konst. (66)

QO(R) - 471'60 R

kde ¢ je ndboj, R:=|F— 7’| a g je elektricka konstanta.
Praktickou realizaci bodového naboje je elektron (pro R > 107! m), v molekulové fyzice téz
ionty (maji rozmér molekul).
Vzhledem k dalsim ivahédm zavedme oznaceni
1 1
4m €0 R

P = ¢ (68)

takze potencial bodového nédboje q o ndboji ¢ je roven ¢ = gp(© = p(@ O,

2.6.2 Dipél — HRW 24-8 (25.7)

Dipdlem se nazyva soustava elektrickych naboju s nulovym thrnnym nabojem, tj.
qu =0 |, resp. /p’d?’f" =0 (69)
k
a nenulovym dipélovym momentem
Zq;ﬁ' £0 , resp. /p’f”d?’f" £0 . (70)
k

Elementarni dipdl (také bodovy dipdl) je velice vyznamnym typem zdroje a dostaneme ho
touto konstrukeci:
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Bodovy IlabO_] o hodnoté ¢ umistény v bodu 7/ budi pole g o(¥). Nyni tento naboj posuneme o I

do bodu 7" = 7’41 a na uvolnéné misto 7/ umistime naboj o hodnoté —q. Pfi oznaceni R' =F—F
tedy nase soustava budi pole

o7, 7") = q (O (R") = pOR)) = g (pO(F =7 + 1) = (7= 7)) (D)
coz muzeme upravit rozvojem podle I pomoci Taylorovy véty:
o770 = (9O +T- V@ + O(li?) - ) (72)

= (V) + ol (73)

a to'® pro lim! — 0,lim ¢ — oo za podminky lim qf—) 71 piechazi na

1 M. R
W = o7 7, gy =g . V0 = £ 74
e = (7 p) =P Treg [T 7P (74)
Uvédomime-li si jesté, ze V'’ = —V a oznacime-li l_( =1 q/ [, mizeme potencial nového typu bodového

zdroje — elementarniho dipdlu — zapsat tvarem

— — ].
oD = pl_(;(l) VO = _p [_gl) V) <— yo pr> (potenciél elementérniho dipélu) . (75)
0

Potencial dipélu ubyva tedy se vzdalenosti jako R™2, o ¥ad rychleji nez u naboje (,monopdlu®).

Praktickou realizaci elementarniho dipélu je mnoho neutralnich molekul (tzv. polarni mole-
kuly, jako HyO apod.), pfipadné pivodné nepolarni molekuly (He, CO3) ve vnéjsim elektrickém
poli, které jim c¢astecné presune elektronovy oblak jednim smérem.

2.6.3 Kvadrupdl, multipdly

Analogickym zptisobem dojdeme k multipélim vyssiho fadu (obecné fadu 2™). Kvadrupdl dosta-
neme z dipdlu s momentem p, ktery op&t pfesuneme pobliz, o [ do 7" a na uvolnéné misto ulozime
dipdl s opaénym momentem. Poté opét provedeme limitni pfechod [ — 0, p — oo a limpl = %p@) a

7 (2)

preznacime [= g™, p= p?). Tak vznikne elementarni kvadrupél charakterizovany svou velikosti

p? a dvéma sméry l_g)(l), 13(2), majici potencial

1 o) s )
o?) = §p(2) (10(2) -V (10(1) V") @ (potenciél elementarniho kvadrupdlu) . (76)

Praktickou realizaci elementarniho kvadrupdlu je vétsina nepolérnich molekul.

Analogickym postupem odvodime multipél 2"-tého ¥4du charakterizovany svou velikosti p(™ a

1), f0(2) i (n)

n smeéry lO( y ---» lg 7, majici potenciél

) o o - . .
oM = P (lo(") -V (lo("_l) V... (lo(l) V@ (potencidl elementarniho 2"-pélu) . (77)

n!

i ()

Axialnim multipdlem nazyvame takovy, v jehoz zapisu maji vSechny vektory [, stejny smér.

15Tady matematik pravem namitne, Ze ¢ v rov.(74) je Gplné jina funkce nez stejné znacené ¢ v rov. (72) & (71);
ma pravdu, protoze tyto funkce maji riznou tieti proménnou. Fyzik oponuje, Ze jde o totéz pole — tentyz potencial;
taky mé pravdu. Spole¢né feseni by bylo odlisit tyto funkce tfeba ¢arkou nebo vhodnym indexem apod. V praxi (ve
fyzikalni literatuie) se to nikdy nedéld a nechci to délat ani zde, protoze by to odtahovalo pozornost jinam: ¢tendr by
se snadno mohl domnivat, Ze index rozliSuje ruzna pole a nikoli funkce sice riznych proménnych, ale popisujici totéz
pole. Toto znéte ovSem i z mechaniky, kde nap¥. FE znacilo energii, at byla vyjaddiena v jakychkoli proménnych.
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2.6.4 Véta o multipdlovém rozvoji

Pokladame-li bodovy ndboj za multipdl fadu 0, plati nasledujici véta (analogickd Taylorovu rozvoji):

Potencidl libovolné soustavy ndboji umisténé uvnitt koule K se stredem S je vné této koule
stejny jako potencidl jednoznacné urcené soustavy elementdrnich multipoli rddu n =0,1,...
lezicich vesmés v bodé S.

Moment multipélu nejnizsiho fadu je pritom tyz, zvolime-li jiny bod S’ a jinou kouli K’, ktera
rovnéz obsahuje vSechny uvazované naboje. Momenty vyssiho fadu se vSak obecné zméni.

2.7 Pole jednoduchych soustav

Pii zndmém rozdéleni zdrojit lze ur¢it pole integraci pres dg¢’ = p’ dV’, tedy intenzitu E podle
rov. (54) a potencial ¢ podle rov. (61). Zpravidla bude vypocet potencidlu jednodussi prosté proto,
ze jde o jedinou funkci a integrand je jednodussi. Integral vSsak muze divergovat, pokud je naboj
rozloZzen v neomezené oblasti (napf. homogenné nabitd pfimka ¢ rovina). Pak je nutno pouzit
vhodnou renormalizaci, tedy odecteni jistého nekonecného, ale konstantniho vyrazu s védomim,
ze fyzikalni vyznam maji stejné jen rozdily potenciald ve dvou mistech, a p¥i nich by nepfijemna
konstanta stejné vypadla. (Podobné je tomu, vyjde-li energie stavi jisté soustavy nekonecéna: mé-
Fitelny je vSak jen rozdil energii ve dvou stavech, a ten bude koneény.)

V prikladech s nejvyssi symetrii Ize s vyhodou pocitat podle Gaussovy véty pfimo intenzitu E
(resp. pozdéji indukei D), jak také ukdzeme.

2.7.1 Pole rovnomérné nabité tsecky a pfimky — HRW 22-6, 24-9 (23.6, 25.8)

Potencial ¢ tsecky lezici v ose x od x = 0 do x = L, rovnhomérné nabité s délkovou hustotou
naboje 7 lze fesit pfimou integraci podle rov. (61), jak je provedeno napi. v HRW. Potenciél ¢(x, )

v bodé s polarni soufadnici r je roven (subst. Va2 + 12 = x + &)

In +konst

o(r)

1 /L T T /L+V L og r24 €2 T
Tr = =
0 Va2+1r2 dmeo Jy r2 &2 262 dmeg

L+ L2+ 2
r

N 47T€0

(78)
S aditivni konstantou nulovou je potenciadl v nekoneénu (r — oo) nulovy, jak je zfejmé; argument
logaritmu se blizi jedné.

Pro nekonecénou polopfimku tuto tlohu vyfesime limitou L — oo z piredchoziho vzorce. Jakmile
vsak saha naboj do nekonecna, nelze obecné ocekavat nulovy potencial v nekoneénu. Zvolime li-
bovolnou (ale pevnou) délku Lo jako jednotku; jejim zavedenim!® se vyhneme problému logaritmu
veli¢iny r s rozmérem délky. Rozvineme-li vyraz asymptoticky pro mala o = r/L = (r/Lo)/(L/Lo),
dostaneme

T 1+vVa2+1

= 1 ki
o(r) o n 7L + konst (79)
~ T (m@+ 1 2) I +1n L + konst (80)
= e 2 Lo Lo
T T T 2L
~ ———In—+ —In— + konst . 1
47T€0 . LO + 47T€0 . 0 +kons (8 )

Druhy ¢len pro L — oo roste do nekonecna, ale nezavisi na r. Lze ho tedy pro kazdé L zahrnout
do konst. Pro celou pfimku slozenou ze dvou polopiimek zvolime konst tak, ze anuluje druhy ¢len:

T r

Plr) = — 51

— 2
271'60 nLO (8 )

"®Pro matematika je primitivni funkei k funkci f(z) = 1 funkce F(z) = In|z| + konst. Fyzik radgji voli tvar
F(z) = In %, kde zo je vhodnd ,typickd“ délka (zde Lo). Vyfesi tim rozmérovy problém ,kolik je logaritmus
1 metru“, na kterou vtipalek odpovi ,logaritmus 100 plus logaritmus centimetru®).



2 ELEKTROSTATIKA 2017-10-26 23

Volba Lg uréuje vzdalenost, v niz je potencial nulovy.

Vyraz pro intenzitu dostaneme odtud snadno derivaci, ale lze ho diky vysoké symetrii dostat
mnohem snadnéji, bez vypocétu potencidlu, jakmile pozndme Gaussiv zakon, rov. (94). Intenzita
m3 zfejmé nenulovou jen radialni ¢ast smérem kolmo od nabité primky a velikost

B() = 5ot (8)

2.7.2 Pole rovnomérné nabité roviny a na ose disku — HRW 22-7, 24-9 (23.7, 25.8)

Homogenné nabity (p > 0) disk o poloméru R v roviné xy se stfedem v poc¢atku souradnic budi na
ose z potencidl ¢ a pole o velikosti E (viz napt. HRW)

plz) = (V2R -2) (84)

250

E(z) = P (1-— #), smér E kolmo od roviny xy (85)

20 V22 + R?

Rovina xy rovnomérné nabitd ndbojem hustoty p budi na ose z pole

pl7|
= — 86
o) = L2 (56)
E(z) = %, smér E kolmo od roviny xy. (87)
0

I tuto tlohu je mozno Fesit integraci a limitou (zkuste si sami), a i zde je diky vysoké symetrii
mnohem jednodussi uziti Gaussova zakona podle rov. (94).

2.7.3 Prehled

Zavislost potencialu ¢ a velikosti £ = \E | intenzity riznych typt zdrojt na vzdalenosti r od zdroje
ukazuje nasledujici tabulka:

zdroj © I3
nabité rovina r konst
nabité pfimka Inr r1
bodovy naboj r—1 2
dipdl ) 3
multipél ¥adu 27 | r—=1 | r—2

Na bodovy naboj piisobi v elektrickém poli sila, na bodovy dipdl v homogennim poli jen otacivy
moment (ale v nehomogennim poli piisobi navic i sila, a to imérna gradientu pole).

2.8 Tok vektoru plochou — HRW 23-2 (24.2)

V hydrodynamice mtizeme popsat proudici tekutinu (i stla¢itelnou) skalarnim polem hustoty p(7)
a vektorovym polem rychlosti ¢(7). Pfedstava tekutiny ndm pomtize osvétlit fadu pojmi. Jednim
z nich je tok vektorového pole ¥ orientovanou'” plochou ¥ o obsahu X a s hranici I' = 9%.

Na orientované plose Y zavedeme vnéjsi a vnitini normalu; jde-li o plochu uzavienou, je jejich
orientace jasna, pokud ne, zvolime je libovolné. Spocitejme nyni, jaky je tok tekutiny touto plochou
»Zevnitt ven“, tj. smérem vnéjsi normaly.

Sledujme nejprve u bodu 7 elementarni obdélnicek d¥ o obsahu dX rovnobézny s rovinou xy,
o stranach délky dz a dy, s vnéjsi norméalou ve sméru osy z a zobrazeny vektorem dJX. Za dobu dt
jim protece ,8ikmy hranolek“ tekutiny o objemu

dV =dtv- ((ﬂc> X d—g;) =0 Zpdedydt = v, dedydt = v, dXdt . (88)

"Msbitv list & Kleinova lahev jsou p¥iklady neorientovatelnych ploch majicich za hranici topologickou kruZnici.
Ale pfi jakékoli 3D reprezentaci takové plochy a blany uzavirajici jeji hranici prochazi ¢ast plochy touto blianou.
V dalsim se nebudeme takovymi situacemi zabyvat a vétsinou nebudeme ani pozadavek orientovatelnosti zminovat.
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Objemovou rychlost % =47 - d? Ize interpretovat jako infinitezimélni tok diy vektoru v oriento-

vanou ploskou d% Snadno nahlédneme, Ze tento tok je roven dvy = ¥/ - d? pri libovolné prostorové

orientaci uvazovné plosky (ﬁ 7 aditivity plyne, Ze ma smysl definovat tok vektorového pole ¢
obecnou orientovatelnou plochou ¥ jako soucet (integral) dil¢ich toku:

b= / & = / 7-d%  (tok ¢ vektoru 7 plochou ) (89)
by b

& Vsimnéte si, ze doba dt, uzitetna pro ndzornou interpretaci toku tekutiny, se v definici toku uz nevyskytuje. To

nam umoznuje uzit pojem toku i na vektorové pole nemajici charakter rychlosti néjakého pohybu.

2.8.1 Tok uzavienou plochou

Uvazujme nyni plochu ¥, kterd je uzaviena a vymezuje jistou 3D vnitini doménu 2 o objemu
2 (je zfejmé 002 = X). Pak celkovy tok uzavienou plochou ¥ bude roven objemovému mnozstvi
tekutiny, které v objemu 2 ubyde. (Na tomto tbytku neni nic mystického, ani kdyz tekutina je
substanci: plyn tam prosté zfidne, klesne jeho hustota p, ale jeho celkovd hmotnost se pti proudéni
bude zachovavat.)

Gaussova véta z matematiky vysvétluje termin ,divergence* pole (lat.: rozbihani, abytek):

/ div e dV = 7{ 7oA = ¢ undE (90)
Q o0 o0
KrouzZek na znacce integralu pfipomind, ze integrac¢ni plocha je uzaviena.

2.9 Gaussuv zakon — HRW 23 (24)
2.9.1 Gausstuv zékon pro E a bodovy naboj

Aplikujme Gaussovu vétu na pole F elektrické intenzity.

Uvazujme nejprve pole jediného bodového naboje Q o naboji ¢ > 0 v pocatku souradnic a kolem
néj kouli K,. o poloméru r. Vytyc¢ime z naboje elementarni kuzel majici vrcholovy thel df2. Ten na
kouli K, vytina plosku d¥ s obsahem dX = r2df2. Ploska mé zfejmé vnéjsi normalu v radialnim
smeéru 7y souhlasné rovnobéznou s intenzitou E pole buzeného ndbojem. Tok pole E ploskou d¥ je
tedy roven

g 1 q

Tok intenzity E celou kouli K, (a to s libovolnym polomérem r) bude tedy

1 q q
= dyp = —— d2 = dT = — 92
T’Z) /IZ T'Z) 47(60 K 4m €0 €0 ’ ( )

protoze plny prostorovy thel ma velikost 4.
Nezavislost toku na poloméru koule dava tusit, ze uzaviena plocha obklopujici ndboj miize mit

libovolny tvar, nejen koule s (libovolnym) polomérem r. Opravdu, sikmé ploska d¥ odpovidajici

elementarnimu kuzelu, jejiz norméla svird thel 6 s radidlou 7y, méa sice obsah vétsi (a to C%SEG), ale

tento ,zisk“ se presné ztrati skalarnim soucinem. Tok ) elektrické intenzity E bodového naboje ¢,

Id . LA v 7 . q .
ktery je uvniti uzaviené plochy 3, je roven ot

_JdE. =1
q/)_jiEd_ﬁ 1. (93)

Bodovy naboj q’, ktery by byl vné objemu uzavieného plochou X, se vsak v celkovém toku
neuplatni: jeho elementarni kuzel protina plochu uvazovanou dvakrat, a to v opa¢nych orientacich,
takze se oba ptispévky navzajem vyrusi.

Nyni staci pouzit princip superpozice na libovolnou soustavu nadboji unitf oblasti vymezené
plochou X a dostaneme zavéreénou formulaci:
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Tok 1 elektricke intenzity E uzavienou plochou ¥ je umérny celkovému ndboji q wvniti X:

Y G T
w_y{zEcT‘ﬁ =% (94)

2.9.2 Elektricka indukce ve vakuu, Gaussuv zakon elektrostatiky

Zavedme, zatim jen ve vakuu, nové pole elektrické indukce D
D =¢eyE (zatim). (95)

Pak z rov. (94) trivialné plyne

Tok W elektrické indukce D uzavienou plochou X je roven celkovému ndboji q uvnitr 3:

= jé D-as = / pdV =g¢q (Gausstv zdkon elektrostatiky ve vakuu) (96)
2 Q

& Nové zavedene pole D se vam nejspis zda zbytecne kdyz je prosté nasobkem (,osvédéeného®) pole elektrické
intenzity E. Tak tomu opravdu je ve vakuu. Pole D ocenime ai tehdy, az se budeme zabyvat situaci ve hmotném
prostiedi v kap. 2.13. To bude navic tvofeno vadzanymi nabitymi ¢asticemi tvorficimi latku, ale téch si nebudeme
chtit v§imat. Budeme je chtit fenomenologicky popsat vhodnou makroskopickou vlastnosti materiadlu (polarizaci),
a pracovat explicitné jen se zbyvajicimi (volnymi) ndboji. Vazané naboje pak zahrneme do elektrické indukce D
v rov. (117).

2.10 Obracena uloha. Poissonova a Laplaceova rovnice

Coulomb1tv zékon ve tvaru rov. (54) a vzorec pro potencial libovolné rozlozeného naboje rov. (61)
fesi dlohu nalézt pole, je-li zadano libovolné rozlozeni zdroji p; pfitom naboje, jak bodové, tak
i rozlozené s hustotou délkovou ¢ plosnou, postihneme v prostorové hustoté pouzitim J-funkce
(str. 26). Nyni se budeme zabyvat tlohou obracenou — najit, jaké musi byt rozlozeni zdroji, aby
vytvorilo v oblasti 2 predepsané pole. Uvidime, Ze i tato Gloha je vzdy feSitelnd, a to jednoznacné
napf. v tomto smyslu: k libovolnému potencialu ¢ uvnitt oblasti {2 najdeme takové rozlozeni naboje
p uvnitt  a ploSnou hustotu naboji a dipdli na 02, které vytvori uvnitt 2 pozadovany potencial.
& Podobnymi tlohami se v matematice zabjva teorie potencialu, siroka oblast s sirokou praktickou aplikaci.
My ji pfenechame existencni dikazy a omezeni kladena na zadavané funkce z matematického hlediska. Omluvou
nam bude nejen prakticky pozadavek, kdy vSechny veli¢iny jsou zméreny jen s konecnou presnosti, ale i principidlni
fakt, ze v makroskopické fenomenologické teorii elektromagnetismu se setkime jen s dostatecné hladkymi funkcemi
(vzniklymi vystfedovanim funkci mikroskopickych), a nanejvys s modelovym skokem na rozhrani dvou prostiedi.
Pouzitim Gaussovy véty z matematiky na Gaussiv zdkon ve tvaru rov. (96) dostaneme, Ze plati

rovnice fQ div DAV = fQ pdV. Jsou-li si vSak rovny integraly pres libovolnou diléi oblast €2, pak
predpokladame, Ze si budou rovny i integrandy, tedy Ze v celé oblasti {2 bude platit

divD=p . (97)

& Toto tvrzeni je ekvivalentni tvrzeni, Ze z platnosti rovnice [, f(2)dz = 0 pro libovolnou oblast Q plyne f(x) = 0
To by si ovSem vyzadalo hlubsiho rozboru; protipfikladem by byla napf. funkce f(x) nenulovd na mnoziné miry 0,
jinde nulova. Spokojme se vSak napt. s pozadavkem spojitosti funkce f; pak véta plati.

Pripomenme déle, Ze intenzita E byla konzervativnim polem, protoze méla potencial ¢:
E = —graacp . (98)
Pak ziejmé plati také, ze D= —£0 gra(_i . Z téchto rovnic plyne, ze

rot £ =0 (99)
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a také rot D = 0.
Spojenim obou rovnic (97) a (98) dostaneme kone¢né pro potencial ¢ buzeny ve vakuu nabojem
s hustotou p v oblasti 2 vztah

div grag o=A0Ap= _z—:ﬁ (Poisson) . (100)
0

Tato rovnice se nazyva Poissonova.
Pokud v uvaZované oblasti naboje nejsou, dostavame homogenni rovnici zvanou Laplaceova:

Ap =0 (Laplace) . (101)

K jednoznacnému urceni potencialu potfebujeme v obou pripadech jesté okrajové podminky, napf.
hodnotu funkce ¢ nebo normalové slozky V,¢ jejiho gradientu na hranici ) zkoumané oblasti €.
Funkce spliiujici Laplaceovu rovnici se nazyvaji ¢asto funkcemi harmonickymi.

2.11 5-funkce 2017—-09-30

,J0, kdyZ se nechce, tak je to mnohem tézsi, nez kdyZ to jenom nejde.“ Toto Zivotni moudro, spolu
se zjisténim, ze ¢lovék konstruktivni se ptd JAK (to udélat), zatimco lenoch hleda PROC (to nejde),
budeme ted potfebovat pro pojem J-funkce.

Jak zapsat hustotu 0(7) jednotkového bodového nédboje umisténého v pocéatku souradnic? Jak
prechazet mezi spojitym a diskrétnim rozlozenim naboje? Mame dva protichidné pozadavky:

1. 6(7) = 0 pro 7 # 0, protoze néboj je bodovy;
2. fQ §(7)d7 = 1 pro libovolnou mnozinu € obsahujici poéatek, protoze nédboj je jednotkovy.

,Funkce §“ je tedy vSude mimo pocatek nulova, a v pocatku musi mit tak obrovskou hodnotu
(nekonecnou), aby se zachrénila druhd podminka. OvSem jak brat uvedeny integral? Riemanntv
integral se nehodi, bude nekonecny, Lebesguetv zase nulovy, protoze hodnota funkce v jediném
bodé (obecné: na mnoziné miry 0) nemize zménit jeho hodnotu. Tedy funkce 0(7) (v obvyklém
slova smyslu) neexistuje.

Zkusime na to jit jinak. Ze znadmého rozlozeni nédboje p dostaneme pole (napf. potencidl ¢)

principem superpozice rov. (61): ¢(7) = 47350 J %dF ' zatimco naopak ze znamého pole ¢ dostaneme
rozlozeni nédboje z Gaussova zakona ve tvaru rov. (100): Ay = —p/ep. Zkusime-li si to ovéfit na

pripadu jednotkového bodového naboje v poc¢atku souradnicové soustavy, vyjde nam

N B
o(F) = p(T) = €0A4T€07‘ = A47T7‘ (102)

Derivace da vSude nulu, kromé pocéatku, kde neni definovana (a akceptovali bychom, Ze je neko-
necnd). Vysledek vypada rozumné a vede nas k tomu, Ze ,na tom néco je“. Ziejmé ale formulace
byly natolik vagni, Ze jim doslova vyhovét nelze.

Druhy pozadavek zarucuje dalsi potiebnou vlastnost d-funkce:

/ T H@)(y — 2)da = £(y) (103)

tedy Ze d-funkci lze poklaat za jadro jednotkové konvoluce. Matematicky zcela korektni zpracovani
d-funkce podava teorie distribuci. Zde vSak vystacime s pribliznym, intuitivnim postupem: budeme
uvazovat posloupnost funkci d,,(z) se zmensujicim se nosi¢em polem pocatku x = 0 a s plochou
rovnou jedné (nebo aspon s plochou blizici se jedné pro n — 00). Pak napf. pfechozi rovnici lze

psat zapisem
—0o0

Jim. f(@)on(y — z)dz = f(y) (104)
a je mnoho posloupnosti funkei 0, (x) spliiujicich tuto rovnici, napf.:
* obdélnik* §,(z) =n/2 prox € [-2, 1] §,(z) = 0 jinde;
* trojahelnik* 6,(x) = 1+nx prox € [-2,0], §,(z) = 1 —nad pro z € [0, 2], §,(z) = 0 jinde;
* jzvon® 8,(z) = /2 exp(—na?) pro n €]— 0o, 00l;
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Podobné z integralnich transformaci napf. plyne
* Fourier: §(z — 2') = & [ exp(ik(z — 2/))dk,

27 J—
* z ortogonalnich funkei (Bessel) 6(p — p') = p [ kJm(kp)Jm (kp')dk apod.
Pro é-funkci vice proménnych pouzijeme jakobidnu J = |J;;| = |axl| transformace:

*0(7) = 6(2)3(y)8(2) = ;6(£1)3(€2)d(&3) apod.

2.12 Greenova véta. Obecné feseni Poissonovy ulohy. Greenova funkceszir— o930

Ukézeme, ze libovolné pozadované pole ¢ v oblasti {2 miZzeme vytvorit jako superpozici pole naboju
s jistou objemovou hustotou p uvnitr 2, a dale naboju a dipdlua s jistymi plosnymi hustotami 7,
a 74 na hranici 92 = ¥ této oblasti. Specidlné, pole buzené zdroji libovolné rozloZenymi v celém
prostoru mizeme uvniti této oblasti 2 vytvofit (tymiz) zdroji uvniti oblasti Q doplnénymi vyse
popsanou superpozml nabOJu a dipdlu na hranici oblasti €.

Pripometime: pro R = 7 — 7/ plati VR" = —V'R™ = nR" 2 R; A L =A% L — _4nd(R) = —4nd(z — 2')o(y — v')8(z — 2')

7 Gaussovy véty fQ div v dV:5€aQ 7 - d? pro v = (@VQ,Z) — 1/)6(,0) dostaneme Greenovu vétu

| wov—vopaa= [ (pFu-u9y).a (105)

Piejdéme od 7k 7/, dosadme ¢ = R a uvazme, ze Vi) = —RE?,, Ap = —4And(R) a ANy = —ap—(;; pak

in / | (@(F’)é(ﬁ) _ lp(m) a0 = /8 3 (—@(F’)E _ M) .dY  odkud  (106)

o(F) = 1 p(F/)dQ’ i i/ (@(F’)E + M) ﬁ ) (107)
oY

47'('8() Q/ R 4 R3 R

Prvni ¢len je potencial generovany néabojem rozloZzenym s hustotou p v oblasti ', druhy a tieti
popisuji potencialy generované norméalové orientovanymi dipdly s plosnou hustotou ¢ (7’) a néboji
s plosnou hustotou V] ¢(7’), oboji na povrchu 9’ sledované oblasti €)'.

Zkuste si jako cviceni co nejpeclivéji vSechno odvodit s piesnym rozliSovanim, co a proé¢ je funkci 7, 7/, R nebo R.

2.13 Gaussuv zakon v dielektriku; tHRW 25-8 (26.8) 20131026

2.13.1 Gaussuv zakon obecné

Vyjdeme z rov. (96) svazujici tok indukce D uzavienou plochou ¥ = 92 s celkovym nabojem uvnit¥
ve vakuu. A kdyZ je uvniti latkové prostiedi, tak budeme sledovat ionty a elektrony a ,pro samé
stromy neuvidime les“.

Z molekulové struktury latek je ndm znédmo, Ze i navenek neutralni latka, pro niz plati tedy
q) = Jo p/dV’ = 0 pro kazdou makroskopickou oblast V', obsahuje uvniti €' nabité castice
(vazané naboje s hustotou pys,) a lze ji prerozdélenim téchto nédboji polarizovat (vnéjsim polem
¢i mechanickou deformaci u piezoelektrickych latek s nizkou symetrii stavebni buiiky). To se do-
dateéné projevi i na elektrické intenzité i indukci. Neradi bychom ovSem popisovali vazané naboje,
na které ,nemuzeme”, které se premisti samy, a spolu s volnymi naboji o hustoté pyo vytvareji
thrnnou hustotu naboje p ve zkoumané oblasti:

P = Pcelk = Pvol T Pvéz - (108)

Zkusme proto popsat jen fenomenologicky, co se déje.

Procesem polarizace vznikly v neutralni latce dipdly; oznacme jejich hustotu P’ (jde o zdroje,
proto jejich poloha je popsana ¢arkovanou proménnou). Elementarni dipdl p' budi pole s potencidlem
p = 47350 p- R/r3 (podle rov. (75)), takze podle principu superpozice bude potencial dany polarizaci
latky

1 P -R
Pvaz = dV, v/ / RdV’ . (109)

R 471'60 R3
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Integrand upravime zavedenim hustoty objemovych a plosnych vazanych naboji relacemi

P, = =V .P =—divP (110)
n = P — —DivP |, (111)
¢imz dostaneme
IR | v .P . (P
4 iz = P -V =dV' = — av’ /V’- — | av’ 112
TE0Pvd / , R v R T R (112)

V' P P!
— - dv’ + / ( >dV’ 113
// R oY R ( )

Pua s
= B gy Sz ) qyt 114
// R +/an/< R > (114)

Tim jsme popsah vnitini, vazané naboje a muzeme formulovat rovnice pro zbyvajici, volné naboje.

Intenzita EvaZ buzend vazanymi naboji je rovna EvaZ = Vgovaz, a déle plati uvnitt Q’
div EOE = pPvaz + pvol = —div ﬁ + Pvol (115)
div(eogE +P) = pel . (116)
Zavedeme-li veli¢inu D = gE+P |, (117)
dostavame koneéné divD = Pvol - (118)

Elektrické indukce D tedy zahrnuje prispévek vystihujici polarizaci P latky tak, Ze divergence D
dava hustotu uz jenom volngch naboji. (Ve vakuu byl tento piispévek pochopitelné nulovy.) Gaus-
suv zakon elektrostatiky pak fika toto:

Tok elektricke indukce uzavienou plochou = celkovy volny ndboj uvnitr této plochy:

= j{ D= / pdV =gq (Gausstv zakon elektrostatiky) (119)
) Q

2.13.2 Elektricka indukce D v latce; elektricka polarizace P
Pravé jsme nejobecnéji zavedli (rov. (117)) elektrickou indukei:
D:=gE+P . (120)

Specialni ptipady: elektrickd polarizace je u mnoha latek (zvanych mékka dielektrika) piimo
umeérnd elektrické intenzité; koeficient imérnosti y se nazyva elektrickd susceptibilita:

P =eoxE (121)

a lze psat
D = (g9 + eox)FE = cocraE = cE (122)

kde .61 :=1 4 x se nazyva relativni permitivita a ¢:=¢pe,¢ (absolutni) permitivita. Dalsi
jednoduché (a stale jesté linearni) zobecnéni je pro anisotropni latky (s nizkou krystalovou symetrii),

kde E a P maji rizné smeéry; pak susceptibilita i obé permitivity jsou tenzory a plati

P Y b (123
k
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Vedle téchto latek existuji i takové, které maji polarizaci nenulovou i v nulovém vnéjsim poli
intenzity; samy molekuly maji dipélovy moment a jsou v krystalu pfevazné usporadané. Nazyvaji
se tvrda dielektrika (téz elektrety) a lze je ve vhodné oblasti aproximovat vztahem

P =Py +exE . (124)

na okamzité hodnoté E, ale i na historii latky: P(to) = f(E(t)) pro t < to. Céstecns to lze zachrénit
predpokladem zavislosti materidlové veli¢iny na frekvenci puisobiciho pole (disperze), ale tim se zde
zabyvat nebudeme. A nakonec, pro velmi silnd pole neni zavislost polarizace na intenzité linearni.

2.13.3 Okrajové podminky

Na rozhrani dvou riznych prostfedi splnuje elektrické pole tyto podminky:
e elektrickd intenzita ma vZdy spojitou tecnou slozku Et;

e clektrickd indukce méa na nenabitém rozhrani spojitou normdlovou slozku Dy;
° na nabitém rozhrani v normalové slozce skok rovny pravé plosné hustoté n naboje.
Mizeme je zapsat ve vyhodném tvaru, jestlize zavedeme

e plosnou divergenci Div jako skok normalovych slozek vektoru na rozhrani: Div ¢ = vy — vpe
los divergenci Div jako skok ilovych slozek vekt hrani: Div ¢
(pfipadné skok 1D-pramétu vektoru do pfimky kolmé k rozhrani)

— —
e plosnou rotaci Rot jako skok te¢nych slozek vektoru na rozhrani: Rot 7 = vy — v (skok
2D-prumétu vektoru do roviny te¢né k rozhrani).

—
& Plosnou rotaci zde piseme vektorové Rot, protoze je to 2D vektor. Plosnou divergenci piseme Div, i kdyz by i zde
slo zdtvodnit vektorové psani: fakticky jde o rozklad (skoku) 3D vektoru na 1D a 2D.

Pak maji okrajové podminky tvar

—

Div D = Dnl — Dn2 = (125)
— o = =
Rot E = Ey — Ep = (126)

L3

Okrajové podminky odvodime
e z Gaussova zakona, (119) (skok normalové slozky D), a

e z existence a spojitosti potencidlu, (57) (spojitost tecné slozky Ej).
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3 Elektrostatické pole 2017—09—07

V elektrostatice se zabyvame ¢asové neproménnymi stavy. Latky mtzeme rozdélit do dvou skupin:
e vodic obsahuje volné naboje;
e nevodié (izolator, dielektrikum) neobsahuje volné naboje .

Rovnovaha v rozlozeni ndbojt se vzdy ustavi natolik rychle, ze pfechodové jevy nestac¢ime sledovat
a popisujeme tedy jen ustélené, statické stavy (kap. 1.4.6), nanejvys kvazistatické dé&je (kap. 1.4.7).
Prakticky feceno: jestlize na predmét v méfené tloze vlozime naboj, pak
e naboj se rozutece dfive, nez stihneme mérit: pfedmét je vodic;
e naboj po dobu méfeni zistane, kam jsme ho dali: prfedmét je nevodic;

e naboj zméni polohu béhem méreni: tloha neni elektrostaticka.

Nezabyvame se supravodicem, jimz muze téct elektricky proud bez odporu. Pro néj je typické p =0 a B=0.

3.1 Vodi¢ v poli —- HRW 24-12 (25.11)

Pripomenme si zakladni vlastnost vodice a jeji disledky v elektrostatice: Uvniti vodic¢e se mohou
nékteré elektricky nabité ¢astice (volné naboje) pohybovat na makroskopické vzdélenosti. Jsou
to zaporné elektrony, v polovodicich také kladné diry (coz jsou ,chybéjici elektrony“), v tekutiné
(napf. v roztoku) i ionty obou polarit — kladné i zdporné. Z pohyblivosti volnych néboji plyne:

Volné naboje se rozlozi tak, aby soustava meéla miniméalni potencialni energii.
Uvnitt vodice je potencial konstantni a rovny potencidlu na povrchu.

Povrch vodiée je ekvipotencidlni plochou (¢ = konst).

- W =

V dutiné uvnitf vodice je potencial konstantni a elektricka intenzita nulova (stinéni!).
5. Také uvnitf vodice je elektrické pole nulové (E = 0).
6. Volné naboje se rozlozi (obecné nerovnomérné) po vnéjsim povrchu vodice. Hustota volnych
naboj uvnitt vodice je nulova.

7. Silokfivky jsou kolmé k vnéj$imu povrchu vodice.
8. Potencial vné nabité konecné plochy S (se zndmym celkovym ndbojem ¢) spliiuje nasledujici
podminky a je jimi jednozna¢né urcen:

a) Vné S plati Ap =0

b) Pro r — oo klesé ¢ k nule alespori jako 1/r, tj. lim, o rp(r) < oo

c) Na plose S mé ¢ konstantni (zatim nezndmou) hodnotu
d) §s Ve - dS = —q/e9

Z tvrzeni 3 plyne, ze se pole vytvorené napf. soustavou naboji a nabitych vodi¢d nezméni, jestlize
do néj vlozime dalsi vodi¢, majici tvar nékteré ekvipotencilni plochy (nebo jeji ¢asti), zajistime-li,
aby mél tyz potencial, jaky méla tato ekvipotencidlni plocha. To ndm usnadni feSeni nékterych tloh
na urceni elektrostatického pole za pritomnosti nabitych vodict.

3.2 Kapacita soustavy vodica

3.2.1 Potencialové koeficienty

Uvazujme nejprve jeden konecny vodi¢ V, ktery nese volny nédboj ¢ a ma potencial ¢; volime ¢ — 0
pro r — co. Z podminek jednoznacnosti potencidlu 8 a z principu superpozice plyne, ze bude-li na
vodic¢i ndboj k-krat vétsi, bude i jeho potencial k-krat vétsi.
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Uvazujme dale soustavu n vodi¢d Vi, Vo, ..., V,, které maji potencidly ¢1, o2, ..., ¢, a nesou
volné naboje q1, g2, ..., g,. Podobné z principu superpozice plyne, ze potencidly vodicti budou
linearnimi funkcemi ndboj na nich rozmisténych, tj.

0i=>_ abri - (127)
k=1

Veli¢iny by; se nazyvaji potencialové koeficienty této soustavy vodica.

3.2.2 Kapacitni a influenc¢ni koeficienty

Vyfesime-li soustavu danou rov. (127) vuéi g, dostaneme opét linedrni soustavu

n
K = Z PiClk (128)
I=1

Veli¢iny ¢, se nazyvaji
e kapacitni koeficienty pro | = k;

e influenéni koeficienty pro [ # k.

3.3 Kondenzator, kapacita — HRW 25 (26)

3.3.1 Zavedeni kondenzatoru; oznaceni

Soustava dvou vodict 1, 2 takova, Ze vSechny silokfivky vychézejici z vodice 1 konéi na vodiéi 2,
se nazyva kondenzator. V elektrickych schématech ji zna¢ime —||- . Vodi¢am se iiké elektrody,
Casto také (z historickych divodi) desky nebo polepy kondenzatoru.

Uvazujme jednoduchou situaci, kdy vSechny silokfivky z 1 kon¢i na 2 a také naopak, vSechny
siloktivky z 2 konéi na 1. Pak maji nutné oba vodice v absolutni hodnoté stejné naboje +Q, —Q.
V této situaci fekneme, ze kondenzator je (jako celek) nabity ndbojem @, neboli Ze nese naboj Q.

Véta ,,Kondenzdtor nese ndboj Q¢ znamend, Ze jedna jeho deska nese ndboj QQ a druhd —Q.

<— Zdanlivou vyjimkou je osamoceny vodivy predmeét, tfeba koule. Teorii statického pole a potencialu je totiz nejlépe
konzistentné vybudovat tak, ze celkovy naboj ve vesmiru je nulovy: kolik ,pfebyva“ v nasi sledované soustavé, tolik
se posle s opaénym znaménkem do okoli, pfipadné do nekonecna. Tam také putuji prislusné ,prebytecéné* silokiivky.
Koule tvori tedy kulovy kondenzator majici druhy ,,polep“ v nekonec¢nu jako nekonecné velkou vodivou kouli s ndbojem
dopliujicim do nuly vnitfni ndboj sledované soustavy.

3.3.2 Kapacita kondenzatoru

Z principu superpozice je ziejmé, ze kondenzator nabity ndbojem () ponese mezi deskami napéti
U, které bude piimo timérné naboji:
QR=CU (129)

Soucinitel imérnosti C je dany konstrukci kondenzatoru a nazyva se kapacita tohoto kondenzatoru.

Pozor: slovo ,kapacita“ tu méa jiny vyznam nez tfeba u nadob; je-li kapacita termosky 2 litry, pak se do ni prosté nevejde
vic nez 2 litry. Kapacita C' kondenzatoru naproti tomu neomezuje, kolik ndboje Q se do néj vejde, ale udava pomér, jak velké
napéti U tento nadboj na ném vyvola. Stejné to bude (o hodné pozdé&ji v termodynamice) s tepelnou kapacitou; ta zase uréi
tméru mezi zvySenim teploty a teplem k tomu potfebnym.

Jednotkou kapacity je ziejmé 1 C/V | coulomb na volt, a vyskytuje se tak ¢asto, Ze pro ni
byl uréen nazev: 1 C/V = 1 F, farad (podle M. Faradaye). Bézné uzivané jednotky pro bézné
kondenzatory jsou mikrofarad uF, nanofarad nF, pikofarad pF.

Pro prakticky odhad: kulovy kondenzator vySe zminény o poloméru koule r = 1 cm ma kapacitu asi 0,9 pF.
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3.3.3 Vypocet kapacity obecné — HRW 25-3 (26.3)

Z definice intenzity a potencidlu plyne, Ze napéti mezi body A, B je rovno kfivkovému integralu
B —
U = / B ar (130)
A

Elektrické intenzita E souvisi s nabojem () podle Gaussova zakona:
Q:sojéﬁ-cﬁ , (131)
b

coz umoznuje snadno vytesit nékteré tlohy s velmi vysokou symetrii.
Uvazujme kondenzétor s rovinnymi deskami. Za Gaussovu plochu vezmeme véalec kolem jedné
elektrody, o zdkladné rovnobézné s deskou a majici obsah S; je-li povrchova hustota néboje n, pak

naboj Q) = nS uvnif vélce vytvori tok ¥ intenzity E rovny ES, a tedy
e =goES=Q (=n5) (132)

Integrél z rov. (130) z jedné desky kondenzatoru kolmo na druhou desku ve vzdélenosti d dava

B
U:/ B di = Bd (133)
A
a protoze kapacita C je definovana jako podil C' = @Q/U, dostaneme dosazenim pro kapacitu
jednoduchy vztah
€05
c==2 (134)
d
e Opét se muZete presvédcit, ze jednotkou elektrické konstanty o je opravdu [eo] = F/m, jak jsme uvedli v rov. (38).

e V praxi samoziejmé deska neni nekone¢na. Predpokladame jen, Ze miZeme zanedbat nepravidelnosti pole u okraju desky
(rozptyl silocar).

3.3.4 Vypocéet kapacity kulového kondenzatoru a osamocené koule

Z kap. 2.6.1 zname potenciil ¢(R) bodového naboje ¢ a vime, Ze vné homogenné nabité koule
s celkovym nébojem ¢ je pribéh potencidlu stejny; pro ¢(R) — 0 pii R — oo je podle rov. (59)

1 ¢

== 135
471'60 R ( )

p(R

Tvori-li tedy kondenzator dveé soustfedné koule o polomérech a, b > a a nese-li vnitini koule naboj
@, pak bude mezi nimi napé&ti

B B 1 g a9\ _ 4 b—a
U =wla) —¢(b) = 4reg (a b>  dweo ab (136)

a kapacita tohoto kondenzatoru je dana vztahem QQ = UC, tedy

Q ab
C==X=4 137
U TEQ b—a (137)
Pro jedinou kouli pak ziejmé plati limita b — oo
C = 4repa . (138)

Kapcita osamocené koule je pfimo timérna jejimu poloméru a.
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3.3.5 Vypoéet kapacity valcového kondenzatoru

Podle kap. 2.7.1: v poli nabité pfimky s ndbojem @ na délku L (neboli s délkovou hustotou naboje
7 = Q/L) jsou ekvipotencidlnimi plochami souosé valce; podle rov. (82) je mezi vélci o polomérech
a, b > a napéti

T b
=—1In- 1
U 5o n- (139)
a kapacita valcového kondenzatoru o délce L je
C =27ey " —Tna (140)

3.3.6 Zapojovani kondenzatoru: seriové a paralelni — HRW 25-4 (26.4)

Zapojeni paralelni neboli vedle sebe (obr. 25-8): na vSech kondenzatorech je stejné napéti, tedy
naboje na soustavé se scitaji, a z toho plyne

C= Z Ck zapojeni paralelni (141)
k
Zapojeni sériové neboli za sebou: —||—||-||- na vSech kondenzatorech jsou stejné naboje @,
tedy U = ) ;. Uy, a proto
1 1
— = — zapojeni sériové 142

Dopliime popravdé, Ze jsou i jind zapojeni, neredukovatelnd na tyto dva prototypy (mustky,
pentagon). Pro jejich vypocet nutno jednak poctivé vyfesit soustavu n linedrnich rovnic pro n
proménnych, viz Kirchhoffovy zakony, jednak pfedem vybrat tyto rovnice tak, aby nebyly linearné
zévislé. Tim vSim se mj. zabyvé teorie linearnich obvodu, viz zminka u kap. 4.9.

3.4 Energie soustavy nabitych vodi¢u — HRW 25-5 (26.5)

Nabity kondenzator mé oproti nenabitému jistou elektrickou (elektrostatickou) energii. Je to zfejmé
z toho, ze k procesu nabijeni, tj. pfenaseni ndboje z jednoho polepu kondenzatoru na druhy, je
potieba dodévat energii: maji-li uz polepy ndboje =@ a je-li tedy mezi nimi jiz napéti U = Q/C,
je pro prenos dalsitho naboje d@ tfeba dodat praci

1 2
odkud plyne, Ze nabity kondenzator ziskal nabitim energii
1Q* 1
Eq = /dW = 5% = 5CU2 : (144)

Podle nabojové predstavy je tato energie spojena s naboji (maji ,,vznesenéjsi“ polohy).
Podle polni predstavy je energie naopak rozlozena v poli mezi elektrodami, a to s hustotou,
kterou dale odvodime.

3.5 Energie elektrostatického pole; hustota energie — HRW 25-5 (26.5)

Pripomenme si situaci v deskovém kondenzatoru: mezi deskami o plose S ve vzdalenosti d nabitymi
naboji +@Q je (zanedbame-li okrajové jevy) homogenni elektrické pole a plati:

e U = Ed je napéti na kondenzatoru;

e () =¢oES je ndboj podle Gaussova zakona

€oS
o =2 je kapacita kondenzétoru;

d
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e IV = 5d je objem prostiedi mezi polepy;
o [y = %C’U 2 je elektricka energie kondenzétoru

Odtud dostaneme dosazenim celkovou energii

1 1e08 1
Eq = -CU? = - ——(BEd)* = s¢0E*Sd
T3 2 -a F” = 5%
a lze zavést hustotu energie jako
Eel 1 2 1 1 .
Wel = 7 = §€0E = EED (hustota elektrické energie ve vakuu)

Stejny postup pri kondenzatorem s dielektrikem vede rovnéz k vyrazu

1
Wel = §ED (hustota elektrické energie v dielektriku)
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(145)

(146)

(147)
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4 Stacionarni dé€je. Elektricky proud - HRW 26, 27 (27, 28) z015-11-16

4.1 Stacionarni déje

Pripomenme z kap. 1.4.8, Ze za stacionarni oznacujeme takové jevy ¢i déje, kdy se stav s Casem
nemeéni, ale kdy — na rozdil od statickych jevi — existuji proudy, tedy toky vhodné substance. Zde
budeme zkoumat v ¢ase staly pohyb elektrického naboje (stacionarni proud).

4.2 Elektricky proud - HRW 26-2, 3 (27.2, 3)

Pro ndboj @ rozloZeny v prostoru s hustotou p(7’) a pohybujici se rychlosti 7(7’) zavedeme novou
fyzikalni veli¢cinu — objemovou'® hustotu elektrického proudu J(7'):

—

J=pt (148)

Je to fyzikalni pole v Sirsim smyslu, analogické poli hustoty toku hmotnosti p,, ¥, kde p,, je hustota
hmotnosti, zndmé z mechaniky kontinua. Tato analogie je velmi nazorna a jisté i nam prospéje.

Piibuzny pojem je plosna hustota elektrického proudu J; (7")

Js = v (149)

v situaci, kdy elektricky naboj tece rychlosti ¥(7’) nikoli celym objemem télesa, ale pouze po
jeho povrchu, a to s plosnou hustotu nédboje 77(7). Plosnym proudem nahrazujeme permanentni
magnetismus (napf. magnetické pole permanentniho valcového magnetu je shodné s polem plosného
proudu tekouciho po plasti valce kolem jeho rotaéni osy).

Celkovy elektricky proud I tekouci plochou ¥ (napf. pfi¢nym prufezem vodice) ziskdme pak

pii zadané orientaci (,,vnéjsi norméla“ dJ) integraci
I = / T (150)
b

Mize byt kladny, zaporny ¢i nulovy.
Podobné celkovy plo$ny elektricky proud I tekouci ptes kiivku I' (napf. pfes tsecku spojujici

dolni a horni zékladnu véalcového magnetu) ziskdme pfi zadané orientaci vnéjsi normaly dI” integraci
- =
1 :/Jg-dF . (151)
r
Muze také byt kladny, zaporny ¢i nulovy.

— =
Pfedstaving—li si infinitezimalni proudovou trubici o prifezu dX = dxdy, pak d? =dx x dy je
rovnobézné s dz a muzeme upravit

%
- . o dz = = dV  dg
I—J'(ﬁ—pv-(ﬁ—pa-dwxdy—pa—a , (152)
takze d
q
] == 1
T (153)

Jednotkou elektrického proudu je jeden ampér, A (André-Marie Ampere, 1775-1836, franc. fyzik).
Je jednou ze sedmi zdkladnich jednotek SI (Systéme International, Mezinarodni soustava fyzikalnich
jednotek) pfi ISQ (International System of Quantities, Mezinarodni soustava veli¢in).

Smeér proudu byl zvolen konvencéné takovy, v jakém by se pohybovaly kladné naboje.
Bohuzel, vétsinou jsou nosi¢em proudu zaporné elektrony, a ty se tedy pohybuji ve sméru opaéném, nez ve kterém konvencéné
tee proud. V praxi to ale nijak nevadi.

18piiviastek objemovd se obvykle vynechava, pokud se nevyskytne soucasné plosnd hustota zavedend zde dale.
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4.3 Rovnice kontinuity

Rovnici kontinuity odvodime pro elektricky proud pfesné stejné, jako jsme ji odvozovali v mechanice
kontinua. Tam byla diferencialnim vyjadfenim zakona zachovani hmotnosti dm = p,,,dV pfi hustoté
hmotnosti p,,, zde je diferencidlnim vyjadfenim zdkona zachovani elektrického naboje dg = pdV
pfi hustoté elektrického naboje p.

div J + % =0 (rovnice kontinuity elektrického proudu) (154)

4.4 Elektricky proud mikroskopicky — HRW 26-2, 3 (27.2, 3)

Prenos naboje ¢ v ldtkovém prostiedi je vzdy doprovazen pienosem prislusného nosice naboje -
elektronu, iontu apod. (MuZe byt i ponékud abstraktni: v polovodi¢i dira = chybéjici elektron,
ale i to je ovSem pohyb okolnich elektroni coby nosi¢i ndboje.) Interakce nosi¢i naboje s okolim
(s krystalickou mfizkou, s okolnim plynem — supravodiéi se zde nezabyvame) vSak zptisobuje, Ze
nosi¢ predava c¢ast své hybnosti i energie tomuto okoli, a proto pro udrzeni stalého elektrického
proudu je nutno neustale dodévat energii. (Ta se predava okoli, které se vedenim proudu zah¥iva
Joulovym teplem.) Mame tedy analogii napi. volného padu v odporujicim prostiedi, kdy stéla
pisobici sila vede nikoli ke zrychlenému pohybu, ale k pohybu s konstantni rychlosti (v mechanice
jsme ji nazyvali mezni rychlost). Vétsi sila tedy zptisobi vétsi vyslednou rychlost, nikoli zrychleni.

Toto vSe se vlastné rozumi v ustaleném stavu; k nému dojde v pripadé vedeni elektrického proudu nesmirné rychle. Mame
pred ocima to, co vidél Aristoteles; my si vSak uvédomujeme i silu tfeni, kterou on nezapocitaval.

Za elektricky proud pokladame tedy wvystredovanou hodnotu soucinu naboje a jeho rychlosti.
K tomu dvé poznamky:

e Mikroskopicka rychlost mtze byt velmi vysoka, ale jeji smér se velmi rychle méni; vystfedované
hodnoté tedy zdaleka neprispéje tolik, jak by se mohlo zdat;

e Elektricky naboj muze byt kladny i zaporny. Pfenos neutralni hmoty tedy predstavuje prenos
obojiho naboje, coz se ve vysledku vyrusi.

Hezky model k popisu tohoto stiedovani skyta hejno velmi rychlych komart témér stojici na miste,
které mirny vanek jen pozvolna posouvéa. Rychlost tohoto posuvu se nazyva driftova rychlost neboli
drift. Za obvyklych podminek, napt. v médéném vodic¢i domovni instalace, je driftova rychlost cca
10~5m/s. Naproti tomu je individudlni rychlost chaoticky se pohybujicich elektronii cca 10%m/s,
tedy o 11 rada vétsi. Rychlost prenosu informace, tedy ,za jak dlouho se po zapojeni vypinace
dozvi druhy konec dratu, Ze je pod proudem®, je ptritom radové rychlost svétla, tedy o dalsi 2 rady
vetsi.

Pfipomenme si zahradni hadici plnou vody, kterou pomalu — v milimetrech za sekundu — tece (ukapavd) voda.
Zarazime-li vSak néhle pfivod, skonci téméf soucasné ukapavani. Kratka doba je dana jednak vysokou rychlosti zvuku
ve vodé (obdoba svételné rychlosti §ifeni pole), jednak tuhosti gumové hadice (obdoba indukénosti vodice).

V dalsim se budeme zabyvat situacemi, kdy vodice elektrického proudu jsou draty a podobné
struktury, v nichz je v podstaté mozny pfenos naboje jen v jediném sméru (neorientovaném, tedy
tam i zpatky, ale nemé smyslu tfeba smér kolmy k dréatu).

4.5 Odpor, rezistivita, konduktivita (vodivost) - HRW 26-4, 5 (27.4, 5)

Kazdy materidl vice (méd) nebo méné (sklo) ochotné nechévd sebou prochézet nosice néboje -
vlastni nebo zvnéjsku dodavané. Tato vlastnost se nazyva rezistivita p (téZ mérny elektricky
odpor):

E

p= (definice rezistivity p) (155)

kde F je velikost elektrické intenzity a J je velikost proudové hustoty zpiisobené pfilozenym polem.

Rezistivita mé jednotku [p] = X/r?z = Q- m, tedy ohm metr. Obrovsky rozsah hodnot p (pro

méd 1,8 x 1078 Q- m, pro polystyren > 106 Q- m) je ddn exponencialni zévislosti a vysvétluje ho
kvantova mechanika. Pro elektricky izotropni materialy plati

E=pJ  (Ohmiv zékon v diferencialnim tvaru) (156)
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V anizotropnich materidlech je rezistivita tenzorem: Ej = pg;J;. Ohmav zdkon v diferencidlnim
tvaru (tedy pro homogenni materialy, nikoli soucastky!) plati prakticky bez vyjimky, i pro polo-
vodice. Jeho hlavnim fyzikdlnim obsahem je vSak ani ne tak linearita, jako to, Ze p je vlastnosti
materialu, nikoli jev zpusobeny polem v materidlu. (Jakozto vlastnost materialu zavisi na teploté;
u vodi¢li obecné s teplotou roste, u polovodi¢ii a nevodi¢u s teplotou klesa.)

Pfevracenou hodnotou rezistivity je konduktivita o (mérna vodivost):

1
o= p <: %) (definice konduktivity o) (157)

4.6 Ohmiuv zakon — HRW 26-5 (27.5)

Rezistor (dfive odpor) je elektricky prvek, tedy objekt; ma vlastnost zvanou rezistance R (dfive
také zvanou odpor), coz je fyzikalni veli¢ina. Ur¢ime ji pomérem napéti U pfilozeného na rezistor a
proudu I tekouciho timto odporem. Rezistance je vlastnosti rezistoru, nikoli prochéazejiciho proudu
¢ prilozeného napéti, i kdyz v nékterych pfipadech na nich muzZe zaviset (nelinedrni rezistor).
Obvykle vSak plati Ohmuv zakon, podle néhoz (v integralnim tvaru):

R= T (definice R) (158)

Soucastky vytvorené z polovodi¢i (diody, obecné prvky s PN pifechody) se jako celek integralnim
zékonem rov. (158) neridi; jsou to nelinearni prvky.

4.7 Jouluv zakon, vykon — HRW 26-7 (27.7)

Energie pfedana od nosi¢ti naboje do okolni latky se zpravidla projevi jako zahfati latky, tj. vice-
méné chaotické rozkmitani krystalové miizky nebo zvyseni rychlosti ¢astic plynu ¢i plazmy; takto
dodand energie se nazyva Joulovo teplo (James Prescott Joule [dzdl], 1818-1889, angl. fyzik).
Elektrickou energii dodéavanou nosi¢tim spoc¢teme snadno:

dFEq =dQU = IdtU = IUdt (159)
¢imz je dan vykon P spotifebovany vodi¢em, kterym pod vlivem napéti U protéké proud I:
P=UI (160)
Ovéite si, ze rozmér odpovida: jednotkou vykonu je watt, W:

J Cc J
IV-A=lg —=1"=1W (161)

Pro vykon disipovany rezistorem (,rozptyleny“, ,ztraceny“ na rezistoru) tedy plati

2

p=v1l=rr=" (162)

coZ se nékdy nazyva Jouluv zakon.

4.8 Polovodice, supravodice — HRW 26-8, 9 (27.8, 9)

Chovani obou typt materialt lze vysvétlit jen kvantové.

Polovodice jsou vlastné izolatory (tj. mezi poslednim plné obsazenym pasem a prazdnym vodi-

vostnim pasem maji mezeru — napft. SiIV, GelV ¢ galll A5V apod.), ta je vSak naruSena pfimésmi

typu N (PV, ASV) ¢i typu P (BHI). Piimési vytvoii v zakdzaném pésu prazdnou hladinu blizko
nad obsazenym péasem (P) nebo obsazenou hladinu blizko pod prazdnym vodivostnim péasem (N).
Preskokem elektronu pak bud zbyde dira v obsazeném pésu (dérova vodivost P) nebo volny elektron
ve vodivostnim péasu (elektronova vodivost N).
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Supravodi¢ umoznuje elektrontim pohyb miizkou tak, zZe jejich interakce s mfizkou je pruzna
(pohybova energie elektroni se na miizku pii srazce prevadi zcela vratné). Jde nejen o nulovou
rezistivitu, ale pfi pfechodu do supravodivého stavil se také ze supravodice vytla¢i magnetické
indukce, takze v ném je B = 0. Prvni byly objeveny supravodice nizkoteplotni zvané téz mékké
(1911, Heike Kamerlingh Onnes, rtut pod 4,2 K, poté olovo a dalsi kovy, za obvykljch teplot
pomérné Spatné vodivé), nové i vysokoteplotni (1986, Karl Alexander Miiller a Johannes Georg
Bednorz, ve slou¢eniné La-Ba-Cu-O, tedy normalné nevodiva keramika, pod 13 K supravodic; 1986,
Chu Ching-wu, Y-Ba-Cu-O, nad 90 K). Jde o keramické materidly s teplotou pfechodu nyni az
100 K, tzn. k supravodivosti sta¢i ochlazeni kapalnym vzduchem). P#i vykladu se predpoklada, ze
se dva elektrony (fermiony) udrzuji spolu a pohybuji v paru, a tato dvojice se proto chova jako
boson.

4.9 Linearni obvody — HRW 27-1 az 8 (28)

Kazdy elektricky prvek mé dva nebo vice uzl. Elektrickou sit vytvofime tim, Ze tyto uzly spolu
spojime. Znacky soucasti se ¢asem vyvijely, dnes jsou sjednoceny normami [8].
Zakladni ,stavebni elementy*:

e vodié (tyz potencidl U na celém vodi¢i; tyz proud I kdekoli vodi¢em). Spojuje 2 uzly;
e rezistor (charakteristika: R; pro proud I a napéti U plati U = RI). Spojuje 2 uzly;

e zdroj napéti. Idedlni: emn £. Aproximace redlného zdroje: idedlni a s nim v sérii vniti¥ni
odpor Rj,. Svorkové napéti zdroje pfi odbéru proudu I je pak U = £ — R

a dale uzel, v némz se stykaji vodice, rezistory a zdroje;

e smycka je uzaviena krivka tvorend obecné vodici, rezistory i zdroji, navzajem oddélenymi
uzly.

Dalsi prvky — zdroje proudu (i neidedlni zdroje, s paralelnim odporem), kondenzatory, indukénosti,
indukénosti spojené vlastnim magnetickym polem, transformatory atd. uvedeme az pfi vykladu
kvazistacionarniho pole (kap. 6).

4.9.1 Jednoducha zapojeni a jejich prevody

PP " . 1 1
Sériové zapojeni za sebou, spolecny proud. R = Z R, ; = Z —

. - s R 1 _
Paralelni zapojeni vedle sebe, spolecné napéti. R Z R C= ZCZ"

Trojihelnik na hvézdu: R, = (RepRac)/(Rap + Rac + Rie);

Hvézda na trojuhelnik: Ry, = (RoRy + Ry R. + RyR.)/ R,
Hvézdu s libovolnym pocétem n ramen lze pfevést na n-tihelnik, naopak vsak ne. Tyto navody staci
na rozbor veliké ¢asti béznych zapojeni, nikoli vSak na vSechna. Obecnymi zakony a pravidly pro
vSechny pripady jsou Kirchhoffovy zakony.

Thévenintiv teorém a Nortoniv teorém tvrdi toto:

Z hlediska jedin€ vétve jakkoli slozZite linedrni sité zdroju napéti, proudu a rezistoru lze cely
zbytek sité nahradit jedingm neidedlnim zdrojem napéti (tj. idedlnim a sériovym rezistorem,
Thévenin) nebo neidedlnim zdrojem proudu (tj. idedlnim a paralelnim rezistorem, Norton).

4.9.2 Kirchhoffovy zakony

Zakon uzlu (1. Kirchhoffav zdkon): Algebraicky soucet vSech proudi protékajicich uzlem je roven
nule: > I =0
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Zikon smycek (2. Kirchhofftiv zdkon): Algebraicky soucet vSech napéti v uzaviené smycce je
roven nule: > Up =0

Vyklad: Zakon uzli plyne ze zdkona zachovani celkového naboje prichazejiciho elektrickym
proudem do uzlu béhem pevné doby. Zakon smycek lze nahlédnout analogii ,potencidl v uzlu“ ~
ynadmoiska vyska uzlu“.

Reseni sité zdkonem smycek vede obecné na soustavu lineadrnich rovnic: 1 smycka = 1 rovnice.
Je potreba ale zvolit nezavislé rovnice:

1. Vybereme jednu kostru grafu, tj. nejvétsi strom (acyklicky graf, graf neobsahujici uzaviené
smycky).

2. Kazda doplnéné vétev uzavie néjakou smycku; ta poskytne podle zdkona smycek jednu rovnici.
3. Takto ziskané rovnice jsou navzajem nezavislé.

Meéfici pristroje:

Méri¢ proudu (ampérmetr) se fadi v sérii s méfenym proudem. M4 mit co nejmensi rezistanci,

aby zpusobil co nejmensi ibytek napéti.

Mé&Fi¢ napéti  (voltmetr) se fadi paralelné s méfenym napétim. M4 mit co nejvétsi rezistanci,
aby jim protékal co nejmensi proud a nezatézoval tak méfeny zdroj napéti.
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5 Stacionarni magnetické pole — HRW 28, 29 (29, 30) 20161201

5.1 Magnetické pole, jeho zdroje a i¢inky — HRW 28 (29)

5.1.1 Permanentni magnet

Vedle vyhradné pritazlivé interakce gravitacni se v makrosvété setkame s interakci elektrickou
(Gasto zvanou elektrostatickou), kterd je pfitazlivd i odpudiva, a magnetickou, kterd je podobné
jako elektricka jak pritazliva, tak odpudiva. Tuto vlastnost vykazuji latky permanentné magnetické
(magnet), napf. pfirodni minerdl magnetovec, tvrda ocel, umélé magnety — slitiny kovi Fe, Ni,
Co, Gd, Mn, event. s dalsimi pfimésmi, ale i chemicky zcela odlisné latky, napt. ferity. Jiné latky
(mékké zelezo) vykazuji podobné vlastnosti, ale jen v pfitomnosti permanentnich magnet. Dosud
jmenované latky nazyvame feromagnetické (feromagnetikum). Na ostatni latky mé magnetické
pole mnohem slabsi vliv. Obecné jsou ze silnéjsiho magnetického pole vytlacovany (diamagneti-
kum), nékdy je ale diamagnetismus piekryt vlastnostmi paramagnetickymi (paramagnetikum)
a latka je do silnéjsiho magnetického pole vtahovana.

Toto je velmi hruba charakteristika. Teorie pevnych latek vedle toho rozeznava (a zduvodiiuje) antiferomagnetismus (dvé
stejné ,vydatné“ opacné orientované feromagnetické mrizky v krystalu), ferimagnetismus (dvé ruzné ,vydatné“ opa¢né orien-
tované feromagnetické mrizky v krystalu) atd.

Podrobnéjsi pozorovani ukaze, ze vSechna télesa s témito vlastnostmi se chovaji jako analogie ni-
koli elektrickych nédboji, ale dipdli: nejjednodussi magnetickou strukturou je desticka se severnim
pélem (S; angl. N) na jedné strané a jiznim pélem (J; angl. S) na strané druhé. Stejné pély se od-
puzuji, opa¢né piitahuji'®, na elektricky naboj, ktery je v klidu, magnet nepiisobi. Tycovy magnet
se chova jako sloZeny z takovych desticek a nejde proto ziskat magnetické pdly jeho rozlomenim.

Podstatné pozdéji se zjistilo, ze jako permanentni magnety se chovaji i mnohé elementérni
Gastice majici spin, napf. zaporny elektron, i slozené castice, napr. kladny proton ¢i neutralni
neutron (oba jsou slozené z nabitych kvarku).

5.1.2 Proudova smycka

Zatimco magnety byly zndmy od pradavna (i to, Ze Zemé se také chové jako velky magnet, napf.
kompasy ze staré Ciny nebo pojednani W. Gilberta z r. 1600), magnetické tcinky elektrického
proudu objevil az v r. 1820 déansky fyzik Hans Christian Orsted (1777-1851, ¢asto pfepisovano
Oersted) a Ampeére zahy na to (1822) popsal interakci dvou vodi¢i protékanych elektrickym prou-
dem jako interakci magnetickou. Pf¥ipomerime, ze homogenné zmagnetovana kruhové desticka budi
stejné pole jako smycka tvorend jejim obvodem a protékand vhodné velkym elektrickym proudem.

5.1.3 Silové uc¢inky magnetického pole. Magneticka indukce a intenzita

Vedle toho, Ze na sebe silové ptsobi (v libovolnych kombinacich) permanentni magnety i proudové
smycky, ptisobi magnetické pole na pohybujici se elektricky ndboj, a to zasadné silou kolmou na jeho
rychlost, tedy kolmou na okamzity smér pohybu (1889 O. Heaviside, poté H. A. Lorentz, mozné uz
i J. C. Maxwell 1865).

V duchu polniho pfistupu zavedeme k popisu interakce magnetickd pole H , B. Bohuzel, z his-
torickych divoda? je terminologie obracena, neZ bychom zvolili dnes, takze tato pole naz§vame
magneticka indukce Ba magneticka intenzita H. Sila puisobici na bodovy naboj ¢ pohybujici
se rychlosti ¥ je pak

F=qE+q0 xB (163)
(viz rov.(20)), prvni ¢len se nazyva Coulombova sila, druhy Lorentzova sila. Odtud také plyne
jednotka magnetické indukce 1 tesla, T, kde 1 T = N/(C-m/s) = N/(m-A). Dfive (v soustavé CGS)
se uzivala jednotka 1 gauss, 1 G = 107*T.
Jednotkou magnetické intenzity, jak bude zfejmé z rov. (191), je [H] = A/m, ampér na metr.

Ve vakuu spolu souvisi magnetickd indukce a intenzita vztahem H=F /o, kde po je magne-
ticka konstanta, dfive zvani permeabilita vakua:

po = 47107 N-m-A~2 ~ 1,256 6:10° H/m (164)

19Pfipomernime ze zemépisu, Ze pobliz severniho geografického pélu tedy lezi fakticky jizni magneticky pél; nazgva
se vSak z pochopitelnych divodu severnim geomagnetickym pdlem.
29podle analogie piedpokladajici magnetické monopdly k bodovym elektrickym nébojtm
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(Pfipomerime, Ze elektrickd a magnetickd konstanta jsou s rychlosti svétla ve vakuu spojeny vztahem
eopocs = 1.)

Sila ptisobici na naboj je vZdy kolma ke sméru jeho pohybu a nekoné tedy praci — neméni energii
naboje, jen zakfivuje jeho drahu.

Silu pusobici na permanentni magnet a na vodi¢ protékany proudem v poli odvodime pozdéji.

5.1.4 Pohyb nabité ¢astice v magnetickém poli — HRW 28-6, 7 (29.5, 6)

Uvazujme pro jednoduchost ¢éstici kladné nabitou ¢ > 0 (abychom nemuseli u velikosti ostatnich
veli¢in psat absolutni hodnoty) letici rychlosti ¥ v magnetickém poli s indukei B.

Leti-li ¢astice podél silokiivky B, neptuisobi na ni od magnetického pole zadné sila, ¢astice tedy
pokracuje stalou rychlosti ve stejném sméru dale.

Leti-li vSak kolmo k silokfivce, ptisobi na ni sila o velikosti quB kolmo ke sméru pohybu. Tato
sila vSak nedodéva energii (velikost v rychlosti ¢ ¢astice se proto nemeéni). Je-li magnetické pole
homogenni, bude se v ném c¢astice pohybovat po kruznici o poloméru r takovém, aby dostifediva
sila byla pravé realizovana Lorentzovou silou:

2

mve_ quB a tedy (165)
,
r o= % polomér kruznice (166)
7 o= 2T 2™ oba obéh (167)
= T B oba obéhu
2 B
w = X _917 thlova frekvence (168)
T m

(tzv. cyklotronova frekvence).

Pri obecném smeéru se Castice pohybuje v magnetickém poli po Sroubovici kolem silokfivky.
Pri dostatecném zhusténi silokiivek se naboj pohybuje po mensich kruznicich a da se dokézat, ze
mé natolik mensi stoupani, ze od dostatecné velkého zesileni pole se bude po Sroubovici odrazet
(princip magnetickych nadob neboli magnetickych pasti).

5.1.5 Ampérova sila — HRW 28-8 (29.7)

Protoze elektricky proud I souvisi s pohybem naboje vztahy
I:/f.chz/pﬁ.d? , (169)
S S

je zfejmé, ze na elektricky proud I (pfesnéji: na pfimy vodi¢ délky L protékany proudem o veli-
kosti ) bude v magnetickém poli ptisobit sila

— — —

F=ILxB |, (170)

kde vektor L ma velikost L a smér podél vodice ve sméru toku proudu. V diferencidlnim tvaru —
pro infinitezimalni isek di vodi¢e — mé tato Ampérova sila tvar

dF =1 dF x B (Ampérova sila). (171)

5.1.6 Proudova smycka — HRW 28-9, 10 (29.8, 9)

(Obr. 28(29)-21 a 28(29)-22.) V homogennim magnetickém poli B ve sméru osy x lezi obdélnikové
smycka o délce a ve sméru osy y a Sifce b v roviné xz pod thlem 6 k roviné yz, protékana proudem I,
otaciva kolem osy symetrie smycky ve sméru osy y. Smycka mé obsah S = ab. Na jeji i-tou stranu
piusobi sila F; kolmé k této strané a lezici v roviné yz (tedy kolmo k B). Je-li smycka pevna, pak se
sily na sitky b navzajem vyrusi, ale sily ptisobici na délky a maji obecné rizna umisténi x, a proto
vytvéafeji silovou dvojici (s ramenem b) plisobici na smycku momentem sily M o velikosti

M = IabBsin® = ISBsinf (172)
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hledicim stocit smycku do polohy s 8 = 0 (tj. do roviny yz kolmé k poli B).
Je-li takovych navzajem rovnobéznjch smycek N, bude vysledné sila N-krat vétsi, tedy

My = (NIS)Bsin6 (173)
kdy veli¢iny v zévorce jsou konstanty dané konstrukci civky. Na tomto principu pracovaly analogové
galvanomeéry métici (nezndmy) proud I civkou (nez je vytlacily digitalni méfidla) a jsou i podstatou
elektromotori (tam je potfeba zajistit, napf. setrvacnosti, prebéhnuti ,mrtvé* polohy s § = 0 a
soucasné zmeénit orientaci proudu I civkou).

Z tohoto hlediska se zkoumana civka chova jako obdélnikovy permanentni magnet majici mag-
neticky moment 17 se smérem v ose civky a s velikosti

m=NIS (magneticky moment) (174)

s jednotkou [m] = 1 A-m? a rov. (173) miizeme vektorové zapsat tvarem
— —
My = x B (175)

podobné jako moment sily, kterym pusobilo elektrické pole na elektricky dipél. Analogicky odvodime
potencialni energii magnetického dipdlu ve vnéjsim magnetickém poli jako

E,=—m-B (176)
odkud je zfejmy i jiny zapis jednotky magnetického momentu
[m] =1Am?=1J/T (177)

& Ted asi rozumite, pro¢ jsme jako elementarni magnet volili radéji magnet destickovy nez tycovy.

5.2 Magnetické pole elektrického proudu ve vakuu — HRW 29 (30)
5.2.1 Biotuv-Savartuv zakon — HRW 29-2 (30.1)

Vzorec pro magnetické pole B elekrického proudu ,navrhneme® analogicky jako vzorec pro elek-
trické pole elektrického naboje, jen s par potizemi:

1. ptijde o vektorovy proudovy element dI = I1d7 , nikoli o skalarni element naboje dq’;

2. zatimco elementarni naboj je fyzikalné prijatelny, je elementarni proudovy element lehce
obskurni (odkud tece a kam?). Ale néjak to zvladneme (vzdycky ho nakonec zintegrujeme
podél uzaviené smycky);

3. z historickych divodu (analogie magnetu a elektretu) jsou prohozeny nazvy poli B a H. Pole

B by se mélo jmenovat ,magneticka intenzita“, protoze ptimo urcuje silu. Jeho vlivem se také
magnetikum méni a indukuje se v néj magneticka polarizace. Pfesto se nazyva magnetickou
indukci.

Jako pfijatelny se pro magnetické pole ve vakuu jevi tvar analogicky Coulombovu zakonu rov. (39);
(to po by vlastné pattilo jinam, a to k H do vztahu H = B/pug ve vakuu)

. I =/ 0
dB = Z—O% (Biottv-Savartiv zakon) (178)
7I8

s obvyklym R = 7/ — 7 a jednotkovym vektorem R°; HRW namisto naseho 7/ uzivé s.
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5.2.2 Magnetické pole primého vodice NRW 29-2

Napravime potiz 2 z minulého odstavce tim, Ze spocteme magnetické pole nekoneé¢ného primého
vodi¢e v ose x (proud pfichazi z nekoneéna a do nekone¢na se taky vraci, coz taky neni zrovna
ideélni, ale porad lepsi nez odnikud nikam). Pole zfejmé bude zaviset jen na vzdalenosti r od osy
x a staci ho urcit na ose z; bude mit smér y a velikost

= Lo | [ IdF x R o /°° zdx
B = |[aB| =% AT e 179
| (T)| '/ ‘ A7 /_OO R3 A1 . (332 + z2)3/2 ( )
ol [ x ]OO (180)
2|z] [ (22 4+ 22)1/2 |,

I
= ;LH (mg. pole na ose z, buzené pfimym vodi¢em lezZicim v ose x)  (181)

7|z

I
B(r) = gl (mg. pole pfimého vodice ve vzdalenosti r od vodice) (182)

r

Smér indukénich ¢ar plyne z vektorového soucinu a lze ho tedy popsat pravidlem pravé ruky:

PoloZime-li palec pravé ruky ve sméru toku proudu, ukazuji zahnuté prsty smeér magnetickijch
indukcénich car.

5.2.3 Sila mezi rovnobé&znymi vodi¢i protékanymi proudem — HRW 29-3 (30.2)

Ze znamého magnetického pole B jednoho vodice (rov. (182)) a ze zndmé sily (rov. (170)) pusobici

na druhy vodi¢ ve zndmém magnetickém poli B uréime i smér, i velikost sily pisobici na rovnobézné
vodiCe protékané proudem:

Dva rovnobézné vodice ve vzddlenosti d protékané proudy Iy a Iy se pri
stejné orientaci proudi pritahuji, pri opacné se odpuzuji. Velikost sily na délku L je rovna

_ oL

F 183
2d (183)
5.2.4 Pole zavitu, civky, toroidu — HRW 29-3, 5, 6 (30.4, 5)
Pole uprostred zavitu civky spocitdme snadno:
1dr I [*d
B — j{ Hol 9f Mol av (184)
T 47 R2 47 0
I
B ZLR (pole ve stfedu kruhové smycky) (185)

Mé-1i solenoid (dlouhd, husté vinuté civka s délkou L podstatné vétsi nez polomér R) N zaviti

protékanych proudem I, bude pole uvniti homogenni. Slo by ho ovSem rovnéz spodcist integraci
(princip superpozice), ale mnohem jednoduseji dostaneme zahy z Ampérova zakona vztah

B=upl n (pole v solenoidu) (186)

kde n = N/L je pocet zaviti na jednotku délky. Solenoid umoziiuje jednoduse vytvorit celkem
homogenni magnetické pole.

Stoc¢enim solenoidu do kruZnice (prstenec, ,pneumatika“) dostaneme toroid, dilezity napft.
pri nédvrhu ,nadoby“ na vysokoteplotni plazmu tvofenou rychlymi nabitymi ¢asticemi (napt. TO-
KAMAK = rus. toroidalnaja magnitnaja katuska). Opét z Ampérova zdkona dostaneme celkem
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snadno, Ze pole uvniti toroidu o celkovém poétu zavitih N (mirné) klesé se vzdalenosti r od stfedu

toroidu podle vzorce
_ pol N

2 r
a vné idealniho toroidu je magnetické pole nulové: B = 0.

(pole v toroidu) (187)

5.3 Ampéruv zakon ve vakuu. Intenzita magnetického pole — HRW 29-4 (30.3)

Podobné jako je Coulombtv zdkon (uréeni pole zndmého naboje) ekvivalentni Gaussovu zékonu
(urceni naboje ze znamého pole), je i Biotiv-Savarttiv zdkon ekvivalentni Ampérovu zékonu:

7{ B - d7 = pols; (188)
T

kde Iy je Ghrnny proud protékajici plochou X, kterd mé za hranici smycku I'. Orientaci uréi Am-
pérovo pravidlo pravé ruky:

Ukazuji-li prsty sevien€ pravé ruky ve smeru silokrivek B podél Ampérovy krivky, pak palec
ukazuje kladny smer elektrického proudu.

Zavedeme dalsi pole, magnetickou intenzitu H , ve vakuu vztahem
B = puoH (189)

a tim dostaneme vztahy pro pole v solenoidu

H=1In (190)
a Ampériuv a Biotuv-Savartuv zakon
j{ﬁ dr = T (Ampér) (191)
= 1 Id7’ x E )
dH = R (Biot, Savart) (192)

5.4 Ampériuv zakon v latkovém prostiedi —- HRW 32-3, 32-4

Podobné jako v elektrickém poli, chceme i v magnetickém poli oddélit zdroje magnetického pole
nami rizené od spontannich ¢i indukovanych zdrojﬁ magnetického pole pfitomnjrch uz ,,od naro-

vvvvvv

zeni“ v latkovém prostiedi. Mikroskopicky rozbor je zde mnohem slozitéjsi a méné nazorny nez
u (prostych) elektrickych nabojt a dipdld, presto celkovy vysledek lze zapsat analogicky.

Z elektrického hlediska stacilo k elektrické intenzité E doplnit jako charakteristiku latky pole
elektrické polarizace P. S definiénim vztahem D :=¢egE + P pak bylo pole v elektrostatice popsano
rovnicemi Iﬁ =0adivD = p.

(Ve vakuu bylo D= 0 v castern prlpade linedrniho ,,mékkého“ dielektrika existoval materidlovy parametr x,
elektricka susceptibilita, takovy, ze P = XE takze stacilo zavest permitivitu € = g9(1+ x) a pak pro dvé kli¢ova pole,
tj. elektrickou intenzitu E a indukci D platilo prosté D =c¢E. )

Analogicky se ukazuje, Ze z magnetického hlediska sta¢i k magnetické indukci B doplnit jako
charakteristiku létky pole magnetické polarizace jm, resp. magnetizaci M = Jy [po. S defi-
niénim vztahem H := B / pio — M (neboh B = poH + M) pak bude magnetické pole v latce (zatim)
popsano rovnicemi rot H = JadivB =0 arov. (191), (192) budou platit i v 1atkovém prostiedi.
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6 Kvazistacionarni elektromagnetické pole
Kvazistacionarni pole je ,pfedposlednim® zobecnénim: popisuje elektromagnetické déje, ale stéle

se vSechny zmény pole odehravaji synchronné se zménami jeho zdroju — tedy formalné, jako by se
svétlo (coby zména v elmg. poli) sifilo nekonecéné rychle.

6.1 Zakon elektromagnetické indukce — HRW 30-3

Meéni-li se magnetické pole B v case, vytvdri tim prostorovou zmenu elektrického pole E.

Vyjadieno kvantitativné:

Casové zména magnetické intenzity tedy vyvold prostorovou zménu elektrické intenzity. (Pi¥ipo-
menme, ze doposud, v kvazistatickém poli, bylo rot £ = 6)

Je-li v uvazovaném misté vodi¢, pak podle Ohmova zakona v ném elektrickd intenzita vyvola
elektricky proud s hustotou J = oF.

Pokud vodi¢ tvoii smy¢ku?! I' s rezistanci R, pak ¢asova zména celkového magnetického toku

¥ prochéazejiciho smyckou I' vyvola ve smycce indukované elektromotorické napéti £ = fr rot - dr
a proud I tekouci touto smyckou bude podle Ohmova zdkona roven I = £/R, kde

5:%@%5@?:—‘1—@ . (194)
- dt

Jednotkou magnetického toku je weber; [#] = Wb = J/A = V -s.

6.2 Vlastni a vzajemna indukénost vodi¢na

Zajimava a prakticky i teoreticky vyznamnd situace nastane, kdyz magnetické pole (a tedy i jeho
zmény) je vyvoldno vodivou smyckou I'y, pfipadné kdyZ jesté zménu touto smyckou vyvolaného
magnetického toku mérime druhou smyckou I's.

Uvazujme nejprve smycku I' tvofenou vodi¢em protékanym elektrickym proudem I(¢), a to ve

vakuu. Tato smycka vytvari magnetické pole B (7, t), které linedrné zavisi na proudu I. Ziejmé je
tedy na proudu I linedrné zavisly magneticky tok ¥ = [ A B - dA smyckou, kde A znaci tsek 2D

plochy majici I' za hranici, a lze psat
v=1LI |, (195)

kde veli¢ina L zvana vlastni indukénost smycky zavisi jen na geometrickém tvaru smycky T
Pfitomnost linedrniho latkového prostiedi (napf. paramagnetika ¢i diamagnetika) zméni hodnotu
L, neovlivni ale funkéni zavislost — linearitu; rov. (195) plati nadale, jen jinou hodnotou L'.

Pojem vlastni indu¢nosti lze zobecnit na libovolny vodié ¢éi jeho tsek (nemusi byt ani uzavieny),
pokud uvazujeme celkovy magneticky tok ¥ timto usekem vytvoreny. UvaZujeme-li soustavu N
smycek I';,7 = 1... N protékanych proudy i;, bude vzdy celkovy magneticky tok ¥; prochéazejici
i-tou smyckou linedrné zaviset na proudech ve vsech smyckach a lze psat

W= Ll (196)
k

kde veli¢iny L;i opét zaviseji jen na geometrickém tvaru vSech smycek I'y, a jejich vzadjemné poloze,
nikoli na protékajicich proudech. A opét, pfitomnost linedrniho latkového prostiedi zméni hodnoty
L;j, neovlivni v8ak funkéni zavislost — linearitu rovnic rov. (196). Koeficient L; se stejnymi indexy

21 p¥ipomeiime, ze smyc¢kou bude vizdy topologickd kruznice, tedy uzaviens kiivka, kterou lze ,stahnout do bodu“.
Predpokladame dale, ze 2D oblast 3, ktera ma smycku coby hranici, je orientovatelna, tj. ,,dvoustranna“, nikoli typu
Mébiova listu ¢i Kleinovy lahve. Civku jako ¢ast smycky zpravidla aproximujeme vice samostatnymi uzavienymi
zavity; plocha ¥ by jinak byla zna¢né nenazorna.
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1 = k predstavuje zfejmé diive zavedenou vlastni indukénost i=té smycky; koeficienty pro ¢ # k se
nazyvaji vzajemnymi indukénostmi soustavy smycek.

Uvazujeme-li nyni situaci, kdy se méni s ¢asem proud Ij(t) tekouci k-tou smyckou, neméni se
v8ak geometricka konstelace, bude kazda zména proudu vyvolavat ve smycce indukované elektro-
motorické napéti £:

aw; dly
82—_ dt —_%:szg (197)

Jednotkou vlastni i vzajemné indukénosti je henry: [Ly] = [Lix] = H= Wb/A = V -s/A.

6.3 Obvody RLC — HRW 27-9 (28.8)

U stacionarniho pole jsme probrali obvody a sité tvorené rezistory a zminili jsme se o paralelnim a
sériovém zapojeni kondenzatori. Jako dalsi prvky siti pfibereme nyni kondenzatory (charakterizo-
vané kapacitou C') a civky (charakterizované indukénosti L).

Opét budeme vychézet z Kirchhoffova zdkona smycek; okamzité napéti Ux na prvku X a oka-
mzity proud [ jim tekouci budou spojeny vztahy

e Up = RI pro rezistor s odporem R

o Uy = L% pro civku s indukénosti L

o [ = % =C dd% pro kondenzator s kapacitou C.

Lze snadno nahlédnout, Ze linedrnimi kombinacemi uvedenych prvkt v obecné siti dostaneme
Obvodem slozenym ze sériové zapojeného zdroje (£), rezistoru (R) a kondenzéatoru (C') protéka
proud [ a nabiji kondenzator, na némz je napéti U a naboj Q:

Q _ Q@ Q@ _
~E+IR+ = —E+R T+ 5 =0 (198)
s feSenim Q = C&(1-— e_%) (199)
Q£
I = =T (200)
U = % —E(1— e RO) (201)

Veli¢ina 7 = RC se nazyva Casova konstanta, lépe ¢asovy parametr.
Pro vybijeni kondenzatoru je £= 0 a rovnice IR+ Q/C = %R + Q/C = 0 m4 feseni

Q = Qe e (202)
_ Q@ Qo

I = 5 ="g5°F (203)
_ Q@ _Go

U = S5=%¢¢ (204)

6.4 XXX Energie magnetického pole
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7 Nestacionarni elektromagnetické pole 20161208

Nestacionarni pole je nejobecnéjsim typem elektromagnetického pole. V ném se jiz projevi konecné
rychlost Sifeni svétla (tj. elmg. vln) a z ni plynouci dusledky.

7.1 Maxwellovy rovnice

Maxwellovy rovnice spojuji elektromagnetické pole a jeho zdroje. Tvori soustavu vektorovych li-
nearnich diferencidlnich rovnic 1. fddu. Uvadime-li polni veli¢iny na levé strané a zdroje na pravé,
maji Maxwellovy rovnice uvniti zkoumané oblasti V' tvar:

rot A — D = J=J4+0E (prvni série Mxw. r.) (205)
div D P (206)
rot £ + o,B 0 (druh4 série Mxw. r.) (207)
divB = 0 (208)

Prvni série je tedy obecné nehomogenni, druhé série je vzdy homogenni diky neexistenci magnetic-
kych nabojt a proudi.

Aby se zachovéaval elektricky naboj (viz kap. 2.1; 7.2.1), museji zdroje (nédboje a proudy na
pravé strané prvni série) vyhovovat rovnici kontinuity 4.3:

div J + d,p = 0. (209)

7.1.1 Okrajové podminky

K diferencidlnim rovnicim patfi nezbytné i okrajové podminky (pocatecéni a okrajové). Na hrani-
ci OV (resp. pii pfechodu pfes ni) spliiuje pole podminky, které mizeme zapsat vyhodné ve tvaru
analogickém Maxwellovym rovnicim, jestlize zavedeme

plosnou divergenci Div jako skok normaélovych slozek vektoru na rozhrani: Divd = vy — vno
(pfipadné skok 1D-pramétu vektoru do pfimky kolmé k rozhrani)

— —
plosnou rotaci Rot jako skok te¢nych slozek vektoru na rozhrani: Rot v = vy — vy (skok 2D-
priumétu vektoru do roviny teéné k rozhrani):

— . N
Rot HEHtl —Htg =

i (210)

Div D=Dy — Dys = 7 (211)
— = = =

Rot E=Ey —Ep = 0 (212)

Div B=By — By = 0. (213)

& Plosnou rotaci piseme vektorové R—o%, je to 2D vektor. Plosnou divergenci piSeme obycejné Div, i kdyz by slo
zdGvodnit i vektorové psani: fakticky jde o rozklad (skoku) 3D vektoru na 1D a 2D.

5,7 Pro¢ se rozdily teénych resp. normalovych slozek pole na obou stranach plochy nespojitosti oznac¢uji jako plosnd
rotace Rot resp. plosna divergence Div? Odp. je na str.47.

5,7 Pro¢ v rov. (210) a rov. (212) neni ¢len analogicky ¢asové derivaci? Odp. je na str.47.

i! Odp. ze str.47: WWW

i! Odp. ze str.47: WWW

i! Odp. ze str.53: Zdroj takto popsany nevyhovuje rovnici kontinuity: vznikne a vzapéti zanikne. Je to ale jen
mezivysledek. Skutecné zdroje z néj vytvorime tak, Ze budou rovnici kontinuity vzdy vyhovovat.
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7.2 Zakony zachovani, rovnice kontinuity

7.2.1 Naboj

Zopakujme: z Maxwellovych rovnic plyne omezeni na mozné typy zdroju, tj. elektrickych naboji
a proudu: museji spliiovat rovnici kontinuity. Pokud totiz na Maxwellovych rovnicich

rotd -0 = J  (205)
divD = p  (206)
rotE+8,B = 0 (207)
divB = 0  (208)

provedeme operace div(205) 4+ 9;(206), dostavame p¥imo rovnici kontinuity pro elektricky proud:
divJ+dp=0  (4.3),

protoze div R V=0 pro libovolny vektor V.

7.2.2 Energie

V elektrostatice jsme rozborem procesu nabijeni kondenzatoru zjistili, ze v elektricky mékkém
linearnim homogennim prostfedi energie rozlozena spojité s hustotou

1 =
ua = 5E-D (214)

(tedy ,nesedi na nabojich“, ale naopak je rozlozena v poli kolem nich). Analogicky vyraz

1 - =
g = 5 H - B (215)

vyjadfuje hustotu magnetické energie v magneticky mékkém linedrnim prostredi a ziskdme ho roz-
borem prichodu elektrického proudu civkou pfi vytvareni magnetického pole.
Provedme nyni s Maxwellovymi rovnicemi operaci

—

—E - (205) + H - (207)
a pouzijme linearit, tj. D=c¢E , H=B /. Pak lze vysledek s uvazenim identity
div(E x ) = I 7ol B~ B ot il
zapsat ve tvaru
div(Exﬁ)+8t%(E-5+ﬁ-§):—f-E. (216)
Prvni ¢len bude mit vyznam ,odtoku“ energie, jestlize vyraz
S=(E x H) (Poyntingtv vektor) (217)

zvany Poyntingtv vektor, budeme interpretovat jako hustotu toku elektromagnetické energie.
(Integraci rov. (216) pfes objem V pomoci Gaussovy véty piejde tento vyraz na tok energie hranici
OV oblasti V.) Druhy ¢len m4, jak jiz vime, vyznam ¢asové zmény hustoty u elektromagnetické
energie v poli. Vyraz na pravé strané odpovida hustoté Q energie Joulova tepla vylouceného pii
pruchodu elektrického proudu prostfedim s koneénou vodivosti:

J-E=J?%/n, (218)
znadime-li zde v vodivost prostfedi. Rov. (216) tim dostéva tvar
div S+ gu = -0, (219)

coz je diferencidlni tvar zdkona zachovani energie, opét vyjadieny formou rovnice kontinuity.
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7.3 Potencialy
7.3.1 Vektorovy potencial

Podle analogie s elektrostatikou (starsi pohled) by elektrické indukeci D odpovidala magneticka
indukce B; nulovost jeji divergence (posledni z Maxwellovych rovnic, rov. (12))

divB=0 |, (220)

vyjadfovala neexistenci magnetického naboje. Z této rovnice novéjsi pojeti vychazi, ale bere ji
hloubéji. Z jednozna¢ného urceni pole jeho divergenci, rotaci a okrajovymi podminkami Ize dokazat,

ze k poli é, pro néz plati rov. (220), existuje pole A zvané vektorovy potencial takové, Ze plati

B=rotA (vektorovy potencial) (221)

U vektorového potenciadlu je volnost podstatné vétsi, nez byla u skaladrniho: je urcen az na

gradient libovolné funkce A(7), tzn., je-li n&jaka funkce A(7) vektorovym potencidlem pole B(7),
pak i funkce

A(7) = A(7) + grad A(7) (222)

je vektorovym potencidlem téhoz pole, nebot pro libovolnou funkei () plati, ze 1? grag A=0.

vvvvvv

(téz kalibra¢ni) transformaci tak, aby nové potencidly mély napf. vysSsi symetrii nebo jinym
zpusobem napomahaly k feSeni a k interpretaci vysledku.

7.3.2 Skalarni potencial

Pripomenme, Ze v elektrostatickém poli byla intenzita Ey nevirova, a proto existoval potencial ¢:
Rﬁst =0 = Est = —gﬁ Pst - (223)

Ten byl uréen jednozna¢né az na konstantu g, tj. potencial ¢, kde
Pt (7) = st (F) + 00, (224)

déval tutéz intenzitu Est.
V nejobecnéjsim piripadé nestacionarniho pole vsak plati (pfedposledni z Maxwellovych rovnic,
rov. (11)

rot B+ 9,8 = rotE +drot A =0, tedy (225)
rot (E+0,4) = 0 , (226)

a lze proto zavést skaldrni potencial ¢(7,t) takovy, ze

E = —gra(_i ©— A . (227)

Analogicky jako u skalarniho potencidlu znamého z elektrostatiky je i zde tento potencial urcen
jednozna¢né az na aditivni funkei ¢asu g (t), nikoli vSak souradnic.

Namisto 6 slozek 2 vektorovych poli tedy stac¢i hledat jen 4 funkce, a to 1 skalarni potencial
(7, t) a 3 slozky vektorového potencidlu A(7,t).

Skalarni potencial takto definovany lze zavést v libovolném, i nestacionarnim elmg. poli a bude
(az na funkci @g(t) zavislou na case, nikoli vSak na soufadnicich) uréen jednozna¢né. To nam
umoznuje zavést jednozna¢né i v tomto nejobecnéjsim piipadé napéti U (7, 73) mezi libovolnymi 2
body 71,7 v tomtéz case t.

Méné naroc¢né praktické ¢i technické prirucky casto popisuji potencial v jiném nez statickém poli nejasné, a
pokud zavadéji obecné napéti, byva to komplikované a chybné. Neuvazuji vektorovy potencial, upozornuji jen na to,
7e napéti, které by bylo definovano kfivkovym integralem z E, bude zaviset na integracni dréaze I'.
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7.4 Rovinna elektromagneticka vina

7.5 VlInova rovnice

Postup: Dosadime do Maxwellovych rovnic pro E,ﬁ,ﬁ , B potencialy fT, . Déle z této soustavy
sprazenych diferencialnich rovnic 1. fadu dostaneme samostatné rovnice 2. fadu, vzdy jen pro jednu
proménnou.

Predpokladejme pro jednoduchost D=cE , H=B8 /i, o = 0 tedy homogenni izotropni linearni
a nevodivé 22 prostiedi. Zapisme prvni sérii s dosazenim za D, H:

rot B — pedE = pJ (vynésobeno 1) (228)
divE = p/e (vydéleno ¢) (229)
rot B+ 9,8 = 0 (230)
divB = 0 (231)
a postupujme ,,0d konce“: z rov. (231) plyne ihned
B =rot 4, (232)
coz dosadime do rov. (230) a ,vytkneme“ rotaci:
rot (B+9,4) = 0 ,odkud (233)
E = —gra(—i o — A (234)
Oba vztahy dosadime do rov. (229), (228):
rot rot A + Z?tsu(grag ©o+0A) = pJ (235)
—div grag o —divo, A = pJe (236)
V rov. (235) dosadime (IR rot A = grag div A — AA) a roznasobime:
grag divA — AA + grag epdpp + epd?A = uJ (237)
zménime znaménko a prerovname:
AA —cpd?A — graé (div A+ eudpp) = —pd (238)

V rov. (236) zménime znaménko, dosadime div grad = A a pii¢teme a odecteme ¢len eud?:

A — epdto + 0y(div A + epdyp) = —p/e (239)

V rov. (238),(239) je v zavorce tyz ¢len. V dalsim ukdZeme, Ze existuje takovéa cejchovaci trans-
formace, po které je tento ¢len roven nule, takZe po zavedeni v:= \/%; Oyt 1= % = %at ziskaji
rovnice tvar

(A —cudR)A = (5 —2)A = —uJ (240)
(A=) = —pe (241)

(A—2)B = —protJ (242)

(243)

(A -2)E = grag p/e + ndpJ
Tyto rovnice se nazyvaji vlnové rovnice; jejich obecny tvar je ziejmé
(A — 82 (pole) = — (zdro)) (244)

Ve vakuu je € = g, it = g a v = ¢; v tom piipadé zavadime d’Alembertiiv operator O = (A—02).

22Vodivost o # 0 dod4 prostiednictvim Ohmova zékona 5 =oE do (budouci) vlnové rovnice ¢len s prvni derivaci
podle Casu; ten zachycuje pohlcovani a tim Gtlum vln, analogicky tlumenym kmitim z mechaniky. Zde, v omezenim
rozsahu, bohuzel neni na tuto problematiku misto.
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7.5.1 ,Vhodna“ cejchovaci transformace

Hledejme podle cejchovaci transformace
A= A+ grad A (245)

takové A, aby po dosazeni vymizel clen (div A + epdyp) v zavorce obou rov. (238), (239).
Chceme tedy zjistit, zda je pro libovolnéd A, ¢ feSitelna rovnice

div(4 + grag A) +epudip =0 (246)
Tato rovnice vSak dava rovnici .
AN = —(div A + epdip) (247)
a o Poissonové rovnici A\ = —p vime, Ze mé feSeni pro kazdou funkci p.
7.6 ReSeni vlnové rovnice
7.6.1 Obecné
Vlnové rovnice (244), napf. Of = —p, je linearni diferencialni rovnice 2. fddu s pravou stranou.

Jeji obecné Teseni f ziskame ve tfech krocich:
e nalezneme nezavisla feseni fi, fo homogenni rovnice;
e uhidneme jedno feSeni f,, nehomogenni rovnice;

e nejobecnéjsi feseni f je dano vztahem f = f, + C1f1 + Csf2 pro libovolné konstanty C;.Cs.
7.6.2 ReSeni homogenni rovnice
Homogenni vlnova rovnice
Op = (& = 02)p = (07 + 95 + 02 = 024)p = 0 (248)

predstavuje pole beze zdroji, tedy zafeni. Nedd mnoho prace nalézt jeji feseni. V jednorozmérném
pripadé se ndm tloha zjednodusi na tvar

(83 - ac%t)‘ﬂ = (02 + 0ct)(Oz — Oct)p = 0 (249)
resp. pii zavedeni r =z —ct; s=x +ct
0,050 =0 (250)
s jednoduchym fesenim
o(r,s) = fr(r) + fs(s) (251)
pro libovolné funkce f,, fs prislusnych proménnych, neboli
o(z,t) = fi(x — ct) + fa(z + ct) (252)

pro libovolné funkce fi, fo. Prvni pfedstavuje vlnu sifici se rychlosti o velikosti ¢ ve sméru osy x,
druhd vinu $itici se toutéz rychlosti opa¢nym smeérem.

77

Ve 3D ptipadé je zfejmé feSenim soubor vln Sificich se v libovolném sméru rychlosti ¢ =

a-
=

7.6.3 Fourierova transformace

Jestlize £(t) = [ E(w)e!“!dw (Fourierova transformace), pak E(w) = 5 [&(t)e” '“"dt’ (inverzni
Fourierova transformace).

Kmity typu E(w)e!*! nazjvdme monofrekvencnimi (o frekvenci w resp. f = w/2m).

Ziejmé plati 9,E(t) = iw [ F(w)e!“!dw, takze Fourierova transfomace pievadi derivaci podle ¢
na nasobeni w, a analogicky zvladneme i derivace podle prostorovych soufadnic, jak zdhy uvidime.
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7.6.4 Svétlo obecné

Viditelné svétlo je elektromagnetické vinéni s frekvencemi w = (2,5 az 4, 5) - 10'® Hz, tj. s vinovymi
délkami A = ¢/f = 2mc/w =~ (0,4 az0,7) - 107% m. Svétlo s frekvencemi jen v tizkém oboru
nazyvame monochromatické (16 xpouc barva).

Barva svétla: ¢ervend cca do 0,63 pm; zluta 0,59 pm; zelend 0,55 pm; modra pod 0,5 pm.

7.6.5 Svétlo ve vakuu

Rovinna monofrekvenéni vlna s vlnovym vektorem k a (kruhovou) frekvenci w ma tvar

- =

7) = Ey€Ep exp iw(t— ﬂ)

) = Eyégexp i(wt
c

=

(
(

7t7

ol

w —k-
w —k-

Ty
!l

3

1, ) = Hyéyexp i(wt

7 nich slozime libovolné pole £(7,t) = i fE(F,t, k,w) dk dw.
Maxwellovy rovnice po dosazeni rovinné monofrekvencéni viny ve vakuu beze zdroji, s uvdZenim
|k|c = w a se zavedenim jednotkového vektoru k/|k| = ko dostavaji tvar

RB/MO—&&E()E = 6 = EoXé/C—I—E = 6
diveoE = 0 = ko-E = 0
Iﬁg—l—ﬁtg =0 = EOXE—CE =0
divB = 0 = ko- B 0

odkud plyne
E:—kQXCB; BZkoXE/C; gELkQ LéHLgE
B=Efc  VeF = i,H =B/,

Svétlo se tedy Sifi ve sméru /20 jako pfi¢na vlna.
Hustota energie: u= 2(E - D+ H - B) = eoE% <u> = %e0E} = 1B2/po.
Hustota elektrické i magnetické energie jsou tedy stejné!
Tok energie: |[N| = <u> c.
Skutecné svétlo lze popsat jako ¢asteéné koherentni smés monofrekvencnich vin riznych frek-
venci, fazovych posuvi, amplitud, smért a polarizaci.

7.6.6 Svétlo v latce

Pro w — o0 je grel — 1, iyl — 1,n — 1. Pro svételné frekvence je jiz p(w) = po prakticky pro
vSechny latky; zistava vsak jesté ¢ = e(w).

Rychlost §ifeni svétla v = v(w) = 1//pe = ¢/n, kde n(w) = ¢/v = \/efu/\/Eolt0 = V-

Disperze n =n(w), tedy riznd rychlost svétla pro rizné frekvence. Podle klasické teorie se latka
chova jako Ny oscildtorfi o frekvencich wy a plati n?(w) — 1 = Y, Ni/(w? — w?). Kvantové jevy
umozni i Nj, necelé, i N < 0 (anomdlni disperze).

7.7 Homogenni rovnice: kulova vina

O homogenni rovnici
Op(7,t) =0 (253)

jiz vime, Ze ma za feSeni ,vlny*, tedy signaly tvaru
o(7, 1) = g cos(k - 7 — wt + ag) (254)

N

$itici se ve sméru vlnového vektoru k rychlosti

1 w
C = = —=. 255
VEoro |k (255)
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Okrajové podminky vyberou vhodné feSeni jakozto kombinaci téchto vIn s riznymi amplitudami fy,

fazovymi konstantami g, vlnovymi vektory k a s frekvencemi w urcenymi podminkou 255.
Nyni v8ak hledame feSeni, preferujici nikoli néjaky smér, ale bod — kulovou vilnu, ktera z to-
hoto bodu, ze svého zdroje, vychéazi na vSechny strany (anebo se do néj sbihd). Umistime-li pro

jednoduchost pocatek souradnic do tohoto zdroje, pak vlna, Sifici se ze zdroje radidlné rychlosti c,
ma tvar

Pl t) = F(@) = FtF - ~to), (256)

kde F je libovolna funkce, jeji argument ® =t F L —tg je fdze, t je Cas, r = || je vzdalenost od
zdroje, ¢ je rychlost svétla a ty libovolna konstanta (pocdtecni faze).

.7 Ovéite, Ze libovolnd funkce (7, t) = LF(t F £) vyhovuje pro r > 0 rovnici Op = 0. Odp. je na str.53.

i! Odp. ze str.53: WWW
5,7 Ovéfte, ze znaménko ,,—
i! Odp. ze str.53: WWW

“ urcuje vlnu rozbihavou, ,+“ vlnu sbihavou. Odp. je na str.53.

7.8 Nehomogenni rovnice; Greenova funkce

Pro feseni nehomogenni rovnice
aF =—p (257)

hledejme nejprve Greenovu funkci G(7, 7', ¢,t) Fesici rovnici
0g = —6(F —7")o(t —t). (258)

Potom je totiz
F( 1) = / 437 / A7 4,0 p(7 1), (259)

5,7 Toto TfeSeni je vlastné velice ,nefyzikalni“. Pro¢pak? Jak vypad4 fyzikilné jeho zdroj? Odp. je na str.47.

Resen{ zndme pro ¢ — oo: pak O — A a G(7',7') = Ga(R) = 125, znacime-li R = 7 — 7.

5,7 Dovedli byste to dokazat? Odp. je na str.53.
i! Odp. ze str.53: WWW
Toto Teseni Ga je kulové symetrické; zavisi jen na r a nikoli na 6, ¢.

Pro ¢ < oo zkusime zkombinovat Ga s kulovou vlnou; zvolime

R

gD(ﬁa T) = L‘S(T + ;)

4R

kde znacime R =7 — 7' ;T =t —t'. Neboli: potencial jako Coulombtiv potencial, ale polohu zdroje
bereme v jiném case:

Cas retardovany (zpozdény) t' =t —
| "

7
¢as advansovany (pfedbihavy) ¢’ =t + ———

—»/|

c
Oboji feSeni vyhovuje D’Alembertové rovnici. Bereme-li vS8ak zdroje jako pfi¢inu a pole jako
dusledek, méa fyzikdlni smysl jen retardovany potencial.



