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1 Zakladni pojmy termodynamiky 2017-02-10

1.1 Vychozi situace; predbézna tivaha
1.1.1 Co nam vlastné chybi?

Zname ruzné obory z klasické fyziky: mechaniku, mechaniku kontinua, teorii pole, optiku,
akustiku,. .. Prochézi jimi jako ¢ervend nit pojem energie, ale v§ude nam pii podrobnéjsim
pohledu nékde néco chybi. V mechanice vime o nekonzervativnich silach typu tieni, které
dokéazou ,ztracet® energii; ale kam se podéje? V mechanice kontinua nam chybi spolehlivy
vztah mezi hustotou p a tlakem p v daném misté kontinua. V teorii elektromagnetického pole
se rovnéz ,ztraci“ energie pti Ohmové zakonu a vypoctu vykonu na rezistoru. V akustice nam
vychézi se staticky naméfenymi souciniteli stla¢itelnosti rychlost Sifeni zvuku o 20 % nizsi nez
naméiena. Vy samoziejmé tusite, Zze za to mohou veli¢iny zvané teplo a teplota, ale o nich
jsme v zadné z uvedenych disciplin nic neslyseli.

1.1.2 Teplota a teplo poprvé

Fenomenologicky vzato, potfebujeme pridat dalsi stavovy parametr — teplotu (a az
v 0. zédkonu termodynamiky, kap. 2.3, postulujeme, zZe sta¢i jeden jediny), ktery by nam
pomohl odstranit nesrovnalosti. Rtiznost teplot ndm vysvétli riznost hodnot materiadlovych
konstant pii

e pomalém dé&ji (teplota méfené soustavy se staci vyrovnat s teplotu okoli a neméni se);

e rychlém déji (teplota soustavy se nestaci vyrovnat s teplotou okoli).

Pro zvgyseni teploty potfebuje soustava dodat energii, kterou v tomto kontextu nazyvame
dodanym teplem; to je pfesné ta energie, kterd chybéla v energetické bilanci elektrického
vykonu o obvodi s odporem, v mechanice pfi existenci tieni, viskozity tekutin apod.

1.1.3 Jak to délaji jinde
V dalsim se pokusime tyto jevy (konkrétné teplo a riznost teplot) podchytit;

termodynamika to fesi fenomenologicky (fenomenon . i lat. = jev), tj. prosté z experimentu je vezmeme na védomi
a ,na milost“ — prijmeme do teorie;

molekulova fyzika vyvozuje pojmy teplo a teplota z mikroskopického sloZeni hmoty a klasické ¢i kvantové mechaniky
aplikované na jemnéjsi popis reality (na tGrovni molekul a atomu);

statisticka fyzika pracuje s nesmirnym nadhledem nad vSemi mikrostavy a makrostavy a jejich vzajemnych vztazich.

(A samoziejmé, nebyla by to teoreticka fyzika, kdybychom pfitom nenarazili na fadu jeva dalsich, od podivného chovéani

1.2 Mikrosvét a rovnovaha

1.2.1 Pro¢ ne ,,od Adama“ — od mikrostavu

Kdyz psal Newton sva Principia, mél jisté pravem za to, ze dosdhl nejhlubsi pravdy: Ze odkryl vlastnosti téch
nejmensich ¢astec¢ek hmoty a popsal je dle svého nazoru nejhloubéji a absolutng, ze samotného jejich zdkladu (pamatny
vyrok ,Hypotheses non fingo“ — nedélam (zddné) hypotézy, ktery ovsem z hlediska dnesni filosofie i fyziky neobstoji).
Podle piedstav klasické fyziky by stacilo znat pfesné okamzity stav (polohu a rychlost, resp. polohu a hybnost) kazdé
castecky zkoumané soustavy a chovani jejiho nejblizsiho okoli, a v principu bychom védéli ¢i mohli spocitat vse o jeji
budoucnosti. (Takové vypocty se napf. v kvantové chemii oznacuji ,ab initio“ — od pocatku. Provadéji se ovSem jen
pro relativné maly pocet atomd.)

Nezabyvejme se filosofickymi dusledky takové predstavy (uplny determinismus, neexistence svobodné vile a tim
ani odpovédnosti ¢lovéka za své ¢iny apod.), ale jen praktickou strankou takové snahy. Zustatime pro jednoduchost na
urovni molekul, zapomenme na kvarky, kvantové chovani atd.. I tak je Gplny popis stavu vsech édstic (mikrostav)
rozumné velké soustavy tloha prakticky nefesitelna. Avogadrova konstanta, tento most mezi makro a mikro, mé velikost
cca 6 x 1023; udaju o stavu molekul v 18g louziéce vody je tedy o Fad vic nez &ini vék naseho Vesmiru v mikrosekundéch.
I ta mikrometrova kapicka, kolem které se viditelné svétlo ohne, aniz by bylo zastinéno, obsahuje néjakych 60 miliard
molekul a jeji tplny popis s nasledujicimi vypocty jsou proto prakticky vylouceny.
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1.2.2 Makrostav

Na druhou stranu, o iplnou znalost mikrostavu ani konec koncti nestojime. Nam by stacilo
najit nékolik malo makroskopickych stavovich parametri, pro néz bychom znali napt. rozumné
pohybové zakony a mohli s nimi FeSit prakticky zajimavé ulohy. Soubor hodnot téchto para-
metri — stavovych proménnych — nazyvame makrostav, tj. makroskopicky popsany stav
souboru.

Je ziejmé, ze dany makrostav lze realizovat(nesmirnym) mnozstvim rtznych mikrostavii
lisicich se navzajem hodnotami veli¢in pro nas nepodstatnych.

Bystry matfyzak si jisté vsimne definice kruhem: stavové proménné jsou ty veli¢iny, které urcuji stav soustavy,
pfi¢emz stav soustavy je dan okamzitymi hodnotami vSech stavovych proménnych. Ale tak je tomu v zakladech kazdé
odborné discipliny. Vzpomente si na kruhové definice toho, co je sila, energie, gravita¢ni hmotnost apod..

1.2.3 Zakladni pojmy a terminy

Tady se dopustime jisté logické nekorektnosti: nékteré zde uvedené terminy zavedeme az
pozdéji (jsou u nich odkazy). Jsou ale natolik povédomsé, ze budete jisté védét, o co jde, a zde
budou aspon pékné pohromadé. Kdo mé zdjem o korektni, axiomatickou termodynamiku, at
si po precteni a pochopeni celého textu vyhledd na webu heslo Racionalni termodynamika,
napf. Truesdell; ve Wiki (zatim) neni.

Soustava je to, ¢im se v termodynamice zabyvame. Obcas ji nazveme systém ve stejném
vyznamu, jindy jsme konkrétnéjsi: (termodynamicky) stroj (kap. 5.4), nebo jesté kon-
krétnéjsi: tepelny motor, chladnicka (kap. 5.4.1), lazen apod.

Lazen je soustava, ktera si udrzuje svou teplotu (kap. 2.3) bez ohledu na to, kolik
tepla s ni vymeénujeme (formélné: ma nekoneéné velkou tepelnou kapacitu).

Céstice soustavy neni molekula ¢ atom (ty bychom takto nazvali rovnou), ale
mald, le¢ makroskopickd c¢ast soustavy: kapka vody, zrnko krystalu apod. Podstatné
je, ze ji popisujeme stejnym modelem a stejné zvolenymi proménnymi jako soustavu
(objem, hmotnost, teplota, tlak, chemické slozeni,...) a plati tedy pro né stejné vztahy
(napf. stavova rovnice). Hodnoty extenzivnich proménnych ¢astice popisujeme zpravidla
diferencialem, napt. dV, dN; (maji infinitezimalni velikost, hmotnost, mnozstvi
apod.).

Okoli je to, co do soustavy nepatii, ale mize (anebo nemtize) s ni interagovat skrze sténu.
Sténa oddéluje okoli od nasi soustavy. Zpravidla popisujeme jeji ,,prostupnost® pro ¢astice
soustavy, teplo, praci apod. A priori se predpokldda neprostupnost pro ¢astice soustavy.

diafragma neboli pralinéita sténa propousti Castice soustavy, ale pozvolna; na
jejich obou stranach tedy muze byt pri kvazistatickém déji rizny tlak;

polopropustna ¢ili semipermeabilni propousti jen ¢astice nékterého druhu (napf.
vodu), ale jiného druhu nikoli (napf. cukr). Funguje trochu jako molekularni sito;

adiabaticka (kap. 2.2) nepropousti teplo (termoska, dobra pefina), na jejich obou
stranach mohou byt pii kvazistatickém déji riizné teploty

diatermicka (kap. 2.2) naopak propousti teplo dobfe, takze zaruéi stejnou teplotu
s okolim.

U vsech vlastnosti stén jde zpravidla o idealizaci, ktera vsak k danému tcelu dostateéné
pfresné vyhovuje a tedy postacuje.

Oteviena soustava mize vymérovat se svym okolim i latku, i energii (teplo, praci), napf.
zijici organismus;

Uzaviena soustava mize vymériovat se svym okolim energii (teplo, praci), nikoli vSak
latku, napf. chemickd reakce probihajici v uzaviené bance nad kahanem ¢i naopak
v chladnicce;
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Izolovana soustava nemtze vyménovat s okolim ani latku, ani energii (chemickd reakce
probihajici v uzaviené termosce).

Stav S soustavy je ur¢en hodnotami nami zvolenjch stavovych proménnych
rovnovazny stav viz 1. postuldt; s ¢asem se neméni a je pro danou soustavu
s danym okolim jedine¢ny;
staticky stav se s ¢asem neméni a nejsou v ném toky (jezirko v lese)

stacionarni stav se s ¢asem neméni, ale obsahuje (¢asové stalé) toky (rybnik na
potoce)

nestacionarni situaci pfipadné ani nelze popsat stavovymi parametry (napi. bé-
hem vybuchu). Vlastné to tim ani neni stav ve vyse uvedeném pojeti;

Stavova veli¢ina je veli¢ina (tj. vlastnost popsatelnd ¢islem (velikosti) a referenci (napf.
jednotkou)) tykajici se konkrétniho stavu soustavy (napf. objem ¢i tlak soustavy; v ban-
kovnictvi vyse konta na daném uctu). V termodynamice jde o soustavu v rovnovaze;

stavova promeénna je stavova veli¢ina s matematickym charakterem (nezévisle)
proménné

stavova funkce je stavova veli¢ina s matematickym charakterem funkce (,zavisle
proménna“). V daném kontextu se poklada spiSe za vysledek napt. udrzeni jistych hod-
not ostatnich stavovych proménnych;

stavovy parametr zpravidla stavovid proménnd, které nastavime (nebo si sama
udrzuje) danou hodnotu pro cely déj
vnéjsi parametr je veli¢ina popisujici okoli soustavy;
vnitfni parametr je veli¢ina popisujici soustavu. Neni-li soustava v rovnovéze,
nemusi byt parametr definovan, je-li soustava v rovnovaze, byva proto zavisly na vnéjsich
parametrech;
sdruzenymi veli¢inami zde nazyvame dvojici typu ,zobecnéné soutradnice a“
(napft. objem V, elektrickd indukce D) a ,zobecnéna sila A“ (napf. tlak p, elektrické in-
tenzita F apod.) takovou, ze vyraz d W = A da méa charakter prace ¢i obecnéji prirustku
energie (piipadné pfirtistku hustoty energie);
extenzivni veli¢ina @), téz aditivni veli¢ina: pro soustavu S sloZenou z disjunktnich
¢asti S1, Sy plati Q(S) = Q(S1) + Q(S2) (napi. objem, energie, hmotnost);

intenzivni veli¢ina ): pro soustavu S slozenou z disjunktnich ¢asti Sy, Sy plati
v rovnovaze Q(S) = Q(S1) = Q(S2) (napf. tlak, hustota energie, teplota);

Déj je posloupnost stavi uvazovaného systému. Byva spojita, ale nékdy staci jen nékolik

vyznacnych stavi ,,po cesté”.

vratny déj muze probéhnout (pfipadné pii zanedbatelné malé zméné vnéjsich pa-
rametri) ptislusnou posloupnost déji v obraceném potadi (napt. stlaceni pruziny);

nevratny dé&j je déj, ktery neni vratny; probiha jen jednim smérem (napf. volné
expanze plynu, volné promichani dvou plynti);

kvazistaticky dé&j lze studovat jako posloupnost statickych stavt, i kdyz se para-
metry stav od stavu méni (lze ho nafilmovat a studovat jednotlivé policka)

kvazistacionarni déj Ize studovat jako posloupnost stacionarnich stavi, i kdyz se
parametry stav od stavu méni (lze ho nafilmovat a studovat jednotliva policka)

nestacionarni déj nelze studovat jako posloupnost staciondrnich stavii (napt. pro-
chézi nestaciondrnimi situacemi, tfeba pribéh vybuchu);

cyklicky dé&j kondi stejnym stavem, v jakém zacal; nemusi sestéavat jen z vratnych
déji;
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Déjova veli¢ina se tyka celého déje, nejen konkrétnich stavi (nestaci tedy napi. znalost
pocateéniho a koncového stavu, ale je nutna i informace o prubéhu déje mezi témito
stavy). Pfikladem je préce (tfeba pfi izotermickém dé&ji), v bankovnictvi zména vznikla
konkrétnim déjem (trok, poplatek, vklad osoby B, ,$pinavé“ penize apod.).

2 Nulty zakon termodynamiky, empiricka teplota 20161250

2.1 Postulaty termodynamiky

Nebudeme zde formulovat axiomatickou teorii (tou je napf. zminéna racionalni termody-
namika). SpiSe se soustfedime na vyklad a pochopeni zékladnich pfedstav a pojmii.

Prvni postulat termodynamiky Ze zkuSenosti vime, Ze

Kazdd izolovana soustava po jisté dobé prejde do jistého rovnovazZného stavu a jiz z nej
samovolné nevyjde.

Parametry se ¢asto svym rovnovaznym hodnotam blizi v Case exponencialné; pak doba
poklesu na 1/e-tinu odchylky pro nejpomalejsi ze zmén se nazyva relaxa¢ni doba.

<— Neuvazujeme tedy fluktuace. Ale i ty se daji po vhodné upravé studovat termodynamikou.

Druhy postulat termodynamiky Ze zkuSenosti vime, Ze

Homogenni soustava v rovnovdze je charakterizovatelnd hodnotami vnéjsich parametru a
jedingm novym vnitinim parametrem (vnitini energie U, empiricka teplota T,
termodynamicka teplota T apod.).

Vneéjsi parametry jsou z obort jinych a znamych: tlak ¢i objem z mechaniky, intenzita
pole z elektromagnetismu apod. Empiricka teplota, kterou zavedeme vzapéti, je tu ,novacek“
a je typicka pro termodynamiku.

2.2 Nulty zakon termodynamiky

Ze zkusenosti vime, ze dvé soustavy, které jiz jsou kazda sama o sobé v rovnovaze, nemusi
byt v rovnovéaze spolu. Mohou mit rtizné tlaky, rtizné elektrickd napéti vici tietimu télesu,
ruzna chemické slozeni apod. Aby tyto skutecnosti nevadily,oddélime je od sebe sténou ne-
prenasejici tlak, napéti, nepropoustéjici ¢astice apod. Ukazuje se ale, ze stale jesté cosi zbyde
— fikdme tomu teplotni nerovnovaha. Za chvilku to oznac¢ime rozdilem empirickych teplot;
zatim budeme znacit rovnovahu A @ B, nerovnovahu A ® B . Tomuto ,¢éemusi“ nékteré stény
brani velmi dobfe (adiabatické), jiné velmi Spatné (diatermické). Pozoruhodné ale jsou dva
fakty:

e pokud jsou dvé soustavy oddélené jednou diatermickou sténou v rovnovaze, budou v rov-
novaze i pii oddéleni jinou diatermickou sténou, neboli Maxwellovymi slovy, , Teplo je
jediného druhu“. (Poeticky feceno pekelny zar, teplo domova, zivocisné teplo a ledovy
mraz se lisi jen kvantitou, nikoli kvalitou);

e Nulty zakon termodynamiky:
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Jestlize A ® B (tj. A je v teplotni rovnovdaze s B), a také B ® C, pak je i A ©® C: teplotni
rovnovaha je tranzitivni. K charakteristice stavu stact jediny spojity parametr.

& Jak jisté tusite, k nezvyklému oéislovani zdkona doslo tim, Ze historicky difve byly formulovany zakon
prvni (coby ekvivalence tepla a energie) a druhy (coby nemoznost tplné pfemény tepla na préci). Pro logickou
vystavbu bylo vSak vhodné nejprve postulovat uvedenou vlastnost rovnovahy.

€ Vedle oznaceni zakon se také setkate s oznacenim princip (rovnéz naprosto spravné), piipadné hlavni
véta (doslovny pieklad némeckého Hauptsatz uzity Dolejskem v jeho prvni éeské uéebnici termodynamiky) a
velmi casto prosté — z lenosti — jen véta. To uz je ale nelogické a proto nespravné, protoze vétou se v teorii
rozumi vyrok, ktery lze v této teorii z vychozich zédkonii (axiomt) dokézat (napt. véta o stfedni hodnoté). Proto
neuzivejte oznaceni ,termodynamicka véta“, i kdyz je v popularnich i technickych kruzich pomérné rozsifené.

Protoze kazdé rovnovazna soustava je samoziejmé v rovnovaze sama se sebou (reflexivnost,
A®A), ajeli A®B, pak je také BO A (symetrie), mé vlastnost ,byt v tepelné rovnovaze*
coby binarni relace ® vSechny vlastnosti ekvivalence. Mj., vSechny systémy se rozpadnou do
t¥id, které Ize podle druhého postulatu usporadat do jednorozmérné stupnice.

2.3 Empiricka teplota

Podle nultého zdkona nam pro odliSeni riznych soustav jsoucich navzajem v nerovnovaze staci jediny parametr;
nazveme ho empiricka teplota a zna¢ime zde 7. Muze byt zalozen na jakékoli vlastnosti (roztaznost, rozpinavost,
elektrickd vodivost, ... ), kterd se d4 dobfe méfit a mé rizné hodnoty u systému nejsoucich v tepelné rovnovaze, jen se
dohodneme, ze tdz homogenni soustava S ve dvou riznych stavech Si, kde vnitini energie U v prvnim stavu je vyssi
nez ve druhém, ma v prvnim stavu také vyssi empirickou teplotu 7, neboli

Ur>Us=T1>Tz (1)

Homogennost soustavy potiebujeme proto, ze pii fazovém piechodu (led na vodu) miuze i pfi dodavani tepla zustévat
teplota stejna. Slo by to ale vyfesit i tak, ze bychom kladli t¥i podminky, voln&jsi:

Uy >Uz = T1>72 (2)
S1 08 = Ti=T 3)
S1®S2 = T1#T2 (4)
Libovolna spojita rostouci funkce f empirické teploty 7 miiZze slouzit rovnéz jako empiricka teplota 7' = f(T).

Prikladem empirické teploty byla napf. Celsiova stupnice zalozenad na roztaznosti rtuti. Podobné tzv. plynova teplota
byla zaloZena na rozpinavosti zfedénych plyni, pfipadné na tdaji teploméru zalozeného na vodivosti kovi (napt. platiny,
kterou lze vyborné vydcistit a kterd je mechanicky i chemicky velmi odolnd).

Striktné vzato, az do kap. 6.7 zname jen tuto empirickou teplotu 7 a méli bychom uzivat jenom ji. Az po definici
a zavedeni ,poctivé“ termodynamické teploty 1" v kap. 6.7 bychom se vratili a vSe formulovali znovu a pfepsali na
termodynamickou teplotu 7'. Véfim, ze mi Ctenaf promine, ze nebudu cekat a uz od zacatku mezi vSemi empirickymi
teplotami vyberu nadhodou pravé tuto termodynamickou a budu proto vSude pro teplotu uzivat obvyklou znacku T

namisto obecného 7.

3 Prvni zakon termodynamiky; drivéjsi fluidova teorie tepla

3.1 Teplo, vnitFni energie, veliCiny déjové a stavové

Pojem energie prochéazi mechanikou, elektromagnetismem apod. a lze ho aplikovat i v ter-
modynamice, alesponl z predstavy molekulové fyziky. Vnit¥ni energie soustavy je prosté
soucet vSech dil¢ich energii pfes vSechny molekuly: energie kinetické (mimochodem, jeji stFedni
hodnota je uréena termodynamickou teplotou, byt pro rtizné latky rizné), potencilni, elek-
trické, magnetické apod..

Pri kontaktu mezi dvéma soustavami diatermickou sténou se obecné vymeénuje energie.
Takto vyménéna energie se nazyva (vyménéné) teplo. Je ziejmé, Ze tato veliina je vazana
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na jisty dej; energii by slo prenést i jinak, tieba praci. Teplo i prace jsou tedy déjové velic¢iny
vazané vzdy na déj. Stavovou veli¢inou je vSak energie. V konkrétnim stavu Si mé systém
konkrétni energii Uy; kolik z ni je ptivodem teplo ¢i prace, nelze zjistit na zékladé znalosti
jednoho stavu (ani tfeba dvou — pocateéniho a koncového). Je nutno popsat cely déj, a proto
préci i teplo nazyvame déjovymi veli¢inami. Vnitini energie je veli¢ina stavova.

3.2 Prvni zdkon termodynamiky

Ze soucasného hlediska bychom formulovali prvni zakon termodynamiky v podstaté
jakozto zakon zachovani energie:

Vnitini energie U systému je stavovd funkce. Muze se vyménovat s okolim formou prdace
W, chemické prace Wy, nebo tepla Q:

U—U, = WH+Wg+Q |, resp. (5)
AU = aw +dWy, +aQ (6)

Ptipomenme, ze ,,d“ znaci totalni diferencial, ,d“ je Pfaffova forma — vyraz linearni v di-
ferencidlech. Prace ma pii kvazistatickém dé&ji tvar

aw =" Agday (7)
k

~evs

objem V).
Chemické préce souvisi se zménou dnj latkového mnozstvi k-té slozky (komponenty)
s chemickym potencidlem p vztahem

dWe, = Z e dny, (8)
%

3.3 Fluidova teorie tepla

Historicky vyvoj byl jiny, protoze pojem tepla byl znamy odedavna. Mélo se vSak za to,
ze teplo je fluidum, tedy nevazitelnd substance, zvana napt. ,calor“, ,calorique* apod. a
teplo popisovalo mnozstvi tohoto fluida v latce (fluidova teorie). Jakozto substance by se
teplo zachovévalo, nemizelo, nevznikalo, jen se pfemistovalo (napf. samovolné z teplejsiho
predmétu, kde je ho mnoho, do chladnéjsiho, kde je ho méné). Piedstava fluida je velmi
nazorna a z hlediska soucasného je ziejmé, Ze plné vyhovuje tam, kde neprobihaji chemické
reakce a nevymeénuje se prace s okolim (hodi se napf. v kalorimetrii), nebo kde muzeme
prohlésit, ze chemickou reakci (tFeba hofenim) se uvoliiuje fluidum z jakési své koncentrované
formy ulozené v palivu. Pro tepelné stroje vyhovuje jen kvalitativné, nikoli vsak kvantitativné:
prace se podle ni kona tim, Ze tepelné fluidum prechéazi z mista s vyssi teplotou do mista s nizsi
teplotou, podobné jako voda v fece muize konat praci tim, ze pfechazi z vyssi polohy do nizsi.
Podle fluidové teorie vSak pritom fluida neubyvé, zatimco méfeni ukazuje, ze ,fluida ubude®,
a to pravé tolik, kolik prace se vykona (coZ vyjadifuje prvni zdkon termodynamiky). S timto
védomim je fluidova teorie cenna i dnes svou nazornosti. Nazorné a spravné vystihuje zejména
prenos tepla (kalorimetrickd rovnice) a usnadiiuje popis a interpretaci Laplaceovy rovnice a
Poissonovy rovnice pro vedeni tepla v analogii s proudénim tekutiny.
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4 Zakladni pOj my termiky 2017-02-10

4.1 Nékteré materialové veli¢iny

Rozlisujte bedlivé veli¢inu teplotni (thermal, zména se zménou teploty, temperature) a
tepelnou (caloric, zména podle mnozstvi dodaného tepla, heat).
Tepelna kapacita C udava, kolik tepla je potieba dat soustavé, aby jeji teplota vzrostla

o jednotku (1 K =1 °C), pfesnéji C' = limar_0 %-

e Vzdy je potieba specifikovat déj, pii némz se k sobé blizi teploty (napt. za stalého tlaku
znacime C), objemu Cy, pii déji £ bude C apod.)

e (C obecné zavisi na teploté. OvSem pii neprili§ vysokych narocich na pfesnost byva
postacujici jedna hodnota, pfip. linearni aproximace.

e Zpravidla je C kladné. Jako extrém lze uvazovat C' = 0 pro adiabaticky izolovanou
soustavu (@ = 0) a C' = oo (termostat, pfip. voda s ledem).

e Slovo ,kapacita“ zde mé smysl podobny jako v elektrostatice (kapacita kondenzatoru),
nikoli jako v technické mechanice (kapacita nadrze).

mérna tepelna kapacita ¢ (dfive mérné teplo) je tepelnd kapacita soustavy délena jeji
hmotnosti; ¢ = C/m. I zde musi byt uréen déj. Byva v tabulkéch.

molarni tepelnd kapacita (dfive molarni teplo) je tepelna kapacita soustavy délend
jejim latkovym mnozstvim: ¢ = C'/n. Také zde musi byt uréen déj. Je teoreticky nejvyznam-
néjsi.

skupenské teplo (vyparné teplo, teplo tani, ..., tatdz mérna a molarni, diive latentni
teplo) je tepelna kapacita soustavy v pribéhu skupenského nebo obecnéji fazového piechodu.

Teplotni roztaznost Vétsina latek se zahfatim roztahuje (vyjimky jsou napf. guma a
nékteré polymery, a také voda mezi 0 °C a 3,98 °C).

teplotni soudinitel objemové roztaznosti = % (—)p

teplotni soucinitel délkové roztaznosti

rozpinavost sleduje zménu tlaku plynu: g = (g—)v.

o

teplotni soudinitel rozpinavosti [ = % (d—>v.

izotermicka stlacitelnost s = % (%) charakterizuje stlacovani pri udrzovani stalé
T
teploty
dv

izentropicka stladitelnost g = % (d_p)s charakterizuje stlacovani bez tepelné vy-

mény (napr. s adiabatickou sténou, anebo pfi zméné tak rychlé, ze se teplo nestaci vyménit).
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4.2 Kalorimetrie

Kalorimetr slouzi k méteni tepla (vyménéného stykem latek s riznou teplotou nebo che-
mickou reakci).

Adiabaticky kalorimetr mé jako prototyp termosku se zabudovanym teplomérem a m,
kilogramii vody s teplotou T,. ZvySeni AU vnitini energie cestou dodani tepla () = AU vede
ke zvysSeni teploty vody o AT, a to muzeme snadno méfit. V linearnim priblizeni

AU =Q =CAT =muco(T —Ty) (9)

kde C je charakteristika naseho kalorimetru a T je vysledna teplota vody. Pro vypocet muzeme
klidné pouzit predstavu fluida (nekond se zadna prace).

Kalorimetricka rovnice Vlivem tepelného kontaktu téles 1, 2, ..., n majicich tepelné ka-
pacity C; = ¢;m; a teploty T; v kalorimetru majicim vlastni tepelnou kapacitu Cy a teplotu Tj
se ustali spolecna teplota 7', pro niz plati

CoTy + ZZ C,T; = (C() + ZZ C,’)T i Cp=cemy

Tepelné vodivostni kalorimetr naopak udrzuje pomoci termoelektrické baterie stalou
teplotu a méfi se k tomu potfebny elektricky pfikon termobaterie. Odpadaji tedy problémy
s nedokonalou tepelnou izolaci.

5 Termodynamické stroje 20170210
5.1 Neékteré dulezité pojmy a déje

Pracovni diagram (téz pV-diagram) mé za nezavislou proménnou objem V', zavislou pro-
ménnou tlak p. Kvazistaticky déj je zobrazen kiivkou, cyklicky déj uzavienou kiivkou I'. Jeji
plocha je zfejmé fr pdV = 361“ —dW = —Wr a rovna se celkové praci!, kterou soustava béhem
cyklu ptreda do okoli (vykond na okoli). V ném piehledné zobrazujeme dilezité déje:
Izochoricky dé&j V = konst (svislice)

Izobaricky dé&j p = konst (vodorovnd tusecka)

Izotermicky dé&j T = konst (pro idedlni plyn hyperbola pV = konst)

Adiabaticky déj @ = 0, pro kvazistaticky déj totéz co izentropicky déj S = konst. Pro
idealni plyn: pV7 = konst. Pro vzduch v = % = 1,4, pro helium v = g

Polytropicky d&j pV* = konst; zahrnuje predchozi déje pro riizna 0 < k < oo.
Jiné diagramy Casto se uziva pT-diagram (pro fazové piechody), piipadné T'S-diagram

¢ VT-diagram. T'S-diagram se nazyva tepelny, protoze d@Q = TdS, takze plocha smycky
cyklického déje udava vymeénéné teplo.

lodtud nazev diagramu
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5.2 Faze, slozka

Skupenstvi zname troji: pevné, kapalné, plynné. Nékdy se plazma bere jako 4. skupenstvi
(lisi se mnohem silnéjsi Coulombovou interakci mezi nabitymi ionty na rozdil od slabsi, nejvyse
dip6l-dipdlové interakce mezi neutrdlnimi molekulami plynu). Zde se plazmou nezabyvame.

Faze je (podle Gibbse) fyzikalné i chemicky homogenni ¢ast soustavy odliitelnd od jiné
Casti (napf. sira koso¢tverecnd x sira jednoklonnd; nasyceny roztok soli a cukru x sil na dné
x cukr na dné; nasycend voda v lahvi x COg2 s vodni parou nad hladinou).

Slozka (komponenta) je chemické individuum (napf. sira; voda; cukr; stl; CO2).

Kriticky bod kondi kiivku fazového prechodu mezi kapalnou a plynnou fazi. Typicky rozdil
mezi nizkou hustotou plynu a vysokou hustotou kapaliny v tomto bodé mizi.

Trojny bod urcuje teplotu a tlak (a molarni objem), v némz jsou v rovnovaze tii faze.
Velmi casto jde pfimo o tfi skupenstvi, tedy plyn, kapalina a pevna latka.

5.3 Jednoducha soustava; stavové rovnice

Jako jednoduchou soustavu oznaCujeme soustavu popsatelnou — co se tyce vymeény
prace — jedinou dvojici sdruzenych parametri. Obvykle jde o tlak p a objem V', vyraz pro
praci je dW = —pdV a za soustavu volime plyn, protoZze ten na rozdil od kondenzované
faze (kapalina + pevné latky) je snadno stlacitelny a relativni zmény jeho objemu jsou tedy
vysoké a snadno pozorovatelné i predstavitelné.

K popisu jednoduché soustavy potfebujeme znat stavovou rovnici termickou

f(p,V,T,n) =0 nebo ekvivalentni tvar, napt. pV =nRT (10)

spojujici sdruzené parametry spolu a s teplotou (my se zatim, jak vime, musime spokojit
jen s empirickou, ale poté, co pozname termodynamickou teplotu, si jen prepisete 17" namisto
dosavadniho T).

Dale jesté potiebujeme znat stavovou rovnici kalorickou, vyjadiujici energii soustavy
jako funkci stavovych proménnych

U =U(p,V,T,n) napt. U =nCyT . (11)

e Pozdéji (kap. 6.8.6) ukdzeme, ze staci jen 1% rovnice, protoze zavislost energie na sdruzenych parametrech lze
odvodit teoreticky.

e Jesté pozdéji ukdzeme, Ze staci jen jedind rovnice, je-li kterakoliv z energii soustavy vyjadfena ,svymi“ parametry
(vnitfni energie U(V, S); Helmholtzova energie F(V,T) apod.).

e Nejde-li 0 jednoduchou soustavu, bude potieba tolik termickych rovnic, kolik je dvojic sdruzenych proménnych.
Kaloricka stavova funkce bude jedina a bude ovsem obsahovat obecné vSechny parametry.

5.3.1 Idealni plyn

Idedlni plyn je charakterizovan termickou stavovou rovnici
pV =nRT idealni plyn (12)

kde n je pocet moli latky a R = 8,314...J/mol-K je univerzalni plynova konstanta.
Pfipomenime, Ze jednotka mol (znacka rovnéz mol), dfive zvand grammolekula, je mnozstvi
latky tvorené tolika entitami (musi byt uvedeno, jakymi), kolik atomt obsahuje 12 g uhliku

120 je uréeno Avogadrovou konstantou Na = 6,022...10%3 mol~!.
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Jeho kalorické rovnice je
U = nCvT (13)

a pokud molarni tepelna kapacita Cy za konstantniho objemu navic nezavisi na teploté,
oznacuje se v technické literatute takovy plyn za dokonaly. (Molarni teplo udava, kolik tepla
je tfeba dodat 1 mol latky, k ohtati o 1 K. Vzdy je nutno uvést, za jakych podminek: konstantni
objem ¢i tlak apod.)

Tyto rovnice, jak se ukaze v molekulové fyzice, popisuji plyn tvoreny molekulami zane-
dbatelné velikosti, které na sebe na dalku nepiisobi a interaguji jediné v okamziku srazky.
Je velmi dobfe pouzitelny na ,normalni“ plyny, zvlasté na zredéné, pokud jsou daleko od
zkapalnéni ¢ ztuhnuti. Proto také uvedena rov. (12) slouzi jako defini¢ni rovnice plynovou
teplotu, ktera je hodnotami blizkd termodynamické teploté a dlouhou dobu se uzivala.

5.3.2 Jiné modely plyna

Idedlni plyn ani za nejnizsich teplot a nejvyssich tlakti nezkapalni. Realisti¢téjsi model
skuteéného plynu je napf. van der Waalsuv plyn; pro n = 1 mol (tedy V = V},)

<p 4 V%%) (Vin —b) =RT van der Waalstiv plyn (14)

kde parametr a souvisi s kohéznim tlakem (interakce molekul na dalku) a parametr b
s ,vlastnim objemem molekul“ (interakce molekul na blizko).

Van der Waalstiv model se, jak vidno, dobfe interpretuje. V praxi se ale neuziva, protoze
neni moc dobrou aproximaci. Jako nejlepsi dvouparametrovd aproximace se uvadi Redllichtiv-
Kwongtv model

a

(v e we) e

Teoreticky dtilezité jsou viridlové rozvoje ve tvaru

= RT (Redlich — Kwong) (15)

PV
ﬁ_lJrZQ (16)

kde > @ je mocninna fada v p nebo ﬁ a Vi je molarni objem. Koeficienty téchto fad jsou

funkcemi teploty a lze je pocitat z modelu interakce molekul tvoticich plyn.
Literatura uvadi pfes 200 navrhi stavovych rovnic aproximujicich realné plyny.

5.4 Tepelné stroje
5.4.1 Zakladni idea

Jak vime, tak prenos tepla i konani prace jsou podle prvniho zakona termodynamiky
dva rizné zpusoby pfenosu energie — dva rizné déje. Praxe vSak ukazuje na podstatnou
nesymetrii téchto déji: zatimco riizné druhy prace pripominaji smény riznych ,,tvrdych mén*,
které probihaji v principu bez problému a beze ztraty, je teplo pokusem o sménu mény jaksi
ménécenné: snadno ji nakoupite, ale obtizné a se ztratou prodavate. Projevem prace byva
zvétseni energie potencialni, kinetické, elektrické, magnetické, chemické?, které lze v principu
vratné ,vybrat“ toutéz nebo jinou formou. Projevem dodani tepla je zpravidla zvyseni teploty
(nikoli vSak vzdycky, viz fazovy pfechod), to vSak volné vratné neni. Smichanim studené
a teplé vody ziskame vodu vlaznou; nestane se vsak, aby se vlazna voda rozdélila na studenou

2 Pokud je ovem lze viibec navzijem odlisit. To neni samoziejmé, nékdy to ani neni mozné; v dalsim to
vSak nastésti neni podstatné.
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a teplou. Také zahiivanim zadfeného loziska se kolo samo neroztoci. Touto nesoumeérnosti se
zabyva druhy zdkon termodynamiky.

Nicméné systém, kterému dodavame teplo, muze také produkovat praci. Rovnéz, i kdyz
teplo samovolné prechazi jen z teplejsiho télesa na chladnéjsi, jsou zpusoby, jak ochladit pred-
mét (napft. pracovni médium v chladnicéce) jinak nez stykem s jesté chladnéjsim prostiedim.
PopiSeme nejprve nékolik zakladnich typt termodynamickych stroji: tepelny motor ,,vyra-
béjici praci z tepla“, chladni¢ku ,vyrabéjici chlad“ a tepelné cerpadlo ,zahiivajici teplejsi
prostiedi teplem odcéerpanym ze studenéjsiho prostiedi®.

5.4.2 Cyklicky stroj

Asi bychom nepiijali jako perpetuum mobile (pfesnéji: perpetuum mobile 1. druhu) na-
tazené hodinové pero nebo bombu stlac¢eného plynu s tim, Ze z nich 1ze (jednorézové) uvolnit
jistou energii. To, co zajimalo nadSence mnoha véki, byl stroj, ktery by energii mohl vydavat
opakované; nejlépe, kdyby se ¢as po Casu vratil do téhoz stavu, abychom méli zaruku, ze
energie vyrobenad mezi obéma priichody timto stavem nédm byla dédna a ne jen ,zaptjcena“
z rozdilu energii pocate¢niho a okamzitého stavu.

Definujme proto jako cyklicky stroj takovy systém, ktery se po jisté dobé (az vykona
cely cyklus) vrati do pivodniho stavu (kond tedy cyklicky déj). Protoze vnitini energie U
je stavovou veli¢inou, musi platit po provedeni celého cyklu 0 = §dU = §dQ + §aw,
tedy thrnné pfijaté teplo je rovno thrnné vykonané (tj. zaporné vzaté dodané) préci; thrnné
vydané teplo je rovno uhrnné dodané praci.

Ukazuje se, Ze je podstatné nejen to, kolik tepla se prejme, ale i pri jaké teploté se toto teplo
predéava. Zavedeme si proto znaceni podle vedlejsiho obrazku. Uvazujme minimalni
pocet lazni, tedy dvé. Jsou znaceny hranaté, teplejsi Lo o teploté 15 nahore, chlad-
Q2y néjsi L1 o teploté 177 < T5 dole; krouzek znaci vlastni termodynamicky stroj S.
, Béhem cyklu prijal stroj z lazné Lo teplo Q2 pti teploté 15, predal lazni £q teplo
Q1 | pFi teploté T7 a vykonal praci W’. (Eventudlni ¢arka u veli¢in @, W nahrazuje
index Wyyi a pfipomina, Ze jde o teplo ¢i praci, které jdou ze systému ven a bu-
dou tedy v celkové bilanci se zépornym znaménkem.) Sipky udévaji jednak svou
polohou typ energie (vodorovné = prace, svisle = teplo), jednak svou orientaci tok energie
(prace i tepla). Hodnoty energie budou zpravidla kladné (pokud by mély byt zaporné, zménili
bychom orientaci pfislusné Sipky a tim i znaménko). Prvni zdkon termodynamiky zarucuje,
ze soucet vSech energii (préce i tepla) vtékagicich do stroje S je nulovy; v uvedeném piipadé
tedy Qe+ Q1+ W =Q2— Q) — W' =0.

Vyslovné opakujeme:
1. Q, W, Q', W jsou dé&jové veli¢iny;

2. Ciselné hodnoty dé&jovych veli¢in udavaji energii prenesenou za 1 cykl a volime je vzdy
kladné;

3. Sipka udavé smér toku energie;
4. Sipka svisla popisuje teplo, sipka vodorovna préci;

5. Pfidame-li k ¢islim u 8Sipek kladné znaménko pro Sipky; sméfujici ke stroji (krouzku)
a zaporné znaménko (tj. ¢arka u @', W) pro Sipky sméfujici od stroje, pak jejich soucet
pro kazdy stroj samostatné musi byt nulovy.

Je-li stroj vratny, pak stroj k nému obraceny méa absolutni hodnoty ), W stejné, ale ma
obraceny smysly vsech Sipek. Predpokladame také, Ze stroje mizeme navzajem kombinovat;
prace je ,volné sménitelna“. Dale predpokladame, ze stroji daného typu méme k dispozici
libovolny pocet.
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Pokud bychom pottebovali napt. vSech 5 jednotek prace vyrobené strojem S 4 spotfebovat ve
stroji Sp se vstupem 3, spojime 3 stroje S s 5 stroji Sp. Tento trik ndm umozni s libovol-
nou pfesnosti uzivat i necelociselné ,nasobky“ stroje, kdykoliv toho bude zapotiebi vzhledem
k ostatnim strojim. Podobné mtzeme vykratit ¢i vynasobit vSechny hodnoty @, W stroje
touz konstantou (je-li stroj vratny, mize byt konstanta i zapornd). V nésledujici ukazce vy-
sledek nakonec ,vydélime dvéma“.

3 14 %) 15 15 120
1 3 *5

Uvedena kombinace tepelného motoru a chladnicky (tepelny meéni¢, viz str.16) muze napf.
znacné schématicky popisovat plynovou chladnicku, odebirajici teplo z lazné vysoké teploty
(plynovy plamen) a nizké teploty (obsah mrazaku) a predévajici teplo do 1lazné st¥edni teploty
(okolni vzduch).

5.5 Idea tepelného motoru

Tepelny motor je zafizeni vyménujici teplo (konkrétné: odebirajici jisté teplo Q2 od teplejsi
lazné a dodavajici mensi teplo Q) chladnéjsi lazni) a dodévajici praci. Jak ho

navrhneme? Vezméme ze zkusSenosti, ze napf. vzduch teploty 17, atmosférického
tlaku p; a objemu Vj se rychlym (adiabatickym) stla¢enim na polovi¢ni objem Q2

Vo = V1 /2 zahfeje na teplotu 7o > T} a bude mit tlak ps > 2p;, zatimco pomalym ,W
stlacovanim a udrzovanim konstantni teploty 7} by pfi poloviénim objemu mél jen &
zhruba dvojnéasobny tlak. Na tom zalozime nas motor konajici Carnotav cyklus

(kap. 6.4).

Predpokladejme, ze mame dvé tepelné lazné o teplotach 77 < T5. Plyn v motoru projde
¢tyfmi vyznacnymi stavy: Sy = (T1,pa,Va), S = (T1,p8,VB), Sc = (Tz,pc, Vo), Sp =
(T, pp, Vp). Na pocatku (S4) ho v lazni £; (tedy izotermicky) stlac¢ujeme az do objemu Vi
v bodé Bj; lazen udrzuje stalou teplotu 77 plynu tim, Ze mu postupné odebere teplo Qap.
Poté pokracujeme ve stlacovani, ale s adiabatickou izolaci: Qpc = 0. Tlak i teplota plynu
roste, stlacovani ukonc¢ime, az dosdhneme teploty 15 v bodé C. Déale nechame plyn rozpinat:
nejprve izotermicky v lazni Lo pii teploté 15 k bodu D, k ¢emuz je nutno dodat teplo Qcp,
poté adiabaticky k bodu A, pii ¢emz Qp4 = 0 a plyn se bude ochlazovat. Stav Sp zmény
zvolime tak, aby se plyn pravé dostal do vychoziho stavu S4.

Obrézek 1: Carnotuv cyklus
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Protoze jsme zmensovali objem plynu pfi nizsim tlaku a jeho objem se zvétsoval za vyssiho
tlaku, ziskali jsme jistou kladnou praci; ta je podle 1.ZTd rovna rozdilu tepel Qop — QaB-
Uhrnnym dodanim kladného tepla (tj. doddnim vice tepla z L5 a odebrdnim méné tepla z £1)
jsme tedy ziskali praci.

Uéinnosti tepelného motoru budeme rozumét vyraz n = g/—z/ = % =1- % vzhledem
k rovnosti Q2 — Q) = W', plynouci z 1.ZTd. Jak se d& o¢ekavat, pro tepelné motory, vyrabéjici
praci z tepla, bude t¢innost vzdy mensi nez 1.

5.6 Idea chladnicky

Chladnicka je stroj, ktery dodanou praci odéerpava teplo z chladnéjsiho prostiedi. Carnotuv
déj z predchoziho odstavce budeme provadét obracené, pfi ¢emz za¢neme ve stavu Sp pri
pokojové teploté Ts. Stlacujeme plyn; abychom mu udrzeli stalou teplotu 75, ode-
bereme mu postupné teplo Qpc. Poté ho adiabaticky izolujeme a nechame vratné
expandovat (tj. konat pfitom préci); teplota plynu poklesne na T3 ve stavu Sg. Od-
stranime adiabatickou sténu a studeny plyn nechame dale expandovat; plyn odebira
svému okoli teplo pfi teploté 71 (a udrzuje tim své okoli studené). Po dostateéné ex-
panzi do stavu S plyn opét adiabaticky stlacime do puvodniho stavu Sp. Dodané
prace umoznila odebrani tepla pii teploté T nizsi nez teplota okoli T5.

Vyraz § = % = Q’;ilQl’ vystihujici G¢innost chladnicky, se nazyvéa chladici faktor; miize
byt libovolny, tedy i mensi, i vétsi nez 1. Maximalni hodnotu nabyva pro vratny stroj, a to

T
5max = T2_1T1 .

5.7 Idea tepelného c¢erpadla

Tepelné cerpadlo jesté vice zahtiva uz tak teplé prostiedi prevadénim tepla z chladnéjsiho pro-
stiedi. Princip je pfesné stejny jako u chladnicky, jen diraz klademe na néco jiného.
Vezmeéme obycejnou chladnicku, ale zkonstruujeme ji trochu neobvykle: obratime ji
naruby, dfivéjsi vnitini mrazak ponorime do blizkého potoka o teploté vody T} napt.
10 °C a naopak zebrovi za lednici, v némz se stlaceny plyn udrzuje pti teploté 15 napr.
40 °C, bude vyhrivat nasi mistnost. Nyni si tedy oproti ptivodni chladnicce ,,nevazime
chladu®, ale naopak tepla; dodavanim prace precerpavame teplo z chladnéjsi nadrze
(feka, okoli) do teplejsi (nds pokoj). Schema tepelného cerpadla je totozné se schematem
chladnicky. Jeho Gé¢innost vSak vystihuje jiny vyraz (proc¢?): e = % = Q,2Q_2Q1 =1+ Q,2Q_1Q1
a nazyva se topny faktor; je vzdy vétsi nez 1 (i u jakkoli nedokonalého realného stroje!).
Ziejmé plati € = § + 1; maximalni hodnotu nabyva pro vratny stroj, a to epmax = 1+ sz:lTl.
Praci bychom ovSsem mohli proménit v teplo (nevratné) pfimo, napt. v elektrickych kamin-
kach; v cerpadlu vSak za tutéz praci dostaneme jesté navic teplo, které jsme precerpali. Jak
uvidime v kap. 6.5 a kap. 6.7, ma Cerpadlo mezi 5 °C fekou v zimé a 25 “C pokojem teoretickou
ucéinnost 1490 %, tedy skoro 15x vétsi nez piimotopné téleso se 100% ucinnosti. Ekonomicky
a ekologicky vyznam jisté neni t¥eba zduraziovat.

5.8 Tepelny ménic

Tepelny ménié, resp. tepelny transformator vznikne z tepelného stroje, jimz vyrobena
prace pohani tepelné ¢erpadlo (pracujici v jiném intervalu teplot). Pfikladem je plynova chlad-
nicka zminénda diive (str.15).
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6 Druhy zakon termodynamiky 2016-12-30

6.1 Predbéiné uvahy

Prvni zdkon termodynamiky nés ujistuje, ze teplo je jistym zpiisobem pfenesend energie,
podobné jako tfebas mechanické préce, a Ze teplo neni zddna samostatné entita (,calor*). Pfi
bliz§im zkoumani vSak zjistime nepiijemnou asymetrii, vyjadienou nepiesné, ale strucné a dost
vystizné, vyrokem: ,Préaci snadno a tplné pfeménime na teplo, ale nikoli naopak”. Pfesnéji
Feceno: lze snadno do systému dodat energii cestou prace, a pak ji odebrat cestou tepla.
Jestlize ale néjakému systému dodame energii cestou tepla a pritom zvysSime jeho teplotu,
a pak chceme odebrat systému takto dodanou energii zpatky (za cenu snizeni jeho teploty),
nepodafi se ndm to nikdy tplné, ale vzdy dostaneme energie podstatné méné, a navic jediné
za cenu toho, Ze ona chybéjici energie se prenese cestou tepla do dalsi soustavy, kterd musi
mit teplotu nizZsi nez nas systém. Je tu tedy vyrazna asymetrie. Tou se zabyva druhy zakon
termodynamiky ve svych nejruznéjsich formulacich.

<— Jadro rozdilu mezi praci a teplem je v usporadanosti. Prace je popisem usporadaného, vratného prenosu,
zatimco teplo je popisem pfenosu dokonale chaotického. Mechanicky pohyb pistu je typickou praci, ale ne-
organizovany, byt mechanicky pohyb tisice mravenecku ziskava nékteré rysy tepla. Podobné prenos energie
prostrednictvim vlny pfesného tvaru napft. A= A cos(wt — k- 7) se chova jako price; je koherentni, tedy
presné ,vypocitatelny®, interferenci lze vytvorit stojaté viny apod. Naproti tomu hluk ¢i svétlo zarovky pte-
nasi energii jako teplo; obsahuje zaplavu nejruznéjsich frekvenci i polarizaci, neni vratny, prenasend energie
je nenulovd, ale nelze definovat napt. u svétla vektor E, ma-li zafeni byt izotropni. Nelze také napt. ke zcela
nezndmému hluku vyslat ,antihluk®, aby interferenci obou nastalo ticho. Pfenos energie ¢aste¢né koherentnim
svétlem lezi mezi praci a teplem; precizovat takové jevy lze az poté, co bude k dispozici kvantitativni popis
neusporadanosti, tj. entropie.

6.2 Empiricka entropie

Buchdal [3] Fesi tuto asymetrii pfimocafe: hezkym, ale malo zndmym piistupem. Zavidi empirickou entropii S (ana-
logickou empirické teploté 7T") takto:

e Empirickd entropie S je stavové funkce definovand (podobné jako empirickd teplota 7)) pro rovnovazny stav
soustavy.

e Miize-li soustava samovolné prejit ze stavu S1 do Sz, je S1 < Sa.

Odtud plyne, Ze pro stavy Si, Sz, mezi nimiz lze provést vratny piechod (tam i zpét), plati S = S2 a mnozina vSech
stavil se rozpada na t¥idy stavil, které lze spojité ocislovat (libovolnou) empirickou entropii.

Libovolna rostouci funkce 8’ = f(S) empirické entropie S miuze slouzit rovnéz jako empiricka entropie S’.
Samoziejmym dusledkem definice je tvrzeni:

Pri samovolnych déjich v soustavé empirickd entropie nikdy neklesd.
(Je zreymé, ze bud roste, nebo — u vratnych déji — ziustdvd stejnd.)

6.3 Ruzné formulace druhého zakona termodynamiky

Poznatek, ze prace se kona jen tehdy, prechazi-li teplo (pfes vhodny stroj) z teplejsiho télesa
na studenéjsi, formuloval jiz v r. 1824 Carnot.

& Pozoruhodn4 byla jeho vybornd intuice. Ve svych tivahach totiz vychazel z (nespravné) fluidové teorie
tepla, viz kap. 3.3. Ve stroji z kap. 5.5 by tedy bylo Qap = Qcp, prace W’ by byla imérna jednak Qap,
jednak rozdilu 7> — T obou pracovnich teplot, podobnému rozdilu vysek hladin nad a pod jezem. Ptes tyto
nespravné vychozi ideje dosel Carnot ke spravnym zavérum, které umoznily prekonat fluidovou teorii a posléze
ji nahradit spravnymi termodynamickymi predstavami.

Z Carnotovych praci vysel Clausius a vyslovil v r. 1850 tvrzeni®, které nazval druhy zakon
termodynamiky. Uvedeme nékolik formulaci tohoto zakona:

3[4], str. 87, uvadi omylem rok 1854
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Clausius: Je nemozné cyklickym procesem prendset teplo z chladnéjsiho télesa na teplejst,
aniz se pritom zmeénd jisté mnozstvi prace na teplo.

Ekvivalentni formulace Thomsonova (1851) zni:

Thomson 1: Je nemozné cyklickym procesem odnimat jednomu télesu teplo a ménit je
v kladnou prdci, aniz pritom prejde jisté mnozstvi tepla z télesa teplejsiho na chladnéjst.

Clausius: Thomson:

N E ANO N E ANO

KD

/j/Tl \k T

Jiné formulace Thomsonova (1851) zni*

Thomson 2: Je nemozné ziskat cyklickym procesem praci jen tim, Ze by se jedna lazen

vy

ochlazovala pod teplotu niZsi, neZ je teplota nejchladnéjsiho mista v okoli.

& Je-li jediné lazen, neméa smyslu rozliSovat, zda je zakreslena nahote ¢i dole (jingmi slovy, zda je teplejsi &
chladnéjsi — ale nez co 77?)

Ostwald zavedl termin perpetuum mobile 2. druhu (PM2) pro stroj, ktery by ziskaval
praci tim, ze by pouze ochlazoval okolni télesa (aniz by tedy jina, jesté chladnéjsi télesa
zahfival). P¥i tomto oznaceni zni zakon velmi struéné:

Ostwald: Nelze sestrojit perpetuum mobile druhého druhu (tj. stroj, ktery by cyklicky
ziskdval praci jen ochlazovdnim okolnich téles).

& Toto oznaceni, paralela k ,,oby¢ejnému“ perpetuu mobile, upfesnénému pro odligeni jako perpetuum
mobile 1. druhu (PM1), je velmi vystizné a hluboké. PM2 by totiz byl snad jesté vyhodnéjsi nez PM1. Protoze
se v prirodé koneckonct kazdy prenos energie ,znevratiiuje“ na teplo, prehralo by ndm masové nasazeni PM1
atmosféru apod. PM1 ovSem neexistuje, coz je fyzikalné vyjadreno zakonem zachovani energie. Naproti tomu
PM2 by s zadkonem zachovani energie nebyl v rozporu a — v souladu s nim — by odpadové teplo, napt. teplo
oceanti, ménil zpét (,recykloval®) v uziteénou energii.

Formulace Planckova (1930):

“[4], str. 87, uvadi omylem jméno ,,Thompson® a datuje 1853.
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Planck: Je nemozné sestrojit periodicky pracugjici stroj, ktery by trvale vykondaval kladnou
mechanickou praci pouze ochlazovanim jednoho télesa, aniz pritom dochdzi k jingm
zmendm v ostatnich télesech.

Jak je vidét, uvedli jsme dva typy ,fyzikalnich* formulaci: jedny zakazuji samovolny pre-
chod tepla z chladnéjsiho télesa na teplejsi (ale neprotestuji proti chladnicce), druhé zakazuji
uplnou pfeménu tepla v préaci (ale neprotestuji proti tepelnému motoru). Vzajemnou ekvi-
valenci obou typt nahlédneme, prijmeme-li ze skutecnosti existenci tepelného stroje a chlad-
nicky. Néasledujici obrazky ukazuji, Ze stroj odporujici jednomu typu by po doplnéni vytvoril
stroj odporujici druhému typu formulaci:

=Clausius + TS = —=Thomson = Thomson + Chl = —Clausius
I T e B
Q) Q:] Q- Q) Q2 — Q1) Q4 Q}
w! W/ Qﬂ/j W
Q1 Q1 Q1 Q1
Ty Ty T 11

<— Misto chladni¢ky by stacila (nevratnd) pfeména préce v teplo. Jak?

Vsimnéme si, Ze vSechny uvedené formulace maji jen kvalitativni raz a maji fakticky vzdy
formu jakéhosi zdkazu. Je proto velmi poucéné, jak z nich budou odvozeny i kvantitativni
zavéry, tedy zdkony zavadéjici nové veli¢iny (entropie) a zakony urcujici i éiselné hodnoty
ruznych fyzikalnich veli¢in (G¢innost stroju).

Omezeni na cyklické déje ve vsech dosavadnich formulacich je podstatné. Odejmout teplo
jedné lazni a zménit ho v praci lze napt. takto: Pracovnim prostifedim bude 1 mol idedlniho
plynu, na pocatku o teploté okoli Tp, s objemem Vj a s atmosférickym tlakem py. Kontaktem
s lazni teploty 77 = 2Ty beze zmény objemu (izochorickym déjem) dodame plynu teplo;
tim vzroste jeho tlak na p; = 2pg. Poté ho nechdme ve stalém kontaktu s lazni izotermicky
rozpinat (poc¢ateénim tlakem p; proti atmosférickému tlaku pg) na objem Vi = 2V} a ziskdme
tim praci (nakreslete si vse do p-V diagramu!)

" Vi (RT;
W= / (p—po)dV = <71 —po> dv
Vo Vo

— RNy <%> —po(Vi = Vo) = RTp(2In2 — 1) > 0. (17)
0

Déj vsak neni cyklicky; na zacatku je objem Vy plynu teploty Ty, na konci je objem
V1 = 2V} plynu teploty 71 = 2T}. Na pfevedeni systému do vychoziho stavu (ochladit, stla¢it)
bychom ovSem praci opét spotiebovali.

Formulaci druhého zakona termodynamiky pfistupujici z hlediska matematiky — integra-
bility Pfaffovych forem — podal Carathéodory (1909):
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Carathéodory: V kazdém okoli kaZdého stavu teplotné homogenniho systému existuji
stavy, k nimz se neni mozno libovolné priblizit adiabatickou zménou stavovich parametri.
(Ezistuji tedy adiabaticky nedosazitelné stavy).

& Nézorn4 piedstava: Uvazujte stavovy prostor, 2k-rozmérny, kde kazdy bod piedstavuje mozny rovnovazny
stav systému. Kazdy déj (tj. posloupnost stavi, viz str.6), je zobrazen kfivkou; poeticky Feceno niti osudu
systému, kterd se vine stavovym prostorem. Jde-li napr. o déj izotermicky pfi teploté Tp, jsou vSsechny mozné
nité osudu nalepeny na nadplochu s rovnici T'(a;, A;) = Ty = konst. V libovolném bodé (tj. okamziku v osudu
systému) se vyskytuji libovolné blizko body izotermicky nedosazitelné: jsou to prosté body odpovidajici jiné
teploté T1 # To.

Uvedena formulace tvrdi, Ze adiabatické déje maji podobny charakter, tfebaze je jejich kfivka déna dife-
rencialné (rovnici dQ = dU + > a;dA4; = 0), tj. v kazdém bodé je urcen jen smér, jak dal. Tvrdi, Ze i tyto
kiivky jsou nalepeny na urcité plochy S(as;, A;) = konst a vylucuji tedy situaci, ze by nit byla rozlozena asi
jako v obvyklém klubic¢ku niti, tj. vypliovala (s pfiméfenou presnosti) nikoli plochu, ale cely objem, zaujimany
klubickem.

6.4 Carnotuv cyklus

V kap. 5.5 jsme popsali nejjednodussi tepelny stroj, ktery odebird teplo ()2 z lazné Lo
o teploté Ty, predava teplo Q) < Q2 do lazné L1 o teploté T} < Ty a kona praci W/ = Q2 — Q).
Uvazme, jak takovy stroj muze vypadat.

Vyse byly jiz vysvétleny dtivody, proc se zabyvame jen cyklickymi dé&ji. Piimym dtsledkem
toho, Zze vnitini energie U je stavova veli¢ina (na rozdil od prace W a tepla @), je splnéni
rovnosti W/ = Q2 — Q' pro kazdy cyklus stroje.

Odebirani tepla Q9 lazni Ly je zfejmé proces Ta, ktery je izotermicky (75 = konst). Proces
Asg1 pfechodu od 1lazné Ly k 1azni £1 nesmi byt spojen s vyménou tepla a je tedy adiabaticky
(Q = 0). Nésledné predéani tepla @ lazni £ je opét dé&j 71, ktery je izotermicky (77 = konst)
a konecné prechod Ajy zpét k lazni Lo do vychoziho stavu je adiabaticky (Q = 0). Tento
¢tytdilny déj {7;—A—To—A—} se nazyva Carnotuv cyklus a pfislusny stroj Carnotuv
stroj.

Jsou snad mozné jednodussi cyklické déje mezi dvéma laznémi produkujici praci? Uka-
Zeme, ze nikoli: probereme vsechny myslitelné typy.

Cyklicky dé&j {A—} tvofeny samostatnou adiabatou je mozny, ale nemiize konat préci
podle 1.ZTd pro cyklické déje: je-li Q@ =0, jei W = 0.

Cyklicky déj {7—} tvoreny samotnou izotermou je rovnéz mozny, ale nemuze konat praci,
nebot by konal praci jen ochlazovanim jedné lazné, coz odporuje 2.ZTd.

Cyklicky dé&j {A—T7—} by rovnéz odebiral teplo jen jediné lazni a nemtze proto konat
praci.
<— Neni pravdiva rozsifena téze, ze takovy stroj neexistuje, tj. ze adiabata nemuze mit s izotermou dva ruzné
spolecné body. Predevsim i v jednoduchém systému muze adiabata s izotermou splyvat; to je nejen pripad
absolutni nuly (7" = 0 K), ale napt. i vody pfi jeji maximalni hustoté, tedy pro T" =~ 3,96 °C. Pfejdeme-li
tedy z bodu A po této kiivce coby adiabaté do bodu B a vratime-li se prostym opakovanim stavi v opa¢ném
stavu po téze kiivce coby izotermé do bodu A, vykonali jsme bezesporu cyklicky d&j {A—T—} (a také {A—}
popsanych k > 1 dvojicemi sdruzenych proménnych, jsou mozné mnohem pestiejsi situace. Uvazujme napt.
elektricky kondenzator pod tlakem, popsany dvojicemi (p, V') a (E, D). Ve 4D prostoru (p, V, E, D) lezi kazda
izoterma na jisté 3D nadplose o rovnici T'(p,V, D, E) = konst. Také kazd4 adiabata lezi na jisté 3D nadplose.
Kazda rovnice adiabaty Ap,dp+ AydV + AgdE + ApdD = 0, kde kazdé A; je obecné funkci vSech proménnych
(p,V, D, E), je integrabilni a je tedy po event. vynasobeni vhodnym integra¢nim faktorem pieveditelnd na tvar
dS(p,V, D, E) =0 ¢ili S = konst; to vSak neni trividlni tvrzeni (jako pro pouhé dvé proménné p, V'), ale vyrok
ekvivalentni 2.ZTd. Tyto dvé nadplochy (pro izotermu a pro adiabatu) se obecné protinaji, a to v 2D objektu
O, v némz kazda kiivka je soucasné adiabatou i izotermou. Lze tedy pfimo v O sestrojit uzaviené smycky
majici nenulovou plochu, predstavujici cyklicky dé&j soucasné typu A i 7.
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Lze v8ak také zvolit v O dva ruzné body a spojit je jednak izotermou lezici v 7, ale mimo O, jednak
adiabatou lezici pro zménu v A, ale mimo O, a dostat tak ,poctivy®, netrividlni déj typu {A—7T—}. Pramét
ploch smycek do rovin (p,V) a (E,D) pro uréeni prace pfislusného typu je nenulovy, ale jejich soucet, tedy
uhrnna préce, je vzdy nulovy. Takovy stroj tedy jen napf. ,méni mechanickou préci v elektrickou® (tfeba
v piezoelektrickém zapalovaci) a pracuje jen s jedinou lazni; to vSak neni v zddném sporu s 2.ZTd, protoze
whemeéni teplo v praci“.

Cyklicky d&j typu {A—T—A—} je identicky s déjem {A—T—}. (Proc¢?)

Cyklicky déj typu {7;—A—T2—} neni mozny, protoze izotermy 7; a T se nemohou
protinat. (Jakou teplotu by mél zobrazovat jejich prisecik, je-li Ty # Ty 77)

Zustava tedy Carnottuv cyklus {7;—A—T>—A—} nejjednodussim cyklem schopnym mé-
nit teplo na praci.

Carnotuv cyklus. Uvazme, ze kazdy takovy cyklus mizeme vytvorit jako soucet ,elementarnich Carnotovych cykla“
typu {T—A—T—A—}, stejné jako kazdou uzavienou lomenou ¢aru I slozenou z tseéek sité ¢tvereckovaného papiru
1ze slozit z obdélnikii na této siti; jejich vnéjsi obvody tvori dohromady I', zatimco kazda z vnitinich ¢ar je zasadné
probihdna dvakrat v navzajem opacnych smeérech. Plocha uvniti ¢ary I' je rovna souctu ploch dil¢ich obdélnik.

Na obr. 2: ,velky“ Carnotiv cyklus A — D — E — H — A lze slozit ze tii Carnotovych cykli A— B—G— H — A,
B-C—-F—-G—-B,C—D—-E—-F—C.Trasy B— G, C — F jsou probihany vzdy dvakrat (tam a zpét v opa¢nych
smérech). Vykonand prace dand plochou ADEH A je souéet dil¢ich praci.

Obrazek 2: Skladani Carnotovych cykla

Je zfejmé, ze libovolnou uzavienou kfivku I' zobrazujici zkoumany cyklicky déj lze takto ,ozubit“ adiabatami a izoter-
mami, a nahradit ji tim s dostatecnou presnosti dostate¢né velkym poctem Carnotovych cykli. Podobné na milimetrovém
papire nahradite kfivku ,,ozubenou“ lomenou ¢arou s libovolnou presnosti ve smyslu velikosti plochy a odchylky od cary.
Délka ¢ary timto postupem by nekonvergovala ke spravné hodnoté, ale délka ¢ary v pV-diagramu také nema rozumny
fyzikdlni smysl.)

6.5 Ucinnost termodynamickych stroji

Uéinnosti se mysli vzdy pomér uziteéné energie k celkové dodané energii:

co dostanu
n= ———r—- (18)
co zaplatim

Z hlediska ,filozofie parnich stroju“, tj. z pohledu tepelnych stroji urcéenych k transformaci
dodaného tepla ()2 na odebranou praci W’ bez ohledu na chlazenim odebrané teplo @, je
proto Uéinnost definovana vztahem

/ Y /
Q2 Q2 Q2

vzhledem k rovnosti Q2 — Q) = W', plynouci z 1.ZTd. Jak se d& ocekavat, bude pro tepelné
motory (vyrabéjici praci z tepla) platit n < 1.

n (19)

& V technické praxi a zejména v bé&zném zivoté budeme &asto vyjadfovat i¢innost v procentech, tj. n = 1
odpovida 100 %. Predpokladame, Ze vzajemny pievod nebude ¢init ¢tenditim nejmensi potize, stejné jako
rozlisovani iidaji: s mezerou 5 % znamend ,p&t procent“, bez mezery 5% znamend ,pétiprocentni“.
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Naproti tomu tentyz pristup aplikovany na jiné stroje s jinym ,rozlozenim zajmu“ dava
uc¢innosti na prvni pohled piekvapujici, a to do té miry, ze pro né volime i jiné terminy,
neobsahujici slovo ,a¢innost“. U chladni¢ek (s opa¢nou orientaci toku energie) je uzitetnou
energii teplo ()1 odcéerpané z chlazeného prostoru, zatimco dodana energie je W; pak ovSem
chladici faktor f = Q1/W muze byt i vétsi, i mensi nez 100 %. U tepelného cerpadla je
uzitenou energii teplo @, dodané do naseho pokoje, dodana energie je opét W; topny faktor
e = Q,)/W je pak vzdy vétsi nez 100 %, a to zpravidla vyrazné. Rozvazte vSe sami podrobné,
uvazte i znaménka Q1,Q%5, W z hlediska ¢innosti, kterd nas na stroji zajima.

Jako ilustraci, kterou si budete moci sami ovérit po probrani kap. 6.7, uvadime tabulku
ucinnosti vratnych tepelnych stroji — ucinnosti n tepelného motoru, chladiciho faktoru
chladnicky a topného faktoru e tepelného cCerpadla, pracujicich mezi teplotami jednak 5°C
a 25°C, jednak 20°C a 500 °C. Hodnoty byly zaokrouhleny na cela ¢isla. Ucinnosti redlnyjch
stroju se budou uvedenym ucéinnostem blizit natolik, nakolik se ndm podari priblizit se vrat-
nosti provadénych dé&ji. Budou vesmés nizsi, coz pozname piipojenim typicky nevratného
déje — primého prevedeni ztratového tepla Qi z teplejsi lazné T do chladnéjsi T;.

U¢innosti vratnych tepelnych strojt

typ stroje
teploty lazni prenasené energie || motor: | chladnicka: | cerp.:
ucéinnost | chladici f. | topny f.
t1 to Q]| Q][ [ W] n 3 €
5C=27T8 K | 25°C=298 K || 278 298 20 7% 1390% | 1490 %
20°C=293 K | 500°C= 773 K || 293 773 480 62 % 61 % 161 %

Pro praxi jsou ovSem diilezité i jiné aspekty. Z mimofyzikalnich jsou to jisté cena a zivot-
nost zafizeni; z fyzikalnich také rychlost, s jakou stroj pracuje (napf. doba jednoho cyklu). Je
jisté velmi realistické predstava, ze casto dame prednost mensi G¢innosti na rychleji pracujicim
stroji. Je obecné znédmo, ze spotfeba automobilu na ujeti 100 km nartista prudce s rychlosti;
presto fada lidi spécha.

6.6 Ucinnost Carnotova stroje

6.6.1 Ucinnost vratného stroje

Vratny stroj vymeénugici teplo mezi laznémi L1, Lo dangch (empirickych) teplot Ty, Ty
(a nicim jingm), mad ucinnost n(Ty,Tz) nezdvislou na konstrukci stroje.

Toto velmi silné tvrzeni tedy zajistuje, Ze nezalezi ani na konstrukci, ani na pracovnim
médiu, ... , ale jen na teploté lazni.

Dikaz: Predevsim ze slovni formulace plyne, Ze jde o Carnotovy stroje, tfebaze nebyly
vyslovné pojmenovany. Ovsem kontakt s tepelnou lazni je izotermicky déj a vyhradné pii ném
nastava prenos tepla. Naopak prechod od jedné lazné ke druhé predpokladame bez vymény
tepla a je tedy déjem adiabatickym.
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Uvazujme nejprve tepelné motory. Kdyby dva vratné motory S, Sp mély pfi pfeméné
tepla v préaci rtizné u¢innosti a napi. ng < n4 (viz obr.), pak bychom méné Géinny motor
Sp zapojili obracené (tj.: dodanou praci by cerpal teplo ze studenéjsi lazné do teplejsi jako
tepelné ¢erpadlo). Tim by S p prenesl z 1dzné teploty T do 1azné vyssi teploty T5 vice tepla, nez
S 4 spottfeboval. Jejich spojenim by tedy vznikl stroj, ktery by pfenesl (bez vnéjsi dodévané
prace) teplo ze studenéjsi lazné do teplejsi, coz je spor s jednou z formulaci druhého zdkona
termodynamiky. (S kterou?) Proto dva vratné motory pracujici mezi tymiz teplotami musi
mit stejnou uc¢innost.

Analogickou tivahu lze ovSem provést i pro chladnicku, kterd je obracenym tepelnym mo-
torem. Je tedy u¢innost vratného Carnotova stroje funkci teplot lazni: n = n(T5,T}) a niceho

obratime chod méné c¢inného stroje Sp

6.6.2 Ucinnost nevratného stroje

V predchozim odstavci jsme rovnost G¢innosti dvou vratnych stroji dokézali tim, ze jsme
obratili chod stroje s mensi ticinnosti a dosli jsme ke sporu s druhym zakonem termodynamiky.
Aplikujeme-li stejnou ideu na jeden vratny (Sa) a jeden nevratny (Sp) motor, je zfejmé, ze
vratny motor nemize mit Gc¢innost nizsi nez nevratny. Kdyby totiz G¢innost vratného stroje
byla mensi, mohli bychom jeho chod obratit a dospét ke sporu jako dfive. Obecné lze pro
vSechny tepelné stroje dokézat, ze Mpeyr < Nyr-

Ucinnost libovolného nevratného stroje je mensi neZ ucinnost vratného stroje, pracugjiciho
s ldznémi tychz teplot: Npepr < Nyr-
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6.7 Termodynamicka teplota

Uvaha: Zvolme libovolnou stupnici — empirickou teplotu 7. DokéZzeme, ze ié¢innost n Car-
notova stroje pracujiciho mezi laznémi o teplotach 7y,
To > 1 zavisi na téchto teplotach specidlnim zptso-

T3 bem: existuje takova funkce T'(7) ndmi zvolené stup-

Q34 Qsc nice, ze u¢innost 191 = N(72,71) = 1 — Tl’ kde T} =
W3 2

24 T(7). Tato funkce T' je rovnéz (empirickou) teplotou,

) ale neni jiz zavisld na konkrétni volbé teplotomérné

Q24 latky ¢i konkrétni konstrukci tepelného stroje; poza-

W dujeme jen, aby byl vratny. Proto ji nazveme termo-

— CC sie dynamickou teplotou resp. absolutni termodynamickou

T2 teplotou. Zapojme za Gcelem diikazu jeden vratny stroj

0 mezi lazné o teplotach 73, 7o a druhy mezi lazné o teplo-

2B W tach 7o, 71, kde predpokladame 73 > 7o > 71. Sefidme

e 2B jejich vykon (,rychlost*) tak, aby teplo @5, dodané

prvinim strojem bylo pravé rovno teplu Q25 spotfebo-

Q'in Qe vanému druhym strojem, tj. Q5, = Qap. Pak je lazen

L9 nadbytecna a oba stroje A, B lze pokladat za jediny
stroj C, pracujici mezi laznémi L3 a £1. Vypoctem @y,
i W]’k a rozborem pro stroje A, B, C zjistime vztahy
mezi G¢innostmi 7, téchto stroji.
Odvozeni: Stroje A, B, C jsou navrzeny tak, aby platilo Q3x = Q3c, Q55 = @28,
/ /

5= Qlc Wiic = Wigs + Wi Plati pro né n;, = 1 — %, tedy 1 — ny = a’f, z ¢ehoz

7 2
plyne (1 —n31c) = (1 — n324)(1 — n215). Protoze vSak Géinnosti 7 vratnych stroji nezavisi
na jejich konstrukcich, lze psat prosté (1 —n31) = (1 — n32)(1 — 721) bez uvadéni typa stroju
A, B, C. To lze splnit zavedenim nové teploty 7" imérné vyménénému teplu |Q)|, takze napf.
1—n31 = % Pak pfi libovolné, ale pevné zvolené hodnoté T3 pro teplotu lazné L3 vyjdou jiz

jednoznacné teploty 17, T chladnéjsich lazni £, Lo vztahem

T1 T1

773k=1—% (z 1—% = 1—%) neboli Ty = T3(1 — n3k)

Ciselna hodnota T zavisi na volbé teploty T3 pro lazeni £3. Protoze se T vyskytuje ve
vzorci pro 7 v podilu, Ize snadno nahlédnout, ze T je dano jednoznac¢né az na libovolny
multiplikativni faktor (fyzikalné: volba velikosti jednotky). Ten byl zvolen tak, aby teplotni
interval nové stupnice 1 K (kelvin) byl roven dosavadnimu teplotnimu intervalu, 1°C (stupni
Celsia). Za spolehlivy teplotomérny bod byla vzata teplota trojného bodu vody®, podle stup-
nice Celsia 0,01 °C; té byla pfirazena hodnota 7" = 273,16 K, ¢imz byla dosazena shoda ve
velikosti krokt 1°C a 1 K. Teploté, udavané v kelvinech, fikdime termodynamicka teplota
(dfive téz, pro pfipomenuti jejiho nulového bodu, absolutni teplota).

Udaj Celsiovy stupnice t se od kelving T 1isi o 273,15; plati T =t + 273,15.
Velikost teplotniho rozdilu je v obou stupnicich stejnd:
rozdil teplot o 1 K je totéz co rozdil o 1°C.

5Tehdy vedle sebe miize byt v rovnovaze (obvykly) led, kapalna voda i jeji para.
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Vedle Celsiovy stupnice a kelvinti se v anglofonnich zemich uzivaji (z historickych davodi)
i stupnice Fahrenheitova (°F) a k ni absolutni stupnice Rankinova (°‘R). Pfevodni vztahy mezi
udaji K, C, F, R téchto stupnic plynou z jejich linearit a z defini¢nich vztahu 0°C = 32°F,
100°C = 212°. Pro pohodli ¢tenare jsou uvedeny v tabulce 1. Grafické porovnani vsech ¢tyr
stupnic je na obr. 3.
<= Pro pamétniky dodejme, Ze stupné Réaumurovy, kde 0°C = 0°Ré a 100 °C = 80°Ré, se nyni uz opravdu
neuzivaji.

C = K-213,15 = 2(F-32) =32R-27315
C+273,15 = K = 3(F +459,67) = °R

1,8C +32 =1,8K —459,67 = F = R — 459,67
1,8(C +273,15) = 1,8K = F+459,67 = R

Tabulka 1: Pfevod udaju v kelvinech a stupnich Celsia, Fahrenheita a Rankina

0 100 200 300 400
Ly v vt e e e e e e e e b K
—200 —100 0 100

11Xxx11111xxl111111111‘111111111‘11111111100
—400 —300 —200 —100 0 100 200

XHx111111XHHluxHxHxluHX111111HxMuxlxHxquluxﬂxuxluux“on‘
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Obrézek 3: Srovnani kelvini a stupnic Celsiovy, Fahrenheitovy a Rankinovy

<— Jind, ekvivalentni definice termodynamické teploty viz poznamka pfi zavedeni entropie, kap. 6.8.3.

6.8 Entropie

6.8.1 Clausiova rovnost

Zabyvejme se nejprve vratnym Carnotovym cyklem. JiZz vime, Ze i¢innost stroje je rovna

1 =1-Q1/Qx=1-T1/T> ; (20)

z toho vSak plyne, Ze
@ _q
n T

Zavedeme-li tzv. redukované teplo jako % a nezapomeneme-li, Ze vydanému teplu Q) od-
povidd dodané teplo Q) = —Q, lze Fici, Ze pfi cyklickém dé&ji je celkové dodané redukované
teplo rovno nule:

(21)

Z % =0 (celkové redukované teplo) . (22)

Ovérme si to na jednoduchém Carnotové cyklu: podél adiabat je @@ = 0, podél izoterem je
T konstantni a lze ho vytknout pred integril; tepla Q2 a Q) = —Q1 maji stejnd znaménka
a je tedy Qa2/T> — Q) /T = Q2/T> + Q1/T1 = 0. Pfesné stejnou tvahu lze provést pro slozeny
Carnottv cyklus (kap. 2): vysledkem je rovnost ), % = 0 a v ptipadé, Ze déleni zjemnujeme

ve smyslu Riemannova integralu, plati kone¢né pro vratné déje tzv. Clausiova rovnost:
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=0

d
Pro vratné déje plati Clausiova rovnost: j(){ gvr
r

Pro libovolny cyklicky déj, ktery dokazeme dostatecné jemné nahradit slozenym Carnoto-
vym cyklem, plati ovsem Clausiova rovnost také.

6.8.2 Clausiova nerovnost

Ué¢innost 7yevr nevratného stroje je nizsi, nez Géinnost 7y, vratného stroje pracujiciho
s tymiz laznémi. Je tedy Mneve = 1 — Q) povr/@2neve < 1 — T1/T2, odkud plyne %2 < %1
Postupem jako vyse odvodime pro nevratné déje tzv. Clausiovu nerovnost:

d Qnevr
0
T <

Pro nevratné déje plati Clausiova nerovnost: 7{
r

6.8.3 Zavedeni entropie

Plati-li rovnost fr % = 0 pro kazdou drahu I', znamena to, Ze vyraz % je totalnim
diferencidlem (na rozdil od samotného d @, ktery totalnim diferencidlem neni). Lze tedy psét

4@ _

T ds pro vratné déje, (23)

a zavést tak novou stavovou funkci S, zvanou entropie. Ziejmé pii vratném adiabatickém
dé&ji (@@ = 0) plati téz dS = 0 neboli S = konst; entropie se zachovava a vratny adiabaticky
déj miZzeme nazvat téZ déjem izentropickym.

& Lze tedy fici, ze vyraz d Q pro teplo ma integraéni faktor, a to %

& Nevratny adiabaticky d&j (napi. ,expanze do vakua“) ovsem izentropicky neni.

<— Termodynamickou teplotu lze téz definovat jako prevracenou hodnotu integra¢niho faktoru tepla. Je tim
opét urcena jednozna¢né az na multiplikacni konstantu.

Velic¢ina d ) nent totalnim difrencidlem a jeji integral fF d @ by tedy byl zavisly na draze
— fyzikalné feceno na pribeéhu déje, ktery probihal. Nyni vidime, ze vyraz @@ muze byt
vyjadien totdlnim diferencidlem dS stavové proménné entropie, jako d(Q) = T'dS. Tento zapis
umorziiuje dosadit konkrétni tvar drahy (= pribéh déje) a integraci provést.

Zcela analogicky, s vyuzitim Clausiovy nerovnosti pro nevratné déje, dostaneme vysledek

ds > ? pro nevratné déje. (24)

Samotny fakt existence entropie je ekvivalentni druhému zakonu termodynamiky; nejjas-
néjsi je to ovsem z Carathéodoryho formulace: z daného stavu, ktery ma entropii Sy, jsou
totiz adiabaticky nedosazitelné vsechny stavy majici jinou entropii S # Sp.

Entropie jako fyzikalni veli¢ina mé vSak bohuZel jednu velikou nevyhodu: neexistuje ,.en-
tropiometr®, tedy piistroj, ktery bychom mohli, jako tieba teplomér, vsunout do systému,
a on by ndm ukazal, jakou entropii systém ma. Entropii, resp. jeji prirtistek ¢i ubytek, poci-
tame ze zmérenych veli¢in jinych, napt. z vyménéného tepla a teploty. To bylo také divodem,
pro¢ fada vyznamnych fyziki (Nernst jako jeden za mnohé) zpoc¢atku entropii neuznavali
a vyhybali se ji. Napf. puvodni Nernstovy formulace termin entropie nepouzivaji viibec.

& Na druhou stranu, energiometr také nemame, a nevadi ndm to v pouzivani energie.
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6.8.4 Entropie a pravdépodobnost

Na tomto misté musime predbéhnout a jesté uvést néco navic ze statistické fyziky: pro-
zradime totiz, Ze entropie systému S ve stavu S souvisi velmi tizce s pravdépodobnosti. Je
umérna logaritmu poc¢tu N ruznych mikrostaviy, které by mohly realizovat tyz makrostav S.

P1i nevratnych déjich entropie roste, a to zcela obecné; priristkem entropie miizeme do-
konce kvantitativné hodnotit ,,vzdalenost systému od rovnovahy*“. Z praxe vSak vime, Ze vlast-
nost, kterd sama od sebe roste, je neporadek — neusporadanost v systému. To nas privadi
na myslenku vzajemné souvislosti entropie a neuspoiadanosti. Neusporadany systém je vice
pravdépodobny nez usporadany; lze ho realizovat vétsim poctem mikroskopicky rtiznych, ale
makroskopicky stejnych mikrostavi. Rozdélime-li systém S na dvé ¢asti S, So, pak entropie
je aditivni: S = 57 + 59, zatimco pravdépodobnost w i pocet rtuznych mikrostavi N realizuji-
cich dany makrostav jsou multiplikativni: w = wj - wa, resp. N = Nj - No. Funkce, pirevadéjici
multiplikativni veli¢inu na aditivni, je logaritmus; proto je entropie tmérna logaritmu prav-
dépodobnosti Inw (se zdpornou konstantou tmeérnosti, nebot w < 1), resp. logaritmu poctu
mikrostavi In N (s kladnou konstantou tmeérnosti).

Entropie je tedy, jak ikéd okfidlené tslovi, mirou nepofadku v systému. Tim se ndm stane
pochopitelné, pro¢ pii vratnych déjich se entropie neméni a pri samovolnych nevratnych déjich
roste. Rovnéz bude jasné, ze stav s nulovou teplotou, majici nejnizsi energii a realizovany tim
jedingm mikrostavem (N = 1) s minimélni energii, ma entropii nulovou: In N = In1 = 0.
Uplny vyklad vak patii az do statistické fyziky.
<— Vyznam entropie definované pravdépodobnosti ¢i po¢tem rtznych, ale makroskopicky stejnych mikrostavi
daleko prekracuje ramec termodynamiky i celé fyziky. Entropie je napf. mirou informace v teorii informace.

6.8.5 ,,Spojené zakony termodynamické

Ziskané vysledky nam dovoluji spojit prvni a druhy termodynamicky zakon pro vratné
déje s pevnym poctem ¢astic do tvaru (pro obecny, resp. jednoduchy systém):

dU =TdS +aw , resp. dU =7TdS — pdV. (25)
Snadno se presvédéime, Ze pro nevratné déje, pro néz dQ < T'dS, plati

dU <TdS +aw , resp. dU <TdS — pdV (26)

a spolec¢né tedy plati

dU <TdS+aw , resp. dU <TdS —pdV ;
rovnost plati pro vratné déje.

6.8.6 Souvislost kalorické a termické stavové rovnice

Jako jednoduché cviceni ukazeme, Ze zavislost vnitini energie na objemu (g_U) o v kalorické

stavové rovnici je jiz dana termickou stavovou rovnici.
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Vztah AU = T'dS — pdV upravnne na dS = % (dU + pdV) a vyjadiime dU v proménnych
V., T: dS(V,T) = % ( ) dT + = ((8U) )dV. Nyni pouzijeme podminky integrability,

: . 928 . 9%S
tJ. rovnostl 5757 = 57

L. 21 () 1 (2 .
oovT \or)v T T \ovVor ’

P ik () +0) = 7 () +0) + 4 (55) + (38).)

odkud porovnanim dostaneme
oU dp
i =7 (=X — 27
(av),~7(a7), -7 27

a to je univerzalni vztah mezi kalorickou a termickou stavovou rovnici (srv. kap. 5.3).

6.8.7 Entropie konkrétnich soustav

Do rovnice dS = ldU + QdV = CT"dT + % ((g—g)T + p) dV pro diferencial entropie

dosadime prave zjisténou zavislost (gg) =T <g—§i) . p; tim dostaneme rovnici

CV 8])
ds = TdT—l—(aT) dav. (28)

Do ni sta¢i dosazovat konkrétni stavové rovnice a integrovat vzniklou Pfaffovu formu (o niz
vime, ze je totalnim diferencidlem entropie). JelikoZ je entropie dédna diferencidlem, je uréena
az na libovolnou aditivni konstantu. Tou se budeme zabyvat az ve tfetim zakonu termody-
namiky na str. 32; zatim ji zvolime zcela libovolné. Protoze zatim pouzivame jen diferencial
entropie (napt. 7dS) nebo jeji derivaci nebo pfirtistek (rozdil dvou hodnot entropie), tak se
aditivni konstanta nijak neprojevi.

6.8.8 Entropie idealniho plynu

Uvazujme nejprve idealni plyn s konstantni tepelnou kapacitou Cy, charakterizovany sta-
vovymi rovnicemi pV = RT, U = CyT + Uy. Dosazenim do rov. (28) dostaneme vztah
Cy Op Cy R
= —dT = —dT 2
ds d + <8T> dVv = T dT + VdV (29)

,Lrividlni integrace S = Cy InT + RInV by byla chybnd ! Integraéni konstanta, byt ne-
urcend jednoznacné, je zde totiz nepostradatelnd, nechceme-li se dostat jednak do problémi
s rozmérem vyraza InT', In V', jednak do tzv. Gibbsova paradoxu. Spravny vysledek s explicitni
zévislosti na mnozstvi latky n zni

V/n
Vo/no

T
S:C’vln?—i-Rln + So, (30)
0

kde Sy je entropie ng moli plynu ve stavu s objemem Vj a teplotou 7 a ponechdme na
¢tenari, zda je srozumeén.

& Jinymi slovy:

1) ovétte, ze rov. (30) vyhovuje rov. (28);

2) ovéite, ze je to nejobecnéjsi Feseni (pro pevny pocet moli);

3) zapamatujte si trik s odstranénim rozmérovych problémi u logaritmu: [ 4% = In 7= (+konst).



6 DRUHY ZAKON TERMODYNAMIKY 2016-12-30 29

NNy

jisté snadno dokaze sam, rovnu

T
Cy (1) V/n

S = —— dr+Rln—— + 5. 31

T T Vo/no 0 (31)

6.9 Termodynamické potencialy (energie)

Je-li vnitini energie definovana jako funkce U = U(S, V), ziskdme snadno zbyvajici pro-
ménné T, p jako jeji parcidlni derivace. Pokud bychom vsak potiebovali pracovat s promén-
nymi S,p (napf¥. pro popis reakce probihajici nikoli v uzaviené nddobé, ale v oteviené, tedy
za daného = atmosférického tlaku), je vyhodné zavést entalpii H relaci

H(S,p) = U +pV (32)

dH AU +pdV +V dp=TdS —pdV +pdV +V dp (33
= TdS +Vdp . (34)

~—

Tak jsme vyTesili problém prechodu mezi riznymi proménnymi. Od proménné V vyskytujici
se ve vnitini energii U jsme presli k p tim, Ze jsme provedli Legendrovu transformaci, a
tou jsme zavedli misto vnitini energie U(S, V') entalpii H(S,p) = U + pV. Podobné miizeme
vytvorit dalsi veli¢iny — termodynamické potencialy®, vyjadfené v jinjch proménnjch:
Helmholtzovu energii’ (diive volnou energii) F(V,T) =U — TS

Gibbsovu energii G(p,T)=F +pV=H -TS=U —-TS +pV.

Vyznam téchto potenciali je analogicky vyznamu vnitini energie U (S, V') pro adiabaticky
izolovany systém (d@Q = 0, tedy S = konst) nekonajici praci (pdV = 0, tedy V = konst).
Jsou to vesmés stavové veli¢iny a jejich zmény vystihuji zmény tepla ¢ prace (tedy déjovych
veli¢in) pfi specidlnich déjich — takovych, pfi nichz jsou nezéavislymi proménnymi jejich tzv.
prirozené proménné.

znacka | pfir. prom. | nazev
F Vv, T Helmholtzova energie (volna energie)
G T,p Gibbsova energie (Gibbstiv potenciél, volna entalpie)
H p, S entalpie (zastar. tepelny obsah)
U V.S vnitfni energie

Zména AF Helmholtzovy energie F'(V,T) udava pti vratném izotermickém déji (T = Ty =
konst) dodanou praci W (resp. zdporné vzatou vykonanou praci —W’' = W). Tato préace se lisi
o teplo vymeénéné s lazni teploty Ty od prace, kterd by se vykonala pfi vratném adiabatickém
déji (S = Sy = konst) a kterd by byla rovna zméné AU vnitini energie U(T, S).

Pokud pracujeme pfi konstantnim tlaku a nikoli objemu (napf. za atmosférického tlaku),
miize se ménit objem systému a konat tim praci; toto je typicka situace pro chemické re-
akce. Pro takové piipady je vhodné brat jako nezavisle proménnou tlak p a udévat zmény
prace ¢i tepla zménou Gibbsovy energie G(p,T') ¢i entalpie H(p, S) podle toho, zda jde o déj
izotermicky ¢i vratny adiabaticky.
<— Helmbholtzova energie F' je velmi vyznamnd ve statistické fyzice, nebot jeji proménné V,T jsou vyhodné
parametry pii mikroskopickém popisu (pravdépodobnost typu exp(—%) ).
<— Gibbsovu energii ocenime v systémech s proménnym poctem ¢astic, tzv. otevienych systémech: molarni
Gibbsova energie je primo rovna chemickému potencialu.

€ Termin ,potencial® je analogii k potencidlu v mechanice ¢i v poli; derivaci potencidlu podle (zobecnéné)
soufadnice ziskdvame intenzitu resp. (zobecnénou) silu. Fyzikalné spravny termin je zde ovSem ,energie“.

5To je rozsifené, ale terminologicky nespravné: jde o energie, nikoli potenciély.
"Norma doporucuje jako hlavni znacku A, pfipousti viak i F, kterou zde dale uzivame.
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6.9.1 Magicky ¢étverec

Radu vztahii mezi termodynamickymi proménnymi a potencialy pro jednoduchy systém
(kap. 5.3) si lze snadno mnemotechnicky zapamatovat z nasledujiciho magického étverce:
1) Do rohi ¢tverce zapiseme V, T, p, S (jde o Velmi Tézko pamatovatelné Schémal)

2

~—"

Ke hranam pripiSeme v abecednim poradi F, G, H, U

3) Magickou moc dodaji sipky, sméfujici vzhiiru (a uréujici pak znaménka vyrazi).

S

1. krok 2. krok MAGICKY CTVEREC
T 1% F T 1% F T

U G U G
D S H D S H D

Magicky ¢tverec ndm pripomene nasledujici fakta a vzorce:

1. Stavova funkce je potencidlem, je-li vyjadfena v ,sousednich® stavovych proménnych:

\F=rFv.1)| |G=GTp)| |H=HpS)| |[U=U(SV)]

. Diferencial potenciélu je linearni kombinaci (Pfaffovou formou) diferencialt jejich pro-

ménnych (v rozich). Pro koeficienty této formy si dojdeme naproti. Jdeme-li po Sipce,
znaménko bude ,+“, jdeme-li proti Sipce, bude ,,—“. Tedy:

|dF = —pdV — SdT |dG = —SdT + Vdp|  |dH =Vdp+TdS)|

dU = TdS — pdV' |

a ,spojené zakony termodynamické”

(%)T =-p

SE
S
<

Il

|

nn

Ze zapisu diferenciali plynou rovnice , a podobné

(58),==5: (%), = V|| (&), = Vi (3),=T|[(55)y = T3 (%) s = -

Diferenciély ad 2) jsou ovSem tplnymi diferencidly; musi proto platit podminky integra-
bility — Riemannovy-Cauchyovy rovnosti, vyjadifujici zaménnost v poradi proménnych
u druhych derivaci; zde se nazyvaji Maxwellovy vztahy:

(@) = (%) (@) = —(Z%) (2%) = (a_T> (), = - (@)
ar ), ov )T o ) 1 T ) p 95 ) p ) g av)s 5 ),
Priklad odvozeni prvni z rovnic zaménnosti druhych parcidlnich derivaci F":

2) = 2p5(V,T)= 200D _ 02k _ 07k _ 9 —ORWT) _ (25)

oT % =oarP\V, - or ov —JTov T ovoT T oV or —\ovV)T

V magickém ¢étverci jde o dva trojuhelniky s jednou spoleénou odvésnou (na niz je
potencidl, o jehoz druhé derivace jde); opét Sipky pfepon urci znaménko.

. Pro potencialy plati defini¢ni vztahy; Sipky opét urcuji znaménko:

H=U+pV U=F+ST F=G-Vp G=H-TS|

Dalsi fantazii se meze nekladou.
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7 Upravy termodynamickych vzorci 2016-12-30

,Taktika* postupu — nase munice — je nasledujici:

1.

2.

3.

10.

11.

g_z = l/g—g a také (%)Z = 1/ (%)Z (heslo: ,slozeny zlomek*);

(%)C (%)a (%)b = —1 (heslo: ,abc — koralky na Siiirce“);

nakreslime si magicky ¢tverec (Velmi TéZzce pamatovatelné Schéma, viz kap. 6.9.1):

vV F T
U G
S H p

podle magického ¢tverce si pamatujeme, které proménné jsou vlastni kterému potencialu
— jsou to koncové body prislusné hrany, tj.

F=FV.T) G =G(T,p) H = H(p,S) U=U(V,5)

Totalni diferencial potencidlu je pak linearni kombinaci diferencialti proménnych, napft.
dF =77dV+7dT

. z bodu 4 vime, jak najit koeficienty u diferencialti proménnych: po uhlopfic¢ce, znaménka

dle sipky):
dF = —pdV — 8dT ; dG = Vdp — SdT ; dH = Vdp + TdS ;
dU =TdS — pdV ;i to lze vycist ,,jeslickami“ typu X X X X :

z bodu 5 plyne, Ze pro potencial Z(a,b) vyjadieny v ,jeho proménnych* plati (%—f)b =

+A; pro A jdeme po diagonale, Sipka ur¢i znaménko. Napft. (g—g) s="P ;

derivaci funkce pfi ,,nevhodné* dvojici proménnych upravime dle véty o derivaci slozené
funkce. Napt. pro <%_I;’I>T uzijeme vyjadieni H* ve spravnych proménnych: H*(p,S) =

H*(p,S(p,T) = H(p,T), odkud
oH\ _ [oH* oH*Y (8S) _ as )
(a_P)T N (3—1”>s + (W)P (3?’)7“ =vaT <3P>T ’
vzajemné vztahy mezi potencidly rovnéz vycteme z magického ¢tverce pomoci schémat
typu NN S ; opét Sipka udava znaménko
H=U+pV U=F+ST F=G-Vp G=H-TS ;

08

nékteré derivace maji nazorny fyzikalni smysl: (g—g)v =Cy, (g—?)p = C), (8_T Ox .

)x =7

Maxwellovy vztahy (integrabilita totalniho diferencialu libovolného z potenciali v jeho
pfirozenych proménnych) plynou trividlné bodu 5: je-li Ada + Bdb totalni diferenciél,
pak musi platit (%)a = (%—f)b. Kdo da prednost mnemotechnice, najde si prislusné

trojuhelnicky v magickém ctverci;

diferencial entropie lze upravit vztahem d () = T'dS na prirtstek tepla; derivace entropie
podle teploty tim piejdou na piislusné tepelné kapacity.
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»Strategie* postupu je tato:
A. vyjadiime podle bodu 9 molarni tepla a jiné podobné veli¢iny pomoci termodynamic-
kych potencidlti. Tim ziskdme vyraz, obsahujici jen potencidly (napf. F', G, H, U)
a proménné (napt. V, T, p, S);

B. uzitim bodu 1,2 prevedeme potencialy F', G, H, U do ¢itatelt derivaci. Napft.:

(), (0,0, (. /),

C. z kazdé dvojice sdruzenych proménnych, napt. (p,V); (T,S5); (E,ﬁ) ... zvolime jednu
nezavislou proménnou, napf. {p; T'; D. .. }. V téchto proménnych budeme nadéle pocitat
vSechny vyrazy;

D. uréime potencial odpovidajici vybranym proménnym, napt. {p,T} — G(p,T) a vyjé-
diime vSechny ostatni potencidly pomoci ného uzitim bodu 8. (Pro ostatni proménné:
VT = F; {V,S}=U; {Sp}—H)

E. zjednodusime derivace pomoci bodu 6 a 7;

F. entropii S muZeme prevést bodem 11 na tepla, jeji derivaci (g—;)  ha tepelnou kapa-
citu Cx a derivace (%)T = — (%)p, (%)T = (%)V podle Maxwellovych vztaht

z bodu 10.

& Utécha: Neni to zdaleka tak hrozné, jak to ve slovnim popisu vypada. Zkuste to a uvidite, ze nejhorsich
je prvnich deset piiklad (jen cynici tvrdi, ze prvnich tisic).

8 Treti zakon termodynamiky 2016-12-30

8.1 Zakladni idea

Prvni zakon termodynamiky definoval teplo, druhy zdkon zavedl teplotu a entropii. Tep-
lota je urcena absolutné, svym pocatkem i zpisobem méfeni (i¢innosti vratného Carnotova
cyklu), a jedind liboville spociva ve velikosti mérné jednotky. Ta byla stanovena hodnotou
273,16 K pro teplotu trojného bodu vody; tim bylo zajisténo, aby se rozdil teplot jeden kel-
vin co nejméné lisil od dosavadniho jednoho stupné Celsia. Entropie vSak je definovana jen
diferencialné tim, ze pro vratné déje plati @@ = T'dS. Je tedy dana az na aditivni konstantu
So, ktera se neprojevi ani v diferencidlu, ani pii rozdilech entropii. (Naproti tomu jednotka
entropie je dana jednoznacné, zvolime-li jednotku teploty, protoze jejich soucin musi davat
jednotku energie.)

Tteti zakon termodynamiky v nékterych ze svych formulaci (Planck, Falk) odstranuje
tento nedostatek tim, Ze stanovi absolutni hodnotu entropie: zhruba feceno, pfi teploté abso-
lutni nuly je entropie rovna nule.

Jiné, historicky starsi formulace tfetiho zakona termodynamiky popisuji fyzikalni déje pii
teplotach T'— 0 K a poukazuji na nedosazitelnost teploty 17" = 0 K koneénym poctem kroki.
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8.2 Formulace tretiho zakona termodynamiky

Jak jsme jiz zminili pii zavedeni entropie, neméli mnozi fyzikové entropii radi; jeji bezpro-
stredni neméritelnost jim byla tézko prijatelnou. Uprednostiiovali proto formulace obsahujici
jen primo méritelné veli¢iny, ze soucasného hlediska tedy vyrazy s diferencialy ¢i derivacemi

entropie. Tak z Maxwellovych vztahti vime, ze (%)T = (g—g)v a ze (%)T = — (%)p.

Experimenty vSak ukazuji, Ze oba tyto vyrazy se blizi nule pro teplotu klesajici k absolutni
nule (a snizuji tim efektivitu chlazeni). Pro 7" — 0 se tedy entropie S stava nezavislou na
p, V', pro vratné zmény je AS — 0 pro T — 0.

Nernstova formulace (1906) v dnesni dikei Fika:

Nernst: Pro teplotu klesajici k absolutni nule probihd vratny izotermicky déj beze zmény
entropie; pri absolutni nule, tj. T = 0, splyvd vratnd izoterma s adiabatou.

Planck ve své formulaci z r. 1930 dopliiuje navic, ze pro 7'= 0 je i S = 0; jinymi slovy:

Planck: Izoterma T = 0 chemicky cisté latky splyvd s vratnou adiabatou S = 0.

Dtvod k omezeni se na cisté latky je jasny: entropie smési dvou rtznych latek by byla
vétsi nez soucet entropii téchto latek nesmichanych, a to pravé o smésovaci entropii, jejiz
neporozumeéni je podstatou Gibbsova paradoxu. Zde vsak vznika vzapéti dalsi potiz — co je
vlastné ta ,chemicky Cista latka“? Vétsina prvkia kolem nés se vyskytuje ve vice izotopech,
a prvky i jejich slouceniny tedy predstavuji z tohoto hlediska jesté velmi pestrou smés!

Dalsi nutné omezeni bylo na krystalickou latku, a to na jeji nejstabilnéjsi krystalickou
modifikaci. Amorfni latky (napf. sklo) pfedstavuji metastabilni, nikoli stabilni formy a maji
proto nutné vyssi (tj. nenulovou) entropii. Z praktického hlediska je vsak toto omezeni velmi
neprijemné tim, ze prechod na stabilnéjsi krystalickou modifikaci probiha tim pomaleji, ¢im
je nizsi teplota.

& Napi. pod 18 °C je stabilni modifikaci cinu nikoli onen leskly kov zndmy z letovani (krystalujici v étvereéné
soustavé s hustotou p ~ 7,3.10° kg/m?), ale Sedavy prasek p ~ 5,7.10° kg/m? krystalujici v krychlové
soustaveé, tzv. cinovy mor. Pokud ho neznéte v zimnich mésicich z kazdodenniho zivota, je to hlavné pro

<— Pro poctivost je nutno dodat, ze jsou i jiné, chemicky cisté latky, jejichz entropie pro T' — 0 K neklesa
k nule, napt. oxidy uhelnaty CO a dusnaty NO. Oba maji v zdkladnim stavu dvé mozné struktury s témér
identickou energii (v kvantové terminologii témér degenerovany zékladni stav); pro nulovou entropii je vSak
nutné, aby zakladni stav — stav s nejnizsi energii — byl opravdu jen jediny.

Témto praktickym i teoretickym obtizim ¢éeli Falk (1959) nésledujicim pfistupem:

Falk: Energie a entropie libovolnéeho fyzikdlniho systému maji kazdd oddélené svou
nejmenst hodnotu, kterou lze normovat k nule.
Je-li energie minimalni, je i entropie minimdlni.

Obracena véta neplati; na jednoduché mechanické systémy muzeme nahlizet jako na sou-
stavy s nulovou entropii, ale pfitom s rtiznou energii.

<— Pro jesté veétsi poctivost se prizname, ze ve statistické fyzice nékdy védomé studujeme i systémy, majici
kych mfizi. Tam samoziejmé je entropie zdkladniho stavu (tj. systému pii 7' = 0) nenulova. Jisté vSak citime,
ze to neni ,popfenim* tretiho zakona v pravé vysloveném znéni.
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8.3 Nedosazitelnost absolutni nuly

Reélné latky maji tu vlastnost, ze pro 7" — 0 se nule blizi nejenom jejich entropie, ale
i jeji zmény resp. derivace. Protoze plati

) -5 (), (),
or), T op ) ory,
je zrejmé, ze zmény entropie lze snadno vyjadrit z pfimo méritelnych veli¢in. Experiment
vSak ukazuje, Ze tyto veli¢iny se rovnéz blizi nule pro 7' — 0; tim nam vsak klesa efektivita
postupii vedoucich k ochlazovani téles. Rovnéz ty modely, které jsme poznali jako vyhovujici
pro 1" — 0, tj. zafeni cerného télesa a Debyetiv model pevné latky, vykazuji Cy i C), ubyvajici
k nule jako T3.

,» Absolutni nule“, tj. teploté 0 K, se proto mizeme bliZit, nemtizeme ji vSak dosahnout
koneénym poctem krokt. Uvédomime-li si, ze stav T" = 0 splyva s S = 0, je zfejmé, ze ho
nelze dosdhnout izentropickym déjem ze stavu, ve kterém je T'# 0, a tedy i S # 0.

9 Entropie a pravdépodobnost 20161230

9.1 Entropie v klasické makroskopické termodynamice a v mikrosvété

7 pohledu mikrosvéta a s uzitim Boltzmannova vzorce
S=klnW. (37)

ukazeme vztah AQ = TAS mezi pririustkem entropie AS a teplem AQ dodanym za teploty 7.

Propocteme pokus, pii némz zahiivame idealni plyn a nechdvame ho proti vnéjsi sile konat
praci rozpinanim tak, aby se neménila jeho vnitini energie U; pak se neméni ani jeho teplota
T a jeho tlak p klesa. Dodané teglo AQ bude pravé rovno praci® AW, kterou plyn pieda do
okoli roztazenim proti vnéjsi sile”.

Ve viélci o objemu V' s pistem plochy A mé&jme n molu idealniho plynu. Ma tlak p, teplotu T',
vnitini energii U (zavislou jen na teploté T), tvoii ho N = nNa molekul (kde Ny = R/k je
Avogadrova konstanta, tedy pocet molekul v 1 molu latky) a plati pV = nRT. Aby byl plyn
v rovnovaze, musime zvnéjsku na pist tlacit silou o velikosti Feyy = pA.

Dodéame-li plynu teplo AQ a kona-li pritom plyn praci AWeyt, zvétsi se jeho vnitini energie
0 AU = AQ — AWext. Abychom energii plynu nezménili, odebereme ji tim, Ze nechame plyn
rozepnout o objem AV proti vnéjsi sile Feyy. Pist se posune o Az = AV/A a vykona préci:

AWext = Foxt Az = pAV (38)
plyn nechdme rozepnout pravé tak, aby AU = 0, tedy aby platilo
AQ =AMV (EpAV ) . (39)

Zvolme pro nazornost AV = V/8. Po zahiéati a rozepnuti ma plyn opét stejnou teplotu 7' (a
tedy i energii U), mensi tlak a vétsi objem V = %V. Jak tim vzrostla entropie S plynu?

8Préaci zde znac¢ime W k odlideni od poétu W mikrostavi.
9Pro¢ mtizeme proménit teplo z jedné lazné v praci? Protoze nejde o cyklicky déj.
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Pfedstavme si ono nesmirné mnozstvi W rtiznych mikrostavt; kazdy mikrostav popisuje
jednu z moznosti pro okamzitou polohu i rychlost kazdé molekuly po rozepnuti plynu. Nékteré
z téchto mikrostavi — je jich celkem W — popisuji i plyn pfed rozepnutim; jsou to pravé ty
mikrostavy, kde zadna z ¢astic neni v té nové, devaté osminé objemu. Po omezeni polohy prvni
castice zbude z poctu W, jen (%) W, stavii. Omezeni polohy druhé ¢astice opét zmensi pocet
moznych stavi (%)-krét, takze poté, co ohliddme polohu vSech N ¢astic, zbude jen (%)N W,
stavli — a to je hledany poéet W stavii puvodniho souboru (pfed zahiétim a rozepnutim,

ale s toutéz energii). Nartist entropie pfi rozepnuti plynu je rozdil mezi entropii koncového a
pocatecniho stavu, tedy

8\ " 9\ " 9
AS=klnW, —klnW =kln(W, /W) =kln 1/<§> :k‘ln<§> :k‘Nlng . (40)

Vratime-li se k ptivodnimu obecnému pripadu rozepnuti o AV, dostaneme ziejmé

V+AV

AS:kNln%szln = kNIn <1+A—Vv> : (41)

a to upravime podle pfiblizného vzorce In(1 + z) ~ x, vhodného pro velmi mala z:

AV AV
AS =EkN1 1+ — | =~ EN— . 42
S n( + V> v (42)

Dosazenim vztahu kN = nR a stavové rovnice idealniho plynu pV = nRT urcéime
AV pV AV AV

Protoze podle podminek pokusu (rov. (38),(39)) bylo pAV = AQ, dostaneme
AQ
AS = —*% 44
s=529 (14)
a tedy konecné
AQ =TAS | (45)

jak zname pro entropii a teplo z termodynamiky:.

9.2 <«—Zaporné teploty (zatim jen rozpracované)

Zaporné teploty nejsou nizsi nez 0 K, ale naopak teplejsi nez nekonec¢né teplota. Uzivaji
se pfi popisu systémti majicich energii omezenou nejen zdola, ale i shora.

Obvyklé soustava ma jediny ,zdkladni stav (mikrostav s nejnizsi energii tvotici tim také
makrostav s minimdlni energii Up,,). Protoze je tvofen jedinym mikrostavem, ma W = 1.
Odpovidd mu nulova entropie S = kIn W = 0J/K i teplota.

Obvykla soustava muze mit v principu neomezené velkou energii (diky kinetické energii
¢astic, které ji tvori). Cim vyssi je energie U makrostavu, tim mnohem vyssi je pocet W jeho
mikrostavi. Proto v takové soustavé muze spolu s energii rist v principu libovolné vysoko i
entropie a teplota.

Lze vsak studovat i soustavy majici energii shora i zdola omezenou. Prikladem je Isingtiv
model. Popisuje napf. soustavu /N spini s v pevnych polohach, kazdy s dvéma moZnostmi

orientace s, resp. sT s energii ve vnéj$im magnetickém poli B rovnou —Bs, resp. +Bs. Cela
soustava ma vysledny magneticky moment M = ) ;85> zfejmé —Ns > M > Ns. M4 energii
danou jednak orientaci spinti B Zj sj, jednak interakci sousedt s vdhou J;; pro i-ty spin vici
j-tému. Celkova energie je tedy souctem

E= BZSj + ZZ JikS;sk (46)
J j ok
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Jde-li napf. o linedrni fetizek a J;; = J > 0 pro nejblizsi sousedy j = i+ 1 a J;; = 0
pro vSechny ostatni, mé soustava mé jediny stav s nejnizsi energii (vSechny spiny zdporné)
odpovidajici T' = 0, S = 0, ale také jediny stav s nejvyssi energii (vSechny spiny kladné)
odpovidajici T'=0, S = 0.
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10 Dodatek: Funkce vice proménnych

10.1 Parcidlni derivace: symbol 0/0t

e V celé kapitole (a vlastné i v celém textu) se zabyvame jediné funkei redlnych promeén-
nych, nikoli teorii funkce komplexni proménné.

e V této kapitole diskutujeme vyznam znacek ,d“ a ,0“ v infinitezimdalnich vyrazech
typu dx, Oz. Pfibuzny znak A znamené vzdy koneCny rozdil Ax = x¢ — x;, nikoli
infinitezimalni (i kdyz byva ¢asto maly).

V matematice jste se setkali nejprve s obyc¢ejnou derivaci: znaci se tak limita

£ = lim f@) = fl@o) _ flzotde)— f(z) _df

z—z0 T — T dz—0 dx -~ da’

(47)

coz mj. vysvétluje symboliku. Tento ptavodné nedélitelny symbol vsak lze rozdélit a zavést
diferencialy df resp. dz spojené vztahem df = f'dx = %daz.

Je-li f funkei vice proménnych, napt. f(x,y), pak lze provadét derivace podle jednotlivych
proménnych, a to presné stejnym postupem, jak bylo uvedeno vyse. Je ovS§em potieba vyzna-
¢it, podle které proménné derivujeme — ¢arka uz nestaci — a jak uvidime hned v nasledujicim
paragrafu, také vyznacit, ve kterych proménnych je vlastné derivovana funkce vyjadirena ne-
boli které jsou ostatni proménné.

P#i vice proménnych se obvykle hovoii o parcialnich derivacich a znaci se symbolem 9
namisto d, tedy

<%>y N dléglo dz ’ <8_y>x N dlzjgo dy

. (48)

Jak je zfejmé, pozménény symbol 0 jen pfipomind, Ze jde o vice proménnych, jinak je definice
zcela analogicka.

€ Svym zptsobem je toto rozlisovani stejné zbytecné jako rozliSovani jednotného a mnozného ¢isla v jazycich
¢imkoli jinym (koncovkami, gramatickou shodou ... ) nez ¢islovkou. Napf. japonstina se obejde bez mnozného
cisla.

10.1.1 Problematika v klasické mechanice

V klasické mechanice nastava specialni situace s ¢asem ¢ coby proménnou. Stava se totiz,
ze je zkoumand velifina zavisla na ¢ase jak pfimo (explicitné), tak i nepfimo prostiednictvim
ostatnich veli¢in (implicitné), obé zavislosti je potieba rozlisit. Konkrétni ptiklad snad ukéze
vse jasnéji:

Teplota T' v mistnosti se méni od mista k mistu a méni se i v Case tak, jak kamna
vyhasinaji. Je tedy T = T'(z,v, z,t). Uvazujeme-li, jak zavisi teplota na ¢ase — sledujeme-li
teplomér — mtzeme dostat rizné vysledky: )

1) Fixujeme polohu teploméru v pevném bodé (z, y, z). Udaj teploméru bude tedy T'(x, y, 2, t)

8T(x,y7z7t) T(x,y7z7t+dt)—T(:c,y,z,t)
ot dt

a jeho ¢asova zména bude ( ; pokud bezpecné vime,

T,Y,% T dt—0
o které proménné jde, nevypisujeme je a piSeme pak jen %—f. Skutecnost, Zze béhem méreni se

meénilo ¢, ale neménilo se z, y, z, vystihujeme zapisem (%—f)x g2 obvyklym ¢tenim ,,(parcialni)

113
Yy, 2.
Slovo ,konstantni“ v prvnim ¢teni muze ponékud zavadét. Rozumi se, ze = z je konstantni v procesu
kbl b ) )

limity, ze tedy vytvaiime parcidlni derivaci jen podle jediné proménné t. Neznamend to, ze by se snad vysledek
neménil v zavislosti na téchto proménnych.
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2) Pohybujeme s teplomérem; soufadnice teploméru &, n, ¢ se s ¢asem méni a jsou tedy
funkcemi ¢asu 7, a to £(7), n(7), ¢(7). Teplota jakozto funkce pouhého ¢asu je tedy funkci
T*(7) jediné proménné 7 na ,hlubsi drovni“ podle trochu tézkopadné napsaného vzorce

T(7) = T (=gr)s Yty #=c(r)s t=r ) = T (60, 0(7), C(7), (7)) (49)

Matematik uzije rozliénych symboli: 7% (7) pro funkci jedné proménné, T'(z,y, z,t) pro funkei
¢ty proménnych. Fyzik zpravidla uzije téhoZ pismene T resp. ¢, nebot jde o tutéz velidinu,
teplotu resp. ¢as — ovSem vyjadifenou ruznymi zpusoby ¢i v jiném kontextu. Prvni zapis
s rovnitky v argumentu vypadd nemotorné, ale lze z néj jesté vidét, ze T je minéna jako
funkce proménnych x, y, z, t. Bézné se uziva zapis druhy, z néhoz toto vSak vidét neni.
Derivace dT*T(T) , psand obvykle prosté %, je ovsem obyc¢ejnou derivaci, protoze jde o funkci
jedné promeénne. Vypocteme ji podle pravidla o derivaci sloZené funkce:

aT*(r) (TN d¢ (OT\ dn (OT\ d¢ (T
dr _<8$>y’z’td7+<8y>m7z7td7+ 0z x’y7td7'+ ot x’%z' (50)

kde jesté dosadime x = £(7), y = n(7), 2z = ((7), t = 7 do parciélnich derivaci. Vysledny

o . AT « . 1. dT
vzorec (50) ukazuje jasné vztah mezi dplnou derivaci <g— (psanou ovSem zpravidla ) na

jedné strané a parcidlni derivaci %—{ na strané druhé.

10.1.2 Problematika v termodynamice

vvvvvv

proménnou 7, ale zpravidla je jich vice (napf. dvojice (V,T') nebo (p, V') apod.)

Kdybychom méli v mechanice dva ¢asy 7 a 7o, ztratilo by rozliSovani symboliky % pro
,povrchnéjsi“ derivaci (z,vy,z,t) a % pro ,hlubsi“ (7) své opréavnéni, nebot na hlubsi Grovni
by nebyla jen jedind proménné, ale dvé! Podobné v termodynamice: Uvazujme energii U(V, T)
jako funkci objemu V a teploty T'. RozliSujme bedlivé — velikosti pisma U, V, T oproti u, v,t
— mezi riznymi proménnymi a ruznymi Grovnémi zavislosti. Pokladejme nyni objem V' (p, t)
za funkci tlaku p a teploty ¢, a podobné T'(p,t) = t. Pak mtizeme nahliZet na energii také
jako na (slozenou) funkei u(p,t) tlaku p a teploty t. Zde jsme graficky odlisili proménné
yriznych trovni“ riznymi velikostmi. Riznou ,hloubku zavislosti“ si ted ukézeme tim, ze
kazda zavislost bude o jednu troven nize:

U . =U 51
vy P v.oo.T ) o
(p;t) (p;t) (p. 1)
Derivujme nyni funkci u. Pravidlo o derivaci slozené funkce nam déava
=0
ou ou oV ou 9

guy (9 /) + (= 52
().~ (ov), (50),+ (52), (&), o

=1

&),- (). (&), (7). (%) 5
8tp 8VT8tp OTVOtp
7 posledni rovnice ovSem plyne

ou ou ou ou ov

), (&), - (57), (), (%), oy

Obvykle ovsem nebudeme rozliSovat zavislosti pomoci typt pisma; budeme tedy vysSe uvedené
rovnice psat takto:



10 DODATEK: FUNKCE VICE PROMENNYCH 39

(57)p = (57)z (57) p + (57)y (57) p

a jako dtsledek posledni rovnice
(g_g)v 7 (g_g)P - (g_g)v + (a_\li)T (8_¥)P
ou ou

Zapis g—g je nejasny. Je nutno uvést dalsi promennou, protoze (8_T)V =+ (8_T)P .

Sam symbol 0 ndm tedy u vice proménnych v termodynamice nepomuze. Jadro problému
je zpusob, jak Fici, ve kterych proménnych ma byt funkce vyjadirena. Jsou to predevsim pro-
ménné, podle kterych se derivuje; dalsi proménné piipisujeme jako index k zavorce obepinajici
derivaci, jak bude rozebrano déle. Index nepiSeme jediné tam, kde je opravdu jednoznac¢né
jasné, o které proménné se jedna (tedy: %, jde-li o funkci jediné proménné, nebo 8‘9‘/2—6UT, jde-li
sice o funkci U vice proménnych V, T, ale my ji derivujeme podle vsech jejich proménnych).
<— Z matematického hlediska je podstatné jen zadat proménné, v nichz méa byt funkce vyjadiena; to, ze
v pribéhu limity vedouci k parcidlni derivaci podle jisté proménné zistavaji ostatni proménné konstantni,
je samoziejmost dand definici derivace. Nevadilo by proto ani, kdybychom napsali ,pro jistotu“ jako index
k zévorce i tu proménnou, podle které derivujeme. Nedéla se to hlavné kviili fyzikalnimu ¢teni ,,p¥i konstantnim
... které by v takovém pripadé smyslem zavadélo.

10.2 Zmnaceni parcialnich derivaci

V termodynamice velmi ¢asto vyjadiujeme jisté funkce v zavislosti na nékolika promén-
nych, nacez prechazime od jednoho vybéru proménnych k jinému. Matematicky problém je
v tom, ze fyzikalné taz funkce — napt. energie U — je pak zadana matematicky zcela jinou
funkci, ma tedy také jiné derivace apod. Ukazme vse na konkrétnim prikladé.

Uvazujme potencialni energii U homogenniho gravitacniho pole v obvyklém tvaru s osou
z orientovanou vzhiru: U(z, z) = mgz. Zfejmé plati

oU(z,z) 0: oU(x, z)

ox 0z
Zavedeme-li v roviné xz polarni soutradnice r, ¢ , mizeme vyjadiit potencidlni energii jako
U(r,) = mgr cos . Pouzijeme-li vSak ,smiSené“ soufadnice (x,r) , bude zfejmé U(z,r) =

mgv/r? — x? a nyni

=mg (55)

ou(z,r)  —mgr ou(z,r)  mgr (56)
dr  rT a2 or  \/r2 _ g2
Takto zapsano jisté nikoho neptekvapi, ze
oU(x,z) , OU(z,r)
7
ox 7 Ox (57)

kdyz bychom vsSak neuvadéli argumenty funkce U, dostali bychom neptijatelny zéapis, totiz
%—g #* %—g. Rozpor je ovSem v tom, Ze pismena U (pro fyzikalné tutéz energii) uzivame ve dvou
matematicky riznych vyznamech.

Nedorozuméni tohoto typu lze ovsem vzdy fesit jako vyse u (57), tj. vy¢tem proménnych
u funkce; zpravidla se vSak uziva graficky jiné podoby. Parcidlni derivaci dame do kulatych
zévorek, k nimz jako index pripiSeme vSechny proménné, pies které uvnitt nederivujeme; na
téch, pres které derivujeme, samoziejmé funkce zaviset musi a proto je uvadét nemusime.

Horejsi nerovnost by tedy znéla
ou ou
(). (%), o
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10.2.1 Resumé znaceni parcialnich derivaci
V tomto textu dodrzujeme obvyklé znaceni 0 a nezavadime zddné novoty. Presto je dobré,
uvazi-li ¢tenar nasledujici:
e V termodynamice muzeme, ale nemusime rozliSovat parcialni derivace symbolem 0 od
obycejnych derivaci d. Zadouci odliSeni se totiz tyka néceho jiného — trovné zavislosti
na proménné, podle niz derivuji (pfimo (¢) anebo zprostfedkované (7)). RozliSovani 0

od d k tomu staci jen v mechanice, a to jen pti zavislosti na Case: % od % = d%. Nestaci

v8ak v termodynamice, kde mame i na hlubsi trovni (odpovidajici 7) vice proménnych.
e Duvody pro 0:
— setrvacnost: uziva se v mechanice i v matematice
e Diuvody proti 9 a pro d:

— v termodynamice nepomahé nic Tesit

— pro zacatecnika jde o dalsi novy symbol, zdirazinujici zde jen nepodstatnou samo-
ziejmost, ze je vice proménnych

— symbolika neni diasledna: logi¢téjsi by byl zapis typu

dF  OF dz

T o dr (59)

Jak u t, tak u x (ve ,jmenovateli“) se totiz jedna o skutecné totalni diferencidly,
protoze ani t ani x nezavisi na vice proménnych.

“

— u smisenych druhych parcialnich derivaci je ¢teni ,s konstantnim ...“ nelogické.

2
Napf. derivace (-2 vyrazu (2L se pise jen (—8 L > .
p (aV)T,E y (aT)V,E p J ovVoT 5

e V kazdém pripadé je nutno uvést, v jakych proménnych je derivovana funkce vyjadiena.
Napf. u funkce f(x,y, z) to lze provést takto:

of (x,y, 0
7f(ﬂéyy ?) nebo <8_Jyf>xz (60)

e Nezavisle na této diskusi stoji za to rozlisovat totalni diferencidl dF' od tzv. netplného
diferencialu ¢ili Pfaffovy formy d @, viz kap. 11.

10.3 Derivace inverzni funkce

Jak vime z matematické analyzy, plati nasledujici véta: Jestlize funkce y(z) ma v okoli Uy,
bodu xg nenulovou derivaci y'(x) # 0, pak existuje v okoli bodu yo = y(x¢) inverzni funkce
x = z(y) a ma derivaci 2’ = S—Z =1/ %. Totéz plati, je-li y(x, z) funkei i jinych proménnych,
zde napt. (z); pro pevné z bude existovat inverzni funkce z(y, z). V nasi symbolice tedy piSeme

dx 1 ox 1
- = @ resp. <—> = —8 (61)
v W (),

Derivaci inverzni funkce muzeme tedy ziskat, jako bychom upravili slozeny zlomek tvoreny
diferencialy.
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10.4 Derivace implicitni funkce

Necht f = f(z,y) = f(X) ma v jistém okoli U bodu Xy = [zg,y0| spojité parcidlni

derivace; necht g—g # 0 v bodé Xy a necht f(Xo) = fo. Pak existuji okoli U, U, bodii x¢, yo
tak, Ze existuje funkce y = y(x) definovana v U, a majici funkéni hodnoty v U, takova, zZe
pro vSechna = € U, plati f(x,y(z)) = fo. Funkce y(z) se nékdy nazyvéa implicitni funkci,
resp. funkci, zadanou rovnici f(z,y) = fo implicitné.
& Lidsky fedeno: Zvolime-li na mapé bod Xo = [z0,%0], v ném# je nadmotskd vyska fo, pak podminka
f(z,y) = fo uréuje na mapé v okoli bodu Xy implicitné kus vrstevnice, tj. ¢ary y = y(x), podél niz je
nadmoiskd vyska konstantni: f(z,y(z) = fo. Nedostaneme tak sice celou uzavienou kiivku I' (pro kterou by
y = y(z) nebylo jednoznacné), protoze na ni nutné lez body, pro néz je g—i = 0. (Kde?) Mizeme vSak I rozbit
mezi témito body na jednotlivé vétve, na nichz je funkce y(z) zaddna jednoznacné. Nakreslete a promyslete!

Tato funkce y(x) ma v U, derivaci a plati

of(x,
d:L‘ af(imy)

dy
of
G <8x>y (63)
@),
oy .
Po roznasobeni a prejmenovani y — a, © — b, f — ¢ dojdeme k zapisu
da 0b oc
- = ) =-1 4
&). (), (&), oy

Symboly a,b,c si v kazdé z parcidlnich derivaci vyménuji cyklicky misto jako kordlky na
snurce.

coz v nasi symbolice zni

11 Dodatek: Totalni diferencial

Predpokladejme, ze funkce, s nimiz budeme zde zachazet, maji derivace libovolného Fadu,
ktery budeme potiebovat.

11.1 Totalni diferencial

Totalni diferencial (téz aplny diferencial) zna¢ime symbolem ,d“, napf. df, dz, dt.

11.1.1 Totalni diferencial nezavislé proménné

Vyskytuje se zpravidla samostatné nebo jako , jmenovatel“ v symbolu pro derivaci funkce

této proménné: df(@) de

» dt
Diferencial ve %szice interpretujeme zpravidla jako prirtstek nezavisle proménné, a to maly;
jeho malosti nahrazujeme limitni proces, ktery by mél podle definice derivace néasledovat.

11.1.2 Totalni diferencial funkce jedné proménné

(téz: diferencial zavislé proménné.) Totalni diferencial funkce f(z) je definovan vztahem

df(z) = %(;)dm neboli  df = f'dx (65)
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Vyskytuje se bud samostatné nebo jako ,citatel* v symbolu pro derivaci.

Ve fyzice ho interpretujeme jako linearni ¢ast priristku funkce odpovidajiciho prirtstku
nezavislé proménné. V té mife, v jaké mtzeme misto limity dz — 0 brat jen male ale konec¢né
dx, predstavuje df primo prlrustek funkce f. Napft. d (sinz) = cos zdz; d (z2) = 2zdx.

Integraci f o df dostavame
[ ar= [ r@de = (e - s (66)

11.1.3 Totalni diferencial funkce vice proménnych

Totélni diferencial funkce f(x1,...,zy) vice proménnych je definovan vztahem
_ of L of
Af = Af (@1, on) = giden oo iday = Zf,zdxz (67)

znacime-li indexem za ¢arkou derivaci podle pfislusné proménné (na rozdil od indexu pied ¢ar-
kou, ktery ponechame pro pfipadnou slozku vektoru). Totalni diferencial funkce se vyskytuje
bud samostatné nebo jako ,citatel* v symbolu pro derivaci.

Opét, ve fyzice ho interpretujeme jako linearni ¢ast prirustku funkce odpovidajiciho sou-
c¢asnym piirtustkim dxq, ..., dxy vSech nezavislych promén-
nych, resp. primo jako prirustek funkce, staci-li nam pribli-

zeni tecnou nadrovinou.
o Je dobfe si toto predstavit nazorné. Uvazte funkci A dvou
e proménnych z, y, a to nadmotskou vysku hA(z,y). Diferen-
cial predstavuje te¢nou rovinu; uvazte, ze prirtistek hodnoty
dh  dh této tecné roviny je souctem diléiho piirfistku Oh, =
oh, oh, %dfn podél osy = a pririistku Oh, = g—;’dy podél osy v, tj.
plati dh = 0h, + Ohy.
’ Ma&-1i f vyssi derivace (coz zde vSude predpokladame),
Y o jsou druhé derivace zadménné, tj. napf.
02 f(x 02 f(x 0 of,;
x 0x;0xy, O0x,0x; 0z oxy,
(68)
Toto je nutna, ale soucasné i postacujici podminka pro to, aby pro libovolné zadané funkce
filxy,...,x N) byl vyraz rov. (67) totdlnim diferencidlem, tedy aby existovala funkce f takova,
o fi = fu= 4L
Integraci df od bodu A = (z4,,...,24,) do bodu B = (zp,,...,rp,) dostavime
ff df = f(B) — f(A) = f(zBy,-..,xBy) — f(TA,,...,24,) nezavisle na integracni draze.
Podrobnéji: uvazujme parametricky zadanou kiivku I', tj. N funkei x4 (t),...,zn(t), definova-
nych pro t4 <t <tp. Oznaéme x4, = x;(ta), v, = z;(tp). Potom
of of 5 Of dry of dxy
df = dey + -+ ——dx = ——dt+- -+ ————dt | =
/p ! / <8:L"1 e Oorn N /tA Oxr1 dt Oxrn dt
= f(mlts),.. ,mtB)) — F(wta) e son(ta)) = £(B) = £(4) (69)

11.2 Pfaffova forma

Obecny vyraz tvaru

N
Z (z1,...,zy)dz;, (70)
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tj. linearni formu v diferencidlech, nazyvame Pfaffova forma a znac¢ime preskrtnutym d.
Davéame tim najevo, Ze jde o veli¢inu ,nekonecné malou®, tj. fadu diferencidl, ale Ze nezaru-
¢ujeme, Ze jde o totalni diferencidl néjaké funkce W. (Misto symbolu @ se téZ uziva symbol
0.)

Nabizi se otazka, zda je kazda Pfaffova forma totalnim diferencidlem. Ukazuje se, Ze jsou
tTi moznosti:

1. Pfaffova forma d Wy je totdlnim diferencidlem, tj. existuje funkce U(x1, ...,z xN) takova,
ze AW 4 = dU. Pak nutné a; = U,; a plati a;,1. = ag,;-

2. dWp sice neni totdlnim diferencidlem, ale stane se jim po vynasobeni vhodnou funkci,
tzv. integraénim faktorem p. Potom bude pdWp = dU. Rikdme, ze Pfaffova forma
dWp je integrabilni,

3. dW¢ neni integrabilni. Prototypem neintegrabilni Pfaffovy formy napf. v prostorovych
soufadnicich (z,y,z) je dW = dz + ydz.

Dale se v matematice dokazuje, ze integrabilita Pfaffovy formy souvisi s po¢tem proménnych
(stéle predpokladame dostateéné hladké funkce):

1. Pfaffova forma v jediné proménné d W = a(x)dz je vzdy totdlnim diferencidlem

2. Pfaffova forma ve dvou proménnych dW = aq(x1, zo)dx1+as(r1, z2)dzs je bud totadlnim
diferencidlem nebo je integrabilni

3. Pfaffova forma ve tfech a vice proménnych méa vSechny moznosti: vyraz
aw = al(xl,acg,acg . )dwl + ag(xl,xg,xg . )dxg + asg(xy, 9,23 . .. )dxg .
je bud totalnim diferencidlem nebo je integrabilni nebo neni integrabilni.

11.3 Geometricka predstava integrability Pfaffovy formy

Soustiedme se na trojrozmérny prostor se souradnicemi x, y, z a zapiSme rovnici
dW = aydr + aydy +a.dz = 0. (71)

Pokladame-li diferencidly dx, dy, dz za ,malé tseky*, pak uvedend rovnice v pevném bodé
prostoru (zg, Y0, 20) ur¢uje malou plosku, jakousi Supinku; pohybujeme-li se po ni, je pro
zmény naSich soufadnic o dx, dy, dz splnéna rovnice (71). Toto znate z mechaniky jako
obecné neholonomni vazbu pro hmotny bod; studujeme, jak se projevi z mechaniky znama
vazba holonomni, popsana totalnim diferencidlem nebo integrabilni Pfaffovou formou, na
rozdil od vazby neholonomni, popsané neintegrabilni Pfaffovou formou. Mtzeme si predstavit,
ze se v souladu s vazbou malinko posuneme z bodu (xg, Yo, 20) do jeho sousedstvi — do bodu
(1,91, 21), kde 1 = zo+dz atp. V tomto bodé je opét néjaka povolend ,Supinka“ pro pohyb;
uvazujme, jak dalece jsme svazani témito vazbami pfi svém pohybu prostorem. Tvrdime toto:

1. Je-li @W totalni diferencial nebo integrabilni, existuji funkce A(x, y, 2), U(x, y, z) takové,
ze plati dW = AdU. Pak rovnici vazby (71) neboli dW = AdU = 0 lze vydélit A
a integrovat. Vazba je zfejmé ekvivalentni rovnici U(x,y, z) = konst.
Povolené plosky navazuji na sebe asi jako Supiny na téle ryby; pohybujeme-li se po nich,
pohybujeme se po nékteré z ploch U = konst a nemtzeme odejit z povrchu ryby ani
dovnitf, ani ven. Situaci ilustruje obrazek integrabilni vazby zdx — dz = 0 nize.

2. Je-li (71) neintegrabilni, nemaji polohy Supin tento charakter a lze se oklikou dostat
i ,kolmo“ vic¢i puvodni Supiné. Viz obr. vazby dx + ydz nize.

Porovnejme integrabilni formu dW; = xdx —dz = d (%x2 — z) s neintegrabilni formou
dW, = dx+ ydz = 0; ukazme, jak jsou Supiny orientovany v roviné z = 0. Protoze se v zadné
z téchto d W nevyskytuje z, budou Supiny orientovany nad sebou (ve sméru z) pfesné stejné.
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Integrabilni forma dW; = xdx —dz=0:

S O Ol 4 g7 oo S

QQ@@ A A
O O oo g g )
& oF - ﬁﬁ//

/ @

A
Podél kazdé piimky rovnobézné s osou x jsou Supiny navzajem pootoceny. Jsou vsak
pritom te¢né k parabolickym valcovym plocham 5 2_z = konst. Protoze se v & W; nevyskytuje

z a navic ani y, budou Supiny orientovany presné stejné jak nad sebou (ve sméru z), tak i do
hloubky (ve sméru y). Z vychozi polohy A se po parabole dostaneme nahoru doleva v roviné
xz do bodu B; muzeme se posunout dozadu vodorovné do bodu C' a vratit se po parabole dolu
do bodu D za vychozi bod A a zpét se do néj vratit. Z parabolického vélce (v zakresleném

pripadé %x2 — z = 0) se vSak nedostaneme.

Neintegrabilni forma dW,, = dy + zdz = 0:

z /‘y

> 1]
/]

]E

xT

&

Supiny podél kazdé primky rovnobézné s osou x na sebe navazuji tak, ze vytvareji o 180°
prekrouceny pasek: v obou smérech do nekonecna je vodorovny, uprostied svisly. Ale dva
takové soubézné pasky nelze napojit na sebe! Z vychozi polohy A se dostaneme nahoru do
A’; jdeme-li vSak vodorovné doleva do B, pak $ikmo dozadu nahoru do C, déle vodorovné
doprava do D a spustime-li se kolmo doli do polohy F, jsme v bodé, ktery je vici A posunut
dozadu — tam, kam bychom se pfimou cestou AE dostat nemohli.

Srovnej s poznamkou o niti osudu na str. 20.

11.4 Integrace totalniho diferencialu
Predpokladejme, ze vyraz
dW = a(z,y,z)dx + b(x,y, z)dy + c(z,y, z)dz (72)
je totalnim diferencidlem, tedy @dW = dU; zname funkce a, b, ¢ a mame naleznout funkci U.
Pak lze integral [.dW vyjadfit jako [dW = de = U(B) — U(A); nezavisi tedy na tvaru
r A

integra¢ni drahy I', ale jen na jejim pocateénim bodé A a koncovém bodé B. Neni-li dW
totalnim diferencidlem, pak integral fF d W zavisi na integracni draze I'. Nezavisi jiz na tom,
zda ma dW integrac¢ni faktor ¢i zda neni integrabilni. Obvykly postup vypoctu je takovy, ze
drahu I' vyjadiime parametricky, tj. = = x(t), y =y(t), z = z(t ) dz = ?ﬁdt atd. a dosadime,
¢imz prevedeme vse na jednoduchy integral pres jedinou proménnou ¢ od t4 do tp.



11 DODATEK: TOTALNI DIFERENCIAL 45

Integrovat [adz + [bdy + [ cdz, tedy kazdou ¢ast samostatné a pak je seéist, 1ze jen tehdy,
jestlize jsou proménné separovany tak, ze a(z), b(y), ¢(z) opravdu nezavisi na jinych promén-
nych. Neni-li tato podminka splnéna, je tento postup chybng.

Spravny postup

Univerzalni postup, vedouci k cili pti libovolnych a, b, ¢ a navic automaticky signalizujici
pripad, kdy by dW pfece jen nebyl totalnim diferencidlem, nasleduje. Popisujeme ho ve-
lice podrobné, s vyslovnym uvadénim vSech proménnych, na kterych uvedené funkce mohou
zéviset. Carky u U, F neznaéi derivace, ale odlisuji postupné faze priblizovani se k vysledku.

1. Zintegrujme nejprve a(z,y, z) podle z; tim dostaneme [ a(z,y,z)dz = U'(z,y, 2).

2. K vysledku pfi¢téme zatim neznamou funkci F”, zavisici na vSech zbyvajicich promén-
nych (y, z), zderivujme vse podle dalsi proménné y a porovnejme s b(z,y, z).

3. Tim ziskdme vyraz pro %5’2); zintegrujeme ho podle této proménné y, ¢imz ziskame
F'(y, 2), a doplnime k dosavadnimu vysledku: U” = U’ + F’.

4. Opét k vysledku pri¢téme zatim nezndmou funkci F” vSech zbyvajicich proménnych
(2), zderivujme vSe podle dalsi proménné z a porovnejme s ¢(z,y, 2

5. Tim ziskdme vyraz pro %; zintegrujeme ho podle této proménné z, ¢imz ziskame
F"(z), a doplnime k dosavadnimu vysledku: U"” = U" + F".

6. Takto pokracujeme postupné pro vSsechny proménné. Na zavér, kdyz byly jiz vSechny
proménné vycerpany, je tim urcena funkce U az na konstantu F'.

V praxi zpravidla nepiSeme ¢arky u U, F' a jen dopliujeme dalsi ¢leny; stoji vSak za to
vypisovat postupné zbyvajici proménné u funkci F.

Nelze-li ve kterékoli fazi F urcit jako funkci pouze povolenych proménnych, nebyl @ W
totalnim diferencialem.

Cely postup ilustrujme na prikladech.

Prlklad Inte%rujte Pfaffovu formu
adW = (y? + 52*2% 4 2y22)da + (2zy + 3y?2* + 2222)dy + (4y323 + 62525 + 4wyz)dz !
ResSeni: Provedeme postu}l)ne prlslusne kroky
o Ul(z,y,2) = [(y*+ 5228 + 2y2?)dx = 2y? + 2520 + 22y22
8@( "(x,y,2) + F'(y, 2)) = 2zy + 2222 + oF (y’ ) = b =22y + 39224 + 2222
OF

( 2) = Y22t takie F'(y,z) = y32*

. U” = U’ + F' = zy? + 2°28 4+ 2zy2? + 4324

% (U" + F"(2)) = 62525 + dayz + 4y32° + % = c= 4323 + 62°2° + dayz;

d(f;” =0, takze F"(z) = konst

o U" =ay?+ 2520 + 22y2? + y32% + konst

Samoziejmé muzeme poradi proménnych x, y, z v uvedeném postupu volit libovolné, nejen
abecedné; zvolime ho tak, aby prvni integral byl co nejjednodussi.

Chybné by bylo integrovat kazdy clen zvlast a secist“: dostali bychom
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/a(m,y, z)da:—l—/b(x,y, z)dy+/c(3:,y, z)dz

= (21 + 2°25 + 2292°) + (x4 221 + 22y2?) + (321 + 2520 + 22y2?) + konst
2212 + 22°25 4 62y2% + 2y32* + konst,

coz neni spravny vysledek.

Ilustrace:

Spocitejme integral It = [ dW z bodu (0,0,0) do bodu (1,1,1), po rtznych drahich T,
a to
a) po osach v poradi z, y, z;
b) po osach v pofadi z, y,
c¢) po diagonéle.

8

)

Reseni:
a) Parametrizujme nejprve x = t; y = 0; z = 0, poté x = 1; y = ¢; z = 0 a konecné
T = 1 y=1; z =1 a sectéme vysledky.
(1,0,0) ! o
= Joo) AW = [y (0% +5¢1.0° +2.0.0%)dt = 0
1,1,0 1
f((l ooy AW = [((2.1.4 +312.0' +21.0%)dt = [2)§ = 1

I = f((ll’ll’ol AW = [ (41363 4 6.15¢5 + 4.1.1.6)dt = [t4 + 6 + 242]} = 4
celkem I, =0+1+4=5.
b) Parametrizujme nejprve x = 0; y = 0; z = ¢, poté z = 0; y = t; z = 1 a konecné
r=1t; y=1; z=1 a settéme vysledky; vyjde I.,, =0+ 1+4 = 5.
f((oooool AW = [} (4.033 + 6.0%5 + 4.0.0.t)dt = 0
2= [0 AW = [7 (204 + 31211 +2.0.4%)dt =[] =1

13 = o W = [ (12 + 56416 +2.1.12)dt = [t + 15 + 21§ = 4
celkem[-0+1+4—5

c) Parametrizujme x = t; y = t; z = t. Vysledek je
f((ol’olbl AW = [ (12 + 5t40 4 20.42)dt + (2t.t + 363t + 26.42)dt + (40313 + 6515 + 4t.t.t)dt
= [1(3¢2 + 11610 + 83 + 76)dt = [1* + ¢ + 24 + 47 =5

Integraly po vSech drahach tedy vysly stejné. Pro kontrolu: U(1,1,1) — U(0,0,0) = 5.

Priklad: Zkusme integrovat Pfaffovu formu & W = ydx — xdy! ReSeni:
o U= [ydz=uy
DU +F(y) =o+250 =

aF(y) _

ale to nelze splnit; nemuze byt = —2x, zavisi-li F’(y) jen na y. Proto Pfaffova forma

dW = ydx—xdy neni totalnim d1ferenciélem. M4 viak integracni faktor y—2, nebot y 2@ W =
dz _ zdy _ g <£>

Yy v Yy

Tlustrace: Spocitejme integral It = [ dW = [.(ydz —zdy) z bodu (0,0) do bodu (1,1),
po rtznych drahéach T, a to
a) po osach v poradi z, y;
b) po osach v potradi y, z;
c) po parabole y = 22!
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ResSeni: a) Parametrizujme nejprve z = t; y =0, poté x = 1; y = t:

=t y=0:  [oo dW =[50dt=0
=1, y=t: [l daw=[l-1dt=-1
I, =-1
b) Parametrizujme nejprve z = 0; y =t, poté z =1t; y = 1
=0, y=t: [0 dW =[] —0dt=0
r=t, y=1: f(gl”ll))dW:folldyzl
I, =1
c¢) Parametrizujme = = t; y = t2.
1
Ipar = [y (82 — t.20)dt = 3835 = —1.

Integraly po rtiznych drahach nejsou stejné.

Priklad: Zkusme integrovat Pfaffovu formu dW = dz 4 yd=z!

Reseni: )

o U'=[1dz =z +konst ; tedy %(U’+F’(y,z))zaiy:0

o U'"=U"+F =x+ konst ,

o U"=U"+F"(z)=z+F" | 8gz — dFdZ(Z) =y
ale to nelze splnit, protoze F”(z) uz nemuze byt funkei y. Proto @W = dz +ydz neni totdlnim
diferencidlem. Neni ani integrabilni.

Ilustrace:
Spocitejme integral It = [dW = [.(dz + ydz) z bodu (0,0,0) do bodu (1,1,1), po
riznych drahach T, a to
a) po osach v poradi z, y, z;
b) po osach v poradi z, y, x;
¢) po diagonéle.

Reseni:
a) Parametrizujme nejprve x = t; y = 0; z = 0, poté x = 1; y = ¢; z = 0 a konecné
x=1; y=1; 2z =t a sectéme vysledky; vyjde I, =1+0+1= 2.

b) Parametrizujme nejprve x = 0; y = 0; z = ¢, poté z = 0; y = t; z = 1 a konecné
r=1t; y=1; z=1 a settéme vysledky; vyjde I.,, =0+ 0+ 1= 1.

¢) Parametrizujme = = t; y = t; z = t; vyjde fol(l +0+t)dt = [t + 32 = 1,5.

Integraly po ruznych drahach nejsou stejné.



