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Týden 1: 4.10.

• definice grupy, řád grupy, př́ıklady grup, Abelova grupa, cyklická grupa, izo-
morfismus mezi grupami

• multiplikativńı tabulka pro konečné grupy, věta o přeuspořádáńı:
”
V každém

řádku a každém sloupci multiplikativńı tabulky je každý prvek grupy právě jed-
nou.“

• podgrupa, cyklická podgrupa, věta:
”
Pr̊unik dvou podgrup je opět podgrupa.“

• levé/pravé rozkladové tř́ıdy podle podgrupy (cosets), Lagrangeova věta:

”
Řád konečné grupy je dělitelný řádem libovolné podgrupy.“, index podgrupy

• tř́ıdy sdružených prvk̊u (conjugacy classes), věta:
”
Počet prvk̊u libovolné tř́ıdy

(g) děĺı řád grupy G.“

Dodatek: Klasifikace bodových grup, prvky a operace symetrie

Týden 2: 11.10.

• normálńı podgrupa, prosté a poloprosté grupy (simple/semi-simple), věta:

”
H ⊂ G je normálńı podgrupa ⇔ H sestává pouze z kompletńıch tř́ıd sdružených

prvk̊u.“

• Faktorová grupa (quotient group) jako grupa rozkladových tř́ıd podle normálńı
podgrupy s operaćı násobeńı tř́ıd g1H · g2H := (g1 · g2)H

• homomorfismus jako zobrazeńı ϕ : G → G′ zachovávaj́ıćı grupovou binárńı
operaci, surjekce, injekce, izomorfismus, jádro a obraz homomorfismu

• věta:
”
Imϕ je podgrupa G′, Kerϕ je normálńı podgrupa G a Imϕ ∼ G/Kerϕ“,

přirozená projekce na faktorgrupu

• př́ımý a polopř́ımý součin grup, Eulerova grupa jako polopř́ımý součin

• p̊usobeńı grupy na množině, orbita prvku, stabilizátor (izotropńı grupa), věta:

”
Při libovolném p̊usobeńı konečné grupy na množině je pro libovolný prvek množiny

počet prvk̊u orbity krát počet prvk̊u stabilizátoru roven řádu grupy.“

• p̊usobeńı grupy na sobě: levé a pravé posunut́ı, konjugace



• reprezentace grupy jako p̊usobeńı na vektorovém prostoru (homomorfis-
mus do grupy všech automorfismů na vektorovém prostroru), maticová repre-
zentace, dimenze reprezentace, věrná reprezentace

• ekvivalentńı reprezentace, splétaj́ıćı zobrazeńı

Cvičeńı: Určováńı bodové grupy symetrie molekul

Týden 3: 18.10.

• ekvivalentńı maticové reprezentace jsou svázány podobnostńı transformaćı

• invariantńı podprostor vektorového prostoru, reducibilńı a ireducibilńı repre-
zentace, podreprezentace, reducibilita maticové reprezentace

• úplně reducibilńı reprezentace, blokově-diagonálńı tvar úplně reducibilńı ma-
ticové reprezentace, věta:

”
Každá ireducibilńı reprezentace konečné grupy je ko-

nečně-dimenzionálńı.“

• unitárńı reprezentace, věta:
”
Každá konečně-rozměrná unitárńı reducibilńı re-

prezentace je úplně reducibilńı.“

• věta:
”
Každá konečně-dimenzionálńı reprezentace konečné nebo kompaktńı Lieovy

grupy je ekvivalentńı nějaké unitárńı reprezentaci.“, Maschke̊uv teorém:
”
Každá

konečně-rozměrná reprezentace konečné nebo kompaktńı Lieovy grupy je úplně
reducibilńı.“

• Schurova lemmata: I.
”
Splétaj́ıćı operátor mezi dvěma ireducibilńımi reprezen-

tacemi je bud’ izomorfismus (a tedy reprezentace jsou ekvivalentńı) nebo nulový
operátor.“, II.

”
Je-li (ρ, V ) komplexńı konečně-rozměrná ireducibilńı reprezentace

a operátor S komutuje se všemi operátory T (g) z této reprezentace, potom je S
násobkem jednotkového operátoru.“

• věta:
”
Komplexńı konečně-rozměrné ireducibilńı reprezentace abelovské grupy

jsou jednorozměrné.“, věta:
”
Relace ortogonality pro maticové reprezentace.“∑

g∈G
[Dµ(g)∗]ji [D

ν(g)]kl =
#G

dµ
δµνδjkδil

• charakter reprezentace

Týden 4: 25.10.

• věta:
”
Relace ortogonality pro charaktery.“



• věta:
”
Pro konečnou nebo kompaktńı Lieovu grupu je rovnost charakter̊u dvou

reprezentaćı postačuj́ıćı podmı́nkou jejich ekvivalence.“

•
ρ = ⊕µnµρµ =⇒ nµ =

1

#G

∑
g

χµ(g)∗χ(g)

pro ρµ IR a ρ libovolnou reprezentaci konečné grupy G.

• regulárńı reprezentace konečné grupy, věta: #G =
∑

µ d
2
µ, násobeńı tř́ıd sdruže-

ných prvk̊u, věta: (konstanty tř́ıd)

CiCj =
∑
k

ckijCk,

věta:
”
Pro konečné grupy je počet neekvivalentńıch ireducibilńıch reprezentaćı ro-

ven počtu tř́ıd sdružených prvk̊u.“

• věta: (Frobeniovo kritérium ireducibility) Reprezentace konečné grupy je reduci-
bilńı právě ⇔

∑
g χ(g)∗χ(g) = #G

Cvičeńı:

1. Vektorová a pseudovektorová reprezentace O(3)

2. Tabulka charakter̊u D3h

Týden 5: 1.11.

• symetrie v kvantové mechanice – transformace vlnové funkce [p̊usobeńı grupy
na Hilbertově prostoru L2(R3)], transformace operátor̊u, vlastńı funkce hamil-
toniánu jako báze reprezentaćı grupy symetrie, souvislost s degeneraćı energe-
tických hladin

• symetrizačńı operátory (úplné a neúplné), nalezeńı báze ireducibilńı reprezen-
tace grupy (resp. př́ıslušného invariantńıho podprostoru reprezentačńıho vekto-
rového/Hilbertova prostoru)

Cvičeńı:

1. MO-LCAO pro H+
3

Týden 6: 8.11.

• výběrová pravidla pro maticové elementy invariantńıch skalárńıch operá-
tor̊u



• vztahy reprezentaćı grupy a podgrupy – subdukované a indukované reprezen-
tace a jejich rozklad na ireducibilńı reprezentace, Frobeni̊uv recipročńı teorém

Cvičeńı:

1. Indukované a subdukované reprezentace mezi C3v a Cs (Frobeni̊uv recipročńı teo-
rém)

2. Štěpeńı hladin atomu v kubické krystalové mř́ıži (subdukované reprezentace)

Týden 7: 15.11. (pouze jedna přednáška)

• př́ımý součin reprezentaćı a jeho charaktery

• rozklad př́ımého součinu reprezentaćı – Clebshova-Gordanova řada

• báze př́ımého součinu reprezentaćı – Clebshovy-Gordanovy koeficienty, pod-
mı́nky unitarity

Týden 8: 22.11.

• ireducibilńı tenzorové operátory, Wigenr̊uv-Eckart̊uv teorém

• molekulárńı vibrace a optické přechody – normálńı souřadnice jako báze
ireducibilńıch reprezentaćı grupy symetrie, aktivita vibračńıch mod̊u v infračerve-
ném spektru a při Ramanově rozptylu

Cvičeńı:

1. Dvouatomovoá molekula – translačńı vs. vibračńı normálńı souřadnice

2. Optické přechody v CO2−
3

Týden 9: 29.11.

• Symetrická (permutačńı) grupa Sn

– skládáńı permutaćı, rozklad na nezávislé cykly, násobeńı cykl̊u

– tř́ıdy sdružených prvk̊u jsou tvořeny permutacemi se stejnou strukturou cykl̊u

– rozklad cyklu na (sousedńı) transpozice, množina sudých permutaćı jako nor-
málńı podgrupa, generátory Sn

– ireducibilńı reprezentace Sn: Youngova schémata, Youngovy tabulky, hákové
pravidlo pro dimenze IR



– báze IR Sn – řetěz subdukćı Sn ↓ Sn−1 ↓ · · · ↓ S1
– charaktery IR Sn
– ortogonálńı maticové reprezentace Sn

Cvičeńı:

1. Tabulka charakter̊u S4



Týden 10: 6.12.

LIEOVY GRUPY

• ”To arrive at abstraction, it is always necessary to begin with a concrete rea-
lity. . . You must always start with something. Afterward you can remove all traces
of reality.”(Pablo Picasso)

SO(3) jako grupa ortogonálńıch matic 3× 3 s jednotkovým determinan-
tem

– linearizace – antisymetrické matice jako generátory infinitezimálńıch rotaćı

– obecná rotace jako exponenciála generátor̊u

– grupa O(3) má stejné generátory, ale exponenciála pokrývá jen jej́ı souvislou
podgrupu SO(3)

– generátory rotaćı tvoř́ı Lieovu algebru so(3) se strukturńımi konstan-
tami

[Ji, Jj ] = ickijJk, ckij = εijk

– (Ji)jk = −ickij je adjungovaná reprezentace Lieovy algebry

• Základńı pojmy z diferenciálńı geometrie

– topologický prostor, otevřené a uzavřené množiny, okoĺı bodu, spojité
zobrazeńı, homeomorfismus

– separabilńı (Hausdorff̊uv) prostor, souvislost, oblouková souvislost a jed-
noduchá souvislost, báze topologického prostoru, kompaktnost

– topologická varieta, souřadnicová mapa, atlas, diferencovatelná vari-
eta (hladká, analytická)

• Lieovy grupy jako hladké variety

– topologická grupa, hladké zobrazeńı, reálná Lieova grupa, lineárńı grupa

– globálńı topologické vlastnosti Lieových grup – E(2), SO(2), SO(3), SU(2)

Týden 11: 13.12.

LIEOVY ALGEBRY – levoinvariantńı vektorová pole na Lieových grupách

• křivka na varietě, tečné vektory jako tř́ıda ekvivalence tečných křivek, tečný pro-
stor TpM , derivace ve směru, izomorfismus tečného prostoru TpM a prostoru
derivaćı DpM , tečný bandl

• vektorové pole, integrálńı křivka k vektorovému poli, tok generovaný vekto-
rovým polem



• zobrazeńı push-forward vektorových poĺı

• Lieova závorka jako komutátor vektorových poĺı

• levoinvariantńı vektorové pole, izomorfismus TeG a prostoru L(G) levoin-
variantńıch poĺı na Lieově grupě G

• push-forward Lieovy závorky, komutátor vektor̊u z TeG pomoćı Lieovy závorky
př́ıslušných poĺı z L(G), tečný prostor v jednotce jako Lieova algebra grupy

• věta:(Ado) Každá abstraktńı LA je izomorfńı nějaké LA matic se standardńım
komutátorem.

• věta: Každá reálná LA je izomorfńı reálné LA nějaké lineárńı LG.

Cvičeńı:

1. maticové grupy a jejich algebry (levoinvariantńı pole, strukturńı konstanty a
komutátor na TeG) – gl(n,R), su(2) ∼ so(3)

Týden 12: 20.12.

Exponenciálńı zobrazeńı

• jednoparametrická podgrupa LG

• věta: Každá jednoparametrická podgrupa G je integrálńı křivkou jistého leovinva-
riantńıho pole na G a každá integrálńı křivka pole z L(G) je jednoparametrickou
podgrupou. věta: Levoinvariantńı pole na G jsou kompletńı.

• exponenciálńı zobrazeńı z LA G do LG G. věta: Exponenciálńı zobrazeńı je
lokálńı diffeomorfismus mezi tečným prostorem TeG a LG G v okoĺı jednotky.

• exponenciálńı grupa, souvislá podgrupa, věta: Každý prvek souvislé podgrupy
kompaktńı LG lze vyjádřit jako exp(V ) pro nějaký vektor V ∈ TeG. věta: Každý
bod ze souvislé podgrupy LG G lze zapsat jako konečný součin exponenciál prvk̊u
z TeG.

• věta: Každá komponenta souvislosti G je pravou tř́ıdou podle souvislé podgrupy.

• odvozený homomorfismus LA

Vztah Lieových grup a algeber:

• věta: Pokud existuje surjektivńı homomorfismus mezi dvěma LA, potom je to
izomorfismus právě tehdy, pokud se jedná o LA stejné dimenze.



• věta: Je-li Φ hladký izomorfismus mezi dvěma LG, potom odvozený homomorfis-
mus Φ∗ je izomorfismus př́ıslušných LA.

• diskrétńı podgrupa, věta: Je-li jádro hladkého surjektivńıho homomorfismu Φ
mezi dvěma LG diskrétńı, potom odvozený homomorfismus Φ∗ je izomorfismus
př́ıslušných LA.

• centrum grupy, univerzálńı pokrývaćı grupa a jej́ı faktorgrupy jako neizomorfńı
L. grupy s izomorfńımi L. algebrami

Cvičeńı:

1. Homomorfismus z SL(2,C) na L↑+ a z SU(2) na SO(3)

Týden 13: 3.1.

Reprezentace Lieových algeber

• reprezentace LA na V jako homomorfismus G → End(V), maticová reprezen-
tace LA, analytická reprezentace LG

• věta: Vztah analytické maticové reprezentace LG a maticové reprezentace LA,
vztah reprezentaćı SO(3) a so(3) ∼ su(2), v́ıceznačné reprezentace a univerzálńı
pokrývaćı grupa

• adjungovaná reprezentace LA a LG


