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Tyden 1: 4.10.

definice grupy, fad grupy, priklady grup, Abelova grupa, cyklickd grupa, izo-
morfismus mezi grupami

multiplikativni tabulka pro konetné grupy, véta o preusporadani: ,V kazdém
Ffadku a kazdém sloupci multiplikativni tabulky je kazdy prvek grupy pravé jed-

nou.*

podgrupa, cyklickda podgrupa, véta: ,Prunik dvou podgrup je opét podgrupa.“

levé/pravé rozkladové tiidy podle podgrupy (cosets), Lagrangeova véta:
»,2Rad konecné grupy je délitelny fadem libovolné podgrupy.“, index podgrupy

tfidy sdruzenych prvku (conjugacy classes), véta: ,,Pocet prvki libovolné tiidy
(g) deli rad grupy G.¢

Dodatek: Klasifikace bodovych grup, prvky a operace symetrie

Tyden 2: 11.10.

normdalni podgrupa, prosté a poloprosté grupy (simple/semi-simple), véta:
»H C G je normalni podgrupa < H sestavd pouze z kompletnich t¥id sdruzenych
prvki.

Faktorova grupa (quotient group) jako grupa rozkladovych tiid podle normalni
podgrupy s operaci nésobeni tiid ¢1 H - goH := (g1 - g2)H

homomorfismus jako zobrazeni ¢ : G — G’ zachovévajici grupovou bindrni
operaci, surjekce, injekce, izomorfismus, jidro a obraz homomorfismu

véta: ,Im g je podgrupa G’, Ker ¢ je normélni podgrupa G a Im ¢ ~ G/Ker ¥,
prirozena projekce na faktorgrupu

primy a poloprimy soucin grup, Eulerova grupa jako polopiimy soucin

pusobeni grupy na mnoziné, orbita prvku, stabilizator (izotropni grupa), véta:
,PTi libovolném puisobeni koneéné grupy na mnoziné je pro libovolny prvek mnoziny
pocet prvku orbity krat pocet prvku stabilizatoru roven fadu grupy.

pusobeni grupy na sobé: levé a pravé posunuti, konjugace



reprezentace grupy jako pusobeni na vektorovém prostoru (homomorfis-
mus do grupy vSech automorfismu na vektorovém prostroru), maticova repre-
zentace, dimenze reprezentace, vérnd reprezentace

ekvivalentni reprezentace, splétajici zobrazeni

Cvic¢end: Urcovani bodové grupy symetrie molekul

Tyden 3: 18.10.

ekvivalentni maticové reprezentace jsou svazany podobnostni transformaci

invariantni podprostor vektorového prostoru, reducibilni a ireducibilni repre-
zentace, podreprezentace, reducibilita maticové reprezentace

uplné reducibilni reprezentace, blokové-diagondalni tvar tplné reducibilni ma-
ticové reprezentace, véta:, Kazd4a ireducibilni reprezentace kone¢né grupy je ko-
necné-dimenzionalni.

unitarni reprezentace, véta: Kazda kone¢né-rozmérna unitarni reducibilni re-
prezentace je uplné reducibilni.*

véta: ,Kazdé koneéné-dimenzionalni reprezentace koneéné nebo kompaktni Lieovy
grupy je ekvivalentni néjaké unitarni reprezentaci.“, Maschkeuv teorém: ,Kazda
kone¢né-rozmérna reprezentace koneéné nebo kompaktni Lieovy grupy je uplné
reducibilni.“

Schurova lemmata: 1. ,Splétajici operator mezi dvéma ireducibilnimi reprezen-
tacemi je bud izomorfismus (a tedy reprezentace jsou ekvivalentni) nebo nulovy
operator.“, II.  Je-li (p, V') komplexni koneéné-rozmérna ireducibilni reprezentace
a operator S komutuje se véemi operatory T'(g) z této reprezentace, potom je S
nasobkem jednotkového operatoru.*

véta: ,Komplexni konecné-rozmérné ireducibilni reprezentace abelovské grupy
jsou jednorozmérné.“, véta: ,Relace ortogonality pro maticové reprezentace.

S [D# (o) D" (g)]f = ifwjkaﬂ

geG

charakter reprezentace

Tyden 4: 25.10.

véta: ,Relace ortogonality pro charaktery.“



e véta: ,Pro kone¢nou nebo kompaktni Lieovu grupu je rovnost charakteru dvou
reprezentaci postacujici podminkou jejich ekvivalence.

1 )
p=@umuph = n, = e > x*(9)*x(9)
g

pro p* IR a p libovolnou reprezentaci koneéné grupy G.

e regularni reprezentace kone¢éné grupy, véta: #G = > u di, nasobeni tiid sdruze-
nych prvkua, véta: (konstanty tiid)

CiCy = ciCr,
k
véta:,Pro konecné grupy je pocet neekvivalentnich ireducibilnich reprezentaci ro-
ven poctu tif{d sdruzenych prvki.“

e véta: (Frobeniovo kritérium ireducibility) Reprezentace koneéné grupy je reduci-
bilnf prave < >° x(9)*x(9) = #G

Cviceni:
1. Vektorova a pseudovektorové reprezentace O(3)

2. Tabulka charakteru Dsy,

Tyden 5: 1.11.

e symetrie v kvantové mechanice — transformace vlnové funkce [ptsobeni grupy
na Hilbertové prostoru L?(R3?)], transformace operdtorii, vlastni funkce hamil-
tonidanu jako béaze reprezentaci grupy symetrie, souvislost s degeneraci energe-
tickych hladin

e symetrizacni operdtory (lplné a netiplné), nalezeni béze ireducibilni reprezen-
tace grupy (resp. pfislusného invariantniho podprostoru reprezenta¢niho vekto-
rového/Hilbertova prostoru)

Cuviceni:

1. MO-LCAO pro H;‘

Tyden 6: 8.11.

e vybérova pravidla pro maticové elementy invariantnich skalarnich opera-
tora



e vztahy reprezentaci grupy a podgrupy — subdukované a indukované reprezen-
tace a jejich rozklad na ireducibilni reprezentace, Frobeniav reciproc¢ni teorém

Cuviceni:

1. Indukované a subdukované reprezentace mezi C's, a Cs (Frobenituv recipro¢ni teo-
rém)

2. Stépeni hladin atomu v kubické krystalové miizi (subdukované reprezentace)

Tyden 7: 15.11. (pouze jedna prednaska)

e piimy souéin reprezentaci a jeho charaktery
e rozklad pfimého soucinu reprezentaci — Clebshova-Gordanova rada

e béze pfimého soucinu reprezentaci — Clebshovy-Gordanovy koeficienty, pod-
minky unitarity

Tyden 8: 22.11.

e ireducibilni tenzorové operatory, Wigenruv-Eckartiv teorém

e molekularni vibrace a optické prechody — normalni soufadnice jako baze
ireducibilnich reprezentaci grupy symetrie, aktivita vibra¢nich modi v infracerve-
ném spektru a pii Ramanové rozptylu

Cviceni:
1. Dvouatomovod molekula — transla¢ni vs. vibra¢ni normaéalni souradnice

2. Optické prechody v CO3~

Tyden 9: 29.11.

e Symetrickd (permutacni) grupa S,

— sklddani permutaci, rozklad na nezavislé cykly, nasobeni cykla
— tfidy sdruzenych prvku jsou tvofeny permutacemi se stejnou strukturou cykla

— rozklad cyklu na (sousedni) transpozice, mnozina sudych permutaci jako nor-
mélni podgrupa, generatory S,

ireducibilni reprezentace S,: Youngova schémata, Youngovy tabulky, hakové
pravidlo pro dimenze IR



— baze IR §,, — fetéz subdukei S, | Sp—1 4 -+ 1 St
— charaktery IR &,

— ortogondalni maticové reprezentace Sy,
Cvicent:

1. Tabulka charakteru Sy



Tyden 10: 6.12.

LIEOVY GRUPY

e "To arrive at abstraction, it is always necessary to begin with a concrete rea-
lity. . . You must always start with something. Afterward you can remove all traces
of reality.” (Pablo Picasso)

SO(3) jako grupa ortogondlnich matic 3 x 3 s jednotkovym determinan-
tem

linearizace — antisymetrické matice jako generatory infinitezimalnich rotaci

obecna rotace jako exponenciala generatort

grupa O(3) m4 stejné generatory, ale exponencidla pokryva jen jeji souvislou
podgrupu SO(3)

— generdtory rotaci tvoii Lieovu algebru so(3) se strukturnimi konstan-
tami

-k k
[Ji, Jj] = ZCZ-J-Jk, Cij = Eijk

— (Jy) k= —z'cfj je adjungovana reprezentace Lieovy algebry
e Zakladni pojmy z diferencidlni geometrie

— topologicky prostor, oteviené a uzaviené mnoziny, okoli bodu, spojité
zobrazeni, homeomorfismus

— separabilni (Hausdorffuv) prostor, souvislost, obloukova souvislost a jed-
noducha souvislost, baze topologického prostoru, kompaktnost

— topologicka varieta, soufadnicova mapa, atlas, diferencovatelna vari-
eta (hladkd, analytickd)

e Lieovy grupy jako hladké variety

— topologickd grupa, hladké zobrazeni, realna Lieova grupa, linearni grupa
— globélni topologické vlastnosti Lieovych grup — E(2), SO(2), SO(3), SU(2)

Tyden 11: 13.12.

LIEOVY ALGEBRY - levoinvariantni vektorova pole na Lieovych grupach

e kiivka na varieté, tecné vektory jako tiida ekvivalence teénych kiivek, teény pro-
stor T, M, derivace ve sméru, izomorfismus te¢ného prostoru 7,M a prostoru
derivaci D,M, tecny bandl

e vektorové pole, integralni kiivka k vektorovému poli, tok generovany vekto-
rovym polem



zobrazeni push-forward vektorovych poli
Lieova zavorka jako komutator vektorovych poli

levoinvariantni vektorové pole, izomorfismus 7.G a prostoru £(G) levoin-
variantnich poli na Lieové grupé G

push-forward Lieovy zavorky, komutitor vektort z T.G pomoci Lieovy zdvorky
piislusnych poli z £L(G), teény prostor v jednotce jako Lieova algebra grupy

véta:(Ado) Kazda abstraktni LA je izomorfni néjaké LA matic se standardnim
komutatorem.

véta: Kazda redlnd LA je izomorfni redlné LA néjaké linearni LG.

Cviceni:

1.

maticové grupy a jejich algebry (levoinvariantni pole, strukturni konstanty a
komutétor na T.G) — gl(n,R), su(2) ~ so(3)

Tyden 12: 20.12.

Exponencialni zobrazeni

jednoparametricka podgrupa LG

véta: Kazda jednoparametrickd podgrupa G je integralni kiivkou jistého leovinva-
riantniho pole na G a kazda integralni kiivka pole z L(G) je jednoparametrickou
podgrupou. véta: Levoinvariantni pole na G jsou kompletni.

exponencialni zobrazeni z LA G do LG G. véta: Exponencialni zobrazeni je
lokalni diffeomorfismus mezi te¢nym prostorem 7T,G a LG G v okoli jednotky.

exponencialni grupa, souvisla podgrupa, véta: Kazdy prvek souvislé podgrupy
kompaktni LG lze vyjadrit jako exp(V') pro néjaky vektor V' € T.G. véta: Kazdy
bod ze souvislé podgrupy LG G lze zapsat jako konetny soucin exponencial prvka
z T.G.

véta: Kazda komponenta souvislosti G je pravou tiidou podle souvislé podgrupy.

odvozeny homomorfismus LA

Vztah Lieovych grup a algeber:

véta: Pokud existuje surjektivni homomorfismus mezi dvéma LA, potom je to
izomorfismus pravé tehdy, pokud se jedna o LA stejné dimenze.



e véta: Je-li ® hladky izomorfismus mezi dvéma LG, potom odvozeny homomorfis-
mus P, je izomorfismus piislusnych LA.

e diskrétni podgrupa, véta: Je-li jadro hladkého surjektivnitho homomorfismu @
mezi dvéma LG diskrétni, potom odvozeny homomorfismus @, je izomorfismus
piislusnych LA.

e centrum grupy, univerzalni pokryvaci grupa a jeji faktorgrupy jako neizomorfni
L. grupy s izomorfnimi L. algebrami

Cviceni:

1. Homomorfismus z SL(2,C) na L1 az SU(2) na SO(3)

Tyden 13: 3.1.

Reprezentace Lieovych algeber

e reprezentace LA na V jako homomorfismus G — End(V), maticova reprezen-
tace LA, analyticka reprezentace LG

e véta: Vztah analytické maticové reprezentace LG a maticové reprezentace LA,
vztah reprezentaci SO(3) a s0(3) ~ su(2), viceznacéné reprezentace a univerzalni
pokryvaci grupa

e adjungovana reprezentace LA a LG



