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1. UVOD



1.1 V¥znam poli rovnom&rn® urvchlenvych zdroifl

Jednim =z ohnisek =zZ&djmu v obecné teorii relativity je
zkoumani zA¥rivych prostorotiasfi — p¥esnych Fesent Einsteinovych
rovnic, kterd representujl nestacionarni pole zavrivého charak-
teru. Beéhem poslednich let se objevily nékterd hlubokdé vvsled-
ky tvkajici se existence asymptoticky plochych =zA¥ivych
prostorofast (viz. [431, [20]1. {22]1), dosud v¥ak neni dokazinz
existence asymptoticky plochych vakuovych prostorodasfi vyhovu-
jicich vBem poZadavkdm zZnadmé Penroseovy definice asvmptoticke
plochosti. Neni ovSem nalezeno ani ZAadné explicitni nevakuove
zariveé asvmptoticky ploché ¥Fe¥eni Einsteinovych rovnic. Nicmé-—
né Jje znama rozsadhla t¥ida zAarivych feeni, ktera jsou
agvmptoticky plocha "skoro wvdude" - tzv. boost-rotadng svmet-—
ricka Pedeni {(viz. kapitela 4, jinak reozsahly rozbor v [ 51)
odpovidajici rovnom#rn& urychlenvym =zdroijfm. Gravitazni pole
representovand t&mito ¥efenimi lze interpretovat jako kombina-—
ci retardovanych a advancovanych pPisp&vkd od urvchlenych
zdrojf. Vyvstava otdzka, zda nelze nalézt zaFive redeni pres-—
nych Einsteinovych rovnic, které by #lo interpretovat jako
tisté retardovang pole. Rovnom&rn& urychleny zdro] je nejjed-
nodussi za¥ivy systém a tak se p¥irozen® nabizi hledat retar—
dované zarivé gravitani pole pravé tohoto zdroje a to pomoct

boost-rotadn® svmetrickveh Fefeni.

Na tuto my®lenku nas pFivadi i 8irs{ analogie me=zi raz—
nymi fyzikalnimi za&¥rivymi poli. Obecn& vBechna zariva pole nu-—
love hmoty maji nEkterd spolefné rvsy - nap¥. rvchlost %1i¥end
Zela vin je rovna rychlosti sv&tla, algebraicki struktura =is—
L& =arivych poli je (v PenrogeovdE—Petravoud klagifikaci) stej-
neha typu, asymptotické wvlastnosti za¥ivyech poli ostrovnich

zdrojd jsou podobné atd.. A praveé znamé vysledky (viz. [41])
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pro elektromagnetické pole rovnom&rn® urvchlendho zdroje uka-—
zujl souvislost mezi boost-rotadnd symetickym "retardova-
nym-advancovanym" polem a ¥ist& retardovanym polem urvcohlendho
zdroje a davaj{ nad&€ji v nalezeni podobné souvislosti pro

gravita¥ni pole.

Boost-rotaZn® symetrickid "retardovana-advancovana' rPole
urychlenych zdrojf jsou v#ak zajimava sama o sob&. Uzce souvi-
seji = konformni strukturou prostorofasu. V plochém prostoro-
tasme jsou tato pole spojena konformni transformaci se static-—
kymi poli, &ehoZ lze vyuZit (jak uvidime v kapitola &) k je-—

jich generovani z jednodu#Sich znamych statickvych Fe¥eni.

Boost-rotadng svmetricka pole nachazeji gsve wvyuFits

i v numerické relativite {(jako testy numerickych kadad,
v aproximadnich metodach (jako testy Jjejich konvergence)
a také v kvantové teorii pole - a to v interpretaci rznvch

schémat kvantovani v ki¥fivém prostorofase (Rindlerovskds kvanto-
vani pomoci  boostového Killingova vektoru - [ Y1, [26131)y, i

v kvantoviani ve vn&jsim homogennim poli (viz. [2%7).

NaBe prace se vé&nuje vBem vyznamn&jisdim p¥ipadfm poli
rovnom&rné urychlenvch zdrojf. Je zam&tena na zkoumani a srov—
navani vlastnesti boost-rotaéng symetrickvych poli - skaldrni-
ho, elektromagnetického, gravitafnihe (linearizovaného i neli-
nearizovaného) a kalibrafniho {(Yang-Millsova). Dale wvySetruije
gisté retardovang pole rovnom&Ern® urvchlenvch zdroif —~ skalir—
niho, elektromagnetického a gravitafniho (linearizovaného

i nelinearizovaného) a v&nuje se jejich vzijemnému vziahu.

¥V nésledujicim nejprve kratce =shrneme obsah Price a bu-—
deme specifikovat, které =z uvadsnych vvsledkf maji plvodni

a které refersdni charakter.
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Nyni se dotkneme podrobn#ji obsahu této priace. V druhé
kapiteole je uveden formalismus pouZivany v dalBim textu, jsou
zavedeny négkters konvece a notace. Za zminku stojd
paragraf 2.3, kde je pom&rng podrobng provedena geometricka
interpretace kalibra#niho pole jako konexe na bundle prostoru
vnit¥nich stupti velnosti. Z tohoto pojeti ji¥ pFirozen® vy-—
plyvaiil transformafni vlastnosti kalibra®niho pole v&Xi akci
lokalni kalibkraZfni grupy i p¥irozeny zplscbh interakce s kalib—
ra&ng nabitymi poli. Takovyto geometricky pFistup vvechazt
z vvkladd uvedenvych mo¥2né nalézt nap¥*. v knize Penrose

a Rindlera [131 &i v [25],

Tretd kapitola obsahuje wypofet retardovangho skalirni-
ho, elektromagnetického a linearizovandho gravita®niho pole
jedné rovnom&Ern€ urvchlend Eadstice v plochém prostorodase,
Ukazuje se., Ze se vzrlGgtajicim spinem se zhorfuje chovani pole
podél hranice Z; oblasti p¥ifinng gpejend s HEastict - gvEtel-
né nadplochy odd&lujici prizdny prostorofias neovlivn&Eny zdro-—
jem od oblasti s retardovanym polem #astice. Retardovang ska-
larni peole je na hranici ;Z* kone¥ngé, ale nespojité. V piripads
zlektromagnetického a linearizovangho gravita®niho pole jsou
na nadploBe Z; lokalizovangé delta-funkece, a to jak v kalib-
ra&ng zavislém vektorovém potenciilu a linearizované metrice,
tak i v kalibra¥n& nezivislé elektromagnetickd intenzit& a 1li-
nearizovaném Riemannowve tenzoru k¥ivesti. Pro vektorovy poten-
cial a linearizovanou metriku sziskand pomoci retardovand
Greenovy funkce navie dostaneme divergenci na 2x , kterou bude
nutno regularizovat. Cleny lokalizované na 2« 1 pot¥ebnou

regularizaci dostaneme z reguldrniho peole #astice, ktersd se
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pohvbuje rovnom&rng urychlen® a¥ od n&jakého aokamZiku ?., li-

mitni procedurocu, p¥ri kterd okam®*ik il oddaélime do minuiogti.

V  pFripad® lingarizovangho gravitad®niho pole se navic
ukazala nutnost zapefitat do tenzoru energie-hvbnogti =zdroje
i pri&inu urvchlovani ¥Aastice. Zvolili jsme nejjednodusii zpt-—
sob urychlovani pomoci polonekone®nd kosmické struny pripevns—
né na &astici. V kratkostl jsme uvedli odvozeni linearizovand
metriky nekone&né p¥imé struny, prehledné Slanky tvkajfci se

kosmickych strun jsou nap*. [2¥]1, [23].

Vedle monopdlové Eastice by bylo mo¥no zkoumat i urveh-
lené =zdroje sloZit&jsi multipdlové struktury (dipsl, oo s ) s
Vzhledem k tomu, Ze vBechna t¥i pole jsou linedrni, je mo¥né
dostat pole sloZit&jsich =zdrojfi kombinaci pole monopdlove
gastice. Proto omezeni na monopdlovy =zdroj neni na Ujmu

obecnosti,

Hlavnim vy¥sledkem t¥eti kapitoly je uceleny, svstematic—
ky pohled na retardovand pole urychlend Zdstice. Wsledkv pro
vektorovy potencidl elektromagnetického pole a linearizovaneé
gravita®Zni peole jsou plvodni, plvodni je diskuse ®igts retar-
dovanych ¥e¥eni i v pFipad& skalarniho pole. Navic p#itomnost
delta—funkci na Z&_ v linearizovaném Riemannov® tenzoru k¥i—
vosti nam nabizi fyzikalni interpretaci komplikact vzniklych

v nelinedrni teorii gravitace.

T¥etl kapitola obsahuje té%Z rozsahlé dodatky technického
charakteru. Zminime se pouze o dodatku 3.3, v n&m¥ je prehled
nekterych vliastnosti delta-funkci v obecném prostorodase a je
provedena diskuse zpfisobu regularizace n&ktervch nekonefnych

vyrazf,.

Kapitola 4 se zabyva problémem retardovngho gravita®niho
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role rovnom&Erng urvchlendho zdroje v ramci plné teorie gravi-—
tace. Je zde uvedena a kratce diskutovano obecné
boost-rota&n® symetrickeé redeni Einsteinovych rovnic represen-—
tujici peole urychlenvch zdrej@ a jeho specidlni p¥Fipad dvou
urychlenych objekt@ urvchlovanych strunou. V paragrafu 4.3 je
ukazino, Ze nelze toto obecné ¥eBeni netriviidlng spojitd nava-—
zat podel svételné nadplochy (obdoba Z;_) g8 rPlochym prostoro-—
Casem, tj. nelze zkonstrucvat spojitou ¥ist& retardeovanou
boost-rota&né symetrickou metriku. Tento vvysledk je p@vodni.
Jak jeme Jji¥ nastinili v p¥fipad® linearizovaneho pole, fyzi-
kalni p¥ifina =z¥Feim® tkvi v kumulaci gravitadniho pole podél
svEtelné nadplochy do takové miry, ¥2e ztrici smysl pofadavek

spojitosti metriky, ba dokonce 1 souvislosti prostorofasu,

Posledni, patd kapitola je vEnovana konformnim vliagtnos-—
tem plochého prostorofasu a souvisglosti konformni transfiormace
a svétofar a peli rovnom&rn® urvchlenych zdrojd., V paragrafu
5.1 je podan p¥ehled chovani r@znvch velifin a rovnic p¥i kon-
formni transiormaci metriky. V paragrafu 5.2 je provedena dig-
kuse bodovych konformnich transformaci plochého prostoro®asu;
vkdZe se, ¥e jisté konformni transformace piFevad¥ii svEtoXaru
stojici Zastice na gv&tofiru dvou navzdjem opafn® urvchlenych
gymetricky umisté&nych &astic. Tohoto se v paragrafu 4.3 wvyuzi-—
je pro nalezeni skalarniho, elekiromagnetického a kalibradniho
{(Yang-Millsova) pole dvou urvchlenych #&astic. Pro skalarni
a elektromagnetickeé pole dostaneme znamé wvysledky =z t¥etd
kapitely., preo kalibragni pole se jedna o noveé fefeni

Yang-Millsowvvych rovnic.

V paté kapitole je také obsa¥en dodatek v&novany sidric-
ké inverzi - specidlni konformni transiormaci. Je v n&m prove-—
cdena obsahla plvedni  diskuse tohoto =zZobrazeni v obecném
afinnim prostoru a jsou odvozeny transiormadni viastnosti tzv.

zobecn&nvych kru¥nic p¥i konformnich transformacich.



2. OBECNY FORMALISHMUS

V této kapitole udEldme struny piehled pouZivangho
formalismu. Specifikujeme poufivand kenvence a zavedeme
n&€ktere notace. Uvedeme pohvbové rovnice poli, ktera budeme

zkoumat . Podrobn&ji se zastavime u teorie kalibraXniho pole

a jeho geometrické interpretace,

10



2.1 Geometrie progtorofiasu

V tomto odstavei v  krédtkosti shrneme popis prostoroXasu
v ramci OTR. Prostorotfas Jje reprezentovan 4-dimensionalnit
dostateZné& hladkou diferencidlni varietou M . Na této variets
mame tenzorovy bundle prostor rﬁq I 1y, Jako abstraktni
indexy 2) pro jeho prvky budeme pouZivat malych latinskych
pismen. Konvence pro gymetrizaci, antisyvmetrizaci a vn&jisi

algebru jsou

Ldinddd)
o -
()[“ Fred ml G b‘;fliu FL % /
(p+ o)l
fpp1 2, \v4 {[)‘@' L_l - L!/{-{_\[_I'_M LP{{:E_ L IJL" ‘,)
; | (2.1.2)
, peg)l c
TR plgl Tl ey
AV T Voo o (1) Vo (2.1.3)
L p ohy | ia LR /
kde 0| G jsou antisymetrické formy a ffilV symetrické
tenzory.
1) Zde
— -

T,M = THMe.. THe T'Ho ... T'H
1_'3 a »
2} Prvky vektorovych a tenzorovvych prostord je vvhodné ozna-—
it pomoci tz=wv. abstraktnich indexf. Jedna se pouze
o formiAdlni vvznafeni vektorového ¥i tenzorového charakteru
ocbjektu, tvito indexy nenabyvaif ¥Aadnvch konkrétnich heodnot
(vice wviz. [ 411, [43]). Bbstraktni indexy budou Znadeny
podtrienim (nap¥. O° , AL .. atd.). Naproti tomu p¥i
volbd konkrétni baze ml¥eme pouZivat souradnicove indexy
nabyvaiici heodnot ozZnaujicich prvky biéze., Tvto indexy

14



.1 Geomelrie prostorofasu

12

GravitaZni pole je popsdno Lorentzovou spojitou metrikou

%kh signatury (-+++). P¥islusnd konexe, Riemannfiv tenzor,

Ricciheo tenzor a skalarni k#ivost jsou dénvy vztahy

Y

0 .
d-_

[ o
.
fi
AD
Pl
e,
)

kde

Zvolime—1i sou¥adnice X' fa~(%l&£} a p¥rislufnou

I |

vztahem

53 o\l_,xo =0 v =042 3

‘ /

miZeme zavést Christoffelovy symboly

budou  viEdy nepodbrifendsg, Opabavand akbotvrakinich

(2.1.

konexi

(2.1.

8)

9)

indext

v jednom v¥razu znamenid zu¥eni, opakuiici se souFadnicovy

index znamend s¥itiani p¥es wvSechny hodnoty indexu.

V p¥i-

rpadé, Ze pro nds bude nepodstatny konkrétni tenzorovy cha—
rakter wveli¥inv, budeme abstraktni indexy wvynechavat.

V tomto pripad& HE znamena tenzorovy soufin, HeB zi¥e—
ni. Pokud budou pou¥ity symboly tvpu A , jednid se ¥iste
o roz¥i¥reni pouZivané abecedv. Tenzory s rfznvym polo¥enim

indexf jsou v obecnosti r@zné, tj. % je jiny ocbjekt ne¥
B.. V pripad¥, ¥e je dani nedegenercvans metrika 4.. pomo-
ci ni¥ lze zvedat a sniZovat indexy, budeme, pokud nebude
hrozit nedorozum&ni, oznafovat tenzory li¥ici se zvednutim
a sniZenim indexu stejinvym pismenem, tj. nap¥. B. = 8U.B3.
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17 b Boe ¢ e . % )5‘
V.ot - Q.0 <1 o oo = The dox J o : (2.1.10)

ax? dx*

P¥rimym vvypottem dostivame
) ]L :': gcé ( a;_ gpza + 0, 354 - &g —\'AL‘) J (2l 11)
Ret = - 9, R_j s m ol -l . (2.1.12)
Riemann@v tenzor ki¥ivosti obecné (i nemetrické) konexe spliuje
Q[g;__?r; ake ’ . Diai,-:‘“‘ J ‘\4 Ir\/g_ofala (2.1.13)
jedna-li se o tenzor k¥ivosti metrické keonexe, plati navic

Rapy = Raa - (2.1.14)

Hmota rozloZend v prostorofase je charakterizovana ten—
zorem enevrgie—hvbnogsti ?:5. Geometrie prostorofasu je danid Fe—

Yenim EBEinsteinova gravita®fniho zikona

. ’{ Fl Y
Rie,, = 5@, = # Ty , (2.1.15)
= i Q-—-
Bychlost sv&tla budeme vZdy pokladat - 4 , Einsteinovu

gravita®fni konstantu ¥ budeme povaXovat =za bezrozm&Etrnou.

Jedinym netrividlnim rozm&rem je tedy délka.



2.2 Pole gpinu 0,1,2

Skalarni pole nulové hmoty se =zdrojem :L v plochém

prostorodase spliiuje pohvbovou rovnici
g ¢ = dg (2.2.1)

kde ﬂsrémrﬂ A_. Zobecnénim této rovnice do k¥#ivého prostoro-

Hasu je
c o, 7
(g £Q ) - 7, (2.2.2)

kde ¢ je #islo. Pozd&ji uvidime, ¥%e specialni volbou £ méZe—

me zajistit konformni invarianci této rovnice.

Vektorové pole nulové hmoty je pole elektromagnetickd

popsang standardnimi Maxwellovvymi rovnicemi

B oL b (885

Y :_.':(‘.L =

VAR == K (2.2.4)
Intenzits fnL je invariantn{ v8¥i kalibra&ni transiormaci

R — B,= A.+ dot . (2.2.5)

Désledkem pohvbovvch rovnic (jejich kalibra®ni invariance) je

zachovavani se elektromagnetickeho toku 3:, 3 .
Ao T @ (2.2.6)

Diky tomuto a kalibradni volnosti mbZeme zvolit kalibradni

14
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rodminku

V. A" =0 | (2.2.7)

Of, - Re, RNt I (2.2.8)

kterd se v plochém prostorofase redukuje na vlinovou rovnici

| F—"-- jre ; (2.2.9)

Pole spinu 2 '§; spliuje pohvbovou rovnici
T B
B X = s ; (2.2.10)

K této rovnici vede 1 linearizovana teorie gravitace. P¥ed—
pokladejme, Ze metrika,(ﬁﬂ je dé&na malou poruchou od ploche
metriky ?9

0 = /-7979 " phzh 4 0[";“"{ } g e ] (2.2.11)

IS
~—

Potom destiavame Christofifelovy symboly konexe Ei vidi ploche
konexi (. (splfiuifci o), Yer = 0 )

(' - j{ -f'/r"{(c)qu@ ¢ O ho - b )e o O] (2.2.12)

a Riemanndv tenzor, Riccihe tenzor a skaldrni k¥ivost do prv—

niho ¥adu v £

ge_imf - y a_{! (")[a L,]LI ¢] € (f{ e 2153
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Qe = - g (ah,, +d.00 - o e hn O b 0]
(2.2.14)

I S { ; \ T e ) o
= 3[ 7 é 3 ln’A 4/:!. 3 & (\;‘é’ b~ C)L(g:é T } & O{ _,f ;

@_ - ’ f‘; (L_"A . 7 0\: D}L (g’ql: ) t O{{; (2.2'15)

Zde [] ’U*&Da a zavedli jsme
S { { o q
Mok 7 (; j P\ ff/ . ; l’ﬁgg (\ CTR 73‘, , (2.2.16.)

A= by L (2.2.17)

Einsteinfiv gravita®ni zakon mé do prvniho ¥idu v £ twvar
- _f i ‘f = A :,"" i e - - -
)((Jgj& ach é ; &b&ﬁg " ) u Tag (2.2.18)

Désl edkem pohvbovych trovnic je =zachovavani

energie-impulsu a to i v linearizovand teorii, t].

8, T .0

se tenzoru

(2.2.19)
Metrika (,, mf%e ale byt pova¥ovana jako porucha jiné ploché
metriky %ﬁé lifict se od 4, o malé (tj. ¥adu £ )

podél vektorového pole 53 , Ei5.
g

peosunut i

Dow = D - & 9, by

(2.2.20)

To ma =za nédsledek invarianci m&E¥itelnvch velidin vzhledem

k transiormaci

ha ™ he = he ¢ 3k . (2.2.21)
) }



2.4 Pole spinu 0,1,2 17

Diky této invariance a {(2.2.19) lze naloZit kalibradnft

podminku na
. (S - 0 (2.2.22)
a Einsteinfiv gravita&ni zakon do prvniho ¥adu v ¢ nabyva tvar
O Fa = “ 20T (2.2.23)

coZ je pohybova rovnice pole spinu 2 (2.2.10).



2.3 Kalibrani pole

Kinematickd aréna kalibra¥nich poli je bohat¥%i ne¥ pros-—
t¥ prostorofas o vnit¥ni stupn& volnosti. Je realizovana kom—
plexnim vektorovym bundle prostorem - /] nad pProstorofazem
H . Zhruba ¥efenoc to znamena, e v ka¥dém bods prostorofasu
mame navic wvekborovy pProstor wvnit¥nich stuph wvelnosti,
K prostoru ! || je pridru¥en prostor komplexn® sdruZeny E

Oba prostory jscou spojeny antilinedrni operact

R S A ;o 0f e 01 . ( 2ai8x1]
Pro vektory =z K Il budou jako abstraktni indexy pou¥ivana vel-—
k& latinsk& pismena, pro prvky i 1 navic ¥arkovana. Nad & 11
mZeme vybudovat tenzorovy bundle prostor ﬂ_;;” 3).

Kalibra¥ni teorie je charakterizovana kalibra®ni gru-—
Pou fl, coZ je n&jaka dostatednd "pEknid" grupa (napi. prosta,
my budeme uvaZovat grupy SU(n), resp U(l)), a tzv. lokalnit
kalibra¥ni grupou danou sou¥inem C>I1 . Tato lokdlni grupa pf—
sobf na @ Il prost¥ednictvim zobrazent

T : CxM ~EuM, [a ?]— T([iﬂ_e , (2.3.2)

[al~Y

pFiZfem®Z T je reprezentace grupy @FP/. Z unitarity dogstaneme,
e na IF 1l lze zvolit unitérni strukturu invariantni veXi akci

gJrupy

3) Zde
EiTH - EHe o ETHe .

OEMne . oFE"HMo...
o e

el —— - -

' '

P y s 9

18
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i 00

;" GB‘ & Ef_ 14 "l’ni
{=2.3.3)

E—{F)H' - Haﬁ' Hﬁhf TéP'B ;f ElE' ) HE?'

a pomoci této strukrury definujeme skaliarni sou¥in na 1 ve

twvaru
. _ .} B
(o® k%) = &°L Flae f\f,L (2.3.4)

kde jsme zavedli hermitovskd sdru¥ent P

= B!

— y f1 T
e EM o« E'm ) & — Ny - f{mf o . (2.3.5)

Definici hermitovského sdruZeni lze pF¥imo¥are roz¥i¥it na cely

tenzorovy bundle Fﬁ;f1. Podminky unitarity potom lze psat
T, T, = 4

Pro grupy SU{n) mame navic podminku

dot To% = 1 , (2.3.7)

—

Kalibra¥ni pole Jje popsdnc redlnou konexi U, na |l

kterd zachovavad metriku Hley

]

(D. a)¥ - p.&° o D Hew -0 . (2.3.8)

Tuto konexi roz¥i¥rime na F M jako metrickou konexi EZ. Tenzor

k¥iveosti kalibra¥niho pole je definovan wvetahem

2 R, q\{ = 2 0. D, (F : (2.3.9)
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Z2de 1 je vazbova konstanta kalibra®niho pole. Platt

.
Fe = I fee =~ R, (2.3.10)

Standardni technikou v teorii kalibraZniho pole je volba
kalibrace - volba specidlni baze €, v [Fll va&i ni% se vyjad—

Fuji ostatni velifiny. Tato bize se voli ortonormalni, tj.

(e g3 ] - 5%
1) (5. 3.11%

kde €, je dudlnf baze k € (o} ¢! 5% ). K této bazi lze
P¥i¥adit konexi (), podminkami

t

d. €0 -0 0. €1 -0 (2.3.12)

7]

pro kterou plati
F

d[: L\-'g_j (P = O . (2.3.13)

Nvni m@Zeme zavést kalibra®¥ni potenciil Hfg vztahem

© g

D& qf' &A(f' =R Dsnﬁ ¢ . (2.3.14)
Platt
.- f, . (2.3.15)

Pro tenzor k¥ivosti kalibraniho pole dogtiavime
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l:rl

= 29, fiy + e [R A
(2.3.16) 4)

= 9 D[,. le - 53 [H'L“J

Kalibra®ni teorie se konstruuje tak, aby byla invariant-—
ni vé&i akei lokdlni kalibra®ni grupy (tzv. kalibra®n{ trans-—
formaci). Proto velkerdé mEritelnd velidiny musi byt pri kalib-
ratni transformaci invariantni. Prvky Eﬂ§r1 nejsou p¥imo m&¥Fi-—
telné, jelikoZ se transformuj{ p¥i kalibra®ni transformaci

podle vztahu

i

.
B, . (2.3.17)

1
2 e B

!
1 91' _}"S\ll
E = e p -
v Baa g9

1

o)

e iz

B, ¥ T (3
L T

c;;'—{{
¢-.
(o
[a=]

M&¥itelné tedy budou pouze rfizné zud¥eni pi¥es vechny kalibra®-
ni stupn& volnosti Jjako napi. Fﬁﬁ. Kalibra&ni transformace

indukuje také zm&nu kalibra¥niho pole (konexe)

5 . T — a
D. &% = (D.a) ’
; (2.3.18)
- a N Ak (FL & £
[J‘, (\1— = [_}n 0 = Df_a )ﬁ g ) T [4 ﬂ
Potencial vb¥i =zadané kalibraci {(zvolené bazi @2 ), kterd je

nezdvislad na kalibra#ni transformaci, se bude transformovat

H“B[ﬁ : {_}QHB £ }{ (@Q_G g‘)Tz,: -E“. 3 (2-3.19)

H 10
4)  Pro Bla(mg prvky ﬂ]off definujeme komutator a stopu

[B* C]fi-.-, i Bﬁ.ﬂ (_1?_:., - (ﬂ'f‘ Bre
T B = B%

/
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PohvbovA rovnice kaliba#niho pole je

2abk R —Z=f
U | i Jo s , (2.3.20)

Désledkem pohybové rovnice je zachovadvani se kalibrasniho toku

3 f abiB o Fatt,
D. Jk g - D& Dé E{Jg = D[n D_a_if 8
‘_—-; 4 0 { - “Falk C2.3.21)
- A g ;( s PN { ral
= —_/! [/!(“_‘ [ I3 - ;—, P!PH‘L 3 { ;‘ J raz_ 1 I _‘.! h O
Nyni se v&nujime p¥ipadu ( - (J(1). Prostor I 1! je

" (dimension&alni, coZ mnohé zjednoduBuje. Kalibradni trans-—
formace jsou tvaru
A I at /
Ty = € i . j @ - N (2.3.22)

1

B', By f :{ .
a tenzor € 91ﬁ~ se transformuje

g o o tEEEYIE g (2.3, 59
Specialng

i A . [

o e et 5 . (2.3.24)

Navic ka¥dy tenzor =z m‘:LIT ma pouze jednu soufadnici a mt¥eme
tedy definovat vekiorovy potenciial a kalibraZn® nezavisly

a tenzor k¥ivosti

f LB &
Hn = ﬂn ]E‘ () (‘)fl ﬂu [

= “ . {2.3.25)
[f:_.fl - L;LUE oy e = Eh[ﬁ

kde CB je libovoln& zveolend kalibrace (ortonormilni baze).

Vektorovy potencial wv#ak, diky (2.3.19), neni kalibra&ns

invariantni a transformuje se
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A. (). + dﬁfp

(2.3.26)
Dale mame
ot a. Hy, (2.3.27)
a pohvbovéi rovnice (2.3.20) m& tvar
2 F® J* : (2.3.28)

Vidime, Ze v tomto pFipad® e kalibra¥ni pole redukuije na pole

elektromagneticke.

Nami uvedeny popls kalibradniho pele je mo¥né nalézt v
[14 ] nebo [25].

Na =zavér pro dplnost uvedeme jeitd wvztah zavedenvch ve-
ligin k &asto peouZivanému potencidlu a tenzoru k¥Fivosti naby-—
vajicich hodnet v Lieove€ algebre kalibra¥ni grupy. Lieova
algebra ﬂfﬂ lokédlni kalibra®ni grupy je vektorovy bundle pros-
tor se standardnim fibrem Lieovou algebrou Eﬁ grupy £ ;
Intuitivng to znamena, Z2e mame v ka¥ddém bod& prostorofiasu jed-
nu kopii iﬁ. Preo prvky %ﬁﬁ budou jako abstraktni indexy pouZi-
vana mala fecka pismena. Siruktura Lieovy algebrv gﬁ indukuje

strukturni tenzor na i)}i M
;o S 5 ) ¢ ~ &
| o |¥ N L Ca , (2.3.29)

i &
Generiatory 'LE reprezentace g 2 jsou dany vztahem

: o A & ‘
e 07T, < 2.3.30
. da, P 50 ; ( )
kde 75?!‘ @qu(?ffi je exponencidlni ki¥ivka v G:/]. Toto lze
C
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intuitivn® zapsat

(2.3,.31)
Generatory YUMF pro grupy (- SUGL)  m>1 spliujit
T o o 2], Tl - Cat 1
i ¢ ! | F “P 3 /
(2.3.32)
TI{ ?’D, ()

Na ﬂJT méZeme prodlou¥it konexi odpovidajici kalibradnimu poli

tim, Ze poloZime podminky

D.c,*- 0 DT -0 g (2.3.33)
gtejng tak mbZeme prodlouZit konexi @?. Pro potencial mtZeme
psat

1% w o é [
V.ot - oot = AL g 00 = [He o )0 L (2.3.34)

Zde jsme zavedli obvvkle uZivany potencial HZ

4 b3 o
Asg = 5.7 04 ; (2.3.35)
Plati
A" = . Te n _ (2,3, 86)

Tenzor k¥ivosti konexe na 3ii je dan vztahem

;-¥ of = 2 Uy DH n’ , (2.3.37)

ab
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Analcogicky s postupem pro potenciil zavedeme tenzor

3

Kalibradnf pole

« p )
zi [ '?E:C%G

Platf wvz=tahy 5)

)r‘_“- g 9 &{n ALJ [‘ [Au ALJ 2
?:‘ Ok \’tj [ 3¢, W jg
II."‘ g 1 (h 9 L)fn D},l nx

23

(-

)

(2.

(2.

(2.

(2.

(2.

25

.38)

.39)

.40)

.41)

.42)

Zde se nesmi zam&ENovat vice v¥znamf@ komutitord [, 1.
V rovnici (2.3.40) je to komutdtor ve smyslu poznamky 4),
ve smyslu

v rovnicich (2.3.34), (2.3.41)
Lieovy zdvorky dané rovnici (2.3.29).

a (2.3.42)



3. RETABRDOVANA POLE
URYCHLENYCH ZDROJU

Tato kapitola obsahuje rozsahlou diskusi retardovanych
poli rovnom&rn& urychlenych =zdrojfi. Uvedeme znamou retardova—
nou intenzitu elektromagnetického pole urvchlend &dstice a na-
lezneme retardované skaldrni pole a vektorovy potencial elek-—
tromagnetického pole wurychlend Eastice. Pro linearizovanou
teorii gravitace budeme nuceni v tenzoru energle—impulsu zapo-
fitat vedle urychlovand ¥astice i p¥{#inu urvchlovani. Nalez—
neme linearizovanou metriku a Riemannfv tenzor takovéhoto
systému. V cel¢ této kapitole pracujeme v plochém prostorofage
a pod urvchlenym zdrojem, pokud neni ¥e¥eno jinak chapeme rov-—

nom&rnég urychleny zdroj.

26



3.1. Rindlerovskd sou¥Fadnice

Ke zkoumani urychlenvch zdroif

je vwwhodné pou¥ivat sou-

Fadnice p¥izplschend urvchlendmu pozorovateli.

VYV tomto para-

grafiu zavedeme n&kolik takovéto soufadnice a uvedeme sou¥adni-—

ce gvétoliry urvchlendho zdroje.

M&ime plochy progstoreofias s metrikou v inercialnich

tadnicich danou

Q4 = - Attt + d'/ei;- P Bx ¢ (o by

J g 4
V nulovych sou¥adnicich U o

U= 2+ ’ Z ;(wa})

: 4 1

= 2-1 ) = = - A1)
ma tvar

a = J Qv o o« dedr 4+ deody

@ -~ OIS

Dale zavedeme sou¥adnice I)I\/ a [|,2

L] = 1_?,1%‘;( ] - anr,f{f !
V = o In |2  wl- oo .o._i),/;/_‘
T N R I P
V = Z-7 T - f (U-V ] o D [

27

(3.

(3.

€3

(otie

(3.

sou—
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Zde QA Jje konstanta rozm&ru délky. Oznadme

G, - {;ir\)}n U Gy Sian N (3.1.6)

! <

V souradnicich [Jﬂ/fy,a a Flk,x;% ma& metrika (3.1.1) tvar

; ! J+V i " .
0 = :{ "Sl.(;,; @ X (J{“'[ a 1dUV05‘/ *Gis'ﬂlx 4+ ol = (3.1.7)

@ o

frfj |- T i | =
= [, Gy p>!4/JnZ*J (-dTdT JCifﬁn4) ‘drﬂffdgdu L (3.1.8)

387G
Kone&n& zavedeme Rindlerovske souradnice %J H
i r/v T r -» o ‘A‘T
b - aexpZ - wwl Viewo T dul=besp/ D)
B, (3.1.9)
{ ) ¥ N E-A
T = :lﬂ ’.)“}f(_'/ = -”} n\:.‘},{,({) ' },()-! b/- I’J!- ;[)
odtud
0 = (9‘_/'1)‘)_ (-_Ek)\ii ".'{—i{‘r"’i-,r - (){E’ (J]!'; ‘) -4 ﬂyﬁiy = fp /'l‘., ) (3-1.10)

i

Z definice je vid&t, ¥e tvto souFadnice jsou hladké pouze
v oblastech U(A’¢C?; metrika neni analvticka funkce t&chto

souradnic. Proto je vyhodné zavést komplexni Rindlerovské sou-

Fadnice
———7 . ™ T
-Nuw u=%expy , t=Fahy |
(3.1.11)
T b B - . = Fexpl-1) .z =30 L
i N
Vo= jl??‘nT 4343 dx Ay o 3 12
§ = = ) + zaF + deasx o Ao L1,
0 d- 4 ) el )
Funkce 1 ' a ,ﬁm jsou deifinovany tak, aby =2 a T byly

analytické wvicezna¥né funkce na komplexifikovandém progtoro—
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29

G, = 1 , 6 -1 we (0,00) l .-\re(—o(JIO)
25 & - T
z=ib v =T-130
b LA
u A ><i7 Y U P
: - ‘ z T \ \S%/ﬂ ! 2
< \ N ! s N ) P
6,_,&“4,*91;7_'[ ‘ A .._‘A ’..’/_ ; '('. 6M=,[ . Glr:,j
elooo 0 NN " . Wl is \
!L‘C( 0o [)) A \ »\“ 4 O 'J 0 - /‘_ ; '.,_ 4 AE ioro@)
RN - wlom, R ) vy 0
b T T'”HG\ \ i S\ U=0,V<0 ',/ - . e o e
\\\‘ R \ tea, 20 L g /
SN sy
\\\

i vy / Zob, =T

noW

il N <
i

"

i
g 2=

o O

it 1

e =

obr., 3.1

Na obriazku jsou znizorn&ny sm&ry rastu a oborv hodnot jednot—
livych sou¥adnic v  rfiznych oblastech. Scou¥adnice L}V r
nabyvaji ve vBech oblastech hodnot z celého 1ntervalu ( o, m),

sou¥adnice b nabyvad hodnot (0,c0) .
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Zase :f? 1). Komplexifikovany prostorcdas fﬁf je 4 - Cdimen—

siondlni varieta =8 metrikou (3.1.1), kde wviak f,kzg,f jsou
komplexni analvtické funkce. Plvodni Minkowského prostorofas
je pak realny vez M. Na tomto iezu jsou funkce £ a 7
vicezna¥né, mbZeme viak v oblastech analytidnosti zvolit jednu

vEtev, nap¥. nasledovnd

(‘jL: A . B :4 Z:=b i T = [ 4
g, = 4 ' G~ [ - |L ; q / ,';{]’ Qo ,
(2.1.13)
G { 9 ” Z —Ib} T-T l’“ o) )
o
6. ==l &, { 2= h T=T+1T0 .

Komplexni soufadnice ¥ , T isou vvhodné z dfvodu, e
metrika i wvBechny rovnice jsou analytické funkce t¥chto sou-
Fadnic a proto n€které vvpodty sta¥i provadst pouze v oblasti

G, ® B, = 1 a wsledky pak p¥ipadn®g analvticky prodlou¥it do
zbyvajicich oblastd,

Casto budeme pouZivat téZ cylindrickych gsouadnic

(3.1.14)

1} Analytické mimo body v&tveni, tj. mime body pro které ije
-0 . To vede na podminku

f‘/e t = + [/(A Z / Iﬂ’? L= X Im z
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V dalsim budeme hledat pole rovnom&rns urvchlenych
BAstic. Svetodary © F() sastic se zrvchlenim 00 jsou dany
(cbr. 2.2)

(B Pn) < raah2 | v(FR0)) - eN
20D = ¢ ok =, 2 “:'Pf-.\) ¢ U (2.1.15)
XD - ¢ (D)) = 0 )

L

kde jsme =zvolili poddtek soufadnic tak, aby ve vliastnim Sase
A\ - ( ¥astice m&ly souradnice -0 a 2-=+a - +7/ | byly
v klidu a urychlovaly se ve sm&ru osy =z. Index (+) &i (=)
urfuje sm&r urychlovani - doprava &i doleva. 4-rychlosti
gastic jsou

o
.

s a a‘r | s (D I X C}{ ‘:
i'l{_}( (/'\) = a—— L” - i((‘[[)‘ {% (Q—‘(' Ay E ’v_‘ ' ‘(; . (3.1.16)
U rpeay
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//7 A
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e
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B ™
i \\X e

ochr. 3.2

Na obrazku jsou vyznalieny sv&tofary dvou rovnom&rn& urvchle-—
nych ¥astic. Castice {(+) se pohyvbuje v kladném sm&ru ogy = ,
astice (=) v zAporném. SvEto¥dry (3.1.5) jsou parametrizovany
tak, aby pro kaZdy vlastni Zas J\, spojnice obou ¥istic prochi-
zela st¥redem hyperbol. Klidovi vzdilenost dbstice od stiedu
hyperbel je O, velikost zrvechleni obou Zistic dje k= 4 .
Pokud gvEtodiru jedne Castice analyvticky prodlou¥ime do
2-C plochy v komplexifikovaném ‘M, protne tato plocha realny
prostorofas M jeltd ve svitoBi¥e druhé ¥astice.



3.2. Skalarni pole

Nyni nalezneme retardované skalarni pole rovnom&rn
urychlené skalarn¥ nabité Eistice v plochém prostoroXase.

Je—-1i naboj tastice f&, mé skalarni tok tvar 2)

® e () \{‘u\ NGINIES . (3.2.1)

V plochdém prostorofase plati
B(Iiff g(f t') g(< x") é(tw O(f z') . (3.2.2)

VyuZfitim (3.1.15) integraci dostaneme

n

“‘f‘je(fr') - chi\h\ X(T-O\ﬁﬂw%) 512-0 ‘; J o Jé({]'

= | A g(--acﬂ,;} 8(»)0&({]1

ol &

i

2 t=oshd
- (20 0(2 —a%@l%)'fwwé 80 8600 D) =
20 S o) Sy Seyy D10 Bl

S(5-0) &0 &EB“ Q(m Ocej . (3.2.3)

z2) Zde S(QITW Je delta-funkce lokalizovdna v bod® € norma—
lizovana na miru g% indukovanou metrikou ﬁ¢ » 4.

gg(m cpurléfmx) = ©(x)

5(”) je oby&eijind delta-funkce na redlnvch Zislech, tj.

S 5(}\(//; dsx - \(()

Vice viz. dodatek 3.A.

33
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Retardovand Greenova funkce wvlnové rovnice, spliiujict

Dfx Gkﬁ(fx{fﬂ') = 5(:[(:(,)

(3.2.58)
Gret(ﬁf(ﬁfr) = [} pro S(ic{ac') = “‘/f P
je 3)
Ceoe (212" = —j{ﬂ Ox(x') g((x~'r‘)2) (3.2.6)
Zde funkce (J(xlx') a €(xix') jsou definovany
( = 1 pro ¢ v p¥i¥inne budoucnosti T
Ela|x") % = 0 pro X , ¥' prostorupodobnég (3.2.7)
[ = -1 pro £ v pFi¥inng minulosti &'
9(3” ") = 1 Pro Y pPi¥inng minulosti 1T (3.2.8)
[ = 0 jinak
a"-)(tﬁl‘lf?’; - @( ECx lat) ) . (3.2.9)

Retardované ¥eBeni rovnice (2.2.1) se zdrojem (3.2.1) je

re

at ~—4’2 r of'l!““ ] [
4(5(@ = gg (x') g (x') C..(xtg) . (3.2.10)

e [l

3

V plochém prostoro¥asu ma smysl zadefinovat rozd{l bodfi.
Na vzniklém vektorovém prostoru p¥irozend pAscbhi
Minkowského metrika, tj.

(x5 (et ) b OoxV s (yau' )V F (2-21)° =
<
Lo iz N5 oA -7 R ryE
= Z o4+ 2'* - 153 (’,p\"—a 4“("’)’{(6_3) )

1 ! ’

kde (+,x 4. ?) resp. (T,§‘>,p yoa (Fox" ey resp.(T,é':'?J
jsou souFadnice bodd A4 a . e
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f/ ~
Mira éfzmé v gouPadnicich T, 7 twvar

!

4

é;- = L:jtf d}d‘f@i() =

| tue

AT dZz dwvdy (3.2.11)
J
a tak pro T v oblasti 6, G, -4 mbBZeme psAt

by - - B Favasdsiiy 86 Btaie) §537 gmm T
[ : <

_g;.ngrQ(?—Tﬁ éx‘f*§1+o“-2@z‘dliili) =

fal
e o= ﬂé_ﬂ N VO (2.2.12)
kde jsme zmavedli dale ZHasto pou¥ivand funkce

-d . . 4
£ = [‘Ei‘+01+§")2—¢0"’?2f/1 - [(2”49'-0’)* ot
ol )

) J /
(3.2.13)
A S B
B TUR S A
Q/: 514(??-+0‘
] P
(3.2.14)
- 1 Y
! Jo

Poznamene jme, ¥e P m& vyznam retardované vzdialenosti udilos-—
ti € od svdtoliry %ﬁj%ﬂ v soustave, v kterd je v retardovaném
viastnim fage Hastice v klidu. Obdobnég Q ma wvyznam souPad-

nice 7 udalosti T « téZe soustavd (viz. obr. 3.32).

Pokud toto pole analvticky prodlou¥ime do celdho prosto—

rodasu, dostaneme PFeBent {oznafme ho °M¢ ) vinové rovnice
Al —

g analvticky prodlou¥enym zdrojem é\k (ProdlouZeni ocznalme

“Js) . Bnalytické rovnice sv&to¥ary urychlené &astice jsou
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/I\f

obr. 3.3

Udalost @rnt je okamZik, kdy Hiastice o sviStolire 7”‘?@\) ovliviiuje
retardovangd pole v bod® Y, tj. udalost X le¥i na ku¥elu
budoucnosti Jec . Soustava 'S  je klidovad soustava Sastice
v okamZik :Pr,t . R je prostorovad vzdalenost udalostf e a 1

m&E¥ena v soustave 'S , je hodnota sou¥adnice '2 udalosti 4.
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St 4t gt x=0,4y-0 (3.2.15)

2 t&chto rovnic vidime, #e analytickvm prodlou¥enim susto¥ary
jedné urychlené Héstice dostaneme je¥td svEtoXiru druhé urvch-
lené d&astice umist&ne symetricky k plvodni, tj. svEtodiru
“IP) (obr. 3.2). Diky tomuto analyticke prodlouZeni zdroje

RUSL

i

afe - } seg f |
Jc:\d-\-(—AB(T’*“’J”»)} S D H P (3216
Jak Jjsme ji¥ {¥ekli pole M%b je teBeni vinoveé rovnice prav
5 timto zdrojem. Uvidime, Ze ho md¥eme interpretovat jako
kombinaci retardovaného pole od jedné EAdstice a advancovandho

pole od Zastice druhé.,

Nas ale p¥edevdim =zajimid retardovand pole od jedné
urychlené Zastice. V oblasti W>0) ho =ziskame analytickym pro-
dlouZenim ¥eSeni (3.2.12) ziskanvym v oblasti &6,:G,-1 . V ob-
lasti i< vsax musi byt retardované pole ¥astice lokalizovand
v poloprogtoru ws() nulové, a tak kandidAt na hledang retardo-

vane pole je
1'9\", { Gree
= e fr—— o ] = '(.’ . .
O % r 0) 4) Olu) (3.2.17)

Zatim ale nevime, =zda toto pole je ¥Pe¥enim rovnice (2.2.1)
i na hranici analvtinosti U=0 . To mbZeme oveErit p¥imym

dosazenim

0" =

< T(RCL L) 00 e (B S b ) -

~J

SV 4 o) -

Coy
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= U'/—M :{—) O(t.‘l% 4 Qﬁ:qt de(‘ﬁréJ dgtl g‘(u) =

4T R
= u8Ge) 06 - e (d) 8l -
- [ué(_;_a)()(u) - i@;(* {;ZQ.E;% ) o é(t‘) . (B.2.1®

Pomoci t¥etiho ze wvztah@l (3.C.5) wvidime, ¥e druhy ¥len je
nulovy a dostavame

ret £
| = iy . (3.2.19)

Pole (3.2.17) tedy je hledanym retardovanym polem jedné urvech-—
leneé gastice. Ze symetrie lehce obdr¥ime adwvancovang pole
symetricky umisté&né Sastice (viz. (2.2.15)) a kombinaci t&Echto

dvou poli dostaneme N%ﬁ

Pro ilustraci pou¥ijeme jeétébiného, fyzikdln& realis-
tického postupu, kterym ovE¥ime, Ze pole (3.2.17) je mkute¥n®
Fefenim vlinové rovnice. Pro skalarni peole je tento postup zby-
te&ne t&Zkopdadny. pro elektromagnetické pole a linearizovanou
gravitaci jiZ ale bude nezbytny. Vvjdeme z fyzikaln& rozumndho
argumentu, Ze Zastice se nemf¥e pohvbovat, realisticky vzato,
urvchlen® neustile; kdysi v minulosti musel jeji uryvchleny
pohybh zaZfit. Pro jednoduchost pFredpokliadeime, ¥e pFed tim sme
gastice pohybovala rovnom&rng (obr. 3.4). Pokud nalezneme pole
takto se pohvbujici &istice a poté oddalime ckam¥ik poditku
urvchlovadni deo "dalekdé minulosti" 4), obdr#ime hledand pole.

1) Presng {Feleno poffdtek urvchlovani #Histice oddaluijeme do
svételnédho nekonefna v minulosti. Pro néas je ale nvyni
dfileZite pouze to, ¥2e se tento ckam¥ik oddiali =z kone&nd
oblasti. Tato poznamka se tvka viech okhdobnych situaci
v této kapitole
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obr. 3.4

V obriazku je wvyznafena svétoéaracw?ﬂi) rovnomErn®g urvchleng
tastice a sv¥to¥ira P(N\)  rovnom&rnd primofare se pohybujict
Castice prochdzejici uddlosti F. tesns k svEtotare urvchlend
Castice. Jejich kombinaci ziskdme svEtodiry cgastice, kterd se
pehybujie rovnom&Ern®d a¥ do okam¥iku Fo a poté se za¥ne
urvchlovat - wyta¥ena gilns. Souradnice udalosti P- jsou
A= o\/rQ ; .U_:o\? ;
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UvaZujme nejdiive stojici skaldrni #astici s nabojem ﬁ4
v bodg yr()lﬂ-r_)[;.\ 4 . Jeji tok je dan

MnJS s FAgrh\ S(ngvmll &} = F1gﬂiéké)5(yAa) (3.2.20)

a pole

4 an -

— = ' S wr J g N M {
. dt' o+ f)g( (t-¢'Y+n ) e & ;B2
kde
_ l/ T T
= lwvygetz-o =\ e%iz-o ) (3.2.22)

Bkalarni tok Zastice, ktera se do okam¥iku i pohvbuje

rovnomErng a po ném urvchlen® je
Jatz) = 000 Ozl 2) + ") O(R 1) (3.2.23)

Zde “mJS je tok rovnom&rn& pohybujici se ¥astice se své&toXarou
prochazejici udilogstd 0 telfn& k hyperbele urvchleného pohvbu
{(ocbr. 3.4). Tento tok dostaneme boostem tokuy “njs ; CoZ

formalng provedeme zam&nou

t — 't = %(”7{/[~ ’—;/‘u) =
- {r)f) E" sz Z/Jﬁi ?:
0 0> )
(3.2.24)
2_>’2=§(7u+’;;/u)—
T g e
— PCJQv-a = I /:L—*"la ;
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el 7;—-a£h? .= 0 isou sou¥adnice uddlosti - , ? je

/

parametr charakterizujici, kdy urvchleni =zaalo. Ze vztahu

T =—a ﬂ 7 vidime, Ze p¥i ristu ? se udialost P_ oddaluje

do minulosti. Dosadime-1i do (2.2.23) dostaneme
el = H 8(5-0) g(x) 8(3) @(ml?-ﬁfxc%('r&) S(X)S(Bs O(2le) 1 (3.2.25)

Betardovane pole od tohoto zdroje dostaneme kombinaci poli
ae len |
o (}L}a ¢

(;5(161

Thlx) OlelB ) - 'm”f)' (R |a) -
= L 0(2) - L 9(2ix)

o

(3.2.26)

Nyni provedeme limitu @'ﬂ 0, ti. oddalime do daleké
minulosti zaddtek urvchlovani. V této limit® povrch svstelndho
kuZele budoucnosti udalosti ] pFechdzi na plochu U= 0
(viz. (3.B.14)), tedy

“he) Q(x1) — o) Olu) (3.2.27)
VyuZitim (3.D.13) dostaneme
{ (3.2.28)
z ZehoZ

”“¢(1) O(P le) — [ _ (3.2.29)

Tim jsme op&t ukdzali, ¥e retardované pole adpovidajici zdroji
%], je dané (3.2.17).
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Diky symetrii dlohy snadno vvtvo¥Fime advancovand pole

Sastice se gvdtofiarou ﬂ?? . Jeho tvar bude

g ace
Md) . b O(-u) . (3.2.30)

Vidime, Ye kombinaci tohoto pole = “ﬂﬁ dostaneme pravé
afc
role @.



3.3. Elektromagneticke pole

Y tomto odstavei budeme hledat retardovang pole
elektricky nabité rovnom#rn® urvchlend #astice v plochdm Pros—

torofase. Elektricky tok takovéto ¥astice je
[N 14 3 e ape .
HJe - e (aN Wuew) 8 PNe) (3.3.1)

kde € Jje elektricky naboj a U 4-rychlost dstice. Obdobnd

jake pro skaldrni pole dostanenme 5)

- e MU BG-e) 8 8ty) 3.8, 2]

UkaZeme, Ze tok dany vyrazem (3.3.1) g libovolnou svEto-
Zarou, kterad mid spojitou 4-rychlost, se zachovava, ti. spliuje

podminku (2.2.6). Pro liboveolnou testovaci funkei ?ﬁﬂ mame

ggjﬁ(m') UD(J:) E\du\ \/‘\E(_V\)g(?(t’\\)l’x) =

]

'Sf"*" Vo) X ue ) S e ) -

o

Y48 w (W) (PW)) -
[ @ (30) ]w =@ (3.3.3)

1

coZ jsme cht&li ukazat.

5) 2Zde je " (° libovolné& rProdlou¥eni 4- rychlostl do vektoro-—
vého pole na okolil svdtoXary ¥dastice, napi. o

43
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(3.3.1) =zachovava, md¥eme nalo®it

dJeliko® =e tok
kalibra&ni podminku (2.2.7) a ¥efit vektorovou vinovou rovnici
v plochém prostoru

(2.2.8). Jeji retardovana Greenocva funkce

je dana
G wlia’) = (Julxiz) G (i) (3.3.4)
zde olxin') je operdtor paralelnihoe pienosu z v do «'. Re-
tardované elektromagnetické pole od zdroje (3.3.1) je
7% 6% (i ) (3.3.5)

ver o

) < - {\‘Qﬂ’:(if"'
J

V oblasti 6, -G.*1 vypofteme

& o . a ‘ .
TR = )L degEinde Ute Ut e Qtelaty Sliroay) o
A7 [
= ! r(’ &" T’& £ ' : 7oAt e ol B r{_(rl
= J“S&T (ﬂﬁa-&Q &AQE - ) Gl é(ng a%ngcﬂ‘zr Y
e 1! [T 0 0 i
0. c’!Tt [l)()'la )-.. ) ) =

g -t REYHT O P T d
Sl — ayy s W }
47 2z ol ' ( O o ot o O ot
TUMT S A ETRL ) ”
+Fﬂ1T Ma s al 0 O’p‘& dz J v 1 et
a =
e fo 0 4
B éfTT<-:’1 [ ot - ) (3.3.6)

Analvticke
ore 0 / f f I o
z - = rrr + 7 =
A, (s p 6T de)
. _e { Xz -t fi:_/)_/_fu =1 .
g e ( 7 d. ’ﬁ .z) 5 (3.3.7)
4 /
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EBilektromagneticke poile

3.3
Stejnou vYvahou jakeo v p¥ipadé skaldrniho peole
(viz. (3.2.17)) =ziskdme kandiddta na hledané pole od =dro-
je
refﬂg - w‘oﬁP (::3(3() (3.2.8)
Mugime jeBt& overit, =zda je vinova rovnice spln&na i na nad-—
ploe w-(. Intenzita pole '~ F je
ret a-te
F= d(*™R0) =
(3.3.9)

; 7 :;/ Ad" ()’ ) AL(; (")}(")'

- e dvade ) O

[eF N ’
ﬁ- — Quatle

r] P" dU “! f) r=
Analytickeé prodlouZeni této intenzity = oblasti 20,4 >0 do

hon
j .

celého prostorofasu nazveme
\
[Hf‘f[,\( ) =

, e 2 i
6'” [ e (_M ,‘iu,«@l;{)’-{- A,Oi).:.q 0{{/,‘(}’_.&* f{"
do Ja P> b Je )
(32.3.10)
. A\ ‘ . . '
("/f:' ) ( Qr‘- B O[TA 12 * %i?} ﬂh‘ g E‘({f ! 30";—_‘ d/ﬂdo )
Ye plati F-d A . Nakonec wiak ov&¥ime, ¥e

Zatim netvrdime,

tomu tak skutedn® je. MiZ¥eme psat

R T Q) (3.3.11)
Rovnice pole dava
a Te{ — @ a =z
v_ {f‘,tt_a_ - (_ i;rr)\? (WJafpﬁi (}[off,?;L Su o, {,d o 4
(3.3.12)
2 ‘?\
+87 Oludﬂﬂ-yﬁ) + ("’é{_ﬁ_)g 0*0? )({u &{t:

pi
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e

Proni  &len da tok “J  ( *A je FelMenim (2.2.9) v oblasti
w20 ), zbyva nam viak je®t& druhy, nenulovy &len. Pole [

tedy nespliiuje pohybovou rovnici na nadplosie U=0 . Budeme mu-
set p¥idat n&jaky "povrchous" #len lokalizovany na M=0, ktery

vvkompenzuje druhy &len v (3.3.12).

Navic potenciadl ~H (3.3.8) nenf v distributnim smyslu
dob¥e definovan. Vyskytuie se v n&m #len, ktery se Pro malé

chovd jako
4
= OCu) (3.3.13)

i il
coZ neni distribuce (integral\ E‘dm diverguje). Tato nesnéz

a

se neprojevila jen diky tomu, 2e vypadl voraz

Ldldu 0w)) = 4 duadu Stw) - 0 (3.3.14)
U U
Jakdkoli sloZit&jis{ zivislost v Q— funkci by vedla ke kompli-

kacim.

Problémy budeme #e¥it nasleduijici regularizaci. Vyu¥ijeme

toho, ¥e pro kone&né ? je vyraz

i O(ukfé‘) (3.3.15)
dobt¥e deifiinovanou distribuci a s takovymito vyrazy umime bez
Problémb pracovat. PoloZime-1i nekone&nd wvelkd (vEtsi neZ
"nade schopnosti m&¥Feni"), bude vyraz (3.3.15) vpodstat® shod-
ny 8 (3.3.13), zarovell 8 nim vBak umime neustile pracovat. Je
Pritom samoz¥eimé, Ze m&¥itelnd wveli¥iny mus{ byt invariantnig
vaZi zm&n& nekonefného parametru regularizace ? . Vidime, Ze
nap¥. vypadnuti &lenu typu (3.3.14) zajisti invarianci inten-—

zity vi¥i zZm&End parametru '? {podrobnosti regularizace viz.
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dodatek 3.A).

Vratme se viak k hledani povrchového #lenu, ktery by m&l
vvkompenzovat druhy €len v (3.3.12). Jeho tvar ziskame pouZi-—
tim postupu, ktery Jsme ji¥ ilustrovali pro skalarni pole.
Najdeme pole ¥dstice. kterd se do ockamZiku ¥ pohybovala rov—
nom&rn¥ a v okam¥iku . se zadala urvchlovat. Potom oddalime

Y do daleké minuleosti (viz. poznamka 4) na str. 38). Tim
dostaneme nejen hledany povrchovy &len, ale i zminZnou regula-—
rizaci. Elektromagneticky tok Hastice se sv&tofdarou PN
{viz, obr. 3.4) je

a -"}f_g a 5 'tn a
T ey = T ) Ol R) + ") O(Rlx) . (%, 2, 16
V (3.3.3) jsme ovE¥ili, 2e se tento tok zachovava. Retardovans

pole je tedy déno ¥esenim vinové rovnice (2.2.9) a mO¥eme ho

p¥rimo napsat
Dty = T Fe(x) O {2) v AL O(2 1) (3.3.17)

Coulombickeé pole HAstice stojici v bodd krbrd , 2-4 je

“n . .&e 4 el e B B
Re= -5 mdt M E i ditnden . (3.3.18)
’un n
Pole H dostaneme boostem pole 9 » £l Iormalng zAm&Enou

(viz. (3.2.24))

U — 'u=/7u s fz‘=g(?u~_i:ﬁ) ]
7
resp. { Bl 9)
A s Y = { s zZ- 'z- 5{(4 wilttf)

~
™~

Dostavame
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{ ; 4 .
’q:(“fn);i(gdl“—y-;dﬂr)g(ﬂ*r) #+ .
‘{ P‘ﬂ Q‘ﬁ ‘ ! i ) .
(_En) E (ﬂuwdu_vﬂmr EU} Q(i_ﬁ)

Nvni polo¥ime ’7 nekone#n® wvelkd (Lj. uva¥®ujeme limitu

@

. PodrZime vidak formalni zavislost konednvch &lenfl na

f./'-)

4 pro pol¥eby regularizace). V deodatku 3.D je odvozeno

4
(viz. (3.D.13))

701 Olm-"t) - rm O(-, 0 ~u) + 0L (3.3.21)

Vy¥edime—li vrovnici 'f-'m - ( wvzhledem %k U dostaneme pro

u@;, kde f{ znati F vy&islené na nadplofe 't--0 , (viz.

%

(2.B.23))
ul, - ,P,}__“TS, ] Uf;,/, o (3.3.22)
y g
Vyraz
11 B AV
; ( w;) O (" 7) (3.3.23)

PYC ?;wf v okolf U 0 ma chovani (viz. (3.B.6))

OCu-ul, ) (3.3.24)

Jak disme jiZ #¥ekli, takovéto wvyrazy vedou ke komplikacim

v disledku =zavislosti argumentu fg—iunkce na souradnicich

j,W’. Provedeme tedy nédsledujici regularizaci
{ (k2 APy a0
s (50 JO('-w) 5 () 0 5 ) (3.3.25)
1 8

v ( ) Olu- ? !)(L’ )
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UkdZeme

2( )9(““ Olul-u) < Q/ﬂ%?i 8] + 0({:( (3.3.26)

Pro liboveolnou testovaci funkeoi ?hﬂ mame

\&u —/ J[)ﬁ 0(b< - u) (p(o =
%“" .

( (P(o) + [M“}) - L({)M Y 40]},” -

>

I

e

(9 B &9 - O]

o ] (3.3.27)

[}
P
NP

c.b.d..
Dale pro /?»4 plati (viz. (3.D.13), (3.B.2), (3.B.3))

L0l 0[]
) Q? . /7 (3.3.28)
9]1}#2 lo-ul,) - O[ﬂ

Kone¥n& gpojenim (3.3.213), (3.3.25), (3.3.26) a (3.3.28)

dogtaneme
. ( (%) [ [%1[ @(u-f;--u)a[u\ ;
;({2 (P;—[f)f(u + _ ‘ J U’)O(U‘;: (3.3.29)

D Sy du [+ O[]

A
|

Prvni #len je typu Skwidu a je kalibra&n® trivialni - lze ho
odstranit kalibra#ni transformaci. Druhy #len je regularizova—
ne polémﬁahd. Tento &len neni ale invariantni vé&i zm&n& regu-
lariza&nihe parametiru . & digskuse v dodatku 3.A vime, ¥e

ivarianci do ¥adu 0[9°] lze zajistit pridanim kalibra&ng tri-
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vialniho &lenu (viz. (3.A.26)

—
|
RIS

( - 0/ o] ) du (3.3.30)

T¥eti &len v (3.3.29) je hledany povrchovy &len zarudujicd
spln&ni pohybouvych rovnic i na plose “*U. Po vynechani kalib-—
rafné trividlni &asti a p¥ipadném potlafeni explicitniho zapi-
su  regularizace dostavame retardované elektromagnetickd pole

urvchlendé nabité #agtice

8 (2 (L% b (22 do )

a
4 . ) 2
th A N2 - < P

) “«Qm’? é{‘)) -
{ ﬂ\?‘t; (
- (.{f_’ﬂ) 0, T Oty du = (3.3.31)

: [M:D (j)ft")J s ( & ) Q,qua‘?él C\J(L‘) dLi

g 4
<

Intenzita pole je

ret e Vo 2 | Qg__ i) (
F - "FOw +« (-2) s dlv) dumg , (3.3.32)

Tento wvysledek je moZno obdr¥et i p¥imo limitou intenzity
(viz. [14]1). Diskusi retardovandho elektromagnetického pole od
jedné urvchlend Zagtice lze té¥ nalézt v [21.

Stejng jako pro skaliarni pole vidime, e dwf? resp.

*F je kombinaci retardovandho potecislu resp. intenzity od

jedné urychlené ¥Aastice a advancovaného potenciilu resp.

intenzity symetricky umist&né druhé urvchlené Xistice . {Po—

vrchovy glen se diky zm#n& znaménka u U a & yusi.) Navic
plati

F s do (3.3.33)
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Chovani Q) v okolt u-0 jako ! nent patologickeé. Distri-
buZni smysl takovéto funkce je wuveden v dodatku 3.A v poz-—

namce 1%} na str. 92.



3.4. Gravita®ni pole v linearizované teorii

Urvechlovani #astice pomoci struny

Jak jsme ukdzali v 2.2 vede linearizovanid teorie gravi-—
tace na rovnici pole spinu 2. Budeme se proto nejd¥ive v krit-—
kosti zabyvat timto polem. Zdroj pFislufici urvchlené Hagstici

je linearizovany tenzor energie hvbnosti; ma tvar

T ()

o

Rdé\ SCHPY 1x) U, Uy m -
. (3.4.1)
= 3(2-a) B0 &MU, Fu, tm

Greenova funkce vilnové rovnice je op&t tvaru (3.32.4), pouze
operator Uﬁumﬁ bude p@scbit na oba tenzoroveé indexy. Steinym
vypoftem jako pro skalarni a vekitorové pole dostaneme kandida-

ta na retardované pole spinu 2 od zdroje (3.4.1) ve tvaru

ey 5 14 R, -
P 2315 - 9:’:’1 i é = dera-T + ;-,_ @'lggdbg + 3 d,Tuaig,?]O(uJ =
Doewn 1 { [(ﬁ. <
AT - o~ 3.4.
ol Pe) dotoit + (3.4.2)

4(Q?'P+)(Q?‘—Qf) dgf \/OIE,E + (D?‘Qf)lda_zd\t:ZJ
Obdobn& vektorovému peli neni tento voraz dobde cdefinovany
v okoli nadplochy M=0, divergence je dokonce jeStd wvESiho
Padu — m& twvar

$= 0w (3.4.3)

Nas vEBak wvice ne¥ pole spinu 2 zajimid linearizovania teo-

rie gravitace. Diky kalibra&ni invarianci +éto teoriec mame

52
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podminku (2.2.19) representujici zachovani zdreoje. Lehce ale

oveEPrime, ¥e

"

VT sm W (urut gflr«-ﬁ)é(y)og'(:]} {;)!'u)) )

1
2 =

< LV (8] 86 @bt 0t

{/

!

=
i

(

L0 SG-o) E‘)(A)a%(b': Oe) : (3.4.5)
O =

Zdroj P”T; se tedy nezachovavd. Tento fakt je pochopitelny
— Castice se nemfZe pohybovat urvchlen® sama o sob¥ bez wn&j-
8fho z&sahu. Vidime, ¥Ye v linearizované teorii gravitace bude
analogie k p¥edchozim dvéma polim slo¥it&j%i. Budeme muset
uvaZit p¥ifinu urychlendho pohybu Sistice. To se projevi slo-
Zitejsl strukturou zdroje. Nejjednodusii zpfsob urvchlovani
Zastice je p¥ipevnit ji na strunu - jakousi pru¥inu s nap&tim
nezavislym na délce prodlou¥eni. Tenzor energie—hvbnosti neko-—

neZné struny lokalizované v prostoru poddl osy 2 Jje

T = G(didi -dzdz ) b‘(né(t.ﬁ) ’ (3.4.6)

kde © Jje klidovad hustota hmoty pru¥iny a zarovel napsgti ve
sm&éru osy 2 ). Vezm&Eme polonekone®nou strunu a na jeii konec
upevnime Castici. Jeliko¥X nap&ti ve strun& je konstantni, bude
se astice rovnom&rng urychlovat. Tenzor energie-hvbnosti

tohoto systému bude mit twvar
T = T + 7 Bz-a) Q) (3.4.7)

Vztah mezi'nw a U dostaneme ze =zikona zachoviani celkového

¢) Pi¥ehled problematiky tvkajici se kosmickych strun je podén
naP?". A% [15}11 [QQ]-
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zdroje (3.4.7), ale i p¥imoc z Newtonova zdkona pro silu

My = & (3.4.8)

kde a=;Va je =zrvchleni Zistice a G sila plsobeni struny na
gastici. Tedy méme podminku

MM = Qo (3.4.9)

Vypott&Z€me nyni pole zplsobené timto rozlo¥enim hmoty.
Diky linearit& pohvbové rovnice nam sta¥i ji¥ pouze najit
retardovaneé Fefeni vinové rovnice se zdrojemsz@@lﬂO&Ja rpoté
he sedist s polem ©

(3.4.7) 73,

g‘, gimZ dostaneme pole celého zdroje

oo = 220 Nddwdirdy Buto ) 8080y 9w -

- B(w'-w) é’(cu-u'www ot ) (di*-ds7) -

= QZ;@ x dod d Q(u‘u'—ofJQ(U’)' O(u u +§—) (ol+* ) :

) f?'-mg %@((m@_ o*) Olv' MS) O(w) (di2ds) -

P

» 2 [, BT Gla) (demdet) -

N -,

(3.4.10)

03&6 (QM(M bmr) —J?Mgt - ﬁmg + A .U'% | . M)(](M (o= el57)

Vidime, Ze pole struny diverguje. Je to zpfsobeno nekoned®nou

délkou struny a faktem., 2e nezniame 2Aidndé informace o chovani

2 Posledni uprava bude podrobn® provedena a¥% wve vyrazu
(3.4,27).
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struny v nekonenu.

Vedle tohoto problému musime Fesit i problém Epatného
chovani pole W§: kolem (4=0 | V pripads elektromagnetizmu jsme
ho ¥esSili tim, Ze jsme Xastici zasali urychlovat a% v jistém
okamZiku El. Te by viak znamenalo, ¥e a¥% v tomto okamZiku p¥i-
pevnime k Sastici wvolny konec struny. Ale co bude se strunou
do této doby? Struna s wvolnym koncem nenit zdroj, jen¥ spliuje
zédkon zachovani tenzoru energie-hvbnosti - nemi¥e sama o sob#

existovat.

Systém dvou urychlenyech #agtic spojen¥ych strunou

Nast&sti miZeme oba problémy vy¥redit zarovel. ReXenim je
systém zndzorn&ny na obrazku 3.5. Jedni se o dvé& Yastice
o hmotnostech “m a "M, které se pohybuif proti sobd podél
oy 2 , v okamZik A se getkaji a propoji se strunou (v tento
okamZik zatim nulové délky). Po prolétnutf kolem sebe se za¥—
nou brzdit vlivem struny, ktera se mezi nimi naping, aZ se
za&nou pFibliZovat a v okamZik 3& se op¥t potkaji. Struna se

odpojl a ob& fdstice se pohvbuiji dale rovnomErng primolare.

Vztahy mezi zrvehlenimi MUIM& a hmotnostmi obou #iastic

a nap&tim struny 5 jsou

(m)D( - %\ }
(3.4.11)
L)

i

U = Wy~

)
lapl =

Definujime
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/W

abr. 3.8

Na obrdzku je svatém dvou Siastic o hmotnastech‘ﬂwwahhh, kterd
se pohybuji proti sob&, podél osy 2 , v okam¥®ik ?_ Se setkaji
a propoji se strunou (v tento okam¥ik zatim nulove délky). Po
Prolétnuti kolem sebe se za¥nou brzdit viivem struny, ktera se
mezi nimi napind, aZ se zafnou pFibli¥ovat a v okam¥ik P se
op&t potkaji. Struna se odpoji a obd Histice =e pohvbuiil dale
rovnom&Erng p¥rimoXare. .
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(3.4.12)
b

kde D- je vzdalenost st¥redf obou hyperbol urvchlenvych pohvbél,

ti. u.nv:O jsou asvmptoty pro hvperbolu urvchlendho pohvbu

sastice () a "u,"w -0 sastice (4) (obr. 3.5). Dale pro kaZdou

funkeci g , kterou lze vyijadiit jako funkce uﬂv,xla p

) = H (u(:c;, /J(x}fx(ﬁr),'af':c)) (3.4.13)
zavedeme
"Ly = 4
F{a ) o) ,
5 (3.4.14)
e 1 i = i )
S () - / 2R e . SEFLR] ol Uit

]

-
f | /

p¥i¥em®, rokud nebude hrozit nedorozum&ni, budeme index (&

vynechavat .

Tenzor energie—hybnosti popsandhe svstému mf¥eme zapsat
ol 3 ey ~
T = FT 0ot 3)0(Rlx) + ¥T 0x12) O(R ]2 ) +
T O(5-6) O -4)
e B . (3.4.18)
(TS ) 0018 -

(T < ET) 0(x (2.

fun

2de .T tresp.

fun

T-dostaneme boogtem =zdroje

aodpovidajiciho 8as-
tici stojici v bodZ

1

ey s () == 0
J
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uUn 1 i . d 5
T = m df At Al=-0) gf*) «ij (3.4.16)
Boost provedeme zam&nou

‘é)u . Jtd')u _ '¢}0Z r&‘.(/{ | 'é}/U N '&l;]f‘) X ',i: Q:‘/U’
? &* a6 (3.4.17)

{'C’SP. . i
3! ) ;
Uy T R My Sy

(porovnei s (3.2.24)). Primo =z popisu gystému vime, %o se
tento gvstém vvviji bez vn&jsiho =zdsahu a jeho tenzor
energie—hybnosti se musi zachoviavat. To lze i ow&¥rit p¥rimvm

vypotem.

Souradnice udalosti ?—\Ei jsou

r}_‘\ub ‘—‘%?- | (&‘}/JH . ,‘137 r,,..O‘
< ¢ }
( -0 & (3.4.18)
() e b G { d
(_/f_r = % fi{’/ Eit ) fv-p = r';','? b {}' .
Ze vztah@ (3.4.12) a (3.4.18) dogstaneme
/ o 4 T
D= ol ‘*.uJ*‘\z(?*a)ﬁ-@"'@ =
4 S
y _ {3.4.19)
hl{ g 2 _‘_I\ o "l__\:' % ¢ 7
=E(z/ 7,' .Jg(7~..,,-c~o 2 ,
W . D S
7Ry
) (3.4.20)
Uw, _. b

Z t&chto vztahfl vidime, Ze p¥i ’7ﬂ“’ se udalost Y oddaluje do
davné minulosti, ?+ do daleké budoucnosti a vzdalenost [J =ze

zvdtidujie. Rovnom&rny pohyb Bastice (o) se ltedy odehriava v da-—
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leké minulosti i Dbudoucnosti a #astice (L) se oddilila do
velkych vzdalenosti stejnd jako Jjeden konec struny., V konedng
vzdalenosti tedy z@stava pouze urychlovana Sdstice (o) a polo-
nekonefnd struna, coZ je pFesnd zdroji, ktery nis zajimi. Pokud
p¥i limité& ?uno ponechame zavislost na nekonefném ? » ziskame

ptimo JiZ regularizovand Feleni s ofetPenvymi divergencemi.

Spofté&me nejd¥five linearizovanou metriku odpovidajicit
zdroji (3.4.158). Schwarzachildovgkes pole v linearizované

teorii gravitaci je

n = f Wy '(
u d - %ﬁ;n Ef At dt ' (3.4.21)

Be¥eni vlinové rovnice se zdrojem
T, O(z-2) OQ("2-b) (3.4.22)

shodnym vypodtem jako v (3.4.10) dostaneme ve twvaru

g InG prioar T ¢
Y - o | dmt T (dede-dsd- ) | (3.4.23)
4{1’ q {U“:/‘U‘L
zZde A, resp. AU, je ¥eBenim rovnic
2 : -
(e =8 Jg -~ & =0
Ar— A !
5 (3.4.24)
Bttt 2 o J(D-w) -6 -0
( (C-ar)-(D~-w,) -
Geometricki interpretace t8chto wvztahft je wuvedena v obraz-—
ku 3.6. Vy¥re¥enim dostaneme
Y+ £
[‘u_‘k =, ~
©{A )
(3.4.25
lt,)ﬁ/_(kji%‘ )

noo= D=

ey
L Q(LYU
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L

obr. 3.6

Gravitadni pole v bod& L retardovans ovliviiuil udalosti le%{-
ci na svételném kuZelu minulosti. Viiv struny na pele v ¢ je
tedy dad&n integrdlem p¥isp8vk udalosti le¥{icich na hvperbole
vyznafend na obrazku. Tento integrdl vede na pPrispdvky od
krajnich bod@ % , . . Jejich sou¥adnice jsou

Ua = 9(- ! (h)uh = m;gt:;:]é /

AX
. s ) ) “ﬂ‘y._..(m
v Al o - i
Piatd
,i(ua‘ ") i (/L'".t-/l)") - -4 «_f u.lu —"’,U{) f(,;,.d;‘; _(bllu_} & _,{

S § / g §

zde bﬂ”]ﬁ jsou souiadnice bodu L,
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Plati identita

;{_ ’r L by
i(uk-mq ﬁ( vy - w) o= 4, (3.4.26)
VvuZitim (3.4.28) a (3.4.26) dostaneme

<te = .Z%'(G

KT (lm i(ﬂjh 4'@”2(N1”>)(d”‘457 D) O(-"e) -

_2us g (R Cp M ey
= QW (/O-h‘( 0‘ 0 ) .O/n g Q/n —‘ + ,Qm( “g’*' = T'J =
—On"e = Of.a\ﬁ}‘(‘j ) (ﬂlf?'(}i.i”()(*/\(ff‘ rﬂ)@[”ﬂ- ’JT') } (3.4.27)

Vidime, Ze pole struny se nam separovalo na dva vyrazv shodné—
ho tvaru p¥islufeiici k jednotlivym Sagsticim. Clen prislufeji-—
ci jedné Castici m@¥eme identifikovat i ve vyrazu (3.4.10).

&' PrisluBejici E4stici (g

sty

L\_n“" c = % P{N’ S
Oznaémety(g goutet 1‘5 a &lenu =
analyticky rozii¥eny do celého prostorofasu; tj. Bro

#agtici (ov

1
are = 17 P o [7_ A /) [=
= LO\(H E d!d; éuézéz = d:v&g) 4
J (3.4.28)
Yot Aar | \ : .
.L}_.(,Qm(@\-—‘Q,)‘_Qlog—ﬁm%)(df~d2) ,
Zde jsme zavedll zkracend oznafent
_ Zees _ 20t 1
L, = P ey . (3.4.29)
PouZitim (2.2.16) a oznafent. '
V4. = toxder + & ud, g (3.4.30)

f
O

<

i
\J

dogtaneme



3.4 Gravitadni pole v linearizovand

62

teprii
o L] 8L ) o 8 (LL) ke < %K devds
2 (j(:;{ -‘O‘"‘(—%ﬂ_bg:f_) + ,ofr‘\l—fr & _Q:‘.;-{% ) (HSJ =
| D 6 /D01 (3.4.31)
0 [k . : ,
) Ltﬁ(”i’;')({u * P(Qruj de +
@] b @ : i 7
JF(P;,:—'J'( N r/g)‘o/;\g--éﬂ,ig)(g‘[ }
{lr%=L£%(§r{rw—owﬂ“ )

(3.4.32)
g/ .

Obdobn& pro Zastici (L). Pro linearizovanou metriku prisludeji—
ci zdreji (3.4.15) méme

ho= W OGP O(Rlx) 4 WO 1) 0Tl ) 4

CELQ(RIE) o WhO(F [x) - (3.4.33)

O (e (T RCHN O« [;‘sﬂ)

Pole nekone#né struny

Nyni ud&lime malou ocdbo¥ku.

OvErime,
postupem

zda nami pou¥ivanvym
lze najit nekone¥®neg piFrims

metriku
v naSem modelu odpovidd oddialeni obou

struny. Tomu

Sastic (», i ([) do neko-
nena. Zavedeme-~li (obr. 3.7)
YR D @, D w
U T . W=-3 -
resp.
(o\/U- - ('(H’U_ _

SN

(3.4.34)
fo? G L
Mg
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obr, 3.7

Nekonefnou strunu ziskame oddalenim obou konct struny do neko-
nefna. Proto je wvyghodné u2it sou¥adnice °U, A~ nevazand
s koncem strunvy.
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tak nekonednou strunu dostaneme v oblasti kone®ndho mq'%f pri

nekone®n& velkém [ . Potom‘“ﬁ‘i “§2jsou velkd a mB¥eme psat

4 ols o
L= i (4"—§ﬁ“)

5 L - (3.4.35)
R~z (1+5% «0[5])
b - l[ﬂ Zdut < O] d
Olg-] ~ 2 (% = O[L] ) -0 - 0.2
4 v [ 4 1 2 vy Y6 |
C Ol B (G0 ) g )y
) ( p T L0 UL (a
l_ A Qv ARy ligls (ﬂj
) . (3.4.36)
= ,QA'\ —ei_f I”.Q - Olr -l: f
L8 o] J RS

Prvni dva &leny jsou kalibra#ng trividlni, lze je odtiransfor-
movat pomoci transformace (2.2.21). Dostavame tedy linearizo—

vanou opravu k metrice od nekone¥né p¥imé struny

4

L = Z*;G 2 & "‘é? (3.4.37)
!

Plnd metrika p#¥imé struny je

z T | = =3 (")2\ ' ;
< —deadeTe (dgaede’ | (T T 4 0s (3.4.38)

Zam&nou soubadnic
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dseg 246 n
- 4 1= ¢ (] )4‘; e
y ey SRR, —— 4]
g g 4,2”& g © (3.4.39)
LT
dostaneme
1 i - bl RS 1»:[ 2 g 2
g = - a\{ : {]\E + Ao o ("{' AF E) (]) c{(}ﬁ & O[F f (3.4-40)

coZ Jje zndmy tvar metriky nekonednd primé struny (viz.
nap¥. [2¥1). Z tohoto vyrazu obdriime vztah mezil dbytkem uhlu

a napdgtim struny

A - g-,\r(/[_(du—'";’;fﬁ)) = Moe (3.4.41)

i

coZ je op8t zndmy vysledek (viz. [4¢7).

Riemannfiv tenzor urychlené Sastice se strunou

Vratme se k na¥i p@vodni dloze nalezent linearizovaného
gravita&niho pole jedné urychlené Histice s Polonekonednou
strunou. Jak jisme ji¥ ¥ekli, p¥isluSnou metriku dostaneme
v oblasti kone&ného L A7 pro nekoneZnég . Ukazuje se ale, Ze
linearizovand metrika je v oblasti U-0 velmi divergentni.
Bude snaZ&i nejd¥ive najit linearizovany Riemannfiv tenzor k¥i-

vosti a k nalezeni metriky se vratime dodatesnd.

Ozna&me

Oue = O by -
- (6{5 é‘—.ﬂf;},h]q+ &Fr":"%,h]s} QU1 PHE (P lae)

4 (&[ﬂ 'a,nl%“ ’ ’5;;- hd””ws ) B2 (=) (3(glllr'“!"s'js - O nﬁ?'“m) CICINE
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ce | tn e l 3
+ dp, (') (Fhge * Thy, - Bhy, ~ Thy, ) , Sty +

"t-'n

g I ’ e a:(jc I(f\'m‘ n’hnj -‘ / ity tiad
+ d[s(l-{-ljz)(q hki'r + . !h”; ) )L"]Hf VJhL]_:‘/, é(’{ ”) =
R Y B
(0L - G0 ) O(aleYO(E e &
(o, - wO.L ;D x) (3.4.42)

{0k * "0 ) O (1P}
kde

0

I

_ @;_.. “—("_L]g |

Oq'x_f; = ":){a hl"k_,}s

(3.4.43)

O"O je pofitdno pouze v ocblasti Afﬁfﬁ. Zde jisme wyu¥ili sku-—
tefnesti, Ze povrch kufele budoucnosti udilosmti El resp. @l je
dan rovnicemi lf~ﬁp(} resp. "t-'y a spojitesti h na t&chto
nadplochach (viz. zav&r dodatku 3.B). Celkovy linearizovany

Riemanntv tenzor k#fivosti metriky h je

D—M = j &[4 O"&?LJ =
= (200 ™ Qe * 7 9 ¥y ) ORI P(2 N ) -
#{20 # Qg * 2 9™ Quaney J O 1) (2., Qe+ 250, O

B (rgf(;);._t[c - -‘O%”{” ) ;é:(.)n_u{' - wi@g.{_r )fl%l ,{’lif(!f ,j") E(I’J A

=T
are Y are - "‘,"l'd"‘ ; o iz ( ;
e 3\ Y . i | i : \ & G
+( (.._.‘.‘[n O':'b[! 4 ol (‘.".‘._g(_-} ' (i,u:f P J{ fﬂ)( f J’," =

t'1-p
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Zde

40 (:/

'hﬂﬂr=(wQMg-ngg+wQﬂEHWQH£H,,fhﬁrﬂéﬁ'ﬂ (3.4.46)
i

a
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= (SR v TR ) OIR) O(Rule ) 4

+ (vz?Q&B& 5 '“@?P“@J ) O(?v{'-ﬂ .

(3.4.44)
i . Han \ . 1
(Fpa - "o ) Ol (2]
thed - Uhed
1 }_/af‘.r-( ¥ PD-\—_.\:IJ v
By = ﬁu CLnHﬂ
(3.4.45)

. P‘;\,,( -:/ ‘.\)[:;WO‘,—_‘VH ﬁ

op&t podftdéno mimo oblasti G- (,

I'lm—,jp

A 1]
obdobné& < . V dodatku 3.C je spofiteno < 8) a P

(viz., (3.C.7) a (3.C.12)).

- :2 = - ;Ll rl) r e - - _2 ;U o < ,'l‘.

s . ol R””“\ L Ya Rg(—@"ﬁ+LMf) /
aoc e g s o ]

s = - SR { . il . A

I rUPl.hi" 46(‘ L/r; ; f/l-u:r.) B L -_::7:_;_9'—'( ¢ C ."{U) ‘
nc ey Lot wt oo ZS% v 2 :

{' ST Ao R” i p"‘(‘?‘f ==L = (4-¢ue )

(3.4.47)

23

Presn& ¥Feleno je vvpo¥et proveden pouze mimo aoblast suvdto-
gary fastice a svEtoplochy struny. Z konstrukce ““h ale
vime, Ze v této oblasti jsou pohvbové rovnice urditd gpl-
nény a tak budeme naddle ¢&leny lokalizovand v t&chto
oblastech ignorovat, p¥esto¥e by m&ly byt v K obsaZeny .
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GCf oy g\)‘-.': #lc i (&}
( T — - —
riparp 1:60 e [, ron [ ’[{ X ( S
e oy e up ] _E;_H °""L) Letuas )
R = LUSs - 798) v LEF o)
N Tr\ L(‘Q.Q—Lu,’;." ‘1_':) are - . { ( g Aﬂ )
s9I¢ bolo  2p* /) 8 SR/ ge*t
v I/’ _ an ey s L gg’{ﬂ
< N‘S’."JS' n),— /
by . eny - 2 ;-.ha;"a\ L &
L/MQ/::: = ./‘.L. A - (" SEat j;;__"‘_' Q-_.-‘ ) ’
"D o = ¥ = iz ne
b T § * /
(3.4.48)
! s
R . P [ RIS
t|{“({ Ar(PIL{r ”L‘ }
ump _ ”P L (s f’z(_é‘-e}o_
“uiey g 3¢ s ’
un 1y ( X:i(’uﬂ f:ga—a ) b goj(f Q)/J /ir‘:
(f“?‘f’( L )Z';_ s ; [/urfmf ( (' _}jr'—‘ o / i
V limit& 4 e s 0 a WP O(«1?,) oddalf do daleké
budoucnosti a nebude hrat roli.wﬁzﬁmR.Je Pro nekone¥né 4 spo~
gitdno v dodatku 3.D a limitu polt ‘“QQ:R&>51 “ﬂa dosta-

neme pomoci vziaht® z dodatku 3.B

'th\ & (dundq AMAdQ" @?CuAd%’duﬁﬁﬁ .

S0t ) o [3610} ro
x |_o (f.? &}(Ta)— Ao} = Qa(7 -, (0% ifan g)é(r %ﬂ;— O fwj]+
(3.4.49)

(éﬁuAdm‘dund? 4 oa t ??AUAJH:AQAAT R )v

]

= | 5 g (2 ‘_'i_) Stin) + Of

L J
ol o P

N
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wn @! Pla) (rj.[ur@{’dun("ﬁ? - q‘;oluﬂd?dfﬂﬂdf() ) E

(3¢’ baralet e’ ! 19\
( ? 9 (n* 5".' (%(...} = {lﬁf (g(f,-) 4 1—(0{'7%;—? O lu) « O[;J )+

(3.4.50)
*(;mwévdu»ﬂ.+ NP Q’duﬂdqﬂﬁﬁﬁq + w )”
Lo (g b - 0051 ) - ol31
PO i) OH/I | (3.4.51)
Tpolioteie) = Of1] kALY

AT

UvaZime-1i jeXt¥, ¥e pro ?—ub ge ‘n.t -0 redukuie na -0
(viz. (3.B.14)), dostaneme hledany linearizovany Riemannfv

tenzor k¥ivosti od urvchlené ¥astice s polonekonednou strunou
rﬂp\ = WP Out . & Uﬁ Plx) « IMU
FROW)
+ (dusdg duade - e n{w\elufduz\dar ) -

T

dia’ Y 5(#’ ) * (3.4.53)

’

i ( (ﬂ+()l ,_)(
Q{a it =

+(dw1dmdumq4 x;~¢€duﬁdw4uﬁﬁ¢4 N A )*

Lo o ? w8 Qe

afx "™
Prvni &len Jje reguldrni ¥ist Riemannova tenzoru (a% na gleny
lokalizovand na svdtolsa¥re tistice a svstoplofe struny diskuto-
vang v poznamce 8) na str. 67), druhy &len je singulirni Xast

lokalizovand na nadplo¥e U= 0. ILze se p¥egvEdéit, Ze Ricciho
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tenzor Jje mimeo =zdroje nulovy, tji. jsou spln&ny Einsteinovy

rovnice ve wvakuu.

Obecny tvar Riemannova tenzoru a metriky ¥sstice se struncu

V&nujme se Riemannovu tenzoru jefltd rodrobnégji. MA¥eme
se ptat, jakou obecnou strukturu mfZ%e mit linearizovany
Riemann@v tenzor k¥ivosti od urychlend ¥astice s polonekoned—
nou strunou. V oblasti u>({ . pokud nechceme p¥ipustit existen-—
ci n&jaké dodatedné gravitafni wvlny, je linearizovany
Riemann@v tenzor k¥ivosti roven "R . Na nadploge U-(0 vSak
neumime rozeznat vklad ¥astice od p¥ispEvku gravita®ni viny.
Jinak ¥edeno, konkrétni tvar linearizovanéhe Riemannova tenzo-
ru na W-0 je dan uspotddanim zdroje v nekone®né minulosti,
© kterém nemame informace. MZeme viak dat jisté obecné pod-
minky na situaci v ddvné minulosti. Budeme naddle pFedpokla—
dat, ¥e rovnom&rn& urychleny pohyb =za¥al v jistém okamZilku L

f 5 ﬂf:a?if ? je nekoned-

v davneé minuleostl o sou¥adnicich U_-
né), ovSem pohyb p¥ed timto okamZikem nechame obecny. Pouze
poZadujeme, aby zdroj smE¥oval do ¥asového nekone®na {(ne izo-
tropniho, jak tomu je u neustdle urychlenédho pohybu) a aby se
nejednalc o za¥ivy zdroj po celou dobu jeho existence. V sous-
tavé soutadnic fu , v (viz. (3.4.17)) sSpojené se sou¥adnicemi

oo bvlvy ‘u_-a 3

U, & boostem tak, aby sou¥adnice udileosti
‘#_ = 0, je obecny charakter pohybu ilustrovan na obrizku 3.8.
Podminka na omezenou dobu za¥eni =znamend, ¥%e Sastice mf%e
za¥it pouze v oblasti kone¥ného 't , 'V, ale ne d¥fve. Pokud
tento systém budeme pozorovat v oblasti kone&nyech souadnic
L, A7 - g 5 AF = ?'U, ‘v nekone¥nég), bude situace wvvpadat
jako na obrééku 3.9. Vidime, Ze retardovang pole e od po-
hybu pred okam¥ikem < se lokalizuje pouze v okolil nadplochvy

L= () (oblast >0 neni ovliivn&na pohvbem Sastice pi¥Fed 31;
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Fu/-.”’/
v‘/l

S )

obr, 3.8

Castice se nemfi¥e rovnom&rng urychlovat vE&End, jejii urvehlovia—
ni muselo nékdy zafit. V soustavE spojend s po¥dtkem urvchlo-
vani #dstice P bude mit svEtodira dastice charakter vvznateny
na obrézku. Pohyb pFed udidlosti - miZe byt ocbecny, pouze
pFedpokladime, aby p¥ediel v davné minulosti vadi této sougstave
v pohyb neza¥ivy. Vinovkami je vyzna¥enc zad¥ivé pole zpfsobend
¥astici pi¥red ckam¥ikem ¥~ .
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TI‘

obr. 3.9

Zde je zndzorn&na stejnad situace Jjake na obrazku 3.8 vzhledem
k soustavE€ v ni% po¥atek rovnom&rného urvchlovani T nastal
v davné minulosti. Zariveé pole od pohybu pred ckam%ikem P. je
lokalizovang v Gzké oblasti kolem nadplochy w=() .
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obr. 2.10

Btejna gituace jako v piredchozich obriazcich zZndzornsna
v PenroseovE diagramu (spojenym se soustavou [,2 ). Castice se
pohvbuje rovnom&rn& (tj. nezi¥i) z minuléhe Sasového nekonedna
do blizkogsti bodu ?M. Tento pohyb probihid vpodstatd v isotrop-—
nim nekonefnu va&i soustavd 1,2 ale v Zasupodbné minulosti
vzhledem Xk ¢, - wviz. obr. 3.8. Dile se &astice pohybuje
obecnym (tj. i za¥ivym) pohvbem a% do okam¥iku T , kdy se
zafne pochybovatl rovnom&rn® urvchlen&. ¥V 1limits -oo okam¥ik
Y. prechazi do %, ti. ¥. se oddaluje do sv&telného nekonena,
jak byle ¥eleno v pozndmece 4) na str. 38.
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v oblasti <0 je pole =R nulové diky tomu, %e pohyb Hastice
je zarivy pouze pro kone&né 'u , W, ale ne d¥ive a poloprostor
< () ovliviiuie prav¥ tato nezarivia oblast, kterd je vidak neko-—
netn& daleko). M&¥Fitelné pele lokalizovand v nekone®n tenkém
{¥adu g )} okoli u-0 bude mit charakter delta-funkeci &i jejich
derivaci. Celou situaci m@¥eme zZnizornit t&% v Penroseovs
diagramu ¢) - viz. obr. 3.10. Soufadnice Sw[ﬁir.{lin:ear*:lz«:war:léhcp
Riemannova tenzoru = [ v soustav& souradnic ‘U, U, X ,&3 ijsou
4 ]
konefné v oblasti kone¥ného “, U, ale i v oblasti kone®ného
U, v (pole od pohvbu pred 2 miZe byt za¥ivé, nemf¥e vEak se
vzdialenosti r&st).‘ 2 toheo dostdvame, Ze sou¥adnice gnkaa
linearizovaného tenzoru k¥ivosti R v soufadnicich

LA ,&T,x',éj nabyvaji v oblasti kone¥ného U , 4" t¥chto hodnot

~

o,boe - X4
Sty Ctar ot A
p‘uﬂ-'.-;'_. ; (‘/'r-s’m}, (3.4.54)
RrO U[EJ
Sear Sur gt /
Fj Lhar gui ('J '0 far 'y
" J : [ -rlf(,(‘i
Loy K Iiee
p(oifa;‘r.\", {I' ; _.( J('g;r.,rr-'. J
o ﬁﬂJ_; = o, be d = U, =, g pro  u¥ U};f

{

) Stru¥&n® je Penrosefv diagram zaveden v dodatku 5.A4.
Podrobn&ji viz. nap¥. [44].
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Abychaom dostali pro integrdal p¥es U nenulovou hodnotu  (tj.
aby pole lokalizovang na (.- () bylo m&ritelné - mé¥lo charakter
delta-funkce #i jeji derivace), musi byt hodnota integrandu

PTro u-OEJalespoﬁ Fadu 4 . Tedy linearizovany Riemannfiv tenzor
/

k¥#ivosti bude mit v oblasti kone¥nédho u ,A obecn#
strukturu
1 SUr | [
T K= £UAaozhsfnn Q *
L ) )
4 (duﬂnha Ak tle = s ) i k 1
ki /flfr,' @ L -r:;'[.(.'{f_f‘.! A ) /—:{ () +
1 )
+ (dicnde aoas dg + ) D (3.4.55)

]

+dund(p (‘}un(‘i{f E *
* (ddﬁ dy {hu'd:f + A ) I f

* /ﬁoAn(F 1,;(;? + s ) G
i

kde 0O, E,0,D,E,F,6 jsou funkce Ilokalizované na u< 0

{kombinace delta—-funkci a jejich deriwvaci).

Celkovy linearizovany Riemannfiv tenzor k¥ivogti je dan

Prisp&vekem uryvchleného pohvbu a peohybu jemu pP¥edchizejicimu
t - Dee Wa P e
R o= R Otw) o+ R . (3.4.56)

Musf byt splné&n linearizovany Einsteinfiv gravitaXni zadkon, coZ

vede na podminky

E =- {9 Fo- r{@ G = < (3.4.57)
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ti.

i‘!: “JHQ = (({ur‘.(}\?l{'{b(fd‘\’ = :)Td("/‘ﬁl(f)d“ﬁni{f]) F]

. (gdu/\d,u r{w(ﬂ\J LR s 0)"({ua~ch‘o ({(;ﬁd(f) + o)

teorii

"(idUAdeuAdf Yora - dUAdﬁdﬁ’d% - &}) £ 4

T{duAd?duﬂdW -+ tl) D

Dédle musi byt splndny Bianchiho identity

;‘)!'..-_ Pirfa.'- = 0
coZ vede na podminky (viz. (3.E.2))
Erﬂ" - (.,) J
e B = ( 07 (ﬁ ) 3 2 '{ MPC: o { (_\}(“)
) ! l{ J(( ]F [Ea /]
3 ! . [ . .
Pe + 53 0B + [ [)bf’:: !w Ate) = 0
= 5 ,f e
> a0 + - J ) )
('(\ Jf J‘v S E[U ! “’(-'T‘f’ r‘,-{} (S/f} {_)
d. =0
()
i pn N
= ¢+ Do =0 j
|
3 V. ]
( [ - U & f.—), () E

2 (3.4.47) méme

76
<}
(3.4.58)
(3.4.59)
()
(3.4.60)
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are f . Fe 4}].".
‘[J"'f“‘f' [ s =g l {/.,,. i = e
ST oo kil 8 fiuniy (a o] ;
¢ 2 (3.4.61)
AL o 0" 7w
l/uu 0 G 2 4 .
(’, =} (a i

Beenim rovnic (3.4.60) p¥i zachovidni rota¥ni symetrie okolo

osy =

M-

(~

kde U

dogtivame
- ﬂ('; T ) ( i 3 b ST -
-T2 Stu) - =S St - B Q- 1 @ tods Q)
2 (0 ¢') 9o ¢ Z g 2 o
Qa4 oF A :
= \\.7 Eei-—f"-ﬁr '_2 (D[([J = = @J(’J}
J 4 + ¢ X
) £ ) (3.4.62)
= el
- Priy . & T i) 4 / e
f( e :f R :) % }

)

,%,L,;) jsou funkce lokalizované na O, t3. kombinace

delta-funkci a jejich derivaci. Pro dalii vypolty oznadime

o) | A Q"rf‘ia”‘ "7} ‘ 5 Of
= | s~ o L) C e )
Q F]iﬂ}_‘[} ,:) (()l“(" }-3 ta } 5( }'.(v'}, D j
0 2=p i Ateo )t I
(3.4.63)
o [/ i v / 1 B 5 . ;
A - f-A = -1 2 Blu) - 2 RL(Ws Lac) , i L-2-8- 4@
== p § /
gfl & p 4 | %fm' ~, 7 - VN
< C = C = C (L/') ) D = D = - f’;} ('((,l) - g ({I‘{U'} - : J)f,J .
} J
Reend (3.4.53) dostaneme polo¥enim
A, e ¢ » -0
o g N . . A
R="A B = &= 0 =)
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Zname tedy obecny tvar linearizovandho Riemannova tenzo-
ru k¥ivosti od urychlend Hastice s polonekonefnou strunou.
Jedna se o t¥idu ¥Fed¥eni navziajem se li¥icich o gravita®ni vinu

lokalizovanou na nadploZe WL-(, ktera ma strukturu

,! ﬂ(u‘n' [/ [ [ i [ ;""f‘
1 = aluad hh{d’ = duadp dundy H i
L ey = gl e

4 (;nf.vﬂ!?{/u (‘luf-f."-l‘ T C?j'ﬁ{Uﬂ"'{Lfdf”{{f . '])hm[j) 1

(3.4.65)
; { ) feee
N '/j dtfﬂd.{} ["‘H,'.!](i’. TR duf\"‘.“‘ (ﬂqflﬂ,‘{" - ) (’ g
t (Auadg dualey ﬁlth

Jeden reprezentant této t¥idy ¥Fefeni je nap¥. (3.4.53).

JelikoZ ziskany linearizovany Riemannfv tenzor kiFivosti
splifuje pohybové rovnice a Bianchiho identity, mus{i existovat
linearizovand metrika, =z kterd lze Riemannfiv tenzor odvodit.
V oblasti (120 to samoz¥ejim® je metrika h . Jak jsme ji% ale
Fekli, tato metrika je v oblasti «-0 singuldrni. Budeme ji

tedy regularizovat - "o¥FeXeme" ji v malé hodnot® # , tj. pou-

—\.}p

Zijeme metriku
“h o= h Q(u-; ) (3.4.66)

Tato metrika ale nespliuje Einsteinfiv gravita®ni zsakon v okoli
U-O . Musime k ni jeBtd& p¥idat Eleny, které spln&ni pohvbové

rovnice na L-0 zajisti. Budeme je hledat ve tvaru

gm&[q = HFldu® + l"\/""‘& + Pdg V(?[L() + On(uvd(f) . (3.4.67)

Primym vy¥poftem dostaneme linearizovany Riemannfiv tenzor k#i-

vosti t&@chto metrik
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prr

b”M.,._.(; = d[d‘(()[e 'r-crrg’_)”!ﬂ ) = Rhéf_{ +
+ | (nhuwlhg O\guw'-;g - 9)” daundhﬁo@euz\o‘m{)) P (3.4.68)

+ L (< dan dhq‘dc“ﬁfhff T I )

i
{
|

-

N

. 4 <! 8w ‘) .40 0
%O :—jﬁi § L") + ?i & ({'1) (0:“‘?2): é M) 2 !17+ ?'a é(u) +

4 " y et ! .
+ %:Q/nfi/ é(u} C T, P ;;G” o (u) ) (2.4.69)

_ 'y {
4 - ( Q)(:’”f)? ’953 ) (\(La)

gwipdid = (ah (@*m%iwvdJ . (3.4.70)

Vyraz pro Y je pom&rn¥ dlouhy a jeho detailni tvar nent

velmi zajimavy - viz. (3.E.5), vyporet " F viz, (3.E.14).

Nutne upozornit, Ze linearizowvany Riemann@v tenzor kii-—
vosti K obsahuje nekone¥n& velké ¥lenvy. To je zpfsobeno
tim, Ze &1} je nami zveolenym regularizadnim zpfiscbem "oFezani'
metrika MW\ a sama jiZ obsahuje nekoneZné ¥leny (¥leny &CNW%)
= muigﬁp;)). Divergence v ™[ se musi kompenzovat nekoned-—

Stine

nymi &leny stejné struktury v 8¢ , %eho% dosahnem vhodnou
volbou M,N, P, 0,

Nejd¥ive se pokusime zjistit metriku pro gravitadni vinu

%MQ . Porovnanim (3.E.5) a (3.4.65) dostaneme rovnice

S“,,.f\v _
Mo =0

[ / IR / fCas

sr“"‘f\fjh' . O {rw'\/‘uv ) (’) 1”‘.]‘/{... ,.[} : (O (n-.-j.\/ a)
¢ ) [
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Graviialn? pole v linearizovand teorii
[\""‘ ree e ¢ TOp
H,,-.‘ ot P } § }";,“._ = _ 1 § ¢
\tee {reey Atrer /{ '\‘-t.\." P (r«»r-. _ {1ee
Mo © N == 2R 5 M ML = 2R
|

Y Pl E C’ hree P,ATU \"""()I__F i 0 /

g(("‘ e
0. |
(“Pyd)y <0, ¢ (5P, 0
SJ 1% 9 e / § ? 7 j
J
Sees S},,»_{ ;. gmr fere - ‘{S-"f . freee
(’)i‘"" ’ }-/:uu: C J - (;')p."(” 4 E) d - E C )
)
‘S“"" _,} Tiee ‘“—r 3
oy - 5 ]
A Y | 0 O,L\ L/
)
(viz. (3.4.63)). ReBenim t&chte rovnic PYi zanedbiavani kalib-
se neprojevi

rafneg trividlnich Elentt, ti. t&ch, ktereé

v linearizovaném tenzoru k¥iveosti, dostaneme

48

N %@ -+ %,”-(,OAHQ—/I)Q‘_’/N -l-Q_an(f-: C{ ,

Yr o
M= -t n :

0
J

Ve R G
(3.4.72)

ceer . / 'i/
i [ f \\ U—OH-er ’

Lovs !) A

(Nejednozna&nost primitivnich funkci je kalibra®n® trividlni.)
AL o free frmeg rep - toe

To znamend, %e metrika 1 s koeficienty tr, g, freep S 0 dary-

mi (3.4.72) vede k linearizovandmu tenzoru k¥ivosti gravita®ni

viny (3.4.65).
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Nyni se pokusime hledat metriku jednoho zastupce t¥idy
linearizovanych tenzor@ k¥ivosti systému urvychlend ¥Hastice
a pelonekonednég struny. Vvbereme si linearizovany Riemannfiv
tenzor k¥ivosti (3.4.53) tji. v (3.4.56) poloZime d@”a) 0.

gira
rr“/

Porovnédnim = k- dostaneme rovnice

H jwe ()

Qw"o , Po =0 (3.4.73)

e
-

o

=
g

(o 1 ; 2 Aoy
(P, : ’;1 () e"{ Pa 2 )f‘; 0
\‘u - {/JU U ) ()“53. + 4 (D' f) ,

{(srovnej s rovnicemi (23.4.71)). Re¥enim t&chto rovnic (op&t a¥

na kalibra¥ng trivialni &leny) dostaneme

8

R ACR Y NCTNY

) > o

o 0 o® )
(22084} Sl -

T
o

3 < & e p) [
- : .2 r;/ Alu) + é y ( é 'E.(,-j 4 _0,-.;"7 B(L.‘)) i (3.4.74)
Mo L = O(t)

D o. 0 0
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Obecnd metrika urvchlend Histice g rolonekone®nou stru-

nou tedy ma& (a¥ na kalibraci) nédsledujici tvar

{ ves ber 2thg Tee
L h {( Li + = t g (ﬂ)
4 mce
- by el e B + M ¥y
{0 2) - Wy
+ M odady - (3.4.75)

e eep Sveen g
[olevel o+ MNeg
d

(Vw;duqu 4“HC)duu4¢

)

L

kde b je dano v (3.4.31), M, N v (3.4.74) a "M
v (3.4.72), Tato metrika wvede na linearizovany Riemannowv

tenzor k¥ivosti

TR o= R O + TR (3.4.76)
kde U je dan v (3.4.47) a R v (3.4.58).

Pokud nés zajim& metrika wvedouci na linearizovany
Riemanntwv tenzor k¥ivosti (3.4.53), rPoloZime (3.4.64)

a dostaneme

zf et ory 25
= - f O(u“;) t V2o + M dudy (3.4.77)

a
9

kde M , N isou dané v (3.4.74).

Vidime, ¥e metrika je na (1 0 zna&né& divergentnit
{delta-funkce nasobena nekonefnym parametrem regularizace
7 ). Tato nekone#na v¥ak nejsou patologicki, nebot vedou na,
regularni linearizovany Riemannfiv tenzor k¥ivosti, v kterém se
na plofe U:=( vyskytuit naneijvy8 ¥leny g delta-funkcemi

a jejich derivacemi. Dokonce #leny s paramebrem @7 sehriavaii
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pozitivni roli. V ¥asti “h jsme toti¥ "o¥{zli" funkci 0/1..;)

Elenv

ok g TR (ﬁﬂp:4 v 4 21 ) .

P 07 e U e 2o L b Bl +0[uj)‘uw£ng 4 (3.4.78)
Srovnanim s (3.A.28), (3.A.29) a (3.A.26) vidime, ¥e diver—
gentni &leny v (3.4.77)

e,y 1 ! 1 AT R ] o
( 7 (el < Loy 5l ) - 5 Iy oo | du (3.4.79)

presné€ zajisti regulariza¥ni invarianci metriky rmh. Diky tomu
mame zaji¥t&no, ¥e libovolnid velidina ziskana z bk necbsahu—
jicd parametr '? nemiZe zaviset na zplGsobu, ktervym jome e

regularizovali.

Pokrafuime ale v diskusi metriky rﬂh. V8imn&me gi, Ze
Hlen fJ“q neni lokalizovany na (J=0 » ale je nenulovy v celém

18

&)
poloprostoru W >0, P¥i prohlédnuti wwrazu pro (h zde nalezne-—

me stejny &len s opafnym znaménkem - tvto vyrazy se rudi.

Stejn& jako pro skaldrni a elektromagnetické pole mf@¥eme
pomoci syvmetrie nalézt advancovandg pole syvmetricky polo¥end
fastice (=) a sloZit ho s retardovanym polem astice (+) (viz.
obr, 3.2). V linearizovaném tenzoru k¥ivosti se povrchové Sle—

ndt

ny lokalizovang na wu-={) wvyruii a dostaneme < . Pro metriku

se viak v8echny povrchové dleny nevyruli a zjiistime

b= ("h « L en§ g L;-(@f-;-u}«m;-n); -
(3.4.80)

€ wile g ‘ -
~ ar—)— g &) Budu
<

Lehce nahlédneme, ¥e druhy #len, lokalizovany na L“(}, je spo-

jen s regularizalfni invarianci metriky H
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Jiny tvar metriky urychlend #astice se gtrunou

Vzhledem ke kalibra®ni volnosti nemf¥eme ¥ici, =da
retardovand linearizovand metrika wurychlend Hastice s polone-
konefnou strunou musi obsahovat divergentni &leny. Pouze vime,
2e retardovany linearizovany Riemannfiv tenzor k¥ivosti obsahu-—
je delta-funkce lokalizovand na w-0 ., Dokonce v pristi kapito-
le nalezneme linearizovanou metriku QQH nedivergujici na
w0 10), ktera je v oblasti s ( kalibradn& ekvivalentni

L Jeii tvar je (vim. (4.2.12))

{ & LR Liu e oo o) RiBa dga
: i 79 Z AW n 4u 2F -
. (3.4.81)
ey Lot o B ef2P E
1) e i 1) dg

Tuto metriku miZeme pou¥it jako zaklad na®f hledang retardova-
né metriky, tji. obdobn& k (2.4.66)

ﬁ'% I Ofu) (3.4.82)

Jeliko® r.H je na (= O reguldrni, nemusime zavadst Zadny
Kar

parametr regularizace. Metrika '  nespliuije pehyboveé rovni-

ce na w-{ . Musime op&t p¥idat ¥len lokalizeovany na wu=0, Bu-

deme ho hledat wve tvaru
sina _ i ‘23
dh = Mdu « N g . (3.4.83)

V dodatku 3.E Jje wvypoften linearizovany Riemannfiv tenzor

E¥ivesti

10) Poznamenejme, Ze delta-funkci nepova¥ujeme za divergenci
- m& dobry¥ integrilni smysl. Divergentni ijsou &leny tvpu
LB, @“ul@hJ &i obsahujici nekone¥ny parametr regula-
rizace 7 .
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B oo :y ¢ ;
LEp o L0 Ote) ¢ dunde durde (B w Sl Stal) -
L L ; dlurde Sy S,
™ 01ﬂ!=fdr ‘“1‘:'/-(1{( ( DH—‘-U__T ________ _ é(ta} -
T B ity o))
(3.4.84)
Il f~_ }
£ (if,{umiﬁ} (‘:f’,if‘\'} 4+ R .'( EhaéfD}(\"_ é((,'} | ot
)
. -
(¢* 4 Adw 020 <~ F
y SRR Gy F Y
*V dostaneme z v¢razu pro K (viz. (3.E.5)) zam&nou He=M,
New ), ”JJ’O . Porovnanim “ P 7nip s (3.4.53) dostaneme
rovnice
f-0
i _ N 1 / -7 7o [
AL“” = L ] ”L”“ 0 ! hﬂ?ﬁ G i (?'4€ %v ) /
(3.4.85)
Y e "I
Mo T,g—? o) . Ne= 0
2 e
VI VR L M < ’ 15 1 9
Mg * Ny = 0 o Olu) | My 2 Mg W e ol

(grovnej s (3.4.73)). Refenim t&chto rovnic p¥i zanedbavani

kalibrafnég trividlnich &lenfi obdr¥ime
e ‘r‘ K ] )
M= - & Dn 228 §)

W, '

N 0

/
(3.4.86)

Metriku wvedouci na linearizovany Riemannfiv tenzor k¥ivoghti

(3.4.83) lze tedy zapsat ve tvaru

“ho= "k O) ~¥ 0 I Sey do (3.4.87)
{) ,

{‘,rr{

kde  je dano v (3.4.81).
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Vidime, Z2e jsme se nakonec obe¥li bez divergenci a regu-—
larizaci; metrika neni v8ak ziskina p¥imym vypoftem pomo-
cl Greenovy funkce. Fyzikaln® podstatnia je ale p¥iftomnost
delta-fiunkci lokalizovanych na jak v metrice, tak hlavné
v linearizovaném tenzoru k¥ivosti. To vyvpovidd o kumulovani
gravita®niho pole podél hranice oblasti p#i¥inn& spjate = &g~
tici a tedy 1 o omezend pou¥fitelnosti linearizované teorie.
Lze ofekavat, Z2e v plnég teorii gravitace, dfsledkem nelineari-—
ty., budou na nadplo¥e nastavat vEtE1 poti¥e., V kapitole 4

se pFesved@iime, Ze tomu tak skutedng je.



Dodatek 3.4 Nekterd vztahy 5 delta—funkcemi

Delta-funkce na redlnych ¥islech je digtribuce 1) defi-

novana vztahem
<5. Lp/ - ({)ff’) ’ (3.A.1)
Misto duality <, . budeme &4st&ji psat formalni integral, tj.
\ () © (x) dx = (o) : (3.4.2)
Platd

{ ‘ 7 T . ; '
Se) = Sex) Vo) Sy« o) 8y

[ (3.3.3)
\\l ) /") (, /'
kde
= /( . b > ( ) &
G=~ bl Sy &(—‘){..}(y(. }A'I:_S\U{‘)ﬁi"/ (3.A.4)
= i) oL I\) o
Je-1i R(,\, prostd (alespofi lokialn® ve svych koFenech), pro

sloZenou delta-funkci plati

/ ~
S(R(HJ‘ . TI(V:)/ O -, ) (3.A.5)

kde suma probihd p¥es ko¥eny funkce \ (t3. \fyﬁ)ro ). Dale

11) Zaklady teorie distribuci viz. napi*. [4%81, [231].

87



3.4

%(-) g}ﬁj ( S(>) &(x) ) : \ Q

,,D\r/; =

Nektieré vziahy s delia—-funkcemi 88

Spliuje~1i g podminku vztahu (3.32.5), platt

i 4
o (VM) ) = — d_““ ) - 4ﬁ ﬂ_
\ J) Vﬁ,ﬁ%(ﬁ \ (o)) \?” i
oy { '
e _ )
{(y;'rg(/o B(X yn
: ( [ /l [ 5?.!(" - vr) W 12

Moo T T

%

Distribuce na prostoroasu

(s vhodnou topologii) nad dostatednd hladkou

( Sf =¥,

(3.A2.8)
(3.A.7)
;". I
S(n'}/‘s(m ~-§f'r"-, Ny ) (3.A.8)
1 .
o \( "
[Sr{;fcjj % )
(3.4A.9)
) S A
T )
e o
; e/ o
o) 20 5))
jsou linedrni funkcionaly

(nap¥*. nekone®#ns

hladke s kompaktnim nosifem) t¥idou hustot na prostoroXase 12 )

12) Hustota
prostorofasu integrovat.
fibre-~bundle prostor
na rrostorofase, pPridemZ
l-dimensiondlni a reprezentace
dovna

(ler] = (

Lokdlng je pak integrial hustot

|

v,

dd 1) M

(i element objemu)
Hustoty
agociovany g hlavnim

< g %[d_cy’j de’ . 0y
U

je objekt, ktery lze na
lze zaveést jako
bundlem tetrad

standartni fibre jie
Lorentzovy grupy je nasle-

e; ]

definovany
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<9IEF> 2 I _ (3.A.10)

Lze té% zvolit normovani pomoci néjg#é kanonicky dané hustoty

v

- nap¥. metrického elementu objemu é;ﬂ daného

gT[d: x| - |-t : (3.A.11)

Potom m@Zeme distribuce chapat jake funkciondl na t¥{ids funked

na prestorofase

A

/
- ) y - oo A L / TP
<D|L()>gi’2 = ng (fr.dﬂ(f) ((:(.fj \5{({\(34/\ y (3.A.12)

kde jsme op&€t pro dualitu {4 > pouZili zapis pomoci formalni-
ho integrialu.

Tenzorové distribuce pak jsou linearni funkciondly na
vhodné t¥idé€ tenzorovych hustot (resp., v Pripadé normovani,

funkci) s opa&nou strukturou indexd

b, . ~ra,
<99,. ‘ch__ > - . (3.3.13)

Delta-funkce lokalizovand v bod i normalizovana vasi

Yo
elementu obiemu g' je defineovana

Lok&lng je té¥ prostor hustot igomorint prostoru m—-{forem
pFrifazenim

L A = T o = el
kde
]{,\)‘ [e: ] = ["-’]4, m ) L\)gi B, = L\,),, M e::,{fl /\ e’:m

Podrobn&is{ vvklad je moZné nalést nap¥ v [1 ].
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e

(o, ¢ /g; = {2, Peg”) =

(3.A.14)
¢

= (\‘Ef‘f'cr.({.(;r'} MWri Py o= (Q(?)

Distribuce lckalizované na r@zn® dimensionalnich varietich ma-—
Zeme definovat pomoci slo¥eni obvdejné reilné delta—funkce
s funkci definujici podvarietu. Konkrétn&, chceme—-1i distribu—

i lokalizovanou na nadplod¥e g ( a plati-1i

g = | Bsrany ! d., § | (3.A.15)

miZeme psat

'5(&‘) (f /; = \f';’f'«c) f,:)f;cJ }af\r’f” e

N\

K( x & {q&. el 1 %2} (P(Ti X(QJ : (3.A.16)
: [&=0

\la., o, 1) o)

A=0D

kdefqh_;ml | je element objemu indukovany na nadplochu ﬁg”
§e0 2,
elementem objemu gf' a normalou A& . Obdobn& pro sou¥adnice

<% mBZeme psat 13)

<(§(}(l- X;) . "l",(n‘-- 'x’:‘} ; EP /: =

13) Zde |
dr' y = O\! v ‘:\)‘-’ﬁ‘ = } Ar‘,ng\ A fi,_ '-;t.-..

je sou¥Fadny element cobjemu. Plati
1] . 4 [
g = \-dudg, dx

—
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91
- 2w g " " [ . e
V@ ldor | d'% S0y S -
(?i“/’ (3. Bl 7)
T ol w, /
ti.
<c\,(-f —xi) . A %" o0 0 )y = 5.01?'(&“ (p )E;',__ %
- (3.A.18)
/A 4 & \ t f - ’
& il ~ X § . O (¥~ X }; -}I//nr‘x = (-?ilf¢j
Derivace distribuci jsou zavedeny standardnim zpfsobem
/L l-"w-— o B / _L - s &5 5
4 \ '] 1 ~ o V=1 ¥ o s ’ .
MR oL ) SN R

Pro metrickou konexi

> b, - b _ - X
4 v b, Do, b = = /'ger ;\Z T ER

i

Nutno poznamenat, ¥e je potiveba

se mit wvelmi na pozoru p¥Fi
pouZivani distribufnich derivaci.

Neplati napikliad
. s L, I .

ot ~ .‘ nep ol 3 L ) \
(W n, gy LR wig )

ale plati
{ S - VZ(:jﬁq), /oo (3.A.21)

Je vEeobecn& znamo, Ze na prostoru distribuci neni obec~

ng definovano nisckeni. Nelze nap¥iklad

nascbit delta-funkceci
se skokovou funkci se skokem v lokalizaci delta~funkce, #i dv
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delta-funkce lokalizovand ve stejiném bod® 14), DAle ne ka¥dsx
funkce je distribuci. Nap#. ;6)&7 je neintegrovatelna v oko-
11 ¥ (! ani v n®jakém slab¥im smyslu 15). My gse vSak presto
i s takovymite v¥razy setkame a budeme nuceni s nimi pracovat.
Tyto problémy lze Sdstedn® Fe¥it rfznymi regularizacemi - na-
hrazenim problematického w¢razu jinym, paramstrizovanym vyra-—
zem, kitery Jje dobi¥e definovdn a ktervy p¥i n&jaké hodnotd
(v nasSem piripad® nekone&né) regulariza®niho parametru vede
k plGvodnimu vyrazu., 8§ regularizovanym vyrazem md¥eme formalnd
potiitat a mlZe se stat, Z2e kone¥ny vysledek nebude zaviset na
rarametru regularizace. Nutno mit ale na pam&ti, ¥e m¥titelneé
veli¥iny by nem&li =zaviset nejen na parametru regularizace,
ale na zplsobu regularizace. V p¥ripad® elekiromagnetického po—

le jsme se setkali nap¥. 5 vyrazem tvpu
1 Ayr.
% O(x) (3.3.22)

ktery neni dobPe definovan. Pokud zavedeme ‘“oFiznuti®

1 ; kde ? je parametr regularizace, tj.

f}/

{ 13
v O (- 5 ) (3.A.23)
nesmime zapomenout, ¥e p¥l jindm "oFiznuti" v bod ;; {neko-
ci

nedn& blizkém k ; } dostavdme vysledek konednd se 1is{

(\, )
143 Neni my¥lena konvolunce. VYvraz n'_%)A(x_;J bez integrovi-
ni pres X nenit definovany, ale konvolunce

ma dobrv smysl.

{
18) Pro funkci g lze zavést dob¥e definovanou distribuci VF;

Cwpl Ji} \ ey 44
QY EN - Qe Y4 ody :
{ s 1 / ;3’0 ( x

rAd-g 55
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4

i @ ’74 \
=\‘ éanufhf— & {q;,mxrg ;(@mj,OJy]}:
o y 7 At
’ - 7 (3.A.24)
= [ (p(()) 9 ’ X {)" _{ .'(// h
L t -"-}f
- :H") ) ,-; )[/ _i' ;.
ti.
v
1061y =« 1064y« Sevp, 2+ 41
S O A/) 5 O (> -f.}, +oA(r ) K 5 L5 ) (3.4.25)

Tato nejednozna&nost musi pro vyslednou veli¥inu vymizet.

Casto viak mf¥eme tuto nejednoznatnost adstranit prida-
nim dal&ihe &lenu, ktervy zajisti invarianci celkového vyrazu
(alespoi do Fadu Ofr}f"(). Doplnime-1i nap¥iklad k (3.A.23) &len
- Ofr) D y dostaneme vyraz nezavisejici na zpfiscbu regulari-

zace (i kdyZ jest& obsahujici parametr regularizace)

f Q(;.L'} = sl = 18 Y*;ﬁ/ - 31',.Q:.?’ ) (3.2.26)
b -} ’/ 3 /
M&Zeme zavést oznadent
. 1 nr. i y
[%O{,j ]!k = ;(O(ﬂ‘;?) - (%(y) 0?1 ’}2 . (3.A.27)

7 4
Obdobn& pro funkce J+ 0G) a é,Qﬁr) dostavame ¢ é a }, neko-

nedné blizkd)
{3.A.28)

: J /
e B ) ~<§O),9-; “U]° ] (z3.a.29)
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tj. regulariza®ng invariantni do ¥adu 0[?U je vyraz

1
il

A o/
j ,;/\( ,;,,,./.g(,,, , (3.A.30)

S

N

/ 7 /
<) = )0
[ x* 0 ! 1oan x* O
<
Priklady regularizace Jjsou ve w¥poltu potenciilu elektromag—
netického pole v paragrafu 3.3 a ve vypottech linearizovangho

gravita¥niho pole v paragrafu 3.4.

Nakonec je¥t& uvedeme Taylorfv rozvoj delta-funkce

Iy
& s ,!{ ¢ vy ™ f‘\“f" e 4
Sxis) - A kY& *= Y] a ,{ (3.A.31)
s I
v nasledujicim smyslu
((5(:(',9} (f.-)/ = <5(;—)f'{)fi’—-’9)/ =
u ) .
_— I - ! 4
_ (_{3[ 0’} _ /) / / 0) CP( )(/) @ f})];f‘,f'f‘/ ;
T
(3.4.32)



Dodatek 3.B

Bozvoije n&kterdch funkct

V kapitole 3 jsou ¥asto pouZivand nasledujici funkee

‘ F f r
j( = 0\" i Q’i - oAp) Q - /
1 g0 !
{ lj(g (" l’;,n) [10 A AT I/ j: f l‘/a
Jejich rozvoje pro malé | jsou
0+ ¢ AT \
= o [ 1 4 & A
g = {}O { ] ‘0}.. /
p . Mg 70 w(&a'e - (6% 0"
In 00" 9a oo (g« (?’ IN
]‘. "[‘7 { QTi O.’
= - b5 P ok J -+ t
T (1 famap et Ol ] )
Dale platd
/ Do / o-a - ]
i = - { /f - 4'1__7 - A4 () U ,l I"
‘: Als o (C)' 1p ) ]
D oy o" ,
pr B CJf {4 Ny 7 ((U‘{}
[hN O EGEi ) =
'I) il . - LW(.O u7 )r e 1 2 i "
-- S 5 S Ml {
Iv @y PN T Y Ole]
¢ Yo 1 b ¥ . y
f ) ] o ( /{ ‘.'? (A : &’l - U 2 ()jr [
p\ o Ja 040 fa +p")
1( / 7 y j J \Y4
Lj/ B ?5 CY 7 (:J/_'?l'l,{_? ) = 4 r ["| i ‘( ,
J

(3.B.

(3.B.

(2.B.

(3.B.

(3.B.

(3.8,

(3.B.

(3.B.

1

3)

24

Zajimajl nas dAle hodnoty t&chto funkci na budoucim gvs-—

telném kuZXelu udalosti

I

Soutadnice udalosti

95
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0
.= = , A= 04/’ Moo= 4= 0 - { BiaBinicl
£ N
Je wvyhodné zavést soustavu ‘U, v kteréd ma uddlost X4

soutadnice 'U=o "“r- 00 (viz. oabr. 3.3)

/
(A = 44 n'___‘
/ g FEE
(3.B.10)
A f Ar %\ !
£ JdodJ
Souradnice 'f,IX a radidlni sou¥radnice ’ﬂ kolem st¥edu » e,
X, 4 s 0 jsou dAny
<J
! / 1 A
1 = I Z ¥ £l L
VoA Z(/‘ /_)‘ / .
o L ]f U P f (4 e+ iﬁy) (3.B.11)
‘/ Y, y
22 | Fatizal = 0% Bas L oaF’ 5S¢
L= €eeeal =Y et ({yu 7y =gl P
Interval mezi udalosti a v t&chto souladnicich je dian
:'1 - r_ff’ y -‘R'f- ) (B.B.lz)

Svételny ku¥el budoucnosti udilogti j{ je tedy dan rovnict
/l_f | f 7
-, = 0 (3.B.13)

kde zapis %l¥ znafi funkci % vy&islenou na povrchu sv&telného

ku¥elu budoucnosti uddlosti T . Pospojovanim t&chto vztah®
dostavame
i+ ";)—’ 1 ()-‘ 0
fA[. - = P f . )+ {3.B.14)
o j ﬂ"f; g
y 7 /



3.8 Rozvoije néktervch funkci

Vidime, ¥e (%-W)L-O se pro ?-‘m redukuje
platd

A (* ;- i :/ :5"0 G ) {

b 0 < [ /
) Py ) o ;_M_ 4

/; /'r (3(:1‘/-01 J/(a\'? m)+ﬁ);
Pl ') G/ S )

]., ,/* (,‘;(07 3 7%, 04/ ) i,

(}”/—/7,' /
{ O
(2-R)|, = - § (ay-w) |+ 2 / L
‘2-a 4y | g,, |
(1 =) = %o f
/
I'3 <0 ' Iy ‘}’
(-], - 2h |,

Rozvoje pro velka b isou

i e ol )

na u[g-ﬂ.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(3.

(34

(3.

(3.

(3

(3.

(3.

g7

Déle

B.15B)

B.16)

B.17)

B.18)

B.19)

B.20)

B.21)

.B.22)

B.23)

B.24)

.B.26)

B.27)

B.28)
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Zavedeme—-1i dale sou¥adnice mhu”lf (obr. 3.5)

o £ Ly y
U= Do o= D-w {3.B.29)
a konvenci (3.4.14). Pak z po¥adavkd

4 { by 2
AU = O M e b (3.B.30)

dostaneme

D=al(sn]) j_’(ﬂ/f)"\_h‘a’
L, { / 1{ /
] (3.B.31)
N R P TR IR TaR
= 5 \/ FQ / (.;ﬁ/,-q { L B}
Zz toho

b1 { _a A

g s 1 3 ; (3.B.32)
a rozvojem pro velka

N - (4 b ToIE (3.B.33)
Um e U ol

g Lo (g a1 #/:,f ) (3.B.34)

YA RO S >

:uu{# . of? (z{- :ﬂ ” ﬁ? j? 4 [/fim ! ) ) (3.8B.35)

) / { / / /

1 K - {

il - PREE b-a-e ; " {//-;- ) (3.B.36)
“o {0 O 4 _
z g = 5 B f? (1 - 0/42 . (/I/”Y ) ) {8 B.37)
Yo, - f ‘i "7? (1- ft} 4 U[-,f, { ) (3.B.38)

/ /
Ly L \ mr_/t_ _ 0" {
(“p {J)ly T L (4- 05? ;(,f[?,j b (3.B.39)



3.B Rozvoje nékterveh funkeci

Na zav&r ukd¥eme, ¥e linearizovana metrika
v (3.4.33) je spojitad na nadplofe ¥-'17- 0 . PouFitim
(3.4.26), wvztahfl (3.4.28), (3.B.19), (3.B.20) a

dostaneme

(Up i '"‘"ﬂ ‘,.',,) 3
(k’ Y Q ) (j) )

- :}'{-/L‘LA- IJI{ ;-4" _ ff(.'fu mu)";‘ .

5 ;:1
* [
)

o (%%“ b t&i;gi'y4!¥

!

2 L
) /
-4
= tfﬂ (/U o) "
3 S
L4 ¥ M /f 4 ) )
""]L((? —;}).j‘? :‘ (047 /(,a—-) " = l:‘(,lJ_-/{, )
) } )

VyuZitdim tohoto, (3.B.18) a opdtnym pouZitim

a (2.B.20) dostaneme

4 sece fee 3 _ g T ol o I A _/ O /S
Z (cu l__}é w h )’y . <"('Jl / o\ L 4,}2 7, v 2% a

+ I'/u - ?‘; Ci\}“‘u' - EJ.\.; {'/{/‘ z U -! t ‘?{L' - ¢ |
4" 4™ Ty L (R B B

Obdobng (viz. (3.B.18))

[, IHn, i“jn! R l_ d _0_ i 01) ; a fz(? y
[ ( I~ ) y } \ ( i{ pn ,7 L + ] " / ?’R \)
i . F ik = 'O { _{w;,\ 2 \_, {y \ |

iy ~ tin y Rt — — [U £ o= i

ey L b 4"y ”7'( 2 5 ) 1.

99

(3.B.40)

(3.

B.41)

[, dana
identity
(3.4.18)

(3.

(3.

&,

(3.

b1

2 (3.B.44) a (3.B.45) wvidime, ¥e metrika I, dana v

.B.42)

B.43)

B.19)

B.44)

B.45)

okold
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je na

Rozvo je n&kiervch funkci

vy Trazem

‘-t~ () spojita.

100

(3.B.46)



&te un
Dodatek 3.C V¥¥potet Riemannova tenzoru R a R

Budeme hledat linearizovany Riemannfv tenzor k¥ivosti

metriky

Nclﬂ = lﬂ,m (d’("'w QIA?) + hﬁ drvds % i mg

7 /
“‘/
Mg = L PE
y (3.C.1)
A 7T 1
Piee = L T f (V- 2az" ) |
{;) _ 7 c'("f :2‘_‘ i ] ? :E .0 f(
/a\, = L ( % J .Q/n ( 9,;— = —0_ j JoA A z 0
Derivovanim a vvuZitim
N i . . _r; ,
O T = - = ASv (i( 80{3,- = -= olTdi
-7 f o i
d ! A aly = > Al
0 (’\(( :~~-ﬁj [hi.dLr 1 r)(.u:; (; ‘({L(_C
dldraz ) = - j drv A3 43 - (—“:— oTdt ol
I 1
@((&tﬂq) = - = 4T vz &Q + ¢ d%)d( GT '
/ o ) ) J
(3.C.2)

@(dalg)= - &deTfhiu-o d?égohv

/

5 Lo F i , g ,
) (d = o dgoegdg - Ldpdeds . t o aeq

o §aql= 5 TR0 ¢ T e GrRaR ~ o dgag {
oldrdr ) = ~f 4T vAds dT - %oh (Td3 f&%&rn{ ,
O(dzdz) = - Zdvards - Zdrdrde

dogtivame v oblasti UJD,<%>O (viz. poznidmka 8) na stran® 67)
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V¥polet Riemannova tenzoru

oee
k

/

l/lrl{‘/-

a 102
“Ous = &by,
= QT dyE At (Fhars ) -
AL[DT[{ng(hWﬁ +
+L,{3 klgﬂ"?( klE,Q*
< AT Ay AT (- bz s “%hw )
i (7}[,{&:; yan . ) (3.C.3)
Chz dgg A (b )
« 0T mgggc ?’g'p\"f ¢
v b E ”’Gg_ 1 ?; *
g H({ ‘g %’QQ ;
M ,(,b,,; - 0')14‘“() sl
= deadZ dtad? (-lnﬁ_;; * ilhﬂlg ) +
+ dtade o‘."/\dc; (-{mﬂ + g';ﬂ‘,é ) 1
110({?/\({1‘0 ( ghﬂ o ¥ ji— g‘ﬁu; ) *
;»Adoéu\(i%ﬂ lﬂug% P Rss ) -
+J:Ad(g -MAAP(*%’EQHW,% %Q*a‘.fﬁ)“L (3.C.4)
cdgudg dgndg 5 g -5 g hig )
+(drads a{'ucigi fU‘) )ﬂrq ) +
4(0(?;10[@0'\'21/\(1%3-‘ w ) - lms'gg 1 % é‘ﬁ’ﬂ ) L

+(drurl({;d§ndupww) [~ ﬁ’h”g

(u\zx\d(() dguh(

N““



Cr
3.C Vypodel Riemannova tenzoru Poa

Nyni{ jiZ =zbyvajl jen dlouhé a

h,l.{ » }"Ll_; s p\_ .

dmorneé
Vysledky jsou

p

vwvepotty derivaci funkci

o / /7
5 | P}} J? ;
- 2 v 3 % aNn y R i %o
/{,? '(“ (J.-IG: _;)... ; :.’9 (1
@ l’,’
}
ey o = L&
!'{3 , e - T
[ 4
TS 88 B
) L /]
! 5
q¥% g s ) 2a°3
ﬂl {'?ﬁg'(&‘ bao } + e J
- !
¢ A, / )
L L N I
( 59 (3.C.5)
o= L L2 Cargrast)
) : "8 pte B {6 n"
(of ).« L EZROSEY ) dta%e
‘) i f-’ _gJ : ,f
L (
i o ’ (
htT ¢ - 7 b= (ﬁ R 6ﬂ = )
' N O !
ULy o° 1 4 T, L,
Trrgg T L _fffS L g (X-6aer) )
| /}(QJ A7 g i & Y
]r'l,‘j - 07 'C") (k [{] “ ) + L Fi ;
| .
4? -9;,1 ’ : -2 P ; “ ¥ e —_
{"’T'r".»"_—* L Zt; Lz 4 Q) L = é';‘/{y"éﬁ(' / ,
! e, >
2 1/ 7" 5 A 2
Boy = L= - LI (v ) <L &
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3.0 Vypodet Riemannova tenzoru r{ a Y

104
Dosazenim do {(3.C.4) dostaneme pro nenuloveé sloZky
2 Tl Vo P R
ip . ” giij;_ Q{f { D ﬁ%iiii (gt o]
| {"*[:, g ;'}' S:m / { I.—l{l‘ g'j N (, Z ) i
= = " 5 ) I
{ r -(fﬁ-’c\'—'r' ?(:;, 1 p - 7_’?‘8_2:_;:'1A
: A "Ti . c_g' + %’. ] | '((”{7 %"L !
T (3.C.6)
- u 4
u S ] 1 :) ¥
{ D, 24 ﬂ__g__ 102 } :f j)' sp T ° a:
L = ({: e f Y [{’5 L ? /
',/ [ 2 T
Lp L et agte 4, Mlee'Er, ka'g)
i;—_ e (x‘ gi’ ) / i(fJ;m (s ﬁ
C ¢ 5 A
Transiormaci do soufadného systému U 47 dostaneme
,{ - {1_, QA Fl 7 ) i - 3 Fq’{":
['A Pr,..v [{% . :4—'?0_?)5 (" 4 - (’i ?HfU) L QUO‘U? = /[C_ 20 E
f J,‘H 7 -7 { g*!'('-
: i - P - O s T 7 - T o peia M e
[ Quwny = 20 ( huw ) T Rage, o bs
1 1 0™ Ay 2 { '{’-:(_.{’ A ;
JD“"’n“f J!»IP( ) / Lo Aba P> 7
4 0 4 = { 3.0C..7)
[ I _IJ_(_,__“ (—(1{ oo+ (|_{r) 1 I[/ ———— #bj—"-
gl NS £ ey 1 7
/ . Zetun O A U . Zetuw | e
Lilwum Alo B gp* b Teesy lig. PF 2ps
4 [';. - ?JO“U.(J 0{_(_')1 _'{ (/t _?, ?7(" AT _ ﬂ_g:t
LAL{?.U(\‘ = 'm b Q'V‘L } ["_ (-;‘TJ.J .: ’?é’g 1'25- 8 P._. S

Dale spoffiteme linearizovany Riemannfv tenzor kFiveosti

R metriky &Sastice stojici v Z=0, x3~0. Vychazime

il

z metriky

Lan /f /{ f{ ks 2 Bt )
H-).ﬁ(;du,éd,{fi’a) , (3.C.8)

kde

- (3.C.9)



3.C V¥pofel RBiemannova tenzoru ANQ.& unR
Plati
{ , )
A A(ed - ads )
(] 3 i | i- 2 )
n\(({\'}{(; = ;s(orr!f} "l.-"f‘}[lf)(?(lfi‘—(‘5‘-0?’1.-‘/‘?{; ‘(1‘0!2 )
Odtud p¥imym vvdislenim
{4 we N , !
L [DMJ -L(%c"w U$bh\dbg dgu 7 Z%F +
-ngﬂ.)'/\({lsgds/lf %Qf—— +
Rl
+ deuArdov deu }f&f;-}ﬂu
+dovadordoa (- ‘Zﬂaif’) +
e, uAdg £ (- fzg‘“);
+ e /LA@gd g (- {2y,
+ d ‘% A (’\5(‘0 LP ( i o )4
+ (‘\OUAdthdab? (—Qa—‘%@) +
cdearadipdog (-4002)8)
LN . un - ?.i z_q:_
Quqm‘ Q"’ﬁ"“’ - L %.[5 '
tn b _ 3(z-a) e Eﬁ
QV‘Q”Q quuu— L ( ng— H'.'» ) J
un n 4—’(?-9\}“
Wr'"ﬁ = Emmrg = "L nx; ;
LN gy 3 fra
QW(MT -LrLrArt{J - L “Sns__ i
qu . (284 B _ L ég“’(a-m)a
"8 P8 = J
un {2e%s. , fe'o " B e (z-a)
Regsy ° L( n° n® ) / mer‘L(‘j‘jir

(3.C.10)

(3.C.1L)

(3.C.12)



Dodatek 3.D Digtribu¥nif limitv n&ktervch funkci

Nejd¥ive nalezneme distribu®ni limitu funked

FOu-u) | L 0L -u)

Z , (3.D.1)
(Z-a
L O(uy,-u) , F7 0y -
pPro ?—WJ . Zde (wvizm. (3.B.23))
T - | g2+ ('sa-:;«)?1
B = i’(f';?v(*r fw) r (3.D.2)
G = (4-+ ") 2 0 f?
’p f O\/P [’7 ]) »

7 - ,ff;} *Of;] _ (3.D.3)

V blizkosti 0 miZe wviak byt chovani jiné. Zkoumejme tedy

funkci
% Hul,-u) - é} O(- % ~u ) (3.D.4)

kterda je leckalizovanad v coblasti us=0 (pro /? nekone®#neé). Pro

libovolnou testovaci funkci %(M] mbZeme psAat

16) O= Ohrjznamena Ze 7— Je nejvyHe koneiné ¥islo. ‘l’@(bq
znamend, e [ ol T je nejvy¥e kone&né. Tedy

o= U[?]znamené (L?g 0[{]

1086
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e
:9_’ tn—l(o)g ) j
g(’lm S(M)(_?(m) = 4 % L, w Sty du - O[}] ) (3.D.5)

kde Jjesme wvyuZili toho, 2e S(u)- 0[f Pro u;’UfQﬂ a ¥e pro
LA = Of;] lze ww) nahradit jejim rozvojem v U4 . Integradni meze

A ,B ijsou =zvoleny kone®ng, co¥ lze zvolit diky wvlastnostem
testovaci funkce (nap¥. kompaktni neosi#). Ddle plati
el m+d  nk
u" (e ) i
duf—— = med g < L 1\ d(E—G\J =
zoo)t )"
o Y M(q ('z-0)")
4 e b m
Q.M S ('g_&) 0[(., ( {7
< - : 2-0) (1+ 0] ] ) = (3.D.6
/?ﬁ-n' 5 n(ﬁ +('2-a))’ ) \ O[;j / )
Qnﬂ_f b
= 7[\” ? D_ﬂ\l’lj\ ({'J,
kde jsme uZili substituce
g ¥ gmﬂwﬁ" (2.D.7)

Integraci per rartes dostaneme

N4 - L et all-

N V4

M{m :2)

' +(_”mé‘ (M=t} m-32y.. .1 (’ﬂx’D}

mim-2y ... 1 Pro mn rl'che’

A= 1 P (B-D.S)
0 40 - 4 oo )
““‘“D) QeﬂfuﬂDﬂ ) __%1,3_4471 sho B sode®

UvaZime—li ¥&d mezi integrovani H-= 0[:79] a b- Of%] ., tak
Q’D](D?{u-q = 5 (‘“H N O[?] ) Nl)ﬁ/u;t. - 0[170]
T ] Oyl b ], <00y

(3.D.9)
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Po dosazeni do (3.D.6) dostaneme pro (hy ()

ta:b

u )
gm..ﬁﬁ“‘m—%‘w"*“ Il o -
- _5’%[“, u™ - (1+ 0 [?f) = (3.D.10)
i rn/{ﬂ) (o5 )
Obdobn& pro M. , Q=O[’I]"]<Da bOi%J‘(O mame
ek
\ % du = - [% [w‘];: i %Qm(m()(;f?]) _ (3.D.11)

Dosadime (3.D.10) a (3.D.11) do (3.D.5)

\§(€ du: 3 Sa(u . {i %(

:(pro)(i;fu,;% Yduik ) 037 -
] ({)(o)([mwﬁw?; e oa 2107) O[3 -
(

o) (B (525 + g ) e 2 2 <t (te01f1)- 4.5 ) |

Dostidvame tedy

;f Q(M-UL,)=I£I9(-%-M) 2 0(1] (2.D.13)

a obé& funkce miZeme pPFi nekonedném 7 ztotoZnit..
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4 2 '2-0) .
Funkece .. %?'2%;F jsou pro cpﬁdyjfadu 0[;]. Zbyva vy-—
Setirit chovédni v okold U-U . MOZeme psat
w-k . fz-a) = p{y0]
g uh \ _Q 4 A(r? ) ((!Z-Q_)-FG\_;‘U)“J
w0 = Z- +
lnz LA ?mu[ o (q?4(‘2-0)z)3’1 . (3.Dl4)
w=R '(?—e)rt)[?]

Pro W‘}Q je z¥eim& dominantni chovédni v oblasti velkych hodnot
(%-m). Zde miZeme integrand zm&nit - v Hitateli ponechat POUZE

. ” P 2 3 .
nejvyss1 mocninu v ('z-s) a ve jmenovateli l'z-al>, ¢j.

Gnk Qmm 9“)0/], .
g du .Rs *"ﬁg ?73_01(20‘ (//" 0[;])

?’{ ('2-2)- 0[/]
/}_ (O v ]+ 0l / ) 8 (3.D.15)
= 0 [%* J pro m 3 9
Obdobn&
o b _
&A: clu ﬂs ) O[%;J Pro [y ¢ (3.D.16)

Pro malé m mame pFesnym zintegrovanim (viz, nap¥*. {4% ]
2.271-2.273)

L-b
u" Vg tzeg b
Su ;hﬁ j{g = ? [.éz ' 7 }u-ﬂ pro o= () .
" TR .D.
“glete Lo 0] eee ot
ta b Um 7 Ty . {[(rE-Df')]u b
Swgdb\ f'i;c} = 5[%—)4’( m *3 e eg Pro m = D ]
I5_ 5.8y u-k
< ,5;[31? %—?(?—f: ,é(?mi)L(z Ai1)pro M- )
(3.D.18)
= O[%&] pro  m=7 )
~0[4] o b
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Steinym zplisobem deostaneme

=)

,h (f 'G]U _ 2 _L U:L
(_‘L (2. a) 0 Loy . ! .
S LT ) ore e
O[?BJ pro M2 2
Nyni jiZ m@¥eme zkoumat distribudni chovani funket
v ckoli -0
j 1
<,J—?SQ(UL,-U)(LF} Si{& e Olu, —u)(i[)(a =
00 fe) “ J 17
(o S du - Of !
I‘h o (e D (7J
35

Pro ? nekone¥®neé
%-s QKML“U ) =
Dale

(aa) ﬂ(zcﬁ
<#~ e fav X

CYM M)(Ph& =

-f

ma M'

4 ozl

= ¢(0) 2 [g-; u

% e *
-@lo) §(F )

nekonedng

i1

ti. pro 7

?(? -0.)

Jn?

Olul,-u) =

110

, (23.D.19)

(3.D.1)

(3.D.20)

(3.D.21)

t3.D.22)

(3.D0.23)
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a koneéné
1)
n(1z- 2
(F7 Ot -ul ) - UM 2 Ol u) e -
S5 4w M"" u” oo
= ol B (O & T (‘(M “'O = =
MTGPJ qw ) ¢7 &EFl . [f { 5 (3.D.24)
0 [4 (2za A Cemal )i f g gt e\
= (P(U){«)’/h{gw( r" 3 rﬁy )J‘bﬂﬂ-} 4(5(0)[~lﬁl+ gy( 1 - 5 75; )IR +0{%] =
Qf?m 2] 8’ ! N {
@(0}7 3(§ F] O)EQQ*E)V + ’fé(?( / g{‘f*?r)t + 0[;-7 ] ,
tj. pro y velkes
20 | 80ad) o B’ o
W;Qhﬂyb ?g( JE e L @ﬂ gw Jqq 5()3(2{f . (3.D.25)

5 té&mito wvysledky Jji¥ mb¥eme provést limitu ?—aca

! Ton
linearizovandho Riemannova tenzoru - K { R viz. (3.4.48) se

zam&nou Ue iy , v 'r ). Dostavame

Ean(Q(uh_u) - (duﬁd?duAd?'-gtduﬂdfduﬂd?)*

( é(A}g——?—(gﬂ1+1s = 8( )J-—G? - + g(u) )+
« o)

RAIC (&5) )

{(3.D.26)

* (édundudundg +oaa 4 giduﬂdfdgﬂd? ‘ U)x

’/'T%S%L:p NN ) < O[5 T

-

N e

'gue
V dalZim budeme po¥itat povrchovy &len Q
(3.4.46))

(viz.

brd ¢ a{f 'l:.ﬂ fun I} .
’ Q:_uf = (%, Q&big g3 Or_h[g - @&Eg - (b)Qo_&[g) dﬂ](vaR)g<{f'n),(3.D.27)
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Plati
d(‘?*’]?)=:‘{’7(’f— rg,i‘ﬁ)c(u 9? '?“ ) do - ﬁd? ) (3.D.28)
Seem- |Cen), '] S ol 8o | inze
ti.
) 8('t~*ﬂ) = (du—j_—,ﬁ dv~$j—d )S(wu#) . (3.D.30)
(an7 o) (ay-w) 9
Transiormaci (3.C.3) deo scoubradnic M,”,g,t(? dostaneme
"Q durdo du ( {)(L(j“f/f«‘q?sa ) &
+duade ds (-giﬁ)( ?‘%) +
4[{u4d<3 du wq—g&)
#dfmdg dw —ﬁ;)(‘f 4) 1
+ dunde de ([:*u)(\l/* 11 sz ) ¢ (3.D.31)
+ dqftd({) (I\L{ (fi ) (l[/4,{ L a?‘f) +
+d/()*,\d4id% (‘&(}‘) (\]/*-’1 + q;gs"'v +
+ d,wal({)ehf) (31—)(5’-1 4 qgqu)4
+o\g»\dt\od(f (ﬁv 3—(&43«2 )) y
kde

% (¥~ ¢ ?”) , (3.D.32)

“u !
Ode¥teme—1i od tochoto MQ ziskané = (3.C.11) zam¥Enou (& U

AW dostaneme
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tlol = {¢a-"0), -

= dunde du (-4 (oo 4220) - 2een |
donde do (L (7 -44 Qg%v) o Se | g
cdunde do (5 (ver) -7 1, -

2
4d,(7,\@|§ O{AT (*—Q%'J.L(L(—’() = ixfﬁ%s )J* *

[ R {3.0.33)
+duade do (A (yoq. 424

o dundo dy §7( 7 (vt e

)
4 owAdg 0:\? (L (v« Lf-gi@?} ¢

: ; s 45%" (t

T ALEE A
e L z T o~z >

- d?“dﬁ“l\@ (- 255 - TARME )*4';3 ).

P

Rozvo] [WO?* v ;7 (vwwuZitim rozveijf = apendixu 3.B) je

[“Q1, = duddo du (-ﬂzi(;fﬁa;:,{) 0[] )+
z o a4 %%) der , ¢ 4 21 "
+ d{,\/\(‘l% du ("?( Q(ai?*)a ~+4((az;4?—1ﬁ(? +¢?a-3a‘]40f7o])4
_ olg=a) (gt + als kgt (]
e dgudpdy (- 85 (&j;g?)s 3 4.0[?]) (3.D.34)
+(duf\d\¢;d§ +duz\d({)d¢f> gt )

. q"(g,f;?‘)o PR ¢ y 2 T " 4
(/7 i(gﬂojz)" Q(af;g‘}q (g& ] ({dg ??) 0[;}] )

1~

Obdobn& pro Hastici
ol = £Fa-*Q ), -
: A4 -
= ("\\if\dL?d(f ("§ ) *Us?!

(3.D.386)
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Souliet pFispéEvikd od obou #Hastic je

Lol ) -

= du4do du (- 7 fﬁ%}%ﬁi:{) 4 O{?”] ) 4

sduadg du (- J?_(%*s_)ﬁkfyﬁ%(?w??aug&q) +0{/27£J346)
4dgAdL€d-th/ is—“—"‘—‘?—) [j)+
+(@u;\glodo 4 a duwlc() {) )
(J + ) . &
(’?% *.;_'(bi\r(g“ ¢ -2 )*O%”
VyuZitim (3.D.30) dostavame
'Ibdp gﬂxL u)[ fAndqduA&g-g7duﬁd17duﬂgh?)f
2¢° (dd+ oY) far y 7 % 1)
<7W ! 5&—*?—“(30\ e _?(f) ' 0[?j) 4(3 D.37;
L B
(dMAGb duﬁdo LRI dUAQ?QbAO?J r))r
o® (3a™+¢") N
( Q({L.;?_S;_ * 0[7] ) ] ¢
VyuZitim (3.A.31) mbZeme psAt
780»«;*) S fpgw) ~ 5((0) u/*? + o[j § -
5, p (3.D.38)
- p s ) -__K.g(u [ﬁ]

Celkove tedy dostavame vvsledek

%Mizz (JUAd%duAdg~($du4d$du4df)'
Lo+ (Za'+
(R 8+ g (g ") )~ o 8l
(3.D.39)
-+(%&udvduﬂd?+'v +qthAd?dqﬂdT *Qf)*

(T B} ol ]



L sing
Dodatek 2.E V¥potity metrik 1\ a h

Nejprve wvyjadifime Bianchiho identity pro linearizovany

Riemannfiv tenzor (3.4.56)
&{ngbqg - &{s(m(zae]a_e Olu) + Cmpae]d_v ) -
: (ODEWRlaqae )O(“) * d{e Uwpxgc]d_r‘b {;)(L') 1 O}:wpec]@

(3.E.1)

P¥rimym vypodftem za pouZiti vziahfi (3.C.2) a hodnot RMQ na

L~ 0 dostaneme

5 arpm‘Qbef = (Lo Puge. ) O)
N Q(u Ad'ﬁ-/‘ ng O{-,l_: A (‘ig ﬁﬂpngnz-i x 8(‘/‘) +

+ o(u/ia\fuf\dnf‘ f.T‘-.UAd(() (- gf‘rP,,(,)b? ) Ocu) +
+ el AQ‘UAC‘% dua Oar (ZTJUMUS’ |, o) - g_@{r) *

-+ O\MAQlﬁAQ{({, d(AA Q(((,‘ (M{‘-.’W{%({)Lf 8(&) +[g?9)'§ + ({LBM ) 4

+ duAdeAQ|(F ’Z\@]Aol(g (MP“("?”(’L Sen) - ¢ Bro ) (3.E.2)
4 ohir\de%th€ dijjehgojqu%?)k 6}04 4

4 dMAOU;Ad? duﬂdgfﬂhguﬁh 6{M)_FLM.+£ B@ )

+ duAdas a G!LF du Ad‘f (%Z“Pugquh S(ut) = gzﬁi«— t d%@ ) +

+ doa G(Q;'\ clke dumh‘a CHR

¢ dun deady doadg(eB +"Rypepl 8tu) ~(gBIg)
kde sloZky JNRNﬂ jeou dény v (3.4.47). Pro obecnou metriku

twvaru

gtﬂ%'n _ Ho'.:f ; M(;)Oi 1 pO[fUVd(ff 4 Q({UVG{[ (3.E.3)
N i

derivovanim (op&t = vyuZitim (3.C.2)) mame

115
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stng \ s
B af -
Qa‘.n B fo l‘:;,?r

dundgr dys (- M)+ dusde do (- Lrig ) -
TR W ‘ e mgwr Mo 1
{z) / i { . .0 _+ 5
; Ol!ﬁ A A’f% e ard, v nl,fh( Qs 2. ]
4 dpu/\dgg A:<10 é(—QV%Q) ¢ dumdgc?d U g, (3.E.4)
+9\.UAAL{)(JU[%QU + (‘DAdLqu/ A ¥

+ dound, LMQ R + d-fJA(‘\bcEd,g } P
\
P

. f { lf‘aw i C!, OLA-Y- PU 1

| thd_L%[c? ( ¢ ?P> t ‘;,J;A‘lP e 2

- A | r A
dpunc-\it{d_,,[. {l{u ( da? Adga{)d?b ; P%

e "“‘4,»_‘.; : &r;ﬂ‘l.?.(:'iaticj = (deU ﬂ'b‘”f'{‘s* o )(FZ ﬁ’”‘i)

+ ([\uuﬂudlma\tf s Az [4() o 1 ) * MM@Q“-‘J*A‘{ A )('z Ve ) N

+ ([{UA('IL (4 ,Aﬂl{ (‘ 5 Efm.‘ & ;.Qm:) ¥ (dtn\(‘{[{)di—f\d({-*rﬁ ) ("g’?wt"*'-)*
(4

+ Fuﬁdﬁ‘dl‘ftd “Q‘S“ SQ ) (dﬁmr{({,dudd(W'\J)(*%sz,?a)*
(“Uﬁdf L‘WML{:} +r))( ?“—? R,,)«‘(gigﬂdtfdmtd(]o-vv) (— E;Mgb.) ¥

Md(f}dwdq !‘b) j@;gﬁ }?Qg)Jr dusdw du,n{ib ( é )J (3.E.5)
“Qdﬁlq MMG(?UU) ;Pﬁﬁ_;gp >+ afum? du/[a(i / ’i o j”,q‘,)—

S

Qu) + dmdg}dwolT ( iuu) ;
Aol by S0

t

..“U i
=
{-om— _/’EJ \'A-..

‘(OM(‘{?GIHGIL{HU

-0
by
¥
)
=
N
-0
3
L

1
?
+ (elu/td({) (hmd(? % {2Q|QU g du’\dcpé’ul"dc‘!) (*%Z'Uuu “5 ”*ﬁ) t
4
2
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Dale spofteme linearizovany Riemannfv tenzor k¥ivomti
metriky
bor ¢ oce
“n: h O(M-%) , (3.E.6)
oee
kde h Je danoc v (3.4.31). Plats
ber kar K arr
Qute &;Fmg‘ ( 0. hk)0w1+d&u iy, nguh%), (3.E.7)
“y
bay p [} bar _
Coked T 4 %4 C&énJ“

oec

l-?.,-_u_m.i O(D‘) +

<2 0" hyge )w? iy 8(u-% ¢ (3.E.8)
7
+Q_ &{4 (Mchqu{ @ ((P](A) g(u%) +
7 /
+ (‘) d{su nmhé»}[s } C{g!u g{(u‘@ )
= 7
P¥rimeg vypolity daii
,f age _ z , .
[ d]’,{/{ ;—‘[3]5. iluf!? - (dgu /\d!,? dcq + g dgul‘dg.(\pﬂr(?J
_{(nf _QJKM+QM§_,QM )« 0[!] E)
2{Fe - 7 74
2{ da Dr'hé?{c[“g f‘(_,qu = (d, L(Ad_‘,E; dguMIK ' g?dguddgﬁﬁ({,u/l (f!((() )
o (3.E.10)
{ & { Teo
y(’i .’f—*q’- f j ,Q,n? -+ %Q:K%S—J ;
210 fmh doul )= Cduad doad (-ﬁ—gq 2 1 ) (3.E.11)
L%\ Dy q“;w% § Pl Q40,0 el " I =

DAle = vyvuZitim vyrazu (3.C.3) pro

afe

Qs Le
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Qii_(élfmh”i‘)lb (\\i - (d. undgdgu,m,,g + gidgund&[(;d;u,whtflj‘
(51 0*” ) (3.E.12)

A UA f
gdgd({)d d"tf( g(au% Qg )

Dogazenim do (3.E.8) a vvuZitim (3.34.31) dostaneme

4 L. oog

[ L - Q O(u

'\,Mb

i

% (d uaAd ﬁdu"dﬁ galuz\ol(f;duu ) 30 + (2.E.13)

; gl(dgzu{(_? du/\!"*f(() + O|uz\dxlp (?i%’fl l’“f’) ‘T

kde
I (i’ s N _/{- 2 _ 613,1;’ "}U B / a l
? - ;(LL O‘f , JE\ B(U} (0\1"%1)3 é( ) ;. &.‘.4 g'l g(M)+
. ! 4 at e’ »
o Qﬂ\? S (u) + = L, J—g_& §'tu) ; (3.E.14)

=

= G3 ~+ '}’ . J
'(_W‘ﬁ‘“ e ) Sy

Obdocbng vypofteme linearizovany Riemannfiv tenzor k¥Fivos—
ti metriky

“~
L

b= Sh O

(3.E.15)

kde ANH je dana v (3.4.81)., VyuiEitim rozvoifdl v apendixu 3.B

miZeme tuto metriku zapsat
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4 oFe N i z 1] =
1 = 4 (e < 01T ) dut 4 O[] dam

T QZ T
e B0 ) duvi

. i (Lo™s a?) | (3.E.16)
+ ( TQ,Q + T’J‘—1 FORV O[i.(’}) ﬂ'l(?vl -
oot 8+ @) }

Obdobn& k (Z.E.8) mame
ok arce
[2“;12.&!!. = Qa\ﬁ_’_‘ O((A ) +

5 Q ( @{, A'E'chL”g ‘wo ) Ql_alu S{m) +

(3.E.17)

+ Q C\[_A ('ﬁfh”“ L . dglu) Oluw) +

; Q d&u a?w

I
"?-E][‘, d't” u g (l""

-0

Jednotlivé Zleny dostaneme p¥imym vypo¥tem z (3.E.16)

4 7 . %
;'._ dpf/{ h‘-‘k Ju:o - éd[“u/\dﬂv dsu %ﬁ‘t +

2 ? § (3.E.18)
g

_ 1 0
TS As’“"db‘f de¢ 2 fig
i

% d{!u “"&"H’HSJ od,:]u = - ng/\d\yﬁdyuA(‘\g? % 5?1‘ +

. dEuA@Lg deo

NS

P

(3.E.19)

J

g by |
Y

,JI' [244 ~ @?
Q [ b[é( Iq;}ﬂ, ’L“D Ole]u ) - dau" d.&"l’r d;UA d‘; ? (E—(E-?T)? .
Auidyg deondyp v (3.5.20)
Chuidgigiby SEEE
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Q%(a[ehbl[g )Lod.&]“ b Ag-uf\dggdpudd,f{r L??;j

A g)
QMAWWWM) 3
(3 40) (3.E.213
- dguz\ds,ﬁdguw‘éc{ —%{?—?]3
i 2 4 ! d'( Qz)
c)vdgun Gqusuf\(it(fo J*Q 0 z 7
Dosazenim do (3.E.17) dostaneme
4 ,/m'r
I-_ p L !/ @(u .
: A (._} 4 ) 7_01
+ dundg dund (- fl,f‘?\i Smwj,—ﬂé’(u)%

—%zdu»\(}hljduaahf( XS (%49 g(u o

it ﬁ) :)(g’mz S(Mj (3.E.22)

{ .
+2(G\U4ALP(1<§AO\LP%M)(§( ?) 5“ ‘&+g g(u )

. ({l(dw‘ﬂ((pd(;'w}({“”l}) ? ?&*2)1 g(u) )



4. GRAVITACNT POLE
URYCHLENYCH ZDROJO

V této kapitole se pokusime nalézt odpovdd na otazku jak
vypada retardované gravita®ni pole urvchlengho zdroje v rdmci
plné OTR. Uvidime, ¥Ye odpovéd bude spife negativni. P¥regto¥e
existuje Sirokd t¥ida ¥Fe¥eni Einsteinowych gravitaznich rovnic
odpovidajicich urychlenym =zdroji@m, nelze = nich zkonstruovat
pole retardovang. V zavEru uvedeme fvzikalni pFifiny této

skutefnosti.
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4.1 Obecné boost—rota¥n¥ syvmetrické gravita®ni pole

Za urychleny zdroj a jeho gravita®ni pole budeme v ramci
OTR povaZovat prostorofias s rota¥ni a boostovou symetrii. To
znamend, #e metrika m& dva Killingovy vektory, které jsou
navzajem kolmé a navic existuje systém 2-ploch kolmych na oba
Killingovy wvektory. Jeden Killingfwv wvektor - odpovidajici ro-
tacli - Jje prostorupodobny a ma  kompaktni orbity. Druhy
Killing&v vektor - odpovidajici boostu - m& v rfiznvch oblas-
tech prostorofasu rézny charakter a jeho orbity jsou nekom-—
pakini. Dale budeme poXadovat, aby prostoroXas bvl asvmptotic-—
ky plochy (p¥esna formulace viz. [4 ]1). Zdroie musi b¥t svmet-
rické v@Zi rotaci a boostu. Navic pFedpokléadeime, %e se nachs-—

zi pouze na ose rotage.

Obecnou metriku tohoto typu nalezneme v [5 ] - ma tvar

q- d (eMtde-2d5)"- e (tdz-z2dt) ) +

=
{(4.1.1)

-

P QL,\ 0\1%1 . %.,_ & i d[rDL ‘

£
2de t,z eR | ee® e L0,91) isou souradnice, jejichy
Uplnad interpretace je danid samotnou metrikou. Poznamene jme

vBak, Ze rota®ni Killingfiv vektor je

e N
= S (4-1-2)
b Y
a boostovy Killingfv wvekitor je
e Q &
. )"
b, = 2 & +1 9 (4.1.3)

>B ot 0z ’
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Pﬁx\ jsou funkce zAvisejict! pouze na - { a B=(2"-17) (ti. na

orbit& Killingovych vektorfl) a v oblasti mimo zdroje spliuil

B MR B Mige * M o Me =0, (4.1.4)

5

(ReB) S0 = B (ARG -B il « IApa e )

_f‘(ﬂ_B)puﬁ H'()B/u’lg !
(4.1.5)
(A+B) &p = D (B{g’& SRl 28 e )

+ (B-B) Mo = QHHN

Rovnice (4.1.4) je ekvivalentni vlnové rovnici v plochém

prostorofiase s cvlindrickymi souradnicemi T,Prgr? .

Metrika (4.1.1) je reguliarni mime D=0 a.(ﬂ"o, regulari-
ta na ose rotace ¢-() a nadploe E:( =zavisi na chovani funkeci

r4 a M. Z (4.1.5) pro B0 resp. P-0 dostavame

"

M(H,O) -~ 0 (h,0) (4.1.6)

3

o

M(O{@) + 4 (0.8) v, (4.1.7)
kde kw a Kl jsou konstanty. Podminka regularity na B?O vede

na podminku K;=O » L.
A(®,0) = }u(ﬂ,f)) | (4.1.8)

V opafném pripadé& se prostorofas rozseparuje na 4 navziajem od—
délené prostorofasy. Nadplochy P-0 se stavaii nekonenem
t&chto prostorofasfl (délka neisotropni k#ivky konvergujici
k B*O je nekonefnd). Podminka regularity na f}fo da H{O, ti.
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QOB + p08) -0 (4.1.9)

Pokud Of;{i kongt ., je metrika na g::o neanalyvticka. Struktura
této neanalytifnosti odpovida strukture znamé kénické singula-—
rity. Koénickid singularita je charakteristicka vbvtkem vhlu
v malém okoll osy, tj. uvaZujeme-1i kruZnici Q=wa* kolem
osy, ¢ nazveme jeii cobvod a p Jeii polom&r (m&¥eno pomoci
metriky), tak P¥i 00 podfil % neide k T . Kénickou
singularitu lze odf@vodnit pFitomnosti linedrniho zdroje na ose
%:O - struny 1). Pokud se na ose budou nachdzet i glo%itdjisi
zdroje, nebudeme moci v t&chto oblastech pou¥it rovnice
(4.1.7) a metrika je =de obecn® nereguldrni. Tato neregularita
ale nemusi nutng =zZnamenat singularitu. Jsou znAmy Predent
(nap¥. tzv. C-metiriky - viz. [42]), pro které jsou funkce
fA”X nereguldrni na ose v n&jakém intervalu [ ] al ,, ovSem
neregularita metriky je pouze sou¥adnicovd - ve skutednosti ma
strukturu nadplochy p¥es kterou lze metriku v principu pro-
dlouZit. Tuto nadplochu m@Zeme chapat jako povrch hmoty resp.
horizonit urychlend derné dirv. Podrobn®id¥i rozbor je mo¥no na-—
lézt » L3 1. [42].

zavedeme=-1i gou¥adnice G, 4 a Z. 7T wvztahy (3.1.2)

a (3.1.11), tak metrika (4.1.1) lze pgat

A = oY
e-e¢ {su AT L
3 = 7 :,1_ ( XIO\IU_L-q. —a db‘ ) + g;—e, :?i duv[bu-‘ +

(4.1.,10)

i

y eddg . {.éﬁdvz

1) Metriku nekone&né struny v prazdném prostorofase jsme
uvedli v (3.4.40) P¥esto¥e byvla odvorena pouze v lineari-—
zovane teorii, jednd se o pfesné ¥edeni Einsteinovvych rov-—
nic - viz. nap¥. [27 1., [22].
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« 2 2Vdrr 4 2F4Ft . et de' - qle“'”dcpt (4.1.11)

a Killingovy vektorv maii twvar

£y

AN} )}
f

£, d‘f / g = 0 , (4.1.12)

Pro dplnost uvedme jeztd Christoifclovy svmboly v sou-—

Fadnicich T,%,gfLP »  Riemannfiv tenzor k¥ivosti a Ricciho

tenzor metriky (4.1.1) (vizm. [§ 1, apendix B; Pozor na
opafnou signaturu metriky a timto zplscbené opadénd znaménko

Riemannova tenzoru.) Ve je pofitaned mimo osu %:0 ., Plati =z=de

obdoba poznamky 8) ze str. 67.

A ‘jﬁ’ = 5 & Rk rr‘; ) —{’ —

Mo €T - )

V; T i A rffr i % e 2* His
Ff.tef : % “imsg r‘el‘ LN

)_1':5 ) %u\ = ) r; ) ; Mg

(o= e (2 : Sps ),
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“elagtapg) s )
Regs =t (Mg das)
Rigrg =€ & (‘E{MW"g“*;*%(ﬁ”:?}'?"f”@“\v?)'g‘i:““\v?) »
Ryses =€ pv(_gwé;+gyg g(MmJg-NgAﬁ}+§§Aﬁ)
Rt =GR (40 1300 L s b))

, (&a ~Tpp ) )

p\wfs s- e (:’(\ g Mooz ~ %Mqﬂ: ‘2(}"112‘\3’ ‘fulﬁ“\'* ) +
4%%(;\,31‘%5)) ;

Dg'zz"r =g E.% <‘ :i_ Migz = ’Zi[”rei‘”'s tolfEdigt g ds )
EERCTE RO

P'thtr ) ; er gl( Migs + dse = % M ;{'2‘"'5 ) )

Uiy, = g(%(u\é-?%%) ~dee ~ Mgz <y - %“\r‘s ) (4.1.15)
Rigs = § ( %(M,i**@) +§(w\.g-;/‘,q) - MeME ) )

P = 0™ 3 él Rieyy

Explicite vidime, ¥2e rovnice (4.1.4) a (4.1.5) zarufuji plat-—

nogt Einsteinowych vakuovych rovnic.



4.2 Pole_dvou urvchlenych Xastic

Uvedeme si konkrétni metriku tvpu (4.1.1) odpovidajict
dv&ma navzadjem opafn& urychlenym hmotnym objektfm pohybujicim
se pod vlivem polonekone®nych strun (v sou¥adnicich ﬂ%a@ je
systém znazorn€n na obrazku 4.1). Takovyto systém je diskuto-—

van v [(40] a je dan funkcemi

M ae { \

o

mat b el(Ft) | D st = (F 9 FErT) ) ghetT
(’m N el (82 t) = | e +L T (422

kde B je dé&no definici (3.2.13), 0 je hmota Hastic aa:i je

rarametr charakterizujici zrvchleni.
Vidime, Ze
p(g0) = dle" 0 ) (4.2.3)

a7
takZe tato metrika je regulérnf na uw-(0 . Dale pro 20, ¢=(

PO E7) <« NMO 37) = 0 (4.2.4)
a pro 250, gro
(0,8 + A0 ET) = 4L (4.2.5)

tj. v oblasti 2<0 se na ose ?ff) nenachdzi ¥4dny =zdroj,
v 3:-0', Q=0 je lokalizovanad hmota a v oblasti 254, e=0 se
nachazi struna. Nutno poznamenat, ¥e struktura singularity na
§=€,gv0 (kterou interpretujeme jako p¥itomnost hmotného zdro-—

je) je pom&rng slo¥it& a jednid me o gkutednou singularitu
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obr. 4.1

Metrika (4.1.1) s M a A urdenymi v (4.2.1), {(4.2.2) odpovida
dv&ma hmotnym objektfm, které jsou lokalizovand na ose E
a urychlované polonekone®nymi strunami leZ{cimi +t&% na ose
2 . Situace je v sou¥adnicich trxalz znazornéna na obrizku.
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neskrytou pod horizontem (viz. [21]).

Nyni nalezneme linearizaci tohoto gravitasniho peole.
Budeme predpockladat, Ze hmotnosti a zrychleni hmotnvch objekt
jsou malé, konkrdétn&

%m&:%ﬁ L %QAL@ 1 (4.2.6)
Potom dostavame

mo= L(sz%z) : (4.2.7)

e %? S?*G&L‘f + O] (4.2.8)

Vzhledem k velké kalibra#ni volnosti linearizovand metriky,
bude vvhodn&if{ linearizovat Riemannfv tenzor k¥rivesti. Ve vy —
razu (4.1.14) lze zanedbat vEechny kvadraticke Bleny v e

a \ (jsou ¥adu O[]) a dostaneme

‘mpe‘m‘f -- ¢ (-4 Mg %‘“’VJM?) ) '

P - (Ngg ez )

Rogrg -8 (dpgg -4 405 )

'”QM; =g e g%"\'?) ' (4.2.9)
Poe ¢ n §lhke-pg)

IMP\;ETET:“%? (-gMgg +12%(u\,g“21m.;) ) /
hnga:“??(i;f"@ F’lzi—)(,\,gnl)\/f.s) ) ,

“Rore 3 (Lo 100 )
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P¥rimym vvypodtem dostaneme

1

cMe s T

‘f 4 A 2 [t 7
L/J‘fae‘m(~*\0\g‘2*7§9“éﬂ§) ,

LM?E _%_F/_( 20" - +30ﬂ) /

ol . 2(,@*0\\
[ida™ =g
! 1 3 T 3 - z
7 i i (— (209-2¢)( 9%~ 2. ) - 637 (4 -a) ) . (4.2.10)
j Q_%g_ (% - ?;)?uy CUfe]
' . () (23Y - 205 ) ;
) 2{ o (o) A2Y 22002 Lol
g ) 9%‘%&(?-9:)?4 bgtlh-o) 5 b ¥ (¥-q') s Ol
{ Mhige* g' ’ Es - T EE Ll )
, (837 2% &) (%-207) - 45 (x- S (Y- (%207 s
lj A % ) (X- o {:(? o) = §3T(x-g0) | 9)42( gi; Za*) olL]
5 S
Dogazenim do (4.2.9) zjistime, ¥e
"R TR . (4.2.11)

Pokud linearizujeme p¥Fimo metriku, dostaneme

SRS R Lo) Ege Ldurde
X y . (4.2.12)
tag (1) - g e -a) gt

coZ je pravé linearizovand metrika, kterou jsme ji% uvedli

v (3.4.81). Timto jsme ukdzali, ¥e metrika (3.4.81) a metrika

(3.4.31), zigkand pomoecd Crenovych funkeoi, jsou lineariscwvans
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metriky vedouci v oblasti W¥({ ke stejnému linearizovanému
Riemannovu tenzoru k¥ivosti. V oblasti ¢>( proto musi byt

gpojeny kalibra®ni transformaci.



4.3 Betardované gravita¥ni pole urvchlendho zdroie

Nvni se pokusime specifikovat, co povaZ¥ujeme za retardo—
vané gravitagni pole urychleného zdroje. Budeme pofadovat, aby
prostorofas reprezentujici retardovang gravita®ni pole urvch-
leného =zdroje se sklddal z dvou oblasti odd&lenvch od sebe
svételnou nadplochou (ocbr. 4.2). 2Zdroje budou lokalizovandé
v oblasti II a budou mit, stejn& jako metrika v oblasti II,
boost-rota&ni symetrii ve smyslu popsaném v odstavei 4.1.
Oblast I neleZ2i v budoucnosti %adné udalosti =z oblasti IT
(hranice obou oblasti je sv&telnd nadplocha) a tak se zde ne—
mohou projevit Z2Aadné retardované efekty =zdroj®. Proto budeme
poZadovat, aby v oblasti I byvla plochad metrika. V oblasti TE,
jak jsme jiZ ¥ekli, poZadujeme boost-rotadni symetrii metriky,

takZe zde metrika musi byt dana vvrazem (4.1.1).

Vidime, Z2e jak v oblasti I, tak v oblasti II je spln&n
Einstein@v gravitadni zakon. Zbyva je#td otdzka, zda je spln&n
i na hranici obou oblasti. Nebo jinak #e¥eno, ptame se jakym
zpfAsobem musime napojit rlochou metriku v oblasti I
a boost-rotafn& symetrické metriky v oblasti II aby byl splnZn

Eingteinfiv gravita®¥ni zadkon na tomto napojeni.

Je znamy fakt (viz. nap¥. [2 1., [2 1), Ze metrika
v ramci OTRE musi byt dostatedn® hladka, v nejhorfim pFipads
spojita. Pripadna nespojitost vede k nejednozna&nosti mnoha
operaci v bodech nespojitosti, resp. k delta-funkecfm v konexi.
Riemanntiv tenzor je vBak kvadraticky v konexi, co? implikuje
nadsobeni delta-iunkci, které neni dob¥e definovéno. Proto po-—
Z2adujeme, aby plochd metrika v oblasti I a boost-rotadnd
symetrickd metrika v oblasti II byly napojeny spojit®. Zvolme

v oblasti I soufadnice L%VIQI¢ v nich¥ m& metrika twvar
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boost - rotacne
S meTrcho_’
. 3

", motriloo

oblogt I / /

, )
Pboha metr ka

R -0

ohr., 4.2

Eetardovand gravita®ni pole hmotného objektu rovrom&Erns
urychlovanéhe polonskone®nou strunou by museleo byt dano
boost—-rota&ng gyvmetrickou metrikou (4.1.1) v cblasti 1II
a plochou metrikou v oblagti I. Oblast I toti%® nenf kauzgiln®
spejend g oklasti II - je odd¥lena svdtelnou nadelochou.
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| 2 -
%I - 50\Uvd\/ + R4 er'éfﬁl (4.3.1)
a oblast I je danid podminkou

U<d . (4.3.2)

V oblasti II =zvolime souradnice w v, ¢ NP nichZ ma
boogt-rotadng symetrickd metrika tvar (4.1.11) a oblast II je

dana podminkou
>0 , (4.3.3)

Metrika (4.1.11) musi byt reguldrni na hranici oblasti II, tj.
pro W: O. Musi byt tedvy spln&na podminka (4.1.8).

Zatim nevime, jak jsou sou¥adnice V(Ujib a e
identifikovany na nadplofe U-u-0. Diky rota®ni symetrii mé-

Zeme pouze ztoto¥nit dhlové souPadnice, 3.

b - ¢ , (4.3.4)

Vztah \/IQ a M}? zatim =zGstava obecnvy. Z po¥adavku spojiteé-
ho navazani metrik v oblasti I a II plvne po¥adavek shodnosti
indukovanych metrik na hrani®ni{ nadploX@e. Regtrikce metriky

{(4.3.1) na hranici LL(\ dogtaneme
2 s T
Qr - AR« R d4 (4.3.5)

a restrikci metriky (4.1.11) na hranici wu=() dostaneme

s vwwuZitim (4.1.8)

7

. Py e B S
% - P dr{ + c'e E\LF v
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(" 9) o - (o)
= erq (?[ng J%)[V d\/)(gaﬁ'c“z*?rvdvj"'? Qrﬂ(‘ O{(Fz .(4‘3’6)

)

Porovnanim dostaneme podminky

(.1(@7(0) Fd kd 'U({,\?rm L?
. - [
e - 1 ; &8 = [ i
(4,.3.7)
. z
Qyz Qu/: 0 ; wa -0 ‘
Jednoduché upravy vedou na
{2 =0
Nov \
(4.3.8)

[M(?’, ol

- , /
5 g’e. 2 : ? ?m € B

70

Integraci a vyuXitim Q>ﬂ ; Rl = <§%3f*> ?-0 dostavame

(¢, 0)
o= [ e LY ) (%50 G

Timto Jjsme dosp&li k podmince

V(Q‘f‘o) -0 (4.3.10)

Vzhledem Xk tomu, Ze M ¥ei vinovou rovnici v sou¥adnicich

{)ff’g(? a zaviel pouze na U a ? » Jje tato podminka velmi

silnd - vede k trividlnimu ¥eSeni 2

MAR) = A(PB) - J , (4.3.11)

z2) VyuZitim (4.1.4) a 4.1.5) dostaneme = (4.3.10) +tex
fe(@0)-0 . coZ omezuje p jake ¥e¥eni vinové rovnice na
rovinné viny ¥i¥ic{ se ve sm¥ru osy 2z identicky nulové na
wu=0 . Ty jsou v¥ak vyloufeny boostovou symetrii M.
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Dogp&€li jsme tedy k tomu, Ze nelze spojit® napojit ne~
trivialni boost-rotadné symetrickou metriku na plochou metriku
podél nadplochy u-=() . Co ale tento vysledek #ika fvzikilns?
VZdyt intuitivn& citime, ¥e retardovanéd pole od libovolngho
zdroje, tedy 1 rovnom#Zrn& uryvchlendho, by m¥lo existovat.
PotiZ2 ale z¥ejm& tkvi v tom, ¥e na% zdroj se urvchluje neusta—
le. Diky tomu dochézi ke kumulaci gravita®niho pole podél hra-—
nice oblasti p¥ifinnd spojenéd se zdrojem. Takovéto kumulovani
gravitadnihoe pole viak v plné teorii miZe vést a% k zm&né cha-
rakteru prostorofasu - prostorotias se mtZe jakoby
"roz¥iznout". V okolil hranice, kde se p¥isp&vky od zdroje ku-—
muluji mbZe gravita®fni pole vzrast do nekone&na, co¥ lze
interpretovat jako zmin®né ‘"odz¥iznuti" oblasti pFr{i¥inng spo—
jené se zdrojem od zbytku prostorodasu. V p¥ipad¥ takovéhoto
"odfiznuti” nemd smysl mluvit ¢ oblasti I - nemd%eme se do ni
z oblasti se zdroji dostat ani =z ni obdr¥et n¥jaky signal.
Nema samozi¥eim& ani smysl podminka spojitého navazéani metrik
obou oblasti. Naopak metrika oblasti II musi byt na hranici
ablasti divergentni. Této situaci odpovidad boogt-rotadng
symetricka metrika (4.1.11) v oblasti “4>0 , >0, ktersd neni na

hranici 8‘0 reguldrnf, tj. neni spn®na podminka (4.1.8).

Dotkn&me se jedtd druhé stranky problému. Ve skutefnosti
neni Upln& jasné, #¥e by retardovanid metrika od n&¥eho co nazv-—
vame "rovnom@&rng urychleny zdroj'" m&la byt boostovE gymetric—
kd. PotiZ je vEak v tom, ¥e pokud nebudeme po¥acdovat boostovou
symetrii metriky, ztrici se ndm vyznam slov "rovnom&rn® urvch-
leny =zdroj" - ji% nemd@me boostovy Killingfiv wvektor, pomoct
neéhoZ byla definoviana symetrie zdroje {(invariance p#¥i posunuti
podél orbit tohoto vektoru. Proto neni jasné, jak bv problém
nalezeni #Zist& retardovanéhe gravita&niho pole rovnom&rnd
urvchlenéhe zdroje bez poZadavku boostove syvmetrie Hel viibec

néjak ziormulovat.



5. URYCHLENE POLE
A KONFORMNI TRANSFORMACE

V této karitole p¥i zkoumani poli rovnom@rn® urvchlenvch
zdroid vyuZijeme konformnich vlastnosti t#chto poli. Konformni
vliastnosti poli s nulovou hmotou maji vEak mnohem Xirdi uplat-—
néni. Hraji kliZovou roli v popisu chovani poli ve avdtelném
nekonefnu a tedy ve zkoumdni za¥ivveh vliastnosti poli. Kon-—
formni transfiormace nadm umoiiuji pretransformovat nekone#no do
koneZng vzdalenosti. Proto wvyuZitim invariance polnich rovnic
va#i konformni transfcrmaci lze dlohu ve fvzikidlnim prostoro-—
asu p¥etransformovat na udlohu v prostoro®asu s nekoneXnem
"stahlym” do kone&na, v kterém lze enadno zkoumat za¥ive cho-

vani pole.
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5.1 Konformni transformace

Budeme se tedy nejd¥rive =zabyvat samctnou konformni
transiormaci a transforma®nimi wvlastnostmi rdznvch peli. Kon-
formni transfiormaci budeme rozum&t transformaci metriky zacho-—
vavajici thly mezi vektory a p¥Fifinnou strukturu prostorofasu.

Uhel mezi dv&ma vektory je dan vztahem 1)

2 bt
M (b)) = ——<I% }
! lodl Tl
‘ (6.1.1)
' s "/1 a 1 2
o = (o;;ly_ho-‘) ;o hen- (& Jer b ) ,
Transformace s t&€mito vilastnostmi maji twvar
B o ‘*—‘>A-5f(\ (5.1.2)
5 g 4 p 1.

kde 5. je redlnid kladna skalarni funkece na prostorofase.
JelikoZ fQ?>0, zachovava se pridinna struktura - Zasupodobné
vektory se pFrevidi na <dasupodobné, prostorupodobné na prosto-

rupadeobneg a isotropni na iscotropni.

QObecneé tenzorove obiskliy mbZeme podle jejich trans~
forma&nich viliastnosti vifi keonformni transformaci rozd&lit na
tzv. konfiormni hustoty vahy 5 . Koniormni hustota vahy 35 se

pFi konformni transiormaci transformuje néasledovnd

1) Vvraz (5.1.1) nedeiinuje thel nednoznafng ani v euklidovs-—
ké geometrii. Jednozna¥neost se v tomto p¥Fipad® dosahne
volbou definifnihe oboru, nap¥.

lote @ (0°,b7)= £0,7)

1

V Minkowského geometrii pojeti dhlu mezi vektorv a veli

138



5.1 Konformnf itransformace 133

0 - 0 - %A . (5.1.3)

Vaha soufinu konformnich hustot je sousfet wvah jednotlivych
Ziniteld

(AB) - D B - YO RNB - R (5.1.4)

Prirozendg geometrickeé, metricky nezavislé objekty (jakeo
e 2 Oy
Se,§{§£ atd.) se pri konformni transformaci zachovavaji, tj.

jsou konformnimi hustotami wvahy 0.
8; Y (5.1.5)

Transiormace metriky indukuje transformaci metricky =zavislvch
objektd. Strufn& vypi¥eme n&které = nich. Z poslednich duvou
vztahl dostavame., Z2e metrika s indexy "naho¥e" je konformni
hustota vahy -2

A

=g N A‘_- et - ek
§* g - 8 = 6 Y, 4 ) (5.1.6)

Ortonormalni bAse kovektort o, Usﬁﬂr,wd v kaXdém bod&E prosto-—

rofasy

-1
Qes = Do e. ey , ?&E - ( ”.,‘4) (5.1.7)

kosti vektoru ziskame analvtickym prodlou¥enim z euklidouv—
skeé oblasti. Uhel i velikost zde mohou nabyvat komplexnich
hodnot a pominky jednozna&nosti mf¥eme napic. zvolit
lofle '  pro & prostorupodobnd
~illafle R* PTO 0\ ¥asupodobné orientované do budoucnosti
illoge @t Pro O Zasupodobné orientované do minulosti,

Re g (ot b*) ecomy | Imag(e b) e R
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je wvahv 1

é

e P

i

5L en (6.1.8)

v

Uplné antisymetricky tenzor

je konformni hustotou wvahy m

s ™
g, . . B 5O e, . ] (5.1.10)

™ =4 Y

Obdobn& takeé element objemu je konformni hustotou vahy m
n m m A
gl o |- ROle, o] = X g™ , (6.1.11)

Delta-funkce normovand na element cbiemu je konformni hustotou
vadhy -m . Pro konformn® nezavislou testovaci funkci ?> totii

plati

<5?,L€§;> :‘<‘5-f.t(>gpmfl> = SO(P) = <§? ,(Fgf; (5.1.12)

Dale se budeme =zabywvat transformaci metrické konexe. Konexe je

indukovanid metrikou wvztahem

\Z jhf -0 ) (5.1.13)

Hozdil dvou konexi lze popsat tenzorovou veliinou, proto

miZeme psat (srovnej s (2.1.9))

>

[}

ot -V - (3., 0° (5.1.14)

\/; _{_;f\ET - KZT’L:' . = Q;;T;%I LA Qo%g Tf"& - - .(5'1'15)
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Dosazenim (&5.1.2) do (5.1.13) a wyuZitim (5.1.15) dostaneme
(srovnej s (2.1.10))

Qm_h =Moo ¢ A S - u\gaﬂ_ (5.1.16)
kde
= - i

Ne =t Im 2 = LA 3"5- A (5.1.17)

Pro konformni hustotu vAdhy & mf¥%eme tedy psat
A

VAR L V() -

o VA N Ll - MR 4 I =

(5.1.18)

Obdaobou k (2.1.11) dostaneme wvztah pro Biemannfiv tenzor

i

. e d e nd
D - R —\7n()i 0L 0L Q; - . B, ] (5.1.19)
ZuZenim

Pie, - ) VX - Y \7¢1Km+(m-2)»\tu\b—(n--ﬂg,,_LV\LW\W‘ (5.1.20)

1%
]

Y- 52:2“( ® ~ 2 1) VX" - (m-2)(me1) Ao 2T ) _ (5l Bl

Wevl@v konformni tenzor k¥ivosti je definovan

Coad = V«é_caf _(,1—_—;,) (gns pl\(‘b} ‘g@ Pie,, ‘3@&'% *3;4 Ric,, ) ?

(5.1.22)

4
' (m-1)(m-2) @ (gn: 85.‘1 -8AJ 515 )

P#imym, ale dlouh¥m vvpo¥tem dostaneme, g je to konformni

hustota vahy 2
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2

Cove = X Cou

(5.1.23)

pro nasledujici rozloZeni indexf dostaneme konformni invariant

i
Lrﬂésﬂ = (\°‘ﬁ£

(5.1.24)

Dale se zabyveime konformnimi viastnostmi nékterveh pol-
nich rovnic. Zadn&me skalirnim

larni pole ¢
dostavame

polem. P¥edpokladeijme,

je konformni hustota wvé&hy S . P¥imym vvpodtem

Ze ska-

(5.1.25)

Srovname-li toto g transiorma&nimi viastnostmi

vosti, dostaneme pro °=-@41 , M

vgv(\b Q(n:#)@(L 52%1( Vcli 4mf) ﬁ

/( .1.26)

skalarni k¥ri-—

Zedro] Js interpretujeme jako prostorovou  hustotu skalarniho
naboje - tj.

integraci p¥es prostorovou nadplochu dostavame

celkovy skaldrni naboj

() = % J. 42 (5.1.27)
3

LT

Zde / je element objemu prostorupodobné nadplochy. Je~-1i
e, (&'qu'.“ﬁ) ortonormalni base, ©°

¥ je normadla k nadplodfe
j F tak
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] 4 m- A

AT = | ela /\e_%__,!! [ (5.1.28)
a pomoci (5.1.8) vidime, Ze se jednid o konfiormni hustotu vahy
m-41. Celkovy naboj je globalni{ veli¥ina a je p¥irozend ji po-—

vaZovat za konformni invariant. To nastivad, je-1i Js konform-

ni hustota vdhy -(m- 1)
A - 1)
s = X Js ' (5.1.29)
Vidime, Ze je-1i v dimensi M= § skalarni pole konformni hus-

totou vahy -1, skalédrni hustota naboje konformni hustotou vahy

-3, tak rovnice skaldrntiho pole (2.2.2) s ;:_5 je koniormn#
-
invariantni

A 2

(U——@)cﬁ"js — (-

/ @) - I, (5.1.30)

oy

Budeme-1i v p¥ripad& elektromagnetického pole predpokla-
dat, Ze potencidl Qz i intenziia E; jsou konformni hustoty

vadhy (O, dostaneme 2)

A A

F <df 5 1_130\{:} {B.1.81)

/

A
A g

V-FE- 9U(ZF+ ma)\-F)

(5.1.32)

2

Necht! ;jE je prostorovad hustota elektromagnetického toku., Cel-—

kovy naboj na prostorupodobné nadplofie je dan vztahem

Fa
2) é& je  metricky nezavisly objekt a proto dgfdg
F%=§5E?ﬁé je konformni hustota vahy -4.
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£) = g 2 AT ' (5.1.33)

o
il v nota-

Zde 1, Jje jednotkovd normala k nadplofe, tj. Nn,- ¢
ci (5.1.28). Z2 poZadavku konformni invariance globialniho
elektromagnetickéeho naboje op&t dostivame podminku na trans—

forma¥ni vlastnosti elektromagnetického toku

A

- m
Je = v dg (5.1.34)

t]. i& je konformni hustota vahy -5 . Op&t pro m-: ¢ dostava-

me konformn& invariantni reovnice elektromagnetického pole

4R~ F-dp

[ A

(&.1.35)

il

E .
\/-

g

Obdobn& pro kalibradnl pele povaXujeme-1li kalibradnit
stupné& volnosti za konformni invarianty, dostavame pro kalib-—

rafni konexi 3)
A A a &
D. = D, . A7, - P (5.1.36)
3 a & a B

a pro kalibrafni intenzitu (tenzor k¥rivosti kalibra#gni

konexe) 4)

3) Zde je uvaZovdadna konexe pouze na kalibrafnim bundle pros-—
toru. Pokud ji roz#i¥ime na konexi v tefném bundlu pomoci
metrické konexe, tak se bude samoz¥eim® tranzformovat po-
moci vztahu (5.1.15).

4} ag je metricky nezdavisly objiekt a proto &?=&9
ﬂggph je kenformni hustota wvahvy —-4.
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A £

R =20, A, + i A A1 - F. , (5.1.37)

&)

Pohybova rovrnice se transformuje podle vztahu

a —_—

DF™ = 9"(D.F® & (may o, F2)

(5.1.38)

Bude-1i kjk obdobn& k elektromagnetickému toku konformni hus-—

tota vahy
tovnice kalibratniho pole

-4, dostavame v dimensi m- ¢ konformn® invariantni

R 3 .
E;‘ je tenzor k¥ivosti Do -

. (5.1.39)
— E;DE je tenzor kiivosti ), !
=eb b = 3
D.FS = J, —= D F -3 , (5.1.40)

Rovnice gravita®niho pele nejsou konformné invariantni.

Ze vztah@ (5.1.20), (5.1.21) dostaneme

Rl

o - gdz - Ric-453@

(5.1.41)

+(ma9)(8 Ved= 4 5 dk -(mq)& &X)

Druhy &len na pravé stran¥ je obecn® nenulovy a wvidime, Ze

EinsteinGv gravitadni =zAkon nezachovavi p¥i konformni trans—

formaci svdj tvar. Pouze v p¥ipadd vakuowvch rovnic, kdy

(6.1.42)
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Riet = Cuas (5.1.43)
dostavame

A I . 4

Rive = Po.* (5.1.44)

a pohybové rovnice teorie gravitace zachovavaii p¥i konformnt

transformaci svij tvar

d

E@E“ je tenzor k¥ivosti (gg, —
(5.1.48)
— ..~ je tenzor k¥ivosti gﬁ ,
Pl
Rie-0 . (5.1.46)

Ql.[‘ B L-"

Stejnd situace

je i v p¥ripadd linearizovane teorii gravitace.



5.2 Bodovd konformni transformace plochého progtoru

Budeme nyni zkoumat specidlni transformaci plochého

4-dimensionidlniho prostorodasu

e M > M , P P’ ]
e (6.2.1)
M (P) - SUUP) ((x*(P) - TP &)
TUP) = 1-1 D& + BT ) (5.2

kde $“=(hkﬁy?h 2:012%  jsou inercialni souradnice a ¥* jsou

souradnice n&jakého globilniho vektoru %) v =mouradnicich €% =

™z

() = x* x* Do " AN el Do

_1 \ (5.2-3)
o |
D()u i ali X ?Ab & ( 4 .
? J 1{}
Irnverznil transiormace je dana vztahvy
-1 ) i — =g
X (P) = (P) (2(P) « X)X ) , (6.2.4)

o = 4 + 1 v, « FrEgr | {5: 2551

5) Globdlni vektory lze definovat v afinnich (tj. plochvyech)

Prostorech - jsou to prvky zam&¥eni afinnithe prostoru.
zhruba ¥{¥elfeno je m¥eme rovaZovat =a rozdily bodf.
Globalni vektory mbZ¥eme také modelovat konstantnimi
vektorovymi poli. Pokud Jje budeme pouZfivat budeme je
znadfit Sipkou, ti. &, ?,.“ . Nutno ale dat pozor na

nedorozum&ni, nékdy jsme pou¥ilil SBipku i pro obecnédé
tenzorové objekty.
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]
Definujeme—-1i nové souradnice * vetahem

f

la I a. oD,
() = @ () 7 o , (5.2.6)
dost avame
=4 ==  a
't o= 52 (e ®ER) (5.2.7)

. . ;
Transfiormace Dy indukuje transformaci vektorf a tenzorf

a tedy i metriky

=1 T
(N | — :{ (5.2.8)

J iy
Je gamoz¥Fejmé, Ze %’ jie op¥t plochd metrika -~ soufadnice &'°
jscou jeid inercidlni sou¥adnice. Metriku (31 mtZeme ale

vy jad¥it 1 pomoci metriky é}

o' - m. da’tdet -
Q | 1
Ve QST (2o &) ) d (T (224 27" -

1

v Dot dat dat o+
SCdErvde @+ FdErax ) -
S SU (AR v da (e B A vdat (x0F + B FT) ) 4
0 ARAR (T LT (TS FY) =
:ylg 4
e (L dervd Qo s &) )
+ S ALy A (e e, v 3T %alﬂvo\(?x“&’qﬁf‘&”)i“)+
b A AR B -

1 =

A==



5.2 Bodova konformni itransformace plochdho prosioru 149

! SZ_%% Az v d(Qetw, + %) -
- X(ddRdE (00 7R < L AR d (w2 @) 27 ) 4

+3 dRdse ¥t =
= 54“2% _ (5.2.9)

{
Tedy metrika ‘% je konformn® spojenid s pfvodni metrikou

Lorentzovy transformace spolu 8 transformacemi E;;
a Bkalovaci transfiormaci Fﬁ
I
He @ H—= M P - P )
(5.2.411)
€)= ¢ (D)

tvo¥ri konformni grupu - grupu viech bodovegch transformaci pi¥re-

vadé€jicich plochy prostorofas na prostoroXas konformns rlochy.

Skembinujeme-1i transformaci #; s konformni transiformaci

A z i

B f\“’ 4= %9 -5 ) (8.2.11)
<J

dostaneme transformaci =zachovavajici metriku pProstorofasu,

m&nici vBak jineé objekty. Prave® této transformace v dalZim

vyuZi jeme.

s . - i .
VEimnéme si podrobn&ii  transformace iy - Pro jedno-

ducheost si vybereme typického reprezentanta - rpoloXime

e (Offjfd, ({ ) _ (5.2.12)



5.2

I
Transiormace 5 m& pak tvar
! -1
to- 2t
i
T o A z = e
=" = 3 (Efg:(ﬂ‘ ? .?)) )
' 7]

- n=z | e "ﬁ,_ﬁ/.
{4 J;:* a:( t4z +€ ) o i

=y

kde
v (3.1.14).

pouZili

Tato

jsme cvlindrickych souFadnic

transformace je singulirni pro

rloSe dangé podminkou

-

i(?)=0 E=> Z‘?

f(?_.a\Jf»: g
)

Tvto bhody se zobrazuii do nekonedfna. P¥itom bod

zobrazuje do prostorového a Zasového

~—

Bodova konformni transformace plochéhe prostoru

nekone®na,

-

80

(5.2.13)

(6.2.14)
definovanych
bady na nad-

(5.2.15)

?-a,f;g=0 Be

ogstatni body

nadplochy X =0 do nekone¥na svételného. Dals{ singuldrni body

jsou na nadplofe

RPY-0 & P - (= to)"+ 0" (5.2.16)
Tato nadplocha je abrazem nekone¥na. Konkrétns bod
2=~0, f»%t 9, je cobrazem prostorového a Hasového nekonedna,

Y=0
=0 se zobrazuje
ocblast F

cstatni body nadplochy
na. Qklast 8§ wvné& ku¥slu
kuzelu N=0 Billa
oblast P*.

{obr.

jsou obrazem sv&telného nekone®—
na oblast §'vné&

na oblast F’a oblast P na



5.2 Bodova konformni transformace plochéhoc prostory 151

+ »
= | t
D) | ;
|
. B p ,
F \\ \ '.‘ '.",' 1
L \. 3 g ?(\)\)
N " N F
S i h Y
~
I N s
~ X
~ \ .
I N N > 5
o =0 2 \\\ ,i’
- W . - 0"l %sen Lz=a =
P i _—
o - N

ad bl
obr, &5.1

Transformace E;; transformuje prostoro®as na sebe. Na obrazku
a) je prostorofas pred transiormaci, na obridzku b) po
transiormaci. Transformace EE: je s=singularni pro body na
gvEtelndm ku¥elu bodu O , tento ku¥el se zobrazuie do
nekonefna. P¥itom bod O se zobrazuje deo prostorového
a fasoveého nekeonefna, ostatni body do nekone®na sviEtelného.
Dalgi singularni beody jsou na svételndm ku¥elu bodu (. Tento
kuZel je obrazem nekonedna, KonkrétnX bod ¢ je obrazem
prostorovehe a &asového nekone#na, ostatni body jsou obrazem
svEtelného nekonefna. Oblast S prostorupodobn® polo¥enia k bodu
0 se zobrazuje na oblast S’ Prostorupcdobng polofenou k J',
oblast F na oblast F’a oblast P na cblast P*,
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Pro nas je podstatnd transformace svEioddry Zastice sto-

jici v bod& =2- % ,%fa , ti. se svEtofirou

_ 0
" ]
’ 2 ) (5.2,17)
P¥imvym dosazenim deostivame

= (H(P))T + (2(P)) -
o (RT®) T (5 207 ag\@t‘@h 0'(3) +z‘(?))))z=
(5.2.18)

(~?1+%JL _

. s

‘i_l(-T14(§‘—§(-r“4%?

"

N
—
H
g

"
=}
‘; | T

z

(-t=2)
e O:L

Tedy obrazem pPFrimky (65.2.17) je hvperbeola. Jdinak refeno,

transfiormaci stojici Sastice (va&Ei metrice ‘8 ) dostaneme Zas-—

tici rovnom&Ern® urvchlenou (vA¥i teé¥e metrice ¥ Tohoto

faktu vvuZijeme pro nalezeni pole od urvchlené Xastice.

Poznamenejme, Ze nami odvozeny vysledek o transformaci
specidlng poloZfené pFimky na hvperbolu je dsledkem mnchem
cbecné&jsi skutefnosti. Libovolnou #asupodobnou hvperbolu pire-—
vede transformace EE; op&t na {¢asupodobnou hvperbolu, kde
Yasupodobni p¥rimka je speciidlnim degenerovanym p¥ripadem hvper-—
beoly se sti¥edem v nekonedfnu a nekonednvm polomérem. Tento wvy-—
sledek a dal&i diskuse bodovvch konformnich transformaci jisou

rozvedeny v apendixu 5.A4A.



5.3 Skalarni a elektromagnetickd peole urvchlengho naboije

Nyni vvuZijeme invariance rovnic skaldrniho pole

a elektromagnetickéhe pole vAXEI transformaci EE;’ i O
Pretransformujeme ¥Feleni{ rovnic pole v plochém prostoro¥ase se
zdrojem Js na Fefeni stejnych rovnic (diky invarianci) ve
s&ejném rlochém prostorodase (g=ﬁété§), ale s jinym zdrojem
]~=Qr£;fj] . P¥ritom wvyu#¥ijeme toho, ¥e transiovrmace 6)’:3;
p¥evadil svétolidru stojici ¥éstice na svétodiru dvou rovnomdrns

urvchlenvych féstic.

Konkrétng pro skaliarnit pole Jje =zdroj odpovidajict

¥astici stojict v bods 2-% ¢-0 dan
un P of B
Je = Se o (¢ P), = )dh - 8(2-3;) , (88544

-
Transformaci T dostaneme

W’J; . S gl(“"Pr(_L') x ) dy , (5.3.2)

kde apostrefy u delta-funkeci oznatuji normovini na element
1
objemu ‘gd'(viz. apendix 3.A) a je vlastni Z#as v metrice

g’. Diky (5.2.9) a (5.1.11) m@¥eme psAat

I ]
8? = 3 g? ‘ (5.3.3)

VvuZitim (5.1.8) dostaneme
/ -
al = R dd (5.3.4)

Dogazenim do (5.3,2) mame

183
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") - e g S(PA) , x) dX = ° *“J, ; (5.3.5)
kde PP je obraz primky P , tj. svitosara dvou urychle-
nych Z#&stic (A&l ) {obr. B.1), d je vliastni ¥as gvEtodiry
P vari metrice (ﬂ a MTL je skalarni tok pFisludici této
svetolfare. ReBeni konformn® invariantni rovnice skalirniho po-

n
le se zdrojem jm
(g-1@ ) “”4:- i (5.32.6)
je dané (3.2.21)

(6.3.7)

2~

kde

A A | (5.3.9)

1 !
Transformace [, toto Pefeni pFevadi na FelSeni w&? rovnice

!

@) e = "

!

(1'- (5.3.9)

4
A
kde apostrofy v Ojig@ﬂ znamenaji odkaz na metriku ‘g!. Jak
jsme ovd¥rili v 5.1, konformni transformace Q zachovava tvar

této rovnice, tj. vede ke wvztahu

Fas A
,{ tar) v
(U‘Z@-) Cf? = Je ) (5.3.10)
kde (Dvg@) je vy jéAd¥ime va&i metrice é-‘)??g:% a (viz.
(6.1.30), (B.3.8))

(,‘m/\ -1 o !
¢ - 2 T J (5.3.11)
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G o “L un a.cc
U N N (5.3.12)

l'ln ace
Pole &4) tedy je pole od =zdroje :E, ti. skalarni pole dvou

rovnom&rng urychlenych ZHdstic. P¥Fimym vwpoXtem dostaneme

&fp = — g _{— =
C{J 7 Nn!
e ! A
S T alet (oo N
{
e
-8 —— - (5.3.13)
4T (zi +( 2 40{(—1‘1*8»@)—%32)2')‘
o = S f _ -
Y (gzwl (-t%+ 274 (\?7—6\7 )1)4’/2
-~ 8
T R

Toto je pFesn& pole (3.2.12), které jsme interpretovali jako
kombinaci retardovaného pole jedné urvchlens Sastice a a@van—
covaného rpole cdruhé urvchlend Bastice (viz. Zaver

paragrafu 3.2).

Stejinym postupem pro elektromagnetické pole mame

), .
unjg () = SQ "0t A(w ?(u\\!'x) tIN , (5.3.14)
I
N r‘l tan 1a L/ Lan - 4 \i
ujr ('I)‘\C M‘é}( Y(A) x) dX =
g (5.3.185)
[ N e l“ﬂt‘c a
-2 Sewcu- o (Pl =) di = YT
e = < | 5.3.16
{_)L _l{_‘ ﬂz O\gf/\ d})_{ ; ( )
EL :"fr ;n d.t'A d, ! (5.3.17)
|
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a tramsformace C) pFrevidi rovnici

E

! ja un
(VAR 2 (5.3.18)

na (viz. (b5.1.38))

A 2 A

1>

ale wun — kb
LR - - J. } (5.3.19)
kde
un L1 sl e G oce — b
]a = 3 Jg = 4 ' (5.3.20)

ok A BiCs
F*- ' E | ceop. Fe = E_L . . (5.3.21)
en
Pole E; je elektromagnetickd pole vzniklé od dvou svmetricky
umnisténych urychlenvych ¥astic (¥astice a antiXidstice — Hagtice

majl opadfnou 4-rvchlost). P¥imvym dosazenim dostaneme

YF 2 UF -2 Adeadn -2 28w A8 ad(E) -

7T 4
Cdradi ] -

- & &t 4 {53_/.,’} dta fnc tdjz,\g dé -

L
G 53 250 o 5 24

3 T ’f 7 .y - z . 3 . ’
g R M(\L{‘(Q*M'T JX 05X - fflf*"?‘”'%-Jz(:k-ze:))dw%
+ ( = (- 26 )2 4 51{_, Z2+0) j/g)dgw[g + ((0( Ve )(*,]0 );3‘ ;

DR ) - 28 e - L) ag s ¥ ))dm e e

+ g (ol Ten %7) Ozade
+ g\( (/J(-.?\o")(:f‘f‘a?4 ’.-r") - (}"Qaq)jga—(fof?« : 4‘026“& )(‘T/ff'ir:‘] =

=-¢ Jﬂi{gzded§+ gtd?xm?4g??i'a1Tﬂ(NAdg

4n o P
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coZ je p¥Fesng pole (3.3.10), které jsme interpretovali jako
kombkinaci retardovanghoc pole jedng astice a advancovaného

role druhé H#astice.



5.4 Kalibra#nf pole urvchlen¢ch Zigstic

V p¥ripad® kalibradniho pole je situace diky nelinearits
rovnic sloZit&jsl. PotiZe se ji% vyskvinou wve zvoleni kalib-
raniho toku stojici E&stice tak, aby spliioval podminku
zachovani (2.3.21)

a g
D. 3,% =0 . (5.4.1)

Preoblémem je, ¥e sama konexe D5 je kalibradng zavisla na
toku JE- NemtiZeme proto ovE¥it platnost (5.4.1) p¥ed vy¥elenim
pehybovéch rovnic, a Feleni je cobhecnd obtiZné. Navic pro bodo-~
vou Zastici mBZeme oekavat, %e kalibra¥ni pole [). bude na
svetofa¥e Castice singularni. Potom ale nebude mit rovnice
(6.4.1) dobry gmysl (:k je leokalizovany na sv&tolfare Hfastice).
Nastésti ob& tvto poti¥e lze vyiFesit volbou vhodndé kalibradni

rodminky.

Kalibra®¥ni tok representujici bodovou Xistici se svéEto-—

Tarou ?C&) je

J° =g0[55(u) U () SR x) 6\ } (5.4.2)

B

3}
kde (7 Je kalibraZni naboj splifujfci

qu = q (5.4.3)

Platt

n

DY) o, us SCBY =) 8

:Su* (Dgff%) BT ) dd + \.qag V. (w S(m)m) AN =

168
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= Su‘* (D., %85) gt’?(tLHOC) o\ (5.4.4)

!

kde jsme wyuZili (3.3.3) a toho, e D2 je na te&ném prostoru

prostorcefiasu metricka konexe Cﬁ . Bovnice (5.4.1) tedy wvede na
D .»p . B
= o &2 R P = 5E.4.5
a4 uD_,U 0 . ¢ )
fr
gvolime-1i kalibraci — speclialni bazi €4 a k ni PFrisluBejici

plochou konexi &: Vv prostoru vnit¥nich stupd® volnosti, mé¥%eme
psat (viz. (2.3.14))

)

0-uD, a('ﬂg, = u ), qs {,e[ugﬁg 151] B . sk e B

Zdrojem problém@  je flen s potencidlem 95. Nagtésti se zde
vyskytuijl pouze né&které sloXky potenci&lu.

Uk&Zeme, ¥e existuje kalibrasni transformace, kterd tvto
sloZky ‘tvynuluje®. T3. Ye vhodnou transformacit TG N i
(2.3.19)

Ak i { R oy e
Pe = A7, + T (0. T%) T ; (5.4.7)

dosdhneme
a ~ B
ut P, - 0 . (5.4.8)

3]
Transfcormace 719 budeme hledat wve tvary §)

®) Exponenciala v libovolné algeb¥e (v nafem pFipads kLo ?
s ndsobenim 0 8% - PP B*, ) lze definovat radou

¢
exp P = 4+ R« fas %,97’4.,_

4
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,—F) ’ f
s = (exp SR ALS (5.4.9)
Podminka (2.3.18) vede na
f’LBE = A : (5.4.10)
Musime tedy nalézt f%b tak, aby
- sg-ﬁ _ 995 { ga . a c
O.’ U a B A Lt Ii U :(‘?)’P fﬂi)g(@yf‘)—lﬁfjg
= we Pl Qg (B.4.11)
ST '
= £ b A e
= u*h,- ‘i(t’&)@ﬂ e,
= A L .
kde
@ = uo, (5.4.12)
AN

Dostavame tak snadno ¥eBitelné rovnice (v redlnych &iglech)

G

d th, = - u"’F:)g'g PB-492 . I ) (5.4.13)

d\

Jejich vv¥e¥fenim nalezneme hledanou transformaci

MbGZeme tedy bez Wimy na obecnaosti polo¥it podminku
(5.4.8). V této kalibraci se poZadavek zachovivani toku redu-

kuje na pedminku

[

D=8 = wa - () ete;

tji. poZadavek konstantnomti kalibra®niho naboje wAXi zveolendg

bazi.
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Budeme nyni hledat kalibra®ni pole stojict Hastice,
které spliivje kalibra®ni podminku (5.4.8). Kalibra#ni tok sto—
jicti &astice napifeme ve twvaru

“30%, - (o SCR 1)

B - 8 i )
QB(P) = 0% ey(® e (| (5.4.15)

1

@

kde éf je ortonormdlni bize v prostoru vnit¥nich stupkd vol-
nosti, at k ni p¥isluBejici konexe a qﬁa (B-12 ”U, Iy
dimense fibru JE}f1) je konstantni matice #isel (nezdvisli na

bodu prostorofasu). TjJ.
h B
O Cl'g - 0 (5.4.16)

UkdZeme nyni, Ze kalibraZni pole spliiuiici pohybové rovnice

(2.3.20) se zdrojem je dano nasledujicim potenciidlem wvadi
. 2]
bazi 89
Lan B { 5 1
.. ==~ 27 = 4. 5.4.17
= E 41rq5ﬂ d-ﬁ ) o2 :

kde | Jje danoc vyrazem (5.3.8).

Tenzor k¥ivosti je
LN B wn 9 & B
E{u _B ‘-_2&[9 F)-bl g '1[ [ﬂ [Ungg IM Hb] g =
(5.4.18)

{ ;B
:-q.—-,r H_P_: ;E(z d?fAdbn

Levad strana pohvbové rowvnice (3.2.20) ma tvar
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S
-1 g2 V(4 Q(Q})% ) . (5.4.19)

O

. ’{ { : { p)q 3
#iﬂl‘(“;g).- |—?—'i dgif ‘2(_(-9_‘{)075 [qll)"{ e ’

Zde Jjsme wvyu¥ili toho, ¥%e konexe de ge na te&ném prostoru
k prostorofasu chova jako metricki konexe Cz. Prvni #len je aZ
na povahu naboje shodny s divergenci elektromagneticke inten—
zity sgstojici #astice (6.3.16 ), druhy #len je nulovy diky

antisvmetrii komutatoru, tj.

a s

srvps GRS < “
D, “"F*2, Mu SV IEIF RN (5. 4. 210

co¥ jsme cht&€li ukdzat. Musime jeBt& ale ovE¥it spln&ni pod-
minky (5.4.1). Potenciial (B.3.17) spliiuje kalibra&ni rodminku
(B.4.14)

an. g U -.:—-.{__ '[' &“ _
w h, %q da.n = 0 (5.4.21)

& n* ot

a preoto vztah (5.4.,16) zajistuje zmachovavani toku.

2 pole stojici Eastice se pokusime nalézt pole dvou
urychlenych astic stejnvym postupem Jjako rro skalirnit
a elekiromagnetickeé pole. K tomu 1&elu musime roz%i¥it trans-—
formaci EZQ na bundle prostor Efﬂ . Jediné co budeme po¥ado-
vat, aby toto roz¥i¥eni zachovavalos strukturu Fﬂm’; coZ  lze

zapsat

= L a — )
S P= Y €y e E;rm — el ¢ Ep

(5.4.22)

B \a
~ ortonormialni —_ e ortonormalni
[ )
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Transiormace E?; prevede pohybové rovnice (5.4.20) s tokem

gtojici #dstice a kalibra¥nf{ podminku (5.4.21) na

vo o= .t wn— /b
D."F ™= = -0,

J

(5.4.23)
wn ! vy . [ un .
Fo = 2 é% Fh] B [ H: | ﬁi} ,
w\ufe l«nﬂlo _ 3 o.t'v 3 un919 _ O ) [5.424)
kde
\ e’ ( DN Y (o ) d -
(5.4.286)
-5 \q“ué(m:‘?(\ Yl ) 4= 52 “J ,
UHF ‘__4 AT { 1 \
L T 4o dot'adon (5.4.26)
il U t . _
. . 95? sp et (5.4.27)
Zde
A H 1 A
q]ﬁ& - Oirs € ¥y . (5.4.28)

Jgou-1i ﬁi a Eb konformni hustoty wvahy O, ji koniormni hustota
vahy -4 (viz,

(8.2.39), (B.1.40)), tak transformace C) prevede
tvto rovnice na

), " .- T

a b . ) (5.4,30)
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A
Llhj? :)—ZHQ wuin Jlf_l 8L0 ~—a
. Ji

A
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(6.4.31)

(6.4.32)

aec Law Al w L
Vidime, Ze Dls {l (g tenzorem k#ivmsti‘ﬁbg “Eh ) je hledané

kalibra&fni pole od zdrojeawji

BSastice, Diky (5.4.28) a kalibra®ni podmince

frc

]iv poli wIl zachovava.

JelikoZ a¥ na povahu naboje

vvrazem pro elektromagnetickée pole,m&éeme PSAtL

A
o B

ofe 3] 7 de
@ :'-l'“]E_ingd;d*ﬁ*gtj}{m;}

& T

are A
Pro potenciil Hegdostévéme

representujici dve

S n rh ‘1 3 t

919*} - Hc g Ty LB_& e dnﬂ'

I %ﬁ '
= - O( b gl a(x g)

- n bt “
_évqg—g—s(g(tﬁé_

ot ge I 20

i 07 p* [t( 2o

_ (_ﬂlf

NN
. (,:Li _

yw

A

+

‘a2z i
{(5‘-;‘ - - g’ ) agace |

je tenzor k¥Fivesti

urvchlendg

{(5.4.30) se tok

-

shodny =

(5.4.33)



Dodatek 5.4 Sigrickd inverze

P¥i =zkoumdni koniformnich wvlastnosti prostorodagu ijsme
uZili transfiormace Eﬂ; dang v (5,2.1). Tyto transiocrmace maji
nazornou geometrickou interpretaci. Jedna se o slo¥eni dvou

sférickych inverzi a posunuti.

Siérickd inverze se gti¥edem O' v plochém prostoru
s metrikou ? aobecné signatury je ddana vztahem
. e — _ f
IO_ .M I L X
o (5.4a.1)

kde e je charakteristicka délka, © je polohovy vektor spoju-—

jici st¥ed inverze s bodem X (viz. 5) na gtr., 147) a

2 Ty

T = X-% (5.A.2)
je kvadrat délky vektoru xr v prislusng metrice.

v d-dimension&lnim Minkowského prostorofagse miZeme
v inercidlnich sou¥adnicich psAat
= X*(P)

e 5 5.A.3
LT ¢ )

A (P -

Kombinaci{ dvou sfiérickych inverzi a translace dostaneme

T @
e
a Tﬂ__ - 3)) = ) l =
e (DT D) - GE[
@1(’1’1—91&%) e* o't ..
= (;f_.e'la? )17 J = (Q;TA T ( :‘E:'l - e )/ __
1w % -5 e) '
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< -?“' AL =R =
= (LQTC‘,S‘Z&J.?):”‘M) (-5 &) = 2 (=, [?] ) ) (5.A.4)
coZ jsme chté&li ukazat.

Sférickad inverze je takéd prvkem konformni grupy - indu-—

kovana metrika je dana

L

v lm
e A= 3 el —
z Az fhts

:[7

Ig = /}70& dff'q dxrg - /}ZQL
. B “lgk ~
() ’7,,5 C'{’I dx
4

0 (5.4.9)

s @' X" e

MtZeme tedy sférické inverze s rfznymi sti¥redy 7) poudit jako
I
generitory konformni grupy misto transiormact Cﬂ; . Sta#{ nam

tedy podrobngji zkoumat sidgrickou inverzi a ziskand vysledky

]
pripadng prendst na transformace “z .

VEeobecn& jsou znamy vlastnosti kruhové inverze — spe-
cidlniheo p¥ipadu siérické inverze v euklidovskd roving 8).
Tato transformace p¥evadi obecn® polo¥ené kru¥nice na obecn&
poloZené kruZnice, p¥imky na kru¥nice prochizejici st¥edem
inverze a naopak (obr. 5.2). Rovinu lze doplnit jednim bodem

v nekonefnu a ten pFechdzi pri kruhové inverzi na st¥ed

73 Zmé&na € ocdpovidd Bkalovaci transicrmaci.

8 Pomoci kruhové inverze lze pom&rnd elegantn® vyiedit
tzv. Apollonovy ulohy - nalezeni kru¥nice dotvkajici se
t¥{ kruZnic. P¥itom p¥imka a bod se pova®uji za degenero—
vany pripad kruZnic. Jeden p¥iklad viz. obrdzek 5. 3.
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obr. 5.2

Kruhové inverze zobrazuje bod ¥ na bod Y tak, %e T le%i na
polopiimce Ox a [x-0[{*-0|-e". Kruhova inverze pFrevidi obecns po—
loZeneé kruZnice na kruZnice, p¥imky na kru¥nice prochazejici
pofdtkem a kru¥nice prochizejici poddtkem na primky.
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obr. 5,3

Pomoci kruhové inverze lze vy¥eBit jinak wvelmi obti¥nou geo—
metrickou Glohu nalezeni kruZnice dotvkajici se t¥1 zadanvych
kruZnic. Na obrdzcich a) a¥ ) je postup (bez diskusme viEech
moZnosti) pFetransformovdni této dlohy na vlohu nalezeni tedny
ke ke kru¥nici prochézejici danvym bodem. Na obrézcich jsou
hledana kruZnice a jejli transformace vvznafeny silnd.

a)— k) dilatace polom&ru vEech kruZnic o polomdr jedne
z nich, tj. degenerace jedné z nich v bod

b)) — c) kruhovad inverze podle libovolnég kru¥nice se st¥edem
v P=4g!

c)y — d) dilatace polom&ru zbvlvch kru¥nic o polom®&r jedng

z nich, tj. degensrace jedné =z nich v bod
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inverze a naorak. Potom lze chiapat pFrimku jako kru¥nici

prochazeiici{ bodem v nekone&nu.

Obdobnéd tvrzeni plati v 3-dimensiondlnim euklidovském
Frostoru pro kulovou inverzi. Zde se povrch koule zobrazuje na
povrch koule, rovina na povrch koule prochizeiici st¥edem in-—
verze a nacpak. V tomto pripad& plati ale take steina tvrzeni
pPro kruZnice - kruZnice se p¥i kulové inverzi pifevadi na krus-

nice, kde opét pFripoutime degeneraci kru¥nice na pFimku.

Preiormulujeme nyni tvto tvrzenit v Minkowského
2—dimensionalni roving a potom ho zobecnime na
M —dimensiondlni prostor s plochou metrikou cbecné signatury.
V Minkowskéhe roving se body prostorupodobné vzhledem ke stire—
du inverze p¥Feviadi na body prostorupcdebné, body Zasupodobn
polo¥end v budoucnesti ke st¥edu inverze na body Zasupodobnd
poloZené v minulogti ke st¥edu inverze a naopak (viz.
obr. 5.4). Body na svEtelném ku¥elu st¥edu inverze se zobrazu-—
ji do . nekonefna a nacpak. Rovnice sférv se st¥edem %, (v iner-

cidlnich soutradnicich tz ) Je

(%oo,)-(%-x,) = = (t-1,)+(2-2,)" = R° (5.3.6)

/

co¥ je rovnice hvperboly ?2). Prot&iXkem kru¥nice v euklidovskée

roving tedy je hvperbola (ob& veEtve) s asymptotami tvoricimi

svEtelny kuZel. Vidime, Xe rovnice (5.A.6) je netrivialni

i pro B¢ O n Mame tedy {(obr. 5.4) Zasupodobné gsidrv

(>0 ), isotropni sidérv ( X =0 - v tomto p¥ipad® se hyper-—

kbola degeneruje na dv¥ isotropni p¥imky prochizejici st¥edem

siégry) a prostorupodobné sféry (N < 0 ). Degenerovanymi

23 Paramstr I budeme nazyvat molomErem, pifregto®e  Jjeho
hvaderal mfifc byl caporng (L1 0 imagondiend b,
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>0

obr. 5.4

V Minkowského roving siéricka inverze zobrazuje body prostoru—
podobn& poloZend vzhledem ke st¥edu inverze (7 na body prosto-—
rupodobng polg#end k 0 , body v ku¥elu budoucnosti 0 na body
v ku¥elu minulosti 0 a naopak. Body na sv&telném ku¥eliu J se
zobrazujil do nekonefna a naopak. Protdiskem kru¥nice v eukli-
dovské roving je v Minkowského roving hvperbola (ob¥ vitve)
s asymptotami tvoPicimi svételny kuZel. Hvperbola mA¥e byt &a-

supodobna ( 7 >0 ), isotropni ( n°=0 - v tomto p¥ripadd se hy—
rperbeola degeneruje na dv& isotropni pFimky) a prostorupodobnd
(RT<0). P¥imky isou degenerovanvmi piFipady hvperboly se

st¥edem v nekoneénu a nekone¥nvm polomErem N
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pripady dale jsou p¥imky - hvperboly se gti¥edem v nekonednu
a nekonednym polom&rem . V cbecném —dimensiondlnim p¥ipads
ukaZeme, Ze tyto sidry p¥echdzi p¥i sférické inverzi op&t na
siéry a to stejného tvpu - prostorupadobng na prostorupodobneg,

isotropni na isotropni a Casupodobné na Sasupodobné.

Je vvhodng si celou situaci znazornit v PenroseovdE diag-

~ o~

ramu - v goustavé souradnic U .V
k4
N sian (v) 4
U = “ —= | U= t+2
1+ %:_ J
v 5.A.7)
~ sian () & ¢
V. Ul , etz
AE B
1 =

Tvyto soutradnice nabvywvaji hodnot =z intervalu <—ﬂ4> . Isotropni
p¥imky dané rovnicemi W=konst., resp. wa& -konst. maji v novvych
souradnicich tvar U==konst., resp. V=konst., ti. v obr. 5.5
jsou isotropni svEtofary p¥Fimky pod uhlem % . Body D,V=i4 se
standardng identifikujl s body prostorového nekonefna, bod
D=4‘V>1 8 budoucim Hasovym nekéneﬁﬁém a bodmv=4r0:—4 a8 mi-
nulym Gasovym nekonetnem. Body U=4 Vel1 1) 4 V=-4,chﬁ4)tvo%i
svEtelné nekonedéno v budoucnosti, body [j=—4[v€(-t1)
a V=4'056ﬂ4) sv&telnéd nekonedfno v minulosti. V t&chto sourad-—

nicich je sidricki inverze velml jednoducha

0 [O|VY - ] agfav 5 i rsudn U-0 ]
(5.4.8)
PTo U # O ; ’\7# [) ,

Bekli jsme, ¥Ye body na svEtelnédm ku¥elu st¥edu inverze
{(dang rovnici v = () rese. UV==U ) se zobrazuji do nekonedna.
Bude zajimavé =zkoumat strukturu nekone®na Minkowského rovinv

z hlediska sfi¢ricke inverze a tedy i transformaci konformni
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U:fl'v:"i
5
G -
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, 7R
~ L O kong, g
U--1 ‘ U=4IV:4
-1 "N
.| i | )
La i i X, ’"E:
' P
Ui- o
\. 11)3
0e
i
\
\
O=-4V=1
obr. 5,5

Penroselv diagram je zndzorn®ni Minkowskeého roviny v soutradni-
cich tvypu (5.A.7). Isotropni sv&todary jsou v tomto obrdazku
P¥imky pod dhlem T/ s vodorovnou osou. V obrazku je vvznadena
souradnicovad sit t 2 . Okraje diagramu odra>i strukturu neko—
nefna Minkowského roviny. V souradnicich 0.V ma sidricksa
inverze jednoduchy geometricky twvar., V oblasti L, resp. R se
jednad o zrcadleni podle osy . ., rvesp. & , oblast F se zobra-
zi na oblast P st¥edovou inverzi a zrcadlenim podle osY ;.
obdobng oblast P se zobrazi na oblast F st¥edovou inverszsi
a zrecadlenim podle osy ¢ . Osy 2, 0. Jsou ve skutefriosti hy-~
perbola -t42%-e" a omy ¢, 0. hyperbola -t% a7« - o™,

1
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grupy. Mimo sv&telny kuX¥el UM“-U je siéricka inverze spojita
~ "blizkeé body se zobrazuji na blizké body" a k¥ivkv vedouci
do steiného bodu se zobrazuji na k¥ivky opé&t vedouci do stej-
ného bodu. Bude vvhodné doplnit Minkowského rovinu body v ne—
koneZnu tak, aby sférickd inverze byvla spojitid viude. Tj. do-—
plnime body v nekone&nu tak, aby k¥ivky vedoucti do stejngho
bodu na svételnédm kuZelu uu- O po transiormaci vedly do stej-
neho bodu v nekonefnu a naopak. Vezmeme si t¥#idu k¥#ivek vedou-—
ci do bodu o souFadnicich U- ao,v=0 z oblasti 5>0IG>0
(obr. 5.6). Tato t¥ida k¥ivek p¥Feide na k¥ivky vedouct do bodu
Rfo soutadnicich D=1“ V=4-m leZicihe v budoucim sv&telném ne-
kone¥nu. Vezmeme-li ale t¥idu k¥ivek vedoucich do P =z oblasti
[j>01v/0 , tv se zobrazuji na t¥idu k¥rivek vedoucich do bodu
¥, o souradnicich ij=~4lvr4'& le2iciho v minulém sv&telném ne-
konefnu. Z na¥eho poZadavku spojitosti sférickd inverze plyne,
Ze musime body S: 2 ?l ztotoZnit. Provedeme tedy ztoto¥n®ni

bodfi o gsoufadnicich

OU=-4,V o= O-«1 Vv
(5.2.9)

)
e
i
™
i
<
if
—~

tj. nap¥. ztotoZnime viechny nesv&telna nekonefna (o souradni-
cich ij=f4,9ﬂ4). Takto dopln®ng (a ztoto¥ndné) body nazveme
konformni nekone&no. Vidime, Ze ma strukturu svEtelného kufelu
(ti. dvou isotropnich p¥imek) se st¥edem v prostorovém (=
tasovem) nekonefnu. Sféricka inverze tento ku¥el zobrazi na
sveételny kuZel sti¥edu inverze a naopak. Na¥e konstrukece neko-
nefna tedy odpovidd pFidani jednohe bodu v nekonednu kaXdeé
isotropni p¥imce (sm&ru) v Minkowského rovin® a jednomu bodu
v progtorovem (a zdrowal  fasovém  nekone¥ra) — odpovidaiicd
isoclropn! piimce v nelono®rnu. Toto 1lze chapat  take tak, e

ka¥deému bodu naieho kompaktifikovangho prostorofasu  (po
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obr. B.6
Krivky vedouci do bodu E’ na sv&telném kuXelu sti¥edu inverze
z oblasti U >0 se zobrazuji na k%ivkg»vedouci do bodu P ,
k¥ivky vwvedouci do bodu P =z oblasti Uel se zobrazujli na
k¥ivky vedouci do bodu P, . Proto body P, a P, ztotoXHujeme.

Nekonefno tak dostava strukturu svEtelného ku¥elu se stiedem
v bod& reprezentuijicim nesvEtelnéd nekonefno., P#i gsidrickd in-
verzi tento kuZel prejde na svdtelny ku¥el gt¥edu inverze
a naopak. Sv&telny ku¥el bodu M le¥iciho wve sv&telném neko—
nenu se v koneZnvych oblastech Minkowského roviny redukuje na
isotropni p¥imku.
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p¥idani bodf v nekonefnu je vysledny prostor kompaktni) pris—
lust svételny kuZel a naopak své&telnému kuZelu p¥isludi bod.
Pritom jedna isotropni pFimka v Minkowskdho rovins je dast
svételnéhe kuZelu se st¥edem v nekonednu — dalfi jeho Sast
(druha isotropni p¥imka) leZi celd v nekone¥nu (obr. 5.6).

Po ziskdni intuice v 2-dimensionalni Minkowskeého
gecometrii prejd@me k obecné dimensi a obecné signatute metri-—
ky. Zadkladni tvrzeni je, ¥e sfdra ( -1 -dimensiondlni) p¥eide
Pl sicerické inverzi op&t na sféru, p¥fifem® za sidru povaXuje—
me 1 nadroviny -~ lze Jji chépat jako degenerované sféry se
st¥edem v nekonefnu a nekonednym polom®rem [l . Predpoklide ime
tedy, 2e bod X le¥i na sidife o sti¥edu ¥, a polom&ru 5, tj.

— G — -

(F-F,)- (P = W (5.A.10)
Upravami posturng dostavame

(¥-2&.%, « ) = w°

ggj;: = %ﬁ'?ﬁ?ﬁ; * isz =0, (5.A.11)
X " )( ST ) _ e
x*  FE-n ¥ Teg/  (®-wy -
z
To z%e?mena, 2e L le¥di na sié¥e o polomdru gy @ st¥edu
O+ 57~ , coZ jsme p¥esn¥ cht¥li dokdzat. Navic diky
Eﬁgﬁﬂ?éo vidime, Ze sidéra si p¥i sidérickd inverzi zachovavi
charakter - znaménke u "kvadriatu pelomEru". Pro Lorentzovskou
signaturu (-++...+) to znamend, Ze sféra si p¥i inverzi zacho-

vava sveoji prostorupodobnost resp. fasupodobnost #i igotrop-—
nost. Dale nekonedny polom@r a st¥ed v nekone®nu dostaneme
POUZE PYO 5iisf’, ti. pro sfig¢ru prochizejici st¥edem inversze.

Nekboli sidra prochizejici sti¥edem inverzes se zobrazi na nadro-—
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vinu a naopak nadrovina se zobrazi na sidru prochiazejici st¥re-

dem inverze.

Stejnymi dGvahami jako pro 2-dimensiocnialni Minkowského
rovinu nalezneme, Ze kompaktifikace prostoru tak, aby sidricks
inverze byla spojité zobrazeni, znamenid p¥idani bodf v neko-—
netnu a to kaZdeé isotropni nadroving jeden (tvto body nazveme
sv&telné nekonefno) a jeden bod v Zasovém a zarovel prostoro-—
veém 10) nekone¥nu (nazveme ho nesvitelnd nekonedno). Takto do-
dané body v nekone®nu maji strukturu sv&telného kuZele
s vrchelem v nesvételném nekoneZnu. Op&t mf¥eme v tomto kom-
paktifikovaném prostoru kaZdému bodu priradit svEtelny kufel.
Svetelny kuZel bodl ve sv&telném nekonenu se v konedné oblas-—

ti redukuje na jim p¥islu¥ici isotropni nadrovinu.

Dale budeme zkoumat transformasni viliastnosti
l-dimensionalnich k¥ivek (nazv@me je obecné kruZnice) odpovi-—
dajici v 3-dimensionalnim euklidovském prostoru krufnicim
resp. p¥imkam. P¥esn& obecnou kru¥nici nazveme l-dimensialni
prosedik (m-1) (m-1)-dimensionalnich sfér. Lehce vidime, ¥e
v 3-dimensionalnim euklidovském prostoru dostaneme prisedik
dvou keouli (resp. jejich degenerovaného p¥ipadu - rovin), tj.
kruZnice a p¥imky. Z definice a pomoci transiormadnich vlast-
nosti (m-{)-dimensiondlnich sfér plyvne rpome&rnE gilnég tvrzeni
- ©obecné kruZnice se p¥ri siérické inverzi zobrazujl op&t na
obecné kruZnice. Navic diky zachovavani charakteru sfér pri
inverzi dostavame zachovavani{ charakteru obecnych kruZnic

— prostorupodobng p¥echizi na prostorupodobneg atd, .

10) V ploché metrice obecné signatury jsou Sasové smdry smEry
8 negativn& deifiinitni metrikou, prostorové sméry SmEry o
positivng definitni metrikou a isotropni smétry smEry 5 de-
generovanou metrikou.
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Jak ale takoveto obecné kruZnice vvpadaji? Zadndme tim,
Ze prisedfik dwvou (m-1) ~dimensionalnich siér leZd

v (1) -dimensionalni nadrovin. Rovnice cobou sfér jgoou

(T-F)(E-%) - n*

. (5.A.12)
(¥ - (R B,
Odeteme-li tvito dvé&€ rovnice od sebe, dostaneme
S s — - -'_-‘-7-7_
I AR, - % %2, =%, «7w g7 =0 (5.A.13)

E /

~7
co¥ je linedrni rovnice v T, tj. rovnice nadroviny. Steinym

zplscobem mbZeme ukiazat, ¥e prisedik (M-U sidr musi le¥et
v (M-2) nez#vislych (#1)-dimensionalnich nadrovinach, tij.
v Z-dimensionalni roving. Obecnd kru¥nice je tedy prisedik
Z2-dimensionalni roviny a (m—4)—dimensionélni sigry - tj.
kvadratické plochy s rovinou. Je zZnamy fakt, ¥e vdechny tako—
veto ki¥Fivky isou  kuZelosefky - kruZnice, hyperboly, piimky
a paraboly. Typ kuZelosefiky ale zAvisi na jeil poloze. Tuto
zavislost lze =zkoumat ndsledovn&. Obecniou kru¥nici le¥icit
v roving a st¥edem inverze mbZeme prolo¥it 3-dimensicnalnt
prostor. Tento prostor se pri sidrické inverzi pievidi na seke
(obsahuje si¥ed inverze). Proto se p¥i zkoumdni danéd obecné
kru¥nice stafi omezit na tento 3-dimensionilni preostor. Indu~
kovanad metrika tohoto prostoru ml¥%e byt tvpu (——-), (——+),
(—=++]), {+++) nebo miZe byt degenerovania. V obecndm p¥ipads
bychom dale diskutovali, jaka kvadratickid plocha je prisedik
(m-1) ~dimension&lni siérv 8 timto prostorem (pro nedegenerovang
p¥ipady to je 2Z-dimensiondlni siéra v p¥Fislufnég signatuie)
a jaky tvp kuZelosefky dostaneme prosedikem této kvadraticke
rlochy s rovinou v zavislosti na jejich poloze. Napt#. pokud

signatura 3-dimensicondlniho prostoru je (+++), Prisesiky
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(m-1) ~dimensiondlni sfeérvy ¢ timto progtorem jsou povrchy kouli

(nebo roviny) a cobecné kruZnice jsou kru¥nice nebo p¥imky.

Pro nas je zajimavy M-dimensiondlni prostorofas (signa-
tura (-++...+)) a hlavn& transforma¥ni vlastnosti Hasupodob-
nvch obecnvych kru¥®nic. 3-dimensiondlni prostor obsahujici ta—
kovouto cbecnou kruZnici a st¥ed inverze ma signaturu (—++).
Proto vySe nastinénou diskusi provedeme v tomto p¥Fipad®. Pra-
gefik (m-f)-dimensionialni sféry o 3-dimensionalnim Minkowského
prostorem je 2-dimensiondlni Minkowského sféra, tj. obecny ro-—
tafni hyperboleoid g osou v Cdasovém gm&ru a asvmphtotickym svd—
teinym kuZelem (obr. 5.7), resp. degenerocvany p¥ipad - rovina.
Priselfik Zasupodobného hyperboloidu (resp. roviny) g Sasupo-
dobnou rovinou (zkoumame pouze #asupodobné obecné kru¥nice) je

obecné& poloZend dasupodobnid hvperbola (resp. pFrimka).

Dostali Jjsme tedy né&sledujici vysledek. V Minkowského
prostoru siéricki inverze transformuje prostorotiasové obecns
poloZené Casupodobné hyperboly na obecn® polofeng Sasupodobné
hyperbely, Sasupodobné p¥imky na #asupodobné hvperboly prochia-—

zejicl pofitkem a naopak.

Je z¥ejmé, Ze stejnou vliastnost bude mit i transformace

Ei?_ kombinace dvou sférickyvch inverzi a translace.
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o

obr. 5.7

V 3-dimensiondlnim prostorofase (signatura (—++)) isou sférvy
rotaZni hyperboloidy a to prostorupodobng ( 7%<( ), isotropni
( W=0 - v tomto pFipad® se hyperboloid redukuje na kuZel)
a Zasupodbné (>0 ). Roviny jsou degenerovand r¥ipady hyvper-—
boloidl se sti¥edem v nekonefnu a nekone®nym polom&rem. Obecnd
kruZnice v 3-dimensiondlnim prostorotfase md¥e byt gasupodobnd
hyperbola, ¢&asupodobnd p¥imka, dv® protinajici se isotropni
pFimky, jedna isotropni p¥imka, prostorupodobnid hvperbola,
prostorupodobna krufnice a prostorupcodobnid p¥Fimka.
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