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Cast I

Prehledova c¢ast






Uvod

V této habilitacni praci predkladdm své vysledky publikované béhem poslednich
let v recenzovanych mezinarodnich ¢asopisech. Prace se sklada z prehledové ¢asti
a souboru publikaci. Pfehledové ¢ast shrnuje hlavni vysledky prilozenych praci a
navozuje kontext, do kterého jsou tyto prace zasazeny.

Habilita¢ni prace se zabyva zejména tematikou urychlenych cernych dér a
asymptotickymi vlastnostmi poli v pripadé nenulové kosmologické konstanty.
Tomu odpovida i ¢lenéni prehledové ¢asti. Ta se sklada ze t1 kapitol.

Prvni kapitola uvadi ¢tenare do problematiky ¢ernych dér — objekti jejichz
podstata spociva v degeneraci kauzalnich vlastnosti prostorocasu. Tato kapitola
mé vice pedagogicky charakter, jsou zde kratce vylozeny i nékteré standardni
pojmy a metody uzivané pii zkouméni globalnich a kauzalnich vlastnosti pro-
storocast. Vedle toho zde jsou shrnuty ptvodni vysledky tykajici se urychlenych
¢ernych dér v asymptoticky de sitterovskych a anti-de sitteriovskych prostoroca-
sech.

Tuto kapitolu dopliuje téz ‘digitalni priloha’ — prezentace na ptilozeném CD
obsahujici obrazky, interaktivni tfidimenziondlni diagramy a animace ilustrujici
strukturu prostorocast vné ¢ernych dér riznych typi.

Druha kapitola se zabyva strukturou zarivych poli v asymptotickych oblastech
rizného typu (v zavislosti na hodnoté kosmologické konstanty). Je zde kratce shr-
nuta problematika zareni v obecné teorii relativity a jako hlavni ptivodni vysledek
je zde diskutovana smérova charakteristika zarivé komponenty gravita¢niho pole.

Tteti kapitola se kratce zabyva pracemi souvisejicimi s formulaci teorie gravi-
tace v prostorocasech vyssi dimenze. Jedna se o zobecnéni vysledki diskutovanych
v druhé kapitole a dale o vysledky tykajici se ultrarelativisticky se pohybujicich
¢ernych prstenci — vicedimenzionalnich alternativ k ¢ernym diram.

Prehledova ¢ast m& pomérné obecny charakter. Jejim cilem je nastinit vy-
znam priloZzenych odbornych praci a pfiblizit jejich hlavni vysledky. Vedle toho
jsem se snazil téz shrnout Sirsi souvislosti formou pristupnou i pro ¢tenare, ktery
nepracuje aktivné v obecné teorii relativity. Zejména prvni kapitola obsahuje i
prehledovy material, druhd a treti kapitola se jiz vice zaméruji na puvodni od-
borné vysledky. Pro podrobny technicky vyklad ¢tendre odkazuji na samotné
prilozené ¢lanky, zvlasté pak na zastiesujici rozsahlé prace [3,7,10,12].

Na pfilozeném CD lze nalézt vedle zminéné digitalni prilohy a souboru vét-
$iny mych odbornych publikaci téZ né€kolik studijnich text@ a dva popularizac¢ni
projekty priblizujici nékteré aspekty specialni teorie relativity. Obsah piiloZeného
CD lze nalézt v zavéru prehledové Gasti.
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Vétsina piredkladanych vysledki byla dosaZena ve spolupraci s kolegy z Ustavu
teoretické fyziky MFF UK. V prvni fadé bych chtél jmenovat svého ucitele prof.
Jitiho Bi¢dka, ktery zasadnim zptsobem formoval moji odbornou orientaci. Jiz
béhem mého studia na MFF UK mé uvedl do svéta zachyceného Einsteinovu teorii
relativity a upoutal moji pozornost na problematiku boost-rota¢né symetrickych
prostorocasu, kterd stoji v centru ¢i alespon pozadi vétSiny zde uvadénych praci.
Za jeho inspirujici a nedocenitelny vliv a moznost plodné spoluprace mu patii
mtj upfimny dik. Podékovat bych chtél i svému kolegovi a pfiteli doc. Jifimu
Podolskému za potéSeni z mnoha diskuzi a spoleéné dosazenych vysledki. Nagse
vzajemnd spoluprace tézi z podobné ‘naladénosti’ na vnimani problému v obecné
teorii relativity a véfim, Ze i nadéale povede k dalsim zajimavym vysledktm. Rad
bych téz zminil dr. Marcella Ortaggia a podékoval mu zejména za to, ze obratil
moji pozornost i na problematiku teorii ve vice dimenzich. Nakonec musim vy-
zdvihnout prost¥edi Ustavu teoretické fyziky a kolektivu kolem Relativistického
seminaie UTF, které mi poskytovalo velmi vst¥icné a stimulujici zdzemi jak po
odborné a technické, tak i po lidské strance.

Vysledky piedkliadané v této praci vznikly za podpory granti GACR ”Rela-
tivistickd fyzika a astrofyzika” (roky 1997-98, 1999-2001 a 2002-2004), grantt
GAUK ”Relativistické teorie gravitace, astrofyzika a kosmologie” (roky 1997—
1998, 2000-2002 a 2003), vyzkumného zaméru ”Vyzkum Zemé a vesmiru me-
todami teoretické, experimentalni a pocitacové fyziky” a rozvojového projektu
MSMT &. 360/2005.

V neposledni fadé bych chtél podékovat svym nejbliz§im — Simoné a MiSovi
— za to, Ze se mnou a mym zajmem o fyziku méli a maji dostatek trpélivosti.



Kapitola 1

Urychlené ¢erné diry

Shrnuti

Je znamo pouze mélo presnych feSeni Einsteinovych rovnic popisujicich netrivial-
né se pohybujici zdroje. Jednou t¥idou takovych feseni jsou rovnomérné urychlené
¢erné diry popsané tzv. C-metrikou. Tato metrika je zndma v podstaté od pocatkn
obecné teorie relativity [21,22], geometricka struktura samotného prostorocasu
byla v8ak pochopena mnohem pozdéji. Pro nulovou kosmologickou konstantu
A byla C-metrika interpretovana jako prostoroc¢as urychlenych ¢ernych dér aZ
v 70-tych a 80-tych letech minulého stoleti [23-25].

Zobecnéni C-metriky pro nenulovou kosmologickou konstantu [26-28] bylo
plné vysvétleno jesté pozdéji. K podrobné geometrické analyze prostorocasi po-
psanych touto metrikou pfispéla i série praci [3,5,12] zafazenych do této habili-
tace. Prostorocasy s A # 0 se od pripadu nulového A zisadné odlisuji v asympto-
tické oblasti. Tato oblast byla v priloZenych pracich vizualizovana pomoci kom-
paktifikovanych tFidimenziondlnich diagramt zachycujicich zejména kauzalni struk-
turu. Byly téz zavedeny rtzné souradnicové systémy vhodné pro diskuzi vlastnosti
prostorocasu a umoznujici provedeni raznych fyzikalné zajimavych limit.

Jednou ze zajimavych limit je pripad slabych poli, tj. pripad zanedbatelnych
hmotnosti ¢ernych dér. V tomto pripadé C-metrika popisuje vakuové maximalné
symetrické prostorocasy, jejichz geometrické struktura je plné dana kosmologic-
kou konstantou. Jako pozustatek cernych dér vsSak tyto prostorocasy obsahuji
rovnomérné urychlené (elektromagneticky nabité) testovaci ¢astice. V pfiloze-
nych pracich [1,10] byly podrobné analyzovany vlastnosti rovnomérné urychle-
nych ¢astic v de Sitterové vesmiru (p¥ipad A > 0) a odvozeno a diskutovano jejich
elektromagnetické a skalarni pole. Rozsdhla prace [10] navic obsahuje vycerpé-
vajici prehled souradnic uzivanych v de Sitterové prostorocase, véetné soutradnic
prizpusobenych urychlenym pozorovateltum.

Tato kapitola kratce predstavi pojem céernych dér, nastini techniky uzivané
ke globalni analyze prostorocasu a popiSe strukturu prostorocast s pohybujicimi
se Cernymi dirami. Nékteré rysy téchto prostorocast jsou dokumentovany a vi-
zualizovany téz pomoci obrazki, interaktivnich tFidimenziondlnich diagrami a
animaci obsazenych na prilozeném CD. Podkapitoly 1.1 a 1.3 jsou piehledové,
uvadéji kontext, do kterého zkoumanda problematika zapada. Podkapitoly 1.2 a
1.4 se dotykaji konkrétnéji prilozenych ptvodnich praci.
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Publikace

Puvodni vysledky tykajici se tématu této kapitoly jsou obsazeny v nasledujicich
pracich:

[3] Pavel Krtous, Jifi Podolsky: Radiation from accelerated black holes in a
de Sitter universe, Phys. Rev. D 68, 024005 (2003).

[5] Jifi Podolsky, Marcello Ortaggio, Pavel Krtous: Radiation from accelerated
black holes in an anti-de Sitter universe, Phys. Rev. D 68, 124004 (2004).

[12] Pavel Krtous: Accelerated black holes in an anti-de Sitter universe, Phys.
Rev. D 72, 124019 (2005).

[10] Jifi Bic¢ak, Pavel Krtous: Fields of accelerated sources: Born in de Sitter,
J. Math. Phys. 46, 102504 (2005).

[2] Jifi Bic¢ék, Pavel Krtous: The fields of uniformly accelerated charges in
de Sitter spacetime, Phys. Rev. Lett. 88, 211101 (2002).

[1] Jifi Bicak, Pavel Krtous: Accelerated sources in de Sitter spacetime and the
insufficiency of retarded fields, Phys. Rev. D, 64, 124020 (2001).

Plné znéni téchto publikaci lze nalézt v druhé ¢asti habilita¢ni prace.
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1.1 Kauzalni struktura prostorocasu

Uvedeni do problematiky

Zakladni myslenkou obecné teorie relativity je popisovat gravita¢ni ptisobeni po-
moci geometrickych vlastnosti prostorocasu. To co vnimame jako gravita¢ni silu
mé tak sviij ptvod (i) v nasi volbé lokalné neinercidlni soustavy a (ii) v zakiiveni
prostorocasu samotného. Podle obecné teorie relativity by napi. v blizkosti Zemé
byla prirozena lokalné inercidlni soustava spojend s volné padajicimi pozorova-
teli. Pfi volbé soustavy spojené s povrchem Zemé proto musime zavést nepravou
silu zohlednujici neinercialitu této soustavy. Tu bézné interpretujeme jako silu
gravitac¢ni. Takto zavedenou silu Ize eliminovat prechodem do lokalné inercidlni
soustavy. Tento prechod vSak nelze provést globalné — pokud je prostorocas za-
kiiveny, globalni inercidlni soustava neexistuje. Vlastni zakfiveni prostorocasu se
projevuje tzv. slapovym pusobenim — diky nému se i ve volné padajici soustavé
v blizkosti Zemé za¢nou blizka volna téliska, na pocatku pripravena v klidu, vici
sobé pohybovat.

Spolu s témito zakladnimi rysy prinesla obecnd teorie relativity mnoho za-
jimavych a prekvapivych predpovédi. Mimo jiné oteviela moznost netrividlni
kauzalni struktury celého prostorocasu. Pod kauzalni strukturou se rozumi zna-
lost, které udélosti v prostoro¢ase mohou byt (alespon v principu) kauzilné spo-
jené. Fakt, Ze tato struktura miize byt gravitac¢nim polem pozménéna, odrazi
univerzalitu pisobenim gravitaéniho pole na vSechny procesy. Gravita¢ni pole
nelze odstinit a zptisobuje stejny pohyb nezévisle na struktuie objektu, na ktery
pusobi. Diky tomu muizeme zachytit pisobeni gravita¢niho pole pfimo v popisu
prostorocasovych vztaht. Gravitace tak determinuje jevisté, ve kterém se ode-
hrava zbytek fyziky.

Kauzalni struktura prazdného nepokiiveného prostorocasu je znama jiz ze
specidlni teorie relativity. Dvé udalosti mohou byt vidi sobé polozeny bud ¢asu-
podobné (jedna nésleduje druhou, tj. lze poslat fyzikalni signél z jedné do druhé)
nebo prostorupodobné (nelze kanonicky urcit, kterd z udalosti nastala diive; uda-
losti jsou prilis daleko, aby je mohl spojit podsvételné se pohybujici signal). Na
rozdil od predrelativistické predstavy, prostorupodobné udalosti nejsou udalosti
soucasné: vSechny udalosti prostorupodobné poloZené vzhledem k jedné zvolené
udalosti tvori oblast stejné dimenze jako prostorocas samotny. Hranici mezi uda-
lostmi ¢asupodobné a prostorupodobné vztazenymi ke zvolené udalosti O nazy-
vame svételny kuzel s vrcholem v O, viz obr. 1.1. Jak nazev napovida, svételny
kuzel je tvoren drahami svételnych paprski vyslanych ¢i prijatych v O.

Minkowského prostorocas specidlni teorie relativity je homogenni a isotropni,
jeho kauzdlni struktura (struktura svételnych kuzeld) je tak vsude stejnd. Obecna
teorie relativity prebira tuto strukturu lokalné — v malé oblasti zaktiveného pro-
storocasu se lokalni fyzika odehrava podle stejnych zakonu jako ve specialni teorii
relativity. Na vétsich vzdalenostech se vSak vzajemnda poloha svételnych kuzelt
v zakfiveném prostoroc¢ase méni a deformuje. A na globalni skile se kauzalni
struktura mize zménit i zcela zadsadnim zptsobem. Obecnd teorie relativity tak
napf. pripousti, ze prostorocas mize mit jinou kauzalni asymptotiku — tzn. jinou
kauzalni dosazitelnost velmi vzdalenych udéalosti. Nebo naopak pfipousti existenci
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éasupodobné
budouci udalosti

0 prostorupodobné
udalosti

c¢asupodobné
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Obrazek 1.1: Svételny kuzel udalosti O. Svételny kuZel rozdéluje prostoro¢as na uda-
losti, které jsou vzhledem k O polozeny ¢asupodobné a prostorupodobné. Casupodobné
udélosti se dale déli na udalosti budouci k O (ty, ke kterym lze z O zaslat fyzikalni signal)
a udalosti minulé k O (ze kterych lze do O poslat signal). Svételny kuzel je generovan
svételnymi (téz nulovymi) paprsky prochézejicimi udélosti O.

oblasti, ze kterych se jiz nelze dostat do okolniho prostorocasu. Lze v ni popsat
prostorocasy s odlisnou topologii, pripadné i s patologickou kauzalni strukturou
pripoustéjici napf. navraty do minulosti.

Kauzalni struktura — zakédovana v prostorocasové geometrii — determinuje
tedy pripustné kauzalni vztahy. VSechny znamé fyzikalni zdkony respektuji kau-
zalni strukturu a proto jsou omezeni dana touto strukturou fundamentilni. Pokud
zjistime, Ze je néjaky proces omezen z kauzidlnich davodid, neznamena to jen
jakési technologické omezeni, které muize byt v pribéhu dalsiho vyvoje prekonano.
Jednd se o omezeni tak principidlni, Ze je zabudovano (skrze prostoroc¢asovou
geometrii) pfimo do jidra naseho popisu, a jeho poruseni by s sebou nutné neslo
velmi zavaznou a rozsahlou zménu celého tohoto popisu.

Nize se zamérime zejména na dva netrividlni projevy kauzalni struktury: na
asymptotickou strukturu prostorocasii a na objekty zvané cerné diry. Nejdiive
se vSak musime sezndmit s nékterymi technikami pouzivanymi pii zkoumani
kauzalni struktury.

Konformni geometrie a konformni nekoneéno’

P1i zkoumani asymptotickych vlastnosti fyzikilnich poli je dulezité miti pod kon-
trolou velmi vzdalené ¢asti prostorocasu. Pro tento ucel se zavadi pojem kon-
formniho mekonecna, oznacovaného Z, umoznujici rigorézné a detailné popsat
strukturu vzdalenych oblasti. Podrobné zavedeni je mozné nalézt ve standardni
literatute [29, 30], uceleny prehled je téz podan v [7] ¢i v estiné v [31].
Technika konformniho nekone¢na umoznuje piidat ke zkoumanému prosto-
rocasu ‘body v nekonecénu’ zptsobem zachycujicim spravné kauzalni strukturu
vzdalenych oblasti. Zhruba feceno, rizné body v konformnim nekone¢nu maji k
prostorocasu ruzny kauzalni vztah. Muzeme si je predstavit jako limitni body
svetelngch svétocar, pricemz rekneme, ze dvé svétocary vedou smérem do bu-
doucnosti do stejného bodu nekoneéna, pokud maji stejnou minulost (tedy souhrn

!C4st tohoto oddilu je s tpravami pievzata z tvodni partie prace [20].
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vech udalosti, ze kterych lze poslat k svétocare fyzikalni signal). Dvé svételné své-
tocary tak konéi v rtiznych bodech konformniho nekonec¢na, pokud jsou z téchto
(do nekonecéna protazenych) svétocar pozorovatelné riizné oblasti prostoroc¢asu.

Body dosazitelné nulovymi svétocarami smérem do budoucna tvori budouci
nekonecno I, obdobné definované body dosazitelné smérem do minula tvoii tzv.
minulé nekonecno I~. Pfitom jeden a tyz bod v nekoneé¢nu muize nebo nemusi
byt dosazitelny jak z minula, tak z budoucna — to zavisi na konkrétni strukture
konformniho nekoneéna.

Vedle toho lze analogicky zavést téz casové a prostorové nekonecno — limitni
body ¢asovych, resp. prostorovych, asymptoticky geodetickych krivek.

7Z matematického hlediska je prostorocas M varietou s metrikou g. Vlast-
nosti a strukturu konformniho nekonec¢na této variety lze studovat Penroseovou
metodou [29, 32]. Ta spociva ve vnoreni fyzikdlniho prostoro¢asu M s metrikou
g do pomocného prostorocasu M s nefyzikalni metrikou g, ktera se od fyzikalni
metriky lisi pouze lokalni konformni transformaci — preskalovanim konformnim
faktorem Q2:

g=0%. (1.1)

Klicové pozorovani je, ze konformni preskalovani neméni lokalni kauzalni struk-
turu. Casupodobné sméry vychazejici z dané udalosti jsou totiz dany vektory
se zapornym kvadratem velikosti spoétenym pomoci metriky g, prostorupodobné
sméry pomoci vektori s kvadratem velikosti kladnym. Toto rozliSeni se pii preska-
lovani (1.1) nezméni. Pojmy minulost a budoucnost zustavaji tak pro konformni
metriku stejné jako pro metriku fyzikalni. Stejné tak nulové (svételné) kiivky ve
smyslu fyzikilni geometrie jsou nulové i ve smyslu geometrie konformni.

Skalovani metriky volime takové, aby faktor Q klesal k nule smérem do ne-
konecna fyzikalniho prostoroc¢asu. Fyzikalni prostorocas M se pak stava cCasti
nefyzikdlniho prostorocasu M ohranifenou hranici OM = Z, ktera je ddna pod-
minkou

Q=0. (1.2)

Rekneme, Ze nekoneéno 7 je regularni, pokud z hlediska ‘rozsifeného’ prostoro-
dasu M je metrika g na hranici Z reguldrni.? Naproti tomu, fyzikdlni metrika
je na T degenerovana — vzdalenosti mezi body uvnitt fyzikdlniho prostorocasu
a hranici 7 mérené pomoci fyzikalni metriky jsou nekonecné a proto hranice 7
reprezentuje body v nekoneénu fyzikalniho prostorocasu. Z hlediska pomocné va-
riety M je vSak regularni nekoneéno obyéejnou nadplochou ohranicujici fyzikalni
prostorocas a muzeme ji proto zkoumat béZnymi prostiedky diferencialni geome-
trie.

Zavedeni konformniho nekone¢na Z je analogické pridani nevlastnich bodu
znadmé z bézné geometrie. Konformni nekone¢no ale miize mit bohatou strukturu.
Typicky se jednd o tFidimenziondlni varietu ‘ohranicujici’ fyzikalni prostorocas.
Mizeme vSak mit konformni nekonecna lisici se jak svoji topologii, tak geometrii.

2Regularita neni samoziejmé. Nereguldrni byva napi. prostorové nekone¢no v netrivialnich
prostoroCasech s A =0 ¢i napf. ¢asti nekonefna Z na ose symetrie prostorocasu C-metriky
diskutovaného v podkapitole 1.4 nize.
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Obréazek 1.2: Charakter konformniho nekoneéna. Lokélni charakter konformniho
nekonecna 7 (definovaného jako hranice 2 = 0 fyzikalniho prostoro¢asu M v pomocné
varieté M) je urc¢en normou o vektoru 1 kolmého k nekone¢nu Z. Pro ¢ = —1,0, nebo
+1 je nekonecno 7 prostorupodobné, nulové, respektive casupodobné. Kdyz o = —1 nebo
o =0, lze rozligit budouci a minulé nekone¢no Z+ a Z—; pfislusné diagramy jsou na-
kresleny v horni a dolni ¢asti obrazku. Pro ¢ = +1 obé nekonec¢na splyvaji a prislusné
diagramy jsou tudiz totozné.

Zakladni geometrickou charakteristikou konformniho nekonecéna Z je jeho ori-
entace. Zavedeme-li vektor n kolmy k nekoneénu Z a normalizovany pomoci me-
triky g vztahy

nocdQ, gun'n®=0, o=-1,0,+1, (1.3)

pak fikame, ze konformni nekonecno je

prostorupodobné pokud o = -1,
nulové pokud o =0, (1.4)
c¢asupodobné pokud o =+1.

Prostorupodobné a nulové nekoneéno miize byt dosazeno pomoci nulovych kiivek
pouze z minulosti nebo pouze z budoucnosti. Podle toho rozliSujeme budouci
a minulé konformni nekone¢no (viz obr. 1.2). Bod ¢asupodobného nekone¢na
miuze byt zaroven dosazen jak z minulosti, tak z budoucnosti; budouci a minulé
nekoneéno v tomto pripadé splyvaji.
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Dtlezitym dtsledkem Einsteinova gravita¢niho zdkona je, ze charakter kon-
formniho nekoneéna souvisi se znaménkem kosmologické konstanty A. Za piredpo-
kladu, ze stopa tenzoru energie-hybnosti je nulova (coz je napft. splnéno ve vakuu
¢i v pritomnosti elektromagnetického pole) plati (viz [29], pfipadné (2.10) v [7]),
e

o= —sgnA. (1.5)

Prostorocasy bez kosmologické konstanty (nap¥. plochy Minkowského vesmir)
maji konformni nekonecéno nulové, prostorocasy s kladnou kosmologickou kon-
stantou (napf. de Sitteriv vesmir) ‘zac¢inaji’ prostorupodobnym minulym neko-
neénem a ‘konéi’ prostorupodobnym budoucim nekonecénem. Koneéné prostoro-
Casy se zapornou kosmologickou konstantou (napt. anti-de Sittertiv vesmir) jsou
ohranicené c¢asupodobnym nekoneénem.

Poznamenejme, ze existuji situace, kdy nelze konformni nekonecno zavést.
Prostorocas se nemusi na velkych vzdéalenostech chovat reguldrné, mtze byt ‘ohra-
nic¢en’ singularitami (jako je napf. velky tfesk) ¢i miize obsahovat ¢erné diry (viz
nize). Nekone¢no nemusi byt souvislé — miize se rozpadat nejen na budouci a mi-
nulou ¢ast, ale i na nékolik navzijem oddélenych komponent. Na konformni neko-
necno 7 lze klast dalsi omezujici podminky, tykajici se napt. asymptotického cho-
vani metriky v okoli Z. Nejznaméjsi je pojem tzv. asymptotické plochosti [29,33]
vymezujici, ze konformni nekonecno je nulové a asymptoticky velmi blizké neko-
nec¢nu prazdného Minkowského prostorocasu.

Konformni diagramy

Vnofeni fyzikalniho prostoro¢asu do pomocné variety M umoziiuje piirozenou
vizualizaci globalnich aspekti kauzalni struktury. Cely fyzikalni prostorocas se
zde totiz zobrazuje jako kompaktni objekt.

Typicky se tato technika pouziva pro dvoudimenzionalni fezy. Pro symetrické
prostorocasy byva dvoudimenzionalni fez dostate¢né informativni. Napt. pro sfé-
ricky symetrické prostorocasy rez v radidlnim a ¢asovém sméru zachycuje vétsinu
podstatnych rysu kauzalni struktury. Preskalovani fyzikalni metriky lze vidy zvo-
lit tak, aby restrikce konformni metriky g na vybrany dvoudimenzionalni fez K
byla Minkowského metrika?

gl = —df* +di*. (1.6)

Konformni diagram je pak zobrazeni fezu K s vertikilni a horizontalni osou ve
sméru soufadnic £ a 7. Diagondlni sméry odpovidaji nulovym kiivkdm 7 +7 =
konst., které jsou nulové i ve smyslu fyzikalni metriky g a urcuji tak svételné
kuzele, tj. urcuji kauzalni strukturu. V tomto diagramu bude cely fyzikalni pro-
storoCas zobrazen jako omezena oblast ohranic¢end konformnim nekonecénem 7.

Konformni diagramy byly zavedeny Carterem a zpopularizovany Penrosem.
Detailni popis jejich konstrukce a vlastnosti (zejména s aplikaci na prostorocasy
s Gernymi dirami) je mozné najit v [34].

3Kazdé dvé metriky na dvoudimenzionélni ploge jsou spojené konformni transformaci, proto
1ze konformni faktor vzdy zvolit tak, aby §| « byla ploché.



16 Pavel Krtous

Nejjednodussim piikladem je konformni diagram Minkowského prostorocasu.

Minkowského metriku zapsanou ve sférickych, pripadné nulovych souradnicich
g = —dt* + dr® + r*(d¥? + sin*0 d¢?) an
= —1duVvdv+1(v—u)?(dv? + sin’9 dp?) .

(kdet e R, r e R, 9 € (0,7), p € (—m,7) au=1t—r, v=_t+r) lze preskalovat
konformnim faktorem

P =4(1+uHa+0H7. (1.8)

To vede ke konformni metrice g, kterd mé po zavedeni souradnic ¢, 7

t=1w+q), tang=u,
- (1.9)
7= 1w —a) fan - = v
2 ’ 9 3
tvar
g = 0%g = —dt* + di? + sin?(dv¥? + sin®9 dy?) . (1.10)

Ziejmé zGzeni napt. na fez 9 = /2, ¢ = 0 vede na metriku (1.6). Konformni
nekonecno Z ptivodniho Minkowského prostoroc¢asu je ddno podminkou (1.2), tj.
podminkami* u = —oco, resp. v = co. V soufadnicich i, 9 tyto podminky piejdou
na @ = —7w a v = 7, konformni nekoneéno Z je tak vskutku lokalizované v konecné
oblasti konformni variety M. Konformni diagram radidlnfho fezu Minkowského
prostorocasu je kosoc¢tverec ohrani¢eny konformnim nekone¢nem Z nulového cha-
rakteru, viz obr. 1.3. Vrcholy kosoctverce jsou minulé a budouci nekonecna ¢_ a
i1 a prostorové nekonecno 7.

Pro prostorocasy s nizsi symetrii nemusi byt konformni diagram dvoudimen-
zionalnich rezi jiz dostate¢ny — nemusi postihovat dilezité rysy prostorocasu ¢i
dokonce muZe zkreslovat charakter konformniho nekoneéna. ZaleZi totiZ na tom,
jak je dvoudimenzionalni ez do prostorocasu vnotren. Napr. u C-metriky, o které
se zminime podrobnéji nize, typicky fez, pro ktery se kresli dvoudimenzionélni
konformni diagram, protind konformni nekone¢no v linii prostorového charak-
teru, ackoli samotné nekoneéno je charakteru nulového — viz diskuzi C'-metriky v
podkapitole 1.4 (napf. obr. 1.11) ¢ préaci [12].

Proto je v téchto piipadech vyhodné vizualizovat kauzalni strukturu pomoci
tridimenzionalnich diagramu sestrojenych opét pomoci konformni geometrie po-
mocné variety M. V pripadé t¥idimenzionalniho Fezu viak jiz neni mozné vidy
dosdhnout, aby konformni metrika zizend na ez byla ploché jako v (1.6). Pfi vy-
kreslovani tFidimenziondlniho diagramu je proto potieba zvolit vhodné vnoreni
konformni geometrie do euklidovského prostoru, ve kterém diagram zobrazujeme.
Pro takto zkonstruované diagramy nebude jiz platit, ze vSechny diagonalni li-
nie jsou nulové; svételné kuzele mohou byt zobrazeny deformované. TTidimenzio-
nalni diagram vSak lze chapat jako ‘poslepovani’ diagrami dvoudimenzionélnich
— dvoudimenzionalni fezy tvori foliaci tfidimenzionalniho diagramu a v kazdém
listu této foliace mizZeme uzit vlastnosti diagramu dvoudimenzionalnich.

4Znaménka jsou déna pozadavkem r > 0.
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Obrazek 1.3: Konformni diagram Minkowského prostorocasu. Konformni dia-
gram slouzi k zachyceni celého prostoroc¢asu véetné jeho konformniho nekonecna Z, pro-
storového nekonecna ig a ¢asového nekonecna i4. Diagram vyuziva ploché struktury po-
mocné variety, do které je fyzikalni prostorocas vnoren. V obrazku nalevo je schematicky
zachycen nepfreskalovany Minkowského prostorocas, napravo jeho konformni diagram. V
obou diagramech jsou znézornény dva rovnomérné urychleni pozorovatelé (tuéné) a s
nimi asociované akcelera¢ni horizonty H,(diagonélni linie).

i

I+

10

Obrazek 1.4: T¥idimenzionalni diagram Minkowského prostoro&asu. Diagram
tiidimenzionalniho fezu Minkowského prostorocasu z hlediska pomocné konformni geo-
metrie, do které je fyzikalni prostoroc¢as vnoren. Hranice dvojitého kuzele odpovidé kon-
formnimu nekonecnu, vrcholy ¢asovému nekonecnu a obvod spoleéné podstavy kuzela
prostorovému nekonecnu fyzikalniho prostorocasu. V diagramu jsou znazornény svéto-
¢ary dvou rovnomeérné urychlenych pozorovateli a jednoho volného pozorovatele stojictho
mezi nimi.
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Pro Minkowského prostorocas mtizeme zkonstruovat tfidimenzionalni diagram
napft. fezu ¥ = 7/2. Tento diagram lze téz ziskat rotaci diagramu dvoudimenzio-
nalniho — viz obr. 1.4. Interaktivni verzi a animaci tohoto diagramu lze téZ nalézt
v digitdlni ptiloze. Interaktivni tfidimenziondlni diagramy lze prohlizet z riz-
nych stran, pfilozené animace umoznuji pohled ‘dovnit¥’ prostorocasu (‘oteviit’ a
‘zaviit’ konformni nekonec¢no) a zobrazuji vnoteni dvoudimenzionalnich konform-
nich diagrami. V ptipadé Minkowského prostorocasu jsou tato zobrazeni pomérné
trividlni, nicméné do digitalni piilohy byly zarfazeny pro srovnani s komplikova-
néjsimi diagramy prostorocasti obsahujicich ¢erné diry.

1.2 Rovnomérné urychlené c¢astice v maximalné sy-
metrickych prostoroc¢asech

Motivace pro kosmologickou konstantu

Pti zavedeni konformnich diagramu jsme se letmo seznamili s asymptotickou
strukturou Minkowského prostorocasu — vakuového prostorocasu bez jakéhokoli
gravitaéniho pole. Pfipomenme, 7e i vakuovy prostorocas (tj. prostorocas bez
hmotnych zdroji) by mohl obsahovat netrividlni gravita¢ni pole — tzv. gravitaéni
vlny. My se vS8ak nyni zaméfime na ‘zcela prazdné’ prostorocasy neobsahujici
ani gravitacni vlny. Vedle Minkowského prostorocasu vSak navic pripustime pro-
storoCasy s nenulovou kosmologickou konstantou A. Nepritomnost gravitac¢nich
vln mizeme matematicky vyjadrit pozadavkem homogenity a isotropie téchto
prostorocasti. Budeme se tedy zabyvat maximalné symetrickymi prostorocasy
konstantni kiivosti — tj. Minkowského (pro A = 0), de Sitterovym (pro A > 0) a
anti-de Sitterovym (pro A < 0) prostoroc¢asem.

Ptavodné Einstein zahrnul do svého gravitacniho zakona ¢len s kosmologickou
konstantou, aby zajistil existenci feSeni odpovidajici statickému vesmiru vyplné-
ného homogenné rozlozenou hmotou (tzv. Einsteiniv vesmir). Po experimentalni
evidenci toho, Ze se nas vesmir rozpind, vyznam kosmologické konstanty na ur-
¢itou dobu poklesl — prestoze pravé znalost de Sitterova feSeni sehrala pri ak-
ceptovani expandujicich kosmologickych modeli pozitivni roli [35, 36]. Zajem o
de Sitterovo feSeni opét vzrostl v kontextu tzv. ‘steady-state’ modelu vesmiru v
50-tych letech 20. stoleti a zejména v 80-tych letech v souvislosti s inflaénimi mo-
dely pocatku vesmiru [36]. Kosmologickd konstanta se nakonec vratila na scénu
v plné slavé s neddvnym zjisténim, Ze se rozpinani naseho vesmiru urychluje (viz
napft. prehled [37]). K vysvétleni tohoto jevu je potieba pfitomnost A > 0 ¢i né-
jakého fyzikalniho pole — skryvajiciho se pod prezdivkou temnd energie — které
se jako kosmologicka konstanta efektivné chova.® De Sittertiv model vesmiru tak
hraje v soucasné kosmologie kli¢ovou roli jak pii vysvétlovani pocatecnich stavt
vesmiru (infla¢ni faze), tak pfi popisu koneénych fazi, kdy je limitou obecné tiidy
kosmologickych modeli s A > 0.

Vedle toho jsou prostorocasy jak s kladnou tak zapornou kosmologickou kon-

SHodnota kosmologické konstanty konzistentni se soufasnym pozorovanim je
A=3H?Qr =0,12Gpc 2 =1,2-10"2s"2. Hubbleova konstanta H = T7l1kms 'Mpc! a
relativni hustota ‘temné energie’ Q5 = 0, 73 jsou ddny analyzou dat [38,39].
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stantou Siroce vyuzivany pri zkoumani ptisobeni gravitace na kvantova pole (viz
napf. [40]) a hraji podstatnou roli pfi pokusech o spojeni kvantové teorie pole a
obecné teorie relativity — at jiz v teorii supergravitace, branovych kosmologiich
¢i teorii superstrun. Jednim z klicovych pozorovani vyuzivanych v téchto teori-
ich, zvyrazijici vyznam anti-de Sitterova vesmiru, je AdS/CFT korespondence
— skutecCnost, zZe lze nalézt urcity vztah mezi kvantovymi poruchami gravitac-
niho pole uvniti anti-de Sitterova vesmiru a jistymi kvantovymi poli Zijicimi na
konformnim nekone¢nu.

Maximélné symetrické prostory sehrély také dtlezitou roli v matematické re-
lativité, kde slouzi jako zakladni prototypy prostorocasi. Obvykle se predpoklada,
ze hmota obsaZena ve vesmiru prostorocas deformuje pouze lokalné. Daleko od
zdroji by se vlastnosti prostorocasu alespon v nékterych oblastech mély blizit
vlastnostem prazdného vesmiru — podle znaménka kosmologické konstanty vlast-
nostem Minkowského, de Sitterova ¢i anti-de Sitterova vesmiru.

Rovnomeérné urychlené zdroje

Rovnomérné urychlené castice jsou asi nejjednodussi netrivialné se pohybujici
zdroje. Presto analyza vlastnosti elektromagnetického pole téchto zdroji (tzv.
Bornovo feSeni [41]) neni piimocara a v odborné literatufe je mozné nalézt nepte-
bernou fadu ¢lankd vénovanych tomuto tématu (viz citace v [42] a [10]). Zajem a
kontroverzi pusobi zejména absence brzdné sily u pole, které ma zarivy charakter.
Bornovo feseni popisuje pole netrividlnich zdrojt, pritom je vSak analyticky rela-
tivné snadno vyjadritelné a muze tak slouzit jako modelovy priklad pro analyzu
ruznych fenoménu, napr. k porozumeéni asymptotické struktury zareni.

Rovnomérné urychlend ¢astice se v obecné teorii relativity popisuje svétoca-
rou, jejiz 4-zrychleni se méni pouze ve sméru 4-rychlosti. V Minkowského prosto-
rocasu jsou takové svétocary hyperboly ve smyslu inercidlnich souradnic a mluvi
se o hyperbolickém pohybu. Bornovo feseni popisuje pole dvou néboji, které se
k sobé piiblizuji z nekone¢na s konstantnim zpomalenim® — a7 se zastavi a poté
se zacnou od sebe s konstantnim zrychlenim vzdalovat. Tyto ¢astice se asympto-
ticky pohybuji rychlosti svétla a proto se v kompaktifikovaném obrazu vynoruji
z konformniho nekoneéna a opét se do ného vraci — viz obr. 1.3, pfipadné inter-
aktivni diagramy v digitalni pfiloze. Diky tomu ani jedna z téchto ¢astic nemize
pozorovat vSechny udalosti v celém prostorocase a ani nemiize byt pozorovana ze
vSech udalosti v prostorocase. Hranice oblasti, ze které muze byt ¢astice pozoro-
vana, a oblasti, kterou miize pozorovat, se nazyva akcelera¢ni horizont. Jedna se
o historii dvou roviny kolmych na pohyb ¢astice pohybujicich se rychlosti svétla
proti sobé podél sméru pohybu éastic. Obé ¢astice jsou akcelera¢nimi horizonty
od sebe kauzilné oddéleny. V tifidimenziondlnim konformnim diagramu mizeme
nahlédnout, ze akceleracni horizont je vlastné tvoren svételnymi kuzeli s vrcholy
v bodech, ve kterych ¢astice ‘vstupuji’ ¢i ‘vystupuji’ skrze konformni nekoneéno
do prostorocasu. Digitalni pfiloha obsahuje diagramy zobrazujici Minkowského
prostorocas s vyznacenym i nevyznacenym akcelera¢nim horizontem a animace,
ve kterych je mozno tento horizont ‘otevirat’ a ‘zavirat’.”

SKonstantni je zpomaleni/zrychleni v klidové soustavé &astice.
"Podrobnéji se ‘ovlddanim’ diagramt a animaci v digitalni piiloze budeme zabyvat v podka-
pitole 1.4, v oddile popisujicim zobrazeni C-metriky s A = 0.
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Obrazek 1.5: Konformni diagram de Sitterova prostoroéasu. V diagramu je zobra-
zen radidlni fez de Sitterovym vesmirem. Prostorové geometrie de Sitterova vesmiru je S3,
radialni fez tak odpovida hlavni kruznici této t¥isféry. Horizontalni linie v diagramu proto
museji byt na krajich identifikovany. V diagramu jsou znazornény linie standardnich kos-
mologickych souradnic a svétoc¢ary dvou urychlenych pozorovatel (tuéné). Dvojité ¢ary
vyznacuji konformni nekone¢no prostoroc¢asu, které se rozpada na minulé nekonecéno 7~
alt.

De Sitteriv vesmir

V pracich [1,2,10] jsme se podrobné zabyvali zobecnénim Bornova feSeni pro
pripad kladné kosmologické konstanty, tj. nalezenim elektromagnetického a ska-
larniho pole dvou rovnomérné urychlenych naboji v de Sitterové vesmiru.

Kladné kosmologicka konstanta efektivné pusobi jako rovnomérné rozlozena
hmota se specidlni stavovou rovnici, kterd ma odpudivé ¢i repulzni gravitaéni
uc¢inky. Proto mize kosmologickd konstanta v Einsteinové vesmiru kompenzovat
pritazlivé pisobeni béZné hmoty, ktera by se jinak gravita¢né zhroutila. De Sitte-
rav vesmir neobsahuje zadnou hmotu a mé proto tendenci se pod vlivem kosmolo-
gické konstanty rozpinat. Toto kosmologické rozpinani je ve vzdalené budoucnosti
tak rychlé, ze mu nemtize ‘uniknout’ ani svételny paprsek. Jednotlivé ¢asti pro-
storocasu se diky tomuto rozpinani vzdaluji od sebe v daleké budoucnosti tak
rychle, Ze je ani svételné paprsky nestihnou kauzalné spojit. Tyto oblasti jsou
proto od sebe prostorupodobné oddélené. Budouci konformni nekoneéno Z= ma4
tak prostorupodobny charakter — ma podobu nadplochy (ve smyslu pomocné
variety M), jejiz jednotlivé body jsou navzijem prostorupodobné poloZzené, viz
obr. 1.5.

Diky rychlému rozpinani nemize zadny pozorovatel v de Sitterové vesmiru
(ani pozorovatel zijici nekoneéné dlouho) uvidét cely vesmir — z nékterych oblasti
k pozorovateli nestihne doletét zadna informace, protoze zadny signal neprekona
kosmologické vzdalovani téchto oblasti. Hranice oblasti, kterou mutze pozorovatel
(Gastice) vidét, se nazyva cdsticovy ¢i kosmologicky horizont. Je tvofen svételnymi
paprsky asymptoticky prichazejicimi do stejného bodu v budoucim konformnim
nekonecnu jako samotny pozorovatel (Gastice).

Tato situace je odlisna od Minkowského prostorocasu. V ném se paprsky pohy-
bujici se rychlosti svétla vzdaluji do konformniho nekonec¢na Z, kdezto svétocary
¢astic pohybujicich se asymptoticky bez zrychleni vedou do ¢asového nekonecna.
V piripadé Minkowského prostorocasu lze ¢asové nekonecno chipat jako vrchol
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svételného kuzele tvoriciho konformni nekoneéno (ve smyslu konformni geomet-
rie pomocné variety M) Svételné paprsky tak ‘opoustéji’ prostorocas ‘jinde’, nez
podsvételni pozorovatelé. V de Sitterové prostoroc¢asu je vSak konformni neko-
nec¢no zaroven i nekonec¢no ¢asové.

Extrapolujeme-li de Sittertv vesmir do daleké minulosti zjistime, Ze je ¢asové
symetricky. Fazi rozpinani predchazi fize smritovani.® Podobné argumenty uve-
dené pro budouci konformni nekonecno lze tak uvést i pro nekoneéno minulé. V
prostorovém sméru je de Sitteriv vesmir uzavieny — lze si ho predstavit jako t¥i-
dimenziondlni sféru S s polomérem ménicim se s ¢asem ¢ jako £ ch(t/¢). Metrika
tak lze zapsat ve tvaru

¢

g = —dt® + /2 ch2€

(dx2 + sir? x (d9? + sin®y d<,02)) : (1.11)
Zde £ = /3/A je typicka délkova skila de Sitterova vesmiru urcujici jeho polomér
v okamziku pfechodu z faze smrstovani do fize rozpinani.

Je pfirozené nakreslit konformni diagram fezu odpovidajiciho historii osy. V
kazdy ¢asovy okamzik je osa déna hlavni kruznici de sitterovské sféry S3. His-
torie osy (tj. jeji Casovy vyvoj) je proto topologicky povrch vélce. Konformnim
preskilovanim lze potlacit rozpinani de Sitterova vesmiru a smrsknout trvani ce-
lého vesmiru na koneény usek konformniho ¢asu. Pritom se vSak zachova kauzalni
povahu konformniho nekonecna. Dvoudimenzionalni konformni diagram ma tak
podobu ¢asti povrchu (vertikalné orientovaného) valce. Tato ¢ast je ohranicena
dvéma (horizontalnimi) kruznicemi okolo vélce, které reprezentuji minulé a bu-
douci konformni nekonec¢no. Typicky se tento cylindr ‘roziizne’ ve vertikalnim
sméru a zobrazi v roviné jako obdélnik, viz obr. 1.5. Pomér ¢asového (vertikal-
niho) rozméru a prostorového (horizontalniho) rozméru je takovy, ze svételné pa-
prsky vyslané v minulém nekonec¢nu z jednoho bodu vSemi sméry se v budoucim
nekonecénu sejdou presné v bodé protilehlém k bodu vyslani.

Tt¥idimenzionalni konformni diagram by mél mit geometrii S? x R. Bohuzel,
sekvence dvousfér ‘naskladanych ve vertikdlnim sméru’ se jiz v euklidovské roviné
Spatné zobrazuje. Jedna z moznosti je dvousféru ‘propichnout’ a roztdhnout na
kruh (jehoz obvod tak odpovida jednomu bodu). Tyto kruhy jiz ve vertikdlnim
sméru nasklddat lze. Konformni diagram tfidimenziondlniho fezu de Sitterova
prostorocasu ma pak podobu vnittku valce mezi dvémi horizontalnimi podsta-
vami reprezentujicimi minulé a budouci konformni nekone¢no. Tento diagram s
podrobnou diskuzi lze nalézt v praci [1].

Vzhledem k tomu, Ze se de Sittertv vesmir rozpin, pozorovatel, ktery se snazi
zachovat od jiného volné se pohybujiciho pozorovatele konstantni vzdalenost,
se musi pohybovat se zrychlenim kompenzujicim kosmologickou expanzi. Diky
homogenité vesmiru se ukazuje, ze toto zrychleni musi byt konstantni — jedna
se o rovnomérné urychleného pozorovatele. Vice takto navzajem nepohybujicich
se pozorovatell tvori tzv. staticky systém. VSichni tito pozorovatelé ‘vstupuji’
do prostoroc¢asu v jenom bodé minulého konformniho nekonec¢na, pohybuji se

8Poznamenejme, Ze kosmologicka repulze zpiisobena kosmologickou konstantou uréuje ‘zrych-
len{’ rozpinani vesmiru, tj. druhou derivaci jeho ‘velikosti’. Zda se se vesmir smrstuje ¢i rozpiné
zavisi na ‘pocate¢nich podminkach’ pro velikost vesmiru. De Sittertv vesmir odpovidd ¢asové
symetrické situaci, kdy smrstovani prejde v rozpinéni.
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s konstantnim zrychlenim a ‘opoustéji’ prostorocas opét v jednom bodé budouciho
konformniho nekonec¢na. Dosdhnout nekonecna jim samoziejmé trva nekonecény
vlastni cas.

V rozsdhlém ¢lanku [10] zafazeném do této prace je vycCerpavajicim zptusobem
rozebrand struktura de Sitterova vesmiru, jeho popis v riznych soutradnicich, po-
pis rovnomérné urychlenych pozorovateli v téchto souradnicich a koneéné rtzné
podoby elektromagnetického a skaldrniho pole urychlenych zdroji. Prace obsa-
huje podrobnou charakteristiku soutradnic prizptsobenych urychlenym pozorova-
telim vcetné detailnich diagrami. Apendix prace [10] tvori jakysi slovnik vSech
soufadnic a vztahi mezi nimi s vyobrazenim souradnicovych ¢ar v konformnich
diagramech.

Pole dvou rovnomérné urychlenych nidboji v de Sitterové vesmiru bylo jiz
nalezeno v pracich [1,2]. Jedna se o pole naboji, vstupujicich do prostorocasu
v antipodalnich pdlech, pohybujicich se proti sobé se stejnym zrychlenim tak, Ze
zachovévaji béhem celé své existence od svych pdli konstantni vzdélenost. Nale-
zené pole je (obdobné klasickému Bornovu feseni) analytické v celém prostorocase
(samoziejmé mimo zdroje) a lze ho interpretovat jako kombinaci retardovaného
pusobeni od jednoho niboje a advancovaného ptisobeni od druhého niboje, pri-
padné jako vhodnou kombinaci obou téchto ptisobeni od obou néboji (viz napf.
rov. (6.6) v [1]).

Nabizi se prirozené otazka, zda nelze nalézt Cisté retardované pole obou na-
boju, tj. pole, které je nenulové pouze v kauzalni budoucnosti svétocar naboju.
Na rozdil od Minkowského prostorocasu je odpovéd pro elektrické ndboje v de Sit-
terové vesmiru zaporné: nelze zkonstruovat c¢isté retardované elektromagnetické
pole bodovych nabojui! Pfi¢ina je pritom pomérné jednoduchd a ma obecnéjsi
platnost nez jen pro de Sittertv vesmir. Jedna z Maxwellovych rovnic totiz riké,
7e v jednom casovém fFezu mohou silo¢ary elektrického pole zac¢inat pouze na
naboji nebo museji ubihat do nekoneéna. Casovy fez de Sitterova vesmiru viak
miize byt zvolen uzavieny (sféra S3) a tak vSechny silo¢ary museji za¢inat a kondit
na naboji. To ndm okamzité dava globalni vazbu na celkovy ndboj ve vesmiru:
celkovy elektricky naboj v libovolném prostorové uzavieném vesmiru musi byt
nulovy. Toto vSak jesté neni omezeni, ktery by vylucovalo existenci ¢isté retardo-
vaného pole — v nasem pripadé jsou zdrojem pole dva naboj stejné velikosti, ale
opacného znaménka a globalni omezeni na naboj je tedy splnéno.

V pripadé, ze minulé konformni nekoneéno je prostorupodobné (jak je tomu
i v de Sitterové vesmiru) mizeme navic zformulovat i lokdlni omezeni na rozlo-
Zeni naboje Cisté retardovaného pole. Jak bylo feceno, Cisté retardované pole je
pole nenulové pouze v kauzalni budoucnosti zdroji. Mélo by byt tedy identicky
nulové v minulém nekone¢nu. Pokud je toto nekone¢no prostorupodobné, lze na
ném aplikovat vazbu plynouci z Maxwellovych rovnic a zjistujeme, Ze v minulém
nekoneénu nemohou byt pfitomny néboje ani lokdlné (nemame zadné silocary,
které by z nich vychézely).

Jedina moznost, jak by se v takovém prostoroc¢asu mohl vyskytovat naboj s
¢isté retardovanym polem je, Ze by v jednom bodé minulého nekonecéna vstoupilo
do prostorocasu vice naboju, jejichz celkovd hodnota by byla nulova. Priklady
takovych nabojovych rozlozeni jsou diskutovany v praci [1].

Poznamenejme jesté, ze pro skalarni pole obdobna omezeni neexistuji — pro
skaldrni pole 1ze nalézt ¢isté retardované pole i jediného naboje — viz diskuzi v [1].
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Anti-de Sitteriv vesmir

Obdobou de Sitterova vesmiru pro zapornou kosmologickou konstantu je anti-
de Sitteriv vesmir. V ném kosmologickid konstanta piisobi opa¢né — miiZzeme
tak mluvit o neustalé kosmologické atrakci. Situace je vSak trochu slozitéjsi —
anti-de Sitteriv vesmir miZeme zaroven popsat jako staticky (v ¢ase neménny)
prostorocas.

Zvolime-li jednoho volného pozorovatele jako centrum vesmiru (je jedno kte-
rého, protoze vSichni si jsou ekvivalentni), tento pozorovatel popiSe anti-de Sitte-
riv vesmir jako ¢asovou sekvenci prostortt H? s Lobacevského geometrii. Zavedeme-
li sférické soutadnice t, r, 9, ¢, kde t je vlastni ¢as centralniho pozorovatele a r
prostorova vzdalenost od centra, metrika anti-de Sitterova prostoru ma tvar

g=— chQ% dt? + dr? + ¢2 sh2% (do? + sin20 dy?) (1.12)
kde £ = +/—3/A je opét typickd délkova skala souvisejici s polomérem kiivosti
prostorocasu. Vidime, Ze casova ‘vzdalenost’ mezi po sobé jdoucimi casovymi fezy
zavisi na vzdalenosti od centralniho pozorovatele. Pozorovateli setrvavajicimu ve
vzdélenosti r od centra bézi hodiny ch(r/£)-krat rychleji nez pozorovateli v centru.

Dvoudimenzionalni diagram odpovidajici historii poloptimky vedouci z po-
c¢atku do nekonecna je zobrazen v obr. 1.6. Jsou zde zobrazeny dvé alternativy
uzivajici riznou kompaktifikaci. Diagram 1.6a uziva ¢asové nezavislého preskalo-
vani a nekompaktifikuje tak ¢asovy smér — konformni geometrie i nadale ztstava
statickd (mimochodem, jednd se o geometrii hemisféry Einsteinova vesmiru) a
casovy smér tak nadale ubihd po nekonec¢ny usek konformniho ¢asu. Tento dia-
gram zobrazuje konformni nekone¢no, do kterého ubihaji svételné (a i prostoru-
podobné) kiivky, a vérné odrazi statickou povahu prostoroc¢asu, nezobrazuje vsak
casové nekonecno kam sméruji volni pozorovatelé. K jeho zobrazeni je potfeba
provést Casové zavislé konformni preskalovani, coz vede k diagramu 1.6b. Od-
povidajici tfidimenzionélni diagramy se ziskaji rotovanim dvoudimenzionalnich
diagrami kolem pocatku a lze je nalézt napf. v praci [12], v obr. 13.

Piestoze je metrika (1.12) ¢asové neménnd, miZzeme mluvit o kosmologické
atrakci. Pozorovatelé, kteti chtéji ztistat konstantni vzdalenost od centra, se musi
totiz pohybovat se zrychlenim kompenzujicim tuto kosmologickou atrakci, tj.
napf. musi mit zapnuté raketové motory odpuzujici ji od centra. Cim déle jsou
od centra, tim vétsi zrychleni musi pozorovatelé vyvinout. Hodnota zrychleni se
pro velmi vzdalené pozorovatele limitné blizi hodnoté 1/£. Stati¢ti pozorovatelé
jsou tedy podobné jako v de Sitterové vesmiru rovnomérné urychleni, tentokrat
vS8ak s hornim omezenim na velikost jejich zrychleni.

Nez se zminime o rovnomérné urychlenych pozorovatelich s vétsim zrychlenim,
vratme se jeSté k pozorovatelim volnym. Jakykoli volny pozorovatel, ktery je
v uréity okamzik vici centralnimu pozorovateli v klidu, se k nému zac¢ne diky
kosmologické kontrakci vesmiru priblizovat, az kolem néj proleti, poté se zacne
zpomalovat, az se opét zastavi na opac¢né strané od centra. Tento proces se bude
opakovat znovu a znovu — dva volni pozorovatelé pohybujici se po spole¢né ose
tedy kolem sebe vlivem kosmologické atrakce osciluji. Alternativné, dva volni
pozorovatelé, jejichz rychlosti nejsou ve sméru jejich spojnice, budou kolem sebe
obihat. Mtzeme fici, ze kosmologicka atrakce je kompenzovana odstredivou silou.
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Obrazek 1.6: Konformni diagramu anti-de Sitterova vesmiru. Diagram znazor-
nuje radialni fez anti-de Sitterova vesmiru, konkrétné historii radialni poloptimky vedouci
z pocatku do nekonec¢na. Leva hrani¢ni linie je svétoc¢ara pozorovatele v poc¢atku. Dvo-
jita linie odpovida konformnimu nekonecénu, které ma ¢asupodobny charakter. Nalevo je
diagram ziskany preskalovanim fyzikalni metriky casové nezavislym faktorem, ztstava
proto zachovana ‘nekonecnost’ ¢asového (vertikalniho) sméru. Diagram napravo vyuziva
Casové zavislého skalovani, které kompaktifikuje i ¢asovy smér.

Z4dny volny pozorovatel se nemiize vymanit kosmologické atrakei, zadny pod-
svételny pozorovatel bez zrychleni se od centralniho pozorovatele nevzdali na ne-
kone¢nou vzdalenost. ‘Unikovou rychlosti’ do nekoneéna je az rychlost svétla: Jen
signal pohybujici se rychlosti svétla ¢i pozorovatel urychlujici se k ni s dostatecné
velkym zrychlenim unikne az do konformniho nekonecéna. To ma tentokrat casupo-
dobny charakter (viz (1.5)). Na to, aby se podsvételny pozorovatel do nekoneéna
vzdalil, musi se pohybovat alesponn nadkritickym zrychlenim.

Prikladem jsou pozorovatelé pohybujici se s rovhomérnym zrychlenim vét$im
nez 1/£. Ti prekonaji kosmologickou atrakei a jejich svétocara vede az do konform-
niho nekonecéna. JelikoZ je anti-de Sittertv vesmir symetricky vicéi casové reverzi,
pokud protahneme jejich svétocaru zpét v Case zjistime, Ze z konformniho neko-
necna téz prilétaji. Jedna se tedy o pozorovatele, kteri vstupuji do prostorocasu
skrze Casupodobné konformni nekonecéno s nenulovou pocatecni rychlosti smé-
rem k centru, okamzité vSak zac¢nou brzdit svij pohyb az se zastavi a zac¢nou
se vzdalovat aZ opét prostoroc¢as opusti skrze konformni nekone¢no. Pro kazdého
z téchto pozorovatel dosazeni nekonecna samoziejmé trva nekoneény vlastni
¢as. AvSsak méreno kosmologickym ¢asem centralniho pozorovatele, cela existence
takto urychlenych pozorovatell je omezena na koneény tsek At = wf. Zobrazeni
téchto pozorovatelt v tfidimenzionalnim konformnim diagramu je mozné nalézt
na obr. 1.7.

Prace diskutujici elektromagnetické a skalarni pole rovnomérné urychlenych
ndboji v anti-de Sitterové vesmiru, tj. zobecnéni Bornova feseni pro A < 0, se
pripravuje. Diskuzi vlastnosti urychlenych pozorovatelt a soutadnic s nimi spoje-
nych lze nalézt v ¢asti V prace [12]. V této praci se primarné diskutuji pole urych-
lenych c¢ernych dér. V limité zanedbatelné hmotnosti a testovaciho naboje vSak
zkoumany prostorocas prejde na anti-de Sitteriv vesmir, cerné diry se smrsknou
na bodové naboje a elektromagnetické pole prejde na hledané zobecnéné Bornovo
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Obrazek 1.7: Nadkriticky urychleni pozorovatelé v anti-de Sitteorvé vesmiru.
Pozorovatelé rovnomérné urychleni se zrychlenim vétsim nez 1/¢ vstupuji do prostorocasu
skrze konformni nekonec¢no, zpomaluji smérem k pocCatku az se zastavi a pak zrychluji
zpét do nekonecna. Nalevo jsou svétocary téchto pozorovateli znizornény v tFidimenzio-
nalnim diagramu ziskaném rotaci diagramu z obr. 1.6. Napravo je tento diagram zdefor-
movan tak, ze svétocary urychlenych pozorovatelt jsou znadzornény jako primé linie. Toho
lze dosdhnout vhodnou volnou konformniho faktoru pii kompaktifikaci. Tento diagram
odpovida analogickym diagramt pro nadkriticky urychlené cerné diry v anti-de Sitterové
vesmiru — viz podkapitolu 1.4.

feSeni. Porovnani riznych souradnic a riznych konformnich diagramu diskuto-
vanych v praci [12] (diagrami pfizpusobenych jak statickym, tak urychlenym
pozorovatelim) lze téZ nalézt v digitalni p¥iloze.

1.3 Cerné diry

Co jsou Cerné diry?

Jak jsme se jiz zminili, cerné diry souvisi se zadsadni zménou kauzalni struktury
prostorocasu. Ukazuje se, ze gravitacni pole muze byt tak silné, ze zamezi vSem
fyzikdlnim signalim (tj. veskeré hmoté, polim, pozorovateltim, . ..) opustit jistou
oblast prostorocasu.

Prostorocas s pouze slabym gravita¢nim polem (a nulovou kosmologickou kon-
stantou) mé globalni kauzalni strukturu podobnou Minkowského prostorocasu.
Konformni nekone¢no ma stejnou topologii a v jistém smyslu i stejnou geomet-
rii.? Kazdy pozorovatel miize (v principu) existovat libovolné dlouhy vlastni ¢as

9Pfesny vyznam témto tvrzenim dava pojem asymptotické plochosti, viz nap¥. [29,33)].
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(a) (b) (c)

Obrazek 1.8: Konformni diagramy statickych &ernych dé&r. Diagramy zobra-
zuji radialni fez (a) prazdného Minkowského prostoroc¢asu a maximélné rozsifeného (a)
Schwarzschildova a (b) Reissnerova-Nordstrémova prostoroc¢asu. Ty reprezentuji static-
kou nerotujici nenabitou, respektive nabitou ¢ernou diru. Oblasti IT odpovidaji asympto-
ticky plochym oblastem, oblasti III a IV vnittku ¢ernych/bilych dér. Dvojité ¢ary znadi
konformni nekoneéno, zubaté ¢ara singularity, diagonalni ¢ary vnéjsi (a p¥ipadné vnitin{)
horizonty cernych dér. V pripadé nabité diry by mél diagram pokracovat skrze cernou
diru stejnym zptsobem jak do budoucnosti tak do minulosti.

a asymptoticky dosdhne bud ¢asového nebo konformniho nekone¢na. V prostoro-
case se silnym gravita¢nim polem se vSak muze stat, ze nékteri pozorovatelé jsou
zachyceni gravitacnim polem a nekone¢na dosdhnout nemohou.

Presnéji receno, vybereme-li maximéalni moznou souvislou komponentu bu-
douciho konformniho nekoneéna a vezmeme-li jeji kauzalni minulost P (v8echny
udalosti, ze kterych se 1ze do tohoto nekonec¢na podsvételnou ¢i svételnou rychlosti
dostat), nemusime vzdy dostat cely prostorocas. Pokud v prostorocasu existuji i
udalosti nepatiici do P, a pritom se do téchto udalosti z P da dostat, fekneme,
ze tyto udalosti tvori cernou diru vzhledem k vybrané komponenté konform-
niho nekone¢na. Obdobnym zptisobem, ale opaéné v ¢ase — tj. pomoci dopliku k
budoucnosti minulého nekone¢na — definujeme bilé diry, oblasti, do kterych se fy-
zikalni pozorovatel z vybraného nekoneéna dostat nemtize. Pokud budeme mluvit
spole¢né o ¢ernych a bilych dirach, budeme je ¢asto pro jednoduchost oznacovat
pouze jako c¢erné diry.

Staticka ¢erna dira v asymptoticky plochém prostoroc¢asu

Ucebnicovymi piiklady [43,44] ¢erné diry jsou prostorocasy popsané Schwarzschil-
dovou a Reissnerovou-Nordstromovou metrikou. Jedna se o sféricky symetrické
metriky Tesici Einsteinovy gravitacni rovnice ve vakuu respektive v pfitomnosti
sféricky symetrického elektromagnetického pole. VysSe nastinénou definici cerné
diry nejlépe dokumentuji konformni diagramy radidlniho sméru téchto prostoro-
¢ast znazornéné na obr. 1.8. Poznamenejme, Ze je zde zobrazeno tzv. analytické
roz$ifeni téchto metrik na maximélni mozny prostorocas, které nepopisuje ast-
rofyzikalné realistickou situaci vzniku éerné diry — o kolapsu vedoucimu k ¢erné
dife se zminime pozdéji.



Urychlené c¢erné diry a struktura zareni . .. 27

Maximalni rozsifeni Schwarzschildovy metriky popisuje prostorocas, ktery mé
asymptoticky ploché nekone¢no podobné nekoneénu Minkowského prostoroc¢asu'?
(nekoneéno Zp ohranic¢ujici oblast I, v obr. 1.8b; pro srovnani je na obr. 1.8a
znazornén diagram prazdného Minkowského prostoroc¢asu). Uvniti tohoto pro-
storocasu je vSak oblast III; — ¢erna dira, ze které se jiz do nekonecna Zp neda
dostat. A to pfresto, Ze z oblasti IIp se do této oblasti dostat da. Analogicky je
zde oblast III_ — bila dira, do které se z nekonecna Z, neda dostat, prestoze
z bilé diry je mozno do Zp doletét. Pozoruhodné je, ze metriku lze analyticky
prodlouzit i do jiné asymptoticky ploché oblasti II;. Pripomenme, ze diagramy
na obr. 1.8 zobrazuji radidlni smér. Prava polovina diagramu 1.8b (oblast II;)
zobrazuje historii polopiimky od diry do nekoneéna v jedné asymptoticky plo-
ché oblasti. Leva polovina (oblast IT;) reprezentuje historii radialni polop¥imky v
zcela jiné asymptotické oblasti. Obé asymptotické oblasti II;, a IIp jsou spojeny
skrze cernou a bilou diru tzv. Einsteinovym-Rosenovym mostem. Toto spojeni
je vsak akauzdlni v tom smyslu, Ze zadny pozorovatel ¢i fyzikalni signdl nemize
proletét z jedné asymptotické oblasti do druhé.

Cerna a bila dira jsou od oblasti II; a II, oddélené horizontem uddlosti —
nulovou nadplochou tvofenou paprsky, které jako posledni (chdpéno z oblasti vné
diry) mohou odletét do nekonec¢na (respektive — v pripadé bilé diry — jako prvni
mohou z nekoneéna priletét).

Prostorocas nabité sféricky symetrické ¢erné a bilé diry popsany Reissnerovou-
Nordstrémovou metrikou se od Schwarzschildova prostorocasu z kauzalniho hle-
diska, vné dér prilis nelisi. Zasadné se vSak odliSuje uvnitt¥ dér. Co mizZeme
pod horizontem obou typu dér nalézt se zminime v néasledujicim oddile. Nyni
pouze konstatujme, Ze u nabité ¢erné diry je mozné touto dirou proletét do dal-
§ich asymptotickych oblasti, které maji vSechny obdobnou strukturu. Maximélné
roz$irena Reissnerova-Nordstromova metrika tak popisuje prostorocas s neko-
neéné mnoha asymptoticky plochymi oblastmi, které jsou vzdy v paru spojeny
Einsteinovym-Rosenovym mostem a tyto pary jsou propojeny mezi sebou skrze
vnitiek ¢ernych/bilych dér. Pro vice detailti viz napf. [44]

Kauzélni struktura libovolné asymptoticky ploché vnéjsi oblasti (u Schwarz-
schildovy diry bud II;, nebo IIp, u nabité diry kterékoli z nekoneéné mnoha vnéj-
sich oblasti IT) je vSak stejnéd. Na jedné strané je oblast omezena horizontem oddé-
lujici ji od ¢erné a bilé diry, na druhé strané konformnim nekonec¢nem. Nas bude
zajimat hlavné tato vnéjsi oblast, jelikoz praveé jeji struktura se lisi od struktury
obdobnych oblasti kolem urychlenych ¢ernych dér, pripadné dér v prostorocasech
s nenulovou kosmologickou konstantou.

Vybereme-li jednu takovou oblast, mtzeme nakreslit jeji tiidimenzionalni kon-
formni diagram. Jelikoz se jedna o sféricky symetrické prostorocasy, takovy dia-
gram se dostane rotaci ¢asti (napt. oblasti IIp) dvoudimenziondlniho diagramu.
Vysledny diagram lze nalézt na obr. 1.9, jeho interaktivni verzi pak v digitalni
priloze. Zde se nachazi také a animace ‘otevirajici’ a ‘zavirajici’ nekonec¢no a

animace ukazujici vnoreni dvoudimenzionlnich diagram.'!

10Poznamenejme, ze asymptotickd plochost se tyké konformniho nekone¢na Z. Struktura pro-
storového nekone¢na iy se u Schwarzschildova FeSeni (a stejné tak pro obecny asymptoticky
plochy prostorocas) od struktury prostorového nekoneéna Minkowského prostoru lisi.

1Ppodrobnéji ‘ovladani’ diagrami v digitalni pifloze popiSeme v piisti podkapitole, v oddile
popisujicim zobrazeni C-metriky s A = 0.
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Obrazek 1.9: Vné&jsi oblast statické ¢erné diry. Diagram zobrazuje tfidimenzionlni
radialni Fez vnéjsi oblasti prostorocasu okolo statické ¢erné diry. Zluta plocha odpovida
tmaveé zvyraznéné oblasti II z obr. 1.8. Kénicky povrch reprezentuje konformni nekonec¢no
7T, tmava plocha vnéjsi horizont cerné diry H,.

Co je uvniti ¢ernych dér?

Nez se dostaneme k hlavnimu tématu této kapitoly — zkouméani okoli urychlenych
¢ernych dér — zminime se jesté o tom, jak vypadaji ¢erné diry uvnit¥. Pro Schwarz-
schildovu a Reissnerovu-Nordstrémovu metriku je charakter vnittku ¢ernych dér
dobfe znadm a popsan jak v odborné [43,44], tak popularni literatufe (napf. [45]).
A ac je geometrie vnitiku urychlenych dér odlisnd, jeji kauzalni aspekty zista-
nou stejné. Proto nyni kratce pfipomeneme kauzélni strukturu vnitiku statickych
¢ernych dér a v pripadé urychlenych dér se k ni jiz nebudeme vracet.

Pozorovatel, ktery se odhodla vletét se svou kosmickou lodi dovniti do (do-
stateéné velké) ¢erné diry pri priletu horizontem nebude citit nic vyjime¢ného —
tem horizontem zna¢né deformovéan gravitaénim polem diry (zakfivenim prosto-
rocasu na Skale velikosti horizontu diry). Jesté nad horizontem by mohl pozoro-
vat vétsi ¢ast povrchu diry, nez by ocekaval na zakladé zkusenosti z euklidovské
geometrie; déje v blizkosti horizontu by mu pripadaly zpomalené a barevné po-
sunuté do cervena; vidél by nékolikandsobné obrazy hvézd na druhé strané diry,
atd. (ilustraci téchto jevi je moZno nalézt napt. v prezentaci [46]). Pokud by se
v8ak uzavriel do laboratore uvnitt rakety, prulet horizontem by nedokazal lokalné
detegovat — horizont jsme definovali jako hranici minulosti komponenty budou-
ciho nekoneéna, a jeho podoba tak zavisi na celém dal$im vyvoji prostorocasu.
Presto by priilet horizontem mél pro dalsi zivot pozorovatele zasadni vliv — zpoza
horizontu se jiz nebude moci vratit zpét do asymptotické oblasti, ze které vystar-
toval.

V ptipadé nenabité ¢erné diry pozorovateli za horizontem zbyva navic jiz jen
kone¢né mnozstvi casu, nez se priblizi k singularité, kterd se uvnit¥ cerné diry
skryva. Jednd se o kiivostni singularitu — oblast, kde kiivost prostorocasu roste
nade v8echny meze (alespon podle klasické obecné teorie relativity). To znamena,
7e pii priblizovani se k singularité by pozorovatel zacal pocitovat silnéjsi a silnéjsi
slapové sily — nehomogenitu gravitacniho ptisobeni, ktera by zptisobovala, Ze by
se v radidlnim sméru natahoval a v ostatnich smérech smrstoval. P¥i dostatec-
ném priblizeni k singularité by toto ptsobeni bylo jiz tak silné, ze by rozervalo
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a rozmackalo libovolné pevny materidl. PAdu do singularity uvnitf Schwarzschil-
dovy c¢erné diry se pritom neda vyhnout. V diagramu 1.8b vidime, Ze singularita
(vyznacenéd zubatou ¢arou na hornim okraji) lezi ‘v budoucnosti’ pozorovatele,
ktery vstoupil za horizont. Svétoc¢ara libovolného pozorovatele ¢i fyzikalniho sig-
nalu musi sméfovat do singularity. Singularita tak znamend pro vSe uvnitt cerné
diry jakysi ‘konec ¢asu’ — singularita mé prostorupodobny charakter.

V pripadé nabité cerné diry jsou vyhlidky pozorovatele, ktery se do ni vyda,
mnohem zajimavéjsi (alespoii v piipadé Reissnerovy-Nordstromovy ¢erné diry, viz
ale poznamku o realistickych ¢ernych dirach v nasledujicim oddile). Jeji konformni
diagram je na obr. 1.8c. Vidime, Ze singularita ma zde ¢asupodobny charakter a
1ze se ji vyhnout. Pozorovatel ktery se vyda na cestu skrze ¢ernou diru po priletu
horizontem udalosti H, (zde téZ nazyvanym vnéj$im horizontem) jiz nemize své
rozhodnuti zvratit a vratit se zpét nad horizont. Mize vSak zevnitf diry pozoro-
vat cely dalsi vyvoj okolniho svéta. Za konec¢ny casovy tsek, kdy proléta oblasti
ITI, , uvidi celou budouci historii asymptotické oblasti, ze které se do diry dostal
(a stejné tak i historii druhé asymptotické oblasti za Einsteinovym-Rosenovym
mostem). Pozorovatel v ¢erné dife ‘prezije’ celou existenci vnéjsiho vesmiru (ktera
je ale pro vnéjsiho pozorovatele nekoneénd) a poté, co obé vnéjsi oblasti jiz pie-
stanou existovat (tyto oblasti ‘kon¢i’ konformnim nekoneénem Z;, a Zp) ‘odtrhne’
se od nich v jakési ¢asuprostorové bubliné. V misté ‘odtrhnuti’ zbydou v bubliné
dvé krivostni singularity, v jejichz blizkosti opét piisobi velké slapové sily. Ten-
tokrat se vSak lze témto singularitdm vyhnout. Naopak, tyto singularity mtize
pozorovatel zkoumat. Uvidét je muze po priletu tzv. vnitinim horizontem H;.
Pti jeho priiletu za kratky okamzik zahlédne i nekonecné dlouhé obdobi prostoro-
casu vné Cerné diry. Za vnitfnim horizontem, v oblasti IV je pozorovatel uzavien
v bubliné o prostorové topologii R x S?, kde na ‘koncich’ radidlniho ‘sméru R’
lezi pravé zminéné singularity. Ty vSak maji povahu objektu, ke kterému se sice
neni radno priblizovat, neni vSak ani nevyhnutelné nutné se k nému priblizovat.
Singularity tentokrat netvori ‘konec Casu’, ale pouze uzaviraji ‘ze stran’ bublinu,
v které se pozorovatel nachézi. Poté, co se pozorovatel ‘nabazil’ pohledu na singu-
larity, dospéje k dalsimu vnitinimu horizontu. Po jeho prichodu do oblasti ITI_
se jiz nemuze k singularitAm priblizit — ty se totiz diiv nez k nim staci doletét
napoji na nové asymptoticky ploché oblasti typu II, do kterych se muze dostat
skrze vnéjsi horizont H,. Tentokrat se vSak v nové asymptotické oblasti vynori
z bilé diry, do které se zaddny z vnéjsich pozorovateli této oblasti nikdy nemiize
dostat.

Timto kratkym shrnutim znamych faktd uzavieme diskuzi statickych cernych
dér. Zminime se vsak jesté kratce o tom, jak jsou tyto modely realistické z astro-
fyzikalniho hlediska.

Existuji ¢erné diry?

Kratkd odpovéd je: ,Ano, existuji”. Presnéji feceno, mame prikazné evidence,
7e existuji ve vesmiru objekty, které jinak nez jako ¢erné diry neumime vysvétlit.

V prvni fadé poznamenejme, Ze realistické cerné diry nebudou popsiny ma-
ximalné rozsifenym prostorocasem, kterym jsme se zabyvali vySe. Tyto modely
by spise odpovidaly tzv. primordidlnim Cernym dirdm (Gernym dirdm vzniklym
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na poc¢atku vesmiru), jejich mnozstvi a viibec existence je vSak podle souc¢asnych
znalosti a pozorovani jen tézko odhadnutelné. Realistické ¢erné diry vznikaji ko-
lapsem hmotnych téles a prostorocasy popisované vyse zadnou hmotu neobsahuji.
Tyto prostorocasy vSak dobie popisuji okoli vzniklé ¢erné diry. Ukazuje se totiz,
ze zévérecné stadium gravita¢niho kolapsu libovolného dostateéné hmotného té-
lese vede k cerné dife v podstaté vzdy stejného typu — ¢erné diry se od sebe
mohou odliSovat pouze svoji velikosti (kterd je ddna hmotnosti), ndbojem a ro-
taci. Pritom se neocekava, ze by v astrofyzikalnich situacich vznikaly podstatné
nabité ¢erné diry. Naopak vétsina dér bude mit uréitou rotaci, kterou jsme v
diskuzi vys$e pominuli.

Model realisticky kolabujici hvézdy se tak v pozdnich fazich bude vné hvézdy
¢i vzniklé diry shodovat s prostorocasem popsanym vyse, toto vnéjsi reseni vSak
musi byt napojeno na vnitini feSeni v kterém hraje roli i kolabujici hmota. Ty-
picky toto vnitini feSeni odfizne Einsteintiv-Rosentiv most a prostorocas tak ne-
bude obsahovat druhou asymptotickou oblast. Dale se ocekavé, ze i kdyby kola-
bujici objekt mél nenulovy naboj, nevznikla by prostoro¢asova bublina vedouci
do dalsich asymptotickych oblasti. Jejimu vzniku by totiz zabranila hmota, ktera
by se nakupila podél vnitiniho ¢ernodérového horizontu a prostorocas by zde
‘odrizla’ v jisté formé singularity. K nakupeni hmoty podél vnitiniho horizontu
dojde z jednoduchého diivodu — jak jsme se zminili, v jeho blizkosti by pozorovatel
v koneéném ¢ase piehlédl nekoneénou historii vnéjsiho vesmiru. Cili i zanedba-
telny tok zareni z vnéjsiho vesmiru se podél horizontu zkoncentruje v divergujici
Sokovou vlnu.

V soucasnosti se v nasem vesmiru pozoruji dva typy ¢ernych dér — ¢erné diry
vzniklé kolapsem jednotlivych hvézd a superhmotné ¢erné diry v centrech galaxii.
Stelarni ¢erné diry maji hmotnosti zhruba od 1,5 do 14 hmot naseho Slunce, pti-
¢emz Cernd dira vznikne z hvézdy, pokud je tato hvézda ve svém konecéném stadiu
cca t¥ikrat hmotnéjsi nez Slunce. Nejdéle znamou [47,48] stelarni ¢ernou dirou je
Cygnus X-1. Jednd se o binarni systém jehoz jedna slozka je ¢ernd dira hmotnosti
cca 10 Slunci. Superhmotné ¢erné diry maji hmotnosti miliéont az miliard hmot
Slunce a nejblizsi takovouto ¢ernou diru (a observaéné nejlépe prokazanou) mame
v centru nasi galaxie [49].

A jak muzeme ¢ernou diru pozorovat, kdyZ ji nemiZe nic uniknout? Velmi
struéné recéeno, mizeme pozorovat jeji okoli a z jeho chovani usoudit na pfi-
tomnost velmi hmotného a velmi kompaktniho objektu, ktery neumime vysvétlit
jinak nez jako ¢ernou diru.

Timto uzavieme struény piehled obecnych aspektt ¢ernych dér a ve zbytku
kapitoly se budeme vénovat urychlenym ¢ernym diram popsanym tzv. C-metrikou.

1.4 C-metrika: urychlené ¢erné diry

C-metrika

Vedle statickych cernych dér je znamo také feseni Einsteinovych gravitac¢nich rov-
nic popisujici rovnomérné urychlené éerné diry, tzv. C'-metrika. Toto FeSeni bylo
pro A = 0 nalezeno jiz v roce 1917 Levi-Civitou [21] a Weylem [22]. Pojmeno-
vano bylo Ehlersem a Kundtem [50]. Fyzikilni vyznam tohoto feSeni jako pro-
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storocasu s urychlenymi ¢ernymi dirami je ale podrobné analyzovan az v pracich
Kinnersleyho a Walkera [23], Ashtekara a Draye [24] a Bonnora [25]. V nésle-
dujicich letech byly zkoumany mnohé vlastnosti tohoto prostorocasu a metrika
byla zobecnéna pro pripad rotujicich ¢ernych dér a nenulové kosmologické kon-
stanty. Pfehled vysledk lze nalézt napf. v pracich [51-54]; pro nedavné prace viz
napf. [55-57].

C-metrika patii do Siroké tridy tzv. boost-rotacné symetrickyjch reseni, repre-
zentujici asymptoticky ploché prostorocasy rovnomérné urychlenych zdroji, ktera
byla podrobné studovana Bi¢dkem a Schmidtem v [51]. Doposud v8ak neni zndma
analogie této tfidy reseni pro pfipad nenulové kosmologické konstanty. Specidlni
pripad C-metriky s A # 0 v8ak znam je. Nabizi se tedy moZnost, Ze by pravé toto
FeSeni mohlo byt klicem k nalezeni obecné tiidy asymptoticky (anti-)de sitteorov-
skych prostorocasti rovnomérné urychlenych zdroji. Toto byla jedna z motivaci
pro¢ jsme v pracich [3,5,12] zkoumali vlastnosti pravé C-metriky s A # 0.

Toto feseni bylo nalezeno v pracich [26-28] jiz v 70-tych letech. Az doneddvna
vSak nebyla provedena dikladna analyza jeho globélnich vlastnosti. Pro piipad
A > 0 byla tato analyza provedena az v pracich [3,58,59] a pro pfipad A <0
v [5,12, 60, 61]. Ruzné degenerované a specialni pripady byly diskutovany téz
v [62-65].

C-metrika s A = 0 a cela tfida boost-rotaéné symetrickych reseni je zajimavéa
zejména proto, ze se jednd o jedind explicitné znadma feSeni reprezentujici zariva
gravitacni pole netrivialné se pohybujicich kompaktnich zdroji. Tyto prostoro-
Casy hraly proto zdsadni roli pfi zkoumani zarivych vlastnosti gravita¢niho pole.
Je pro né znama napt. explicitni forma informaé¢ni funkce gravita¢niho pole ¢i
Bondiho hmota [66—68]. Prehled vysledku tykajicich se jejich zafivych vlastnosti
je mozné nalézt napt. v [54,69-71]. Povaha zafeni pro A # 0 neni naproti tomu
dobfe uchopena dodnes a C-metrika s A # 0 je jeden z mala prostorocast, kde
muzeme zafiva pole v asymptoticky netrividlnich prostorocasech explicitné zkou-
mat.

Ttida boost-rotaéné symetrickych reseni je téz popularni v numerické relati-
vité, kde slouzi jako testovaci priklad pro funkénost kédu numericky simulujicich
vyvoj feSeni Einsteinovych rovnic; viz napf. [72]. Velké vyuziti nalezla C-metrika
také v kvantové teorii kde se pouziva k analyze tvorby para ¢ernych dér [73-76].

Motivovani divody uvedenymi vyse jsme se v pracich [3,5,12] zabyvali stu-
diem globalnich vlastnosti prostorocasii popsanych C-metrikou s A # 0 a diskuzi
charakteru zde pritomného zafivého gravitacniho a elektromagnetického pole.
Vysledky tykajici se globdlni struktury nyni kratce shrneme, diskusi vlastnosti
zareni ponechame do pristi kapitoly.

A¢ se predkladané puvodni prace zabyvaji pripadem A # 0, pro iplnost a pro
srovnani zminime i pripad A = 0. Poznatky tykajici této situace nejsou ptivodni,
nicméné nize prezentované tiidimenzionalni diagramy zobrazujici urychlené cerné
diry v asymptoticky plochém prostoru jsou nové. Stejné tak vsechny interaktivni
diagramy a animace v digitalni pfiloze jsou ptvodni a prvné publikované v této
praci.
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Urychlené ¢erné diry v Minkowského prostorocase

Reseni Einsteinovych-Maxwellovych rovnic nazyvané C-metrika ma tvar [23]:

1 1
g=w? (—deQ topdv 4 de gdt,02> : (1.13)

F =edvAdrT, (1.14)
kde metrické funkce F a G jsou polynomy ¢tvrtého stupné v v a &
—F=1—-02+42mAv® —2A%0*,
G=1-¢624+2mAg> —2A%¢4, (1.15)
w=Aw-=¢).

(Odlisné, i kdyz ekvivalentni tvary lze nalézt napi. v [26,55,57].) Za jistych do-
date¢nych predpokladi a pri vhodném vybéru definiéniho oboru souradnic tato
metrika reprezentuje dvé urychlené nabité cerné diry pohybujici se v asympto-
ticky plochém prostoroc¢ase. Parametry m, e, A charakterizuji hmotnost, naboj a
zrychleni ¢ernych dér. Vedle toho jesté mame parametr C charakterizujici ké-
nicitu osy symetrie, vstupujici do definice prostorocasu skrze defini¢ni interval
soufadnice ¢: ¢ € (—Cw,Cw). Aby metrika popisovala nabité ¢erné diry, musi
mit funkce F a G Cétyfi kofeny'? (pro nenabity pifpad e = 0 kofeny tii) a musi
byt splnéno m, A,C > 0 a m? > e2. Souradnice 7 probih4 celé R, souradnice &
musi lezet v intervalu kolem nuly, na kterém je G kladné, a souradnice v musi
byt z intervalu v € (—¢, 00).

Souradnice T, v, &, ¢ nepokryvaji cely prostorocas hladce. Jak bude vidét nize,
je potieba pouzit nékolik kopii téchto souradnic k pokryti celého prostorocasu.
Defini¢ni interval soufadnice v je potieba rozdélit na ¢tyii ¢asti (t¥1 v nenabitém
piipadé) koteny'? v; > v, > v, funkce F. V prostoro¢asu témto kofentim odpovi-
daji tzv. horizonty. Mezi horizonty a mimo osu symetrie jsou souradnice 7, v, &, ¢
hladké.

Vyznam soutradnic je nasledujici: 7 hraje roli casové souradnice kolem cernych
dér, ma vsak povahu rindlerovského ¢asu — vlastniho ¢asu rovnomérné urychle-
nych pozorovateli v Minkowského prostorocasu: na horizontech méni svoji po-
vahu a stava se prostorovou soufadnici. ¢ je ihlova soutfadnice kolem osy syme-
trie. Obé tyto soufadnice odpovidaji symetriim prostorocasu — geometrie se pii
posunu v jejich sméru neméni. Prostorocas ma tak dva Killingovy vektory 8., a
0.

Soutadnice v a & vné ¢ernych dér (oblast v € (v,, v,)) maji povahu bipolarnich
soutadnic. v je ‘radidlni’ souradnice bézici od jedné diry k druhé a ¢ je tthlova
soufadnice méfici zhruba ‘kosinus thlu’ od osy symetrie méreno z pohledu jedné
¢i druhé ¢erné diry, viz obr. 1.10. Hranice defini¢niho intervalu (&, &) souradnice
¢ odpovidaji ose symetrie: £ = &, je osa spojujici obé ¢erné diry a & = & jsou
¢asti osy vedouci z dér do nekoneéna.

K tomu, abychom ziskali lepsi predstavu o struktuie prostorocasu a jejich
kauzalnich aspektech, je potieba zavést globalni souradnice. Standardnim zptso-
bem (viz [23,34] nebo analogicky postup v dodatku v [3]) 1ze nahradit souradnice

12poznamenejme, 7e —F a G jsou stejné polynomy pouze odlisné proménné.
13Ctvrty (zaporny) kofen je na hranici defini¢nfho oboru v.
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Obrazek 1.10: Prostorovy fez prostoroéasem dvou urychlenych ¢ernych dér.
Diagram znazornuje soufadnice v, £ v prostorovém fezu 7, ¢ = konst. skrze vnéjsi ob-
lasti ¢ernych dér prostoro¢asu C-metriky s A = 0. Soufadnice maji bipolarni charakter —
souradnicové plochy v = konst. se nabaluji kolem dvou ‘center’ tvorenych vnéjsimi hori-
zonty ¢ernych dér H, (v = v,), Gary méniciho se v bézi od jedné diry k druhé. Diagram
zahrnuje dvé souradnicové mapy, které jsou od sebe oddéleny akcelera¢nim horizontem
Ha (v = v,). Souradnice £ parametrizuje ‘Ghel’ odklonu od osy z hlediska jedné ¢i druhé
¢erné diry. Dvojita hrani¢ni ¢ara odpovida prostorovému nekonecnu .

7, v nulovymi soufadnicemi u, v, které pokryvaji prostorocas i pies horizonty. Ty-
picky konformni diagram ‘radidlniho’ fezu &, ¢ = konst. je na obr. 1.11a. Soutrad-
nice u, v v ném bézi v diagonalnich smérech a jejich souradnicové ¢ary odpovidaji
trajektoriim svételnych paprski — urcuji tedy kauzélni strukturu prostorocasu.

Diagram se rozpada do bloki oznacenych I, IT, ITI, IV, které jsou oddéleny
horizonty Hi, Ho, Ha (v = vi, Vo, V). Vnitfek ¢ernych/bilych dér ma podobnou
strukturu jakou jsme diskutovali v podkapitole 1.3, na obrazku odpovida oblastem
ITT (a v nabitém piipadé téz IV). Singularita je opét vyznacena zubatou ¢arou a
horizonty H, a H; odpovidaji vnéjsimu a vnitinimu horizontu ¢éernych dér.

Vnéjsi oblasti I a IT jsou méné intuitivni — ocekavali bychom, ze vné dér
bude mit prostorocas strukturu asymptoticky plochého prostorocasu s diagramem
podobnym obr. 1.3 ¢ 1.8. Na obr. 1.11a vSak ma konformni nekonec¢no (vyznacené
dvojitou ¢arou) zdanlivé prosturopodobny charakter. P¥i¢ina neintuitivni podoby
diagramu spoc¢iva v tom, Ze Tez £, ¢ = konst. nebézi od ¢erné diry do nekonecna
(mysleno v prostorovém sméru, tj. v nadplose 7 = konst.), ale je napnut mezi
dirami, viz obr. 1.10.

Jedina hodnota &, pro kterou tento fez bézi z diry pfimo do nekoneéna, je
vnéjsi ¢ast osy symetrie £ = &. Vskutku, konformni diagram odpovidajici tomuto
fezu ma jiny charakter, jak je vidét z obr. 1.11b. Vidime, Ze se rozpadl na dvé ¢asti
odpovidajici vnéj$im osdm jdoucim z jedné a z druhé diry. Kazda z téchto ¢asti jiz
je analogickd diagramtm 1.8 pro statickou ¢ernou diru. Zobrazuje vnéjsi oblast
IT, vnitfek diry III, resp. IV (pro nabité diry), a skrze kazdou z dér Einsteintiv-
Rosentiv most do dalsi asymptoticky ploché oblasti typu II.
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Obrazek 1.11: Konformni diagramy prostorodasu C-metriky s A = 0. Diagramy
nalevo reprezentuji prostorocas nenabité C'-metriky, diagramy napravo prostoroc¢as nabité
C-metriky. Diagramy zndzoriuji fez &, ¢ = konst. (a) pro obecnou hodnotu &, (b) pro
& = & odpovidajici ose jdouci od diry do nekoneéna a (c) hodnoté £ = &, odpovidajici ose
mezi dirami. Oblasti I, IT lezi vné dér, oblasti III a IV uvniti a maji strukturu obdobnou
strukture statickych dér, viz obr. 1.8. Konformni nekonecno je vyznaceno dvojitou ¢arou,
singularity zubatou ¢arou a horizonty diagonalnimi liniemi mezi jednotlivymi oblastmi.
Rizny charakter diagrami (a)—(c) souvisi se zptisobem, jak jsou fezy & = konst. vnoteny
do prostorocasu — viz diskuzi v textu a obr. 1.12.
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Obrazek 1.12: Urychlené &erné diry v asymptoticky plochém prostoroéase.
Tento diagram ‘slepuje’ dvoudimenzionalni diagramy z obr. 1.11. Zobrazena je pouze
jedna vnéjsi ¢ast Cernych dér (v obr. 1.11 vyznacena tmavé). Obalova plocha reprezentuje
konformni nekone¢no, tmavé kénické plochy vnéjsi horizont ¢ernych dér. Zluté plocha
odpovida typickému fezu £ = konst., tj. diagramu 1.11a. Specidlni fezy 1.11b a 1.11c
odpovidaji vertikalni roviné skrze diry.

Druhy specialni pripad je osa mezi dirami ¢ = £,. Konformni diagram je na
obr. 1.11c. Zde vidime, zZe obé diry jsou oddéleny oblastmi II a I. Oblasti IT odpo-
vidaji bezprostrednimu okoli ¢ernych dér. V téchto oblastech hraje souradnice 7
roli ¢asu pozorovatell, kteri zistavaji v konstantni vzdalenosti od dér. Obé diry
jsou vsak od sebe kauzalné oddéleny akceleracnim horizontem H, — nulovou plo-
chou oddélujici oblasti IT od oblasti I. Zadny pozorovatel z jedné oblasti II nemtize
kauzalnim zptsobem preletét pres tento horizont do druhé oblasti II. Oblasti I
pak zahrnuji prostorocas od akcelera¢niho horizontu do konformniho nekonec¢na
a vidime, Ze na ose spojujici obé diry ma nekonec¢no Z odividné nulovy charakter
— tyto ¢asti konformniho diagramu se vskutku podobaji diagramu Minkowského
prostorocasu 1.3.

Zbyva vysvétlit konformni diagram 1.11a pro obecnou hodnotu &. Nejnazor-
néji to lze provést nakreslenim tridimenzionalniho diagramu potlac¢ujiciho pouze
soufadnici ¢. V obr. 1.12 je znazornéno, jakym zptsobem je dvoudimenziondlni
diagram ¢ = konst. vnofen do diagramu tfidimenzionalntho. Tento diagram zob-
razuje pouze vnéjsSek Cernych dér, konkrétné oblasti I a IT zvyraznéné v diagra-
mech 1.11. Dvé tmavé plochy v tfidimenziondlnim diagramu znazornuji vnéjsi
horizonty ¢ernych/bilych dér. Vnéjsi hranice celého diagramu odpovida konform-
nimu nekoneénu. Zluté plocha pak odpovida fezu ¢ = konst., tj. Fezu dvoudimen-
zionalniho diagramu z obr. 1.11a. Vidime, ze zdanlivé prostorupodobny charakter
konformniho nekone¢na v diagramu 1.11a mé puvod v tom, Ze se jedna o prusecik
konformniho nekoneéna nulové povahy s ¢asupodobnym rfezem £ = konst..

Nakonec jesté proberme, pro¢ mluvime o rovnomérné urychlenyjch cernych
dirédch. Pro bodovou testovaci ¢astici pohybujici se v prostorocase je jednoduché
definovat jeji ¢tyfzrychleni — v podstaté je dano druhou derivaci trajektorie z
hlediska lokalné inercidlnich pozorovatelid. Pro gravitujici objekt jako je cerna
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dira to jiz tak jednoduché neni. Gravita¢ni ptisobeni totiz zakiivuje prostorocas
a urcuje, co to jsou lokalné inercidlni pozorovatelé. Pohybujici ¢erné diry strhavaji
lokalni inercidlni systémy s sebou a neda se tedy ocekévat, ze bychom viéi témto
systémi namérili cernym diram zrychleni.

O zrychleni presto mluvime z nékolika divodi. Boostova struktura Killin-
gova vektoru 8, je typickd pro analogicky Killingtiv vektor spojeny s rovno-
mérné urychlenymi pozorovateli v Minkowském prostorocase. Limita C-metriky
pro zanedbatelné hmotnosti éernych dér zméni cerné diry pravé na takové rovno-
mérné urychlené pozorovatele. Nadto geometrie horizontu dér neni u C-metriky
Cisté sférickd, horizont je zdeformovan ve sméru pohybu (podél osy ¢ symetrie).
A v neposledni fadé, prostoro¢as C-metriky neni ¢isté (elektro-)vakuovy — obsa-
huje objekty, lokalizované na ose symetrie, které jsou pri¢inou pohybu ¢ernych
dér. Geometrie C-metriky neni totiz regularni na ose, obsahuje zde tzv. kdnickou
singularitu (podobnou singularité povrchu kuzele v jeho vrcholu). Takova singu-
larita standardné popisuje linedrni hmotny objekt zvany kosmickd struna [77].
Tato struna obecné vede podél celé osy, tj. z nekone¢na do obou ¢ernych dér a
je téz stladend mezi nimi. Volbou parametru kénicity C' lze ménit napéti jednot-
livych ¢asti této struny, ale vzdy tak, ze thrnny Gcinek struny na diry odpovida
sile tladici diry od sebe do nekone¢na. Vhodnou volbou C' 1ze eliminovat strunu
mezi dirami (diry jsou pak taZeny strunami z nekone¢na) nebo vné dér (diry jsou
pak tlaceny stlac¢enou strunou mezi nimi). Nelze v8ak zaroven eliminovat strunu
na celé ose. (Existuji ale zobecnéni C-metriky, v nichZ je struna nahrazena jinym
‘urychlujicim faktorem’ — napf¥. dodate¢nym ‘homogennim’ elektrickym nebo gra-
vita¢nim polem [78-80].)

Prezentace v digitalni priloze

Kauzalni struktura prostorocasu je zachycena také na obrazcich a animacich v
digitalni priloze. V tomto oddile kratce popiSeme pristup k témto materidlim.
Obdobné ‘navigace’ plati i pro materidly tykajici se prazdného Minkowského
prostorocasu a ¢ernych dér v anti-de Sitterové vesmiru.

Z 1uvodni stranky tykajici se C-metriky s A =0 zaénéme volbou [Eerné
diry s horizontem kénického tvarul. Zobrazi se nAm pohled na prostorocas
‘zvendi’ (z pohledu pomocné konformni variety M). Vidime konformni nekoneéno
(tmavé modre), které je poruseno dvéma pary ‘otvort’, které budou odpovidat
¢erny dirdm. Nekoneéno méa nulovy charakter.

Volbou [otevFi nekone&no] se lze podivat pod konformni nekoneéno Z. Zob-
razi se ndm vnitiek prostorocasu s vyobrazenym akcelera¢nim horizontem (svétle
modry). Vidime, Ze ten zcela ‘zabaluje’ oblast kolem ¢ernych dér a oddéluje ji,
s vyjimkou ¢tytech linii, od konformniho nekonec¢na. Specidlni linie, kde se ak-
celera¢ni horizont dotyka konformniho nekonec¢na, odpovidaji sméru os symetrie
bézicich od dér do nekonec¢na. Obréazek si 1ze prohlédnout z rtznych stran po
kliknuti na [interaktivni pohled]. Tlacitko [zavfi nekone&no] nas naopak
vrati k predchozimu zobrazeni.

Nejdiive se vsak podivame pod akcelera¢ni horizont kliknutim na [otevFi
horizont]. Poté koneéné uvidime vnéjsi horizonty dvou ¢ernych/bilych dér, kazdy
tvoreny parem kénickych ploch. Vyznaceny jsou taky priseciky osy symetrie s ho-
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rizonty a s nekonec¢nem. Tlac¢itkem [interaktivni pohled] si opét mizeme diry
prohlédnout z riznych stran, tlac¢itkem [zav¥i horizont] se vratime k predcho-
zimu zobrazeni.

Kliknutim na tlacitko [spust ¢ = konst.] spustime animaci vnotfeni dvou-
dimenzionalnich diagramt ¢ = konst. s ménicim se £. Napravo se nam zobrazi
dvoudimenzionalni diagram pro konkrétni £, nalevo jeho vnofeni. Animaci zasta-
vime bud tlac¢itkem [zastav] nebo vybérem fezu [0] ¢ [n]. V druhém piipadé
si vnoreni diagrami ¢ = konst. mizeme prohlédnout krok po kroku. Mezi jed-
notlivymi hodnotami ¢ se pohybujeme pomoci Sipek. Zpét k zobrazeni pouze
horizontd dér se dostaneme pomoci tlac¢itka [vn&jsi horizonty].

Pokud se prepneme do mdédu interaktivniho pohledu, mizeme obrazkem ota-
¢et pomoci mysi, pripadné ho priblizovat a vzdalovat. Zpét se dostaneme pomoci
volby [staticky pohled].

Vsechny diagramy si lze téz prohlédnout v alternativni podobé po prepnuti
pomoci [zm&a&kni horizonty]. Tento alternativni pohled zdeformuje vnéjsi ho-
rizont ¢ernych dér do ‘kapkovitého’ tvaru. Toto zobrazeni je vyhodnéjsi pii zkou-
mani limity zanedbatelnych hmotnosti cernych dér. V této limité se prostorocas
C-metriky redukuje na plochy Minkowského prostoroc¢as a z ¢ernych dér zby-
dou pouze svétocary bodovych ¢astic. Evidentné, zobrazeni pomoci kapkovitych
horizonti prechazi pti smrsknuti horizontt v pfimku na analogicky diagram Min-
kowského prostorocasu (viz ¢ast prezentace tykajici se prazdného Minkowského
prostorocasu). Zpét k zobrazeni pomoci kénickych horizontt se dostaneme klik-
nutim na [roztdhni horizonty].

Urychlené cerné diry v de Sitterové prostorocase

C-metrika Tesici Einsteinovy-Maxwellovy rovnice s kladnou kosmologickou kon-
stantou mé stejny tvar (1.13) (a tenzor elektromagnetického pole je opét déan
rovnici (1.14)), lisi se vSak metrické funkce F, G a w:

2 2
—.7:=1—02+cha07mv3—ch2a02—2v4,

2 2 .
G=1-¢ +sha, = & —sh’ay 7 ¢, (1.16)

w=/¢1 (—v cosh a, + §sinha0) ,

srovnej s (1.15). Podrobnd diskuse tohoto feSeni je obsazena v pfilozené praci [3]
zejména, v kapitoldch II, IIT a v dodatcich A—C. Nize shrneme pouze nejobecnéjs
fakta.

Parametry m, e a C' opét charakterizuji hmotnost, ndboj a kénicitu. Zrychleni

A je tentokrat parametrizovano konstantou ay:

)
i

A =/¢"tsinha, . (1.17)

Kosmologicka konstanta je skryta v délkové skale £:

L= \/§ (1.18)



38 Pavel Krtous

A A
IV Hi IV IV H{ TV

7
I I I
n H, 0 H{ T H I
11 . I
7

Obrazek 1.13: Konformni diagramy prostoroéasu urychlenych éernych dér s
A > 0. Konformni diagram fezu ¢ = konst. pro nenabitou (nalevo) a nabitou (napravo)
C-metriku. Konformni nekoneéno, singularity a horizonty jsou opét vyznaceny dvojitymi,
zubatymi, respektive diagondlnimi ¢arami. Konformni nekoneéno Z mé prostorupodobny
de sitterovsky charakter. Diagram je centrovan na urychlené ¢erné diry, coz mé za disle-
dek, Ze pro riuzné hodnoty £ bude nekonecno rizné ‘prohnuté’.

Vyznam soutfadnic 7,v,&, ¢ je obdobny pfipadu A = 0 diskutovanému vyse.
Metrika opét popisuje dvé urychlené ¢erné diry, tentokrat se vSak tyto diry pohy-
buji v asymptoticky de Sitterové prostorocasu. Globalni struktura je zachycena
na dvoudimenzionalnich diagramech na obr. 1.13. Jedna se o Tezy &, ¢ = konst.
napnuté mezi ¢ernymi dirami. Tentokrat maji diagramy pro vSechny hodnoty ¢
stejny charakter. Pro rizna ¢ se lisi pouze ruznym ‘prohnutim’ konformniho ne-
kone¢na (viz diskuse na str. 7 prace [3]). Prostorupodobny charakter nekone¢na v
dvoudimenzionalnich diagramech odpovida skuteénému charakteru konformniho
nekonecna.

Prostorocas vné dér (oblasti I a II) si mizeme ptedstavit jako de sitterovskou
tiisféru, kterd se nejdiive smrstuje a pozdéji roztahuje (viz diskuzi de Sitterova
vesmiru v podkapitole 1.2). Na po¢atku, v minulém nekoneénu Z—, do ni vSak v
antipodalnich pdlech vstoupi dvé bilé diry, které béhem vyvoje piejdou na éerné
diry a v budoucim nekoneénu opét opusti prostorocas v antipodalnich pdlech.
Cerné diry vsak nejsou béhem svého vyvoje lokalizoviny na pélech, naopak udr-
Zuji se v nesymetrické pozici — vagné feceno, v ‘konstantni vzdéalenosti’ od pdli.
Vybaveni intuici o rovnomérné urychlenych pozorovatelich v de Sitterové pro-
storocase (podkapitola 1.2) fekneme, Ze se diry pohybuji se zrychlenim, které
kompenzuje kosmologickou repulzi vesmiru a udrzuje je v jejich nesymetrické po-
zici. Pouze v daleké minulosti a budoucnosti se odchylka dér od pdli stira a proto
jsme konstatovali, ze diry vstupuji a opoustéji prostorocas v antipodalnich pé-
lech. Pouzité soutadnice 7, v, £, ¢ jsou vSak ‘centrované’ na obé diry. Pti zméné
¢ (sméru, ve kterém tez diagramu z dér vychazi) se proto poloha dér neméni. Ne-
symetricka pozice dér se vSak projevi jiz zminénou zménou ‘prohnuti’ nekonecna.

Ptvodcem zrychleni dér a jejich nesymetrické pozice je opét kosmické struna.
Ta je napnutd na delSi ¢asti osy symetrie, pripadné stlacena na jeji kratsi ¢asti.
(Tentokrat ma osa pouze dvé ¢asti a obé dvé jsou napnuty mezi dirami. Struna
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tedy nemiize ubihat do prostorového nekonecéna, jak tomu bylo v asymptoticky
plochém prostorocase, protoze zadné takové nekoneéno v de Sitterové vesmiru
neni — prostoroc¢as je vné dér prostorové uzavieny.)

Pokud poloZime zrychleni rovno nule, ptisobeni struny z obou stran diry se
vyrovna (pfipadné struna zcela vymizi) a prostoroc¢as popsany C-metrikou se re-
dukuje na prostorocas dvou statickych ¢ernych dér v de Sitterové vesmiru umis-
ténych v antipodalnich pdlech prostorového fezu.

Podkriticky urychlené diry v anti-de Sitterové prostorocase

Prostorocasy obsahujici ¢erné diry popsané C-metrikou s negativni kosmologickou
konstantou se rozpadaji do tii typi podle velikosti zrychleni dér. Pro podkritické
zrychleni A < 1// prostorocas reprezentuje jednu urychlenou ¢ernou diru, pro kri-
tické zrychleni A = 1/¢ sekvenci urychlenych ¢ernych dér vstupujicich a opouste-
jicich jednotlivé asymptoticky anti-de Sittertiv vesmir, a koneéné pro nadkritické
zrychleni A > 1// popisuje sekvenci part urychlenych ¢ernych dér. Podkriticky a
nadkriticky pripad byl analyzovan v pracich [5,12], obdobné diskuse kritického
pripadu se pripravuje.
Pro A <0 a A < 1/¢, kde tentokrat

0= H (1.19)

lze C-metriku zapsat opét ve formé (1.13) s metrickymi funkcemi F, G, w danymi
[12):

e2

—.7-":—1—1)2-1—2% COS Xo v3—€—2 cos? xo v*
Gg= 1—§2+2% SinX0§3—Z—zsin2xo£4, (1.20)
w= 6_1(1) cosXo — & sinxo) .
Zrychleni A je parametrizovino konstantou xo:
A= ! sin X, - (1.21)

14

Vyznam ostatnich parametrti zistava stejny. Funkce F méa vsak jen dva koteny
(dva kofeny v nabitém piipadé a pouze jeden kotfen pro e = 0). Ty odpovidaji
vnéj$imu a vnitfnimu horizontu diry. Akcelera¢ni horizont v tomto pripadé ne-
existuje.

Struktura prostorocasu se nejvice podoba strukture jedné statické cerné diry
v asymptoticky plochém vesmiru s tim rozdilem, Z%e konformni nekonec¢no méa
Casupodobny charakter. Vskutku, pokud porovname konformni diagramy fezi
¢ = konst. na obr. 1.14 s diagramy 1.8, vidime odli$nost pouze v tvaru konform-
niho nekonec¢na. Pro nulové zrychleni, y, = 0, je tato analogie presnid — jedna
se o statickou sféricky symetrickou ¢ernou diru v anti-de Sitterové vesmiru. Pro
nenulové zrychleni v8ak neni ¢erna dira v prostorocase umisténa symetricky. Na
ose je struna, kterd drzi éernou diru v nesymetrické pozici. Mluvime proto opét
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Obrazek 1.14: Konformni diagram podkriticky urychlené ¢erné diry v anti-
de Sitterové vesmiru. Nalevo je zndzornén nenabity, napravo nabity pripad. Diagram
zobrazuje Tez £, ¢ = konst.. Znaceni je stejné jako v obrazcich obr. 1.11 a 1.13. Diagram
je centrovan na urychlenou c¢ernou diru, kterd je viici anti-de sitterovskému nekonecnu
situovana nesymetricky. To se projevi ruznym ‘prohnutim’ konformniho nekoneé¢na pro
rizné hodnoty £ — srovnej s tfidimenzionalnim diagramem 1.15.

o urychlené cerné dirfe, pricemz jeji zrychleni kompenzuje kosmologickou atrakci
a udrzuje tak diru statickou.

Tato skutecnost je pomérné prekvapiva. Specialné je zvlastni, Ze prostorocas
je staticky vsude vné dér. V ptipadé A > 0 jsme vné urychlenych dér méli také
staticky Killingtv vektor, ten vSak na akcelera¢nim horizontu ménil svoji povahu
na prostorupodobny vektor. To je povazovano za zndmku toho, Ze pole je dyna-
mické, Ze se jednd o pole, u kterého lze ocekavat zarivou slozku. U podkriticky
urychlené ¢erné diry v anti-de Sitterové vesmiru vSak zadny akcelerac¢ni horizont
nenajdeme a prostorocas vné diry je staticky vsude. Dynamicka povaha urych-
leného zdroje je zde kompenzovana kosmologickou atrakci vesmiru. Je na misté
se tedy ptat, zda je pole této diry zarivé. Odpovéd je nejasnd, protoZze prozatim
neexistuje ucelend teorie gravitacniho zafeni v prostorocasech s casupodobnym
konformnim nekone¢nem. K této otazce se jesté vratime v pristi kapitole.

Lepsi intuici pro globalni kauzalni strukturu nam d4 tFidimenzionalni diagram
zkoumaného prostorocasu vyobrazeny na obr. 1.15a. Zde je zobrazena jedna ob-
last IT vné ¢erné diry (prostoroc¢as ma opét vice vnéjsich oblasti propojenych — i
kdyz ne vzdy kauzalné — skrze ¢ernou diru). Upozornéme, Ze stejné jako v pripadé
A > 0 pouzivame soutradnice centrované na diru. Proto horizont diry v obr. 1.15
ma symetricky tvar, kdezto konformni nekonec¢no je deformovano. To je projev
nesymetrické polohy diry zpusobené jejim zrychlenim. Kdybychom prizptsobili
obrazek asymptotickym pozorovatelim (nakreslili bychom konformni nekoneéno
symetricky), deformovana by byla naopak ¢ern4 dira.'*

Alternativné muzeme prostorocas zobrazit s ¢ernodérovym horizontem zde-
formovanym do kapkovitého tvaru. Tato podoba je opét vhodna pro zkoumani

1Viz té7 analogickou diskuzi s diagramy tykajici se podkriticky urychlenych bodovych zdroji
v kapitole V.A prace [12].
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Obrazek 1.15: Podkriticky urychlend ¢ernd dira v anti-de Sitterové vesmiru.
Diagram zobrazuje oblast okolo ¢erné diry odpovidajici tmavé vyznacené oblast II v
obr. 1.14. Obalova plocha reprezentuje konformni nekonec¢no, tmava plocha vnéjsi ho-
rizont diry. Konformni nekonec¢no je nesymetrické, jelikoz diagram vyuzivd souradnic
centrovanych na urychlenou ¢ernou diru. Horizont je zndzornén (a) jako kénickd plocha,
coz odpovida jeho kauzalnimu charakter — jedna se o nulovou plochu generovanou své-
telnymi paprsky, nebo (b) zdeformovéan jako kapkovitd plocha — coz je vyhodnéjsi pii
zkoumaéni limity malé hmotnosti, kdy ¢erna dira prejde na bodovou ¢astici.

limity slabych poli, kdy cerna dira prechazi na svéto¢aru bodové castice. Vskutku,
diagram 1.15b prejde na konformni diagram prazdného anti-de Sitterova vesmiru
(srovnej s obr. 13b z prace [12]) ziskany kompaktifikaci pomoci ¢asové promén-
ného konformniho fakturu (viz diskuze z podkapitoly 1.2).

Ttidimenzionalni podobu prostorocasu si lze prohlédnout také v digitalni pii-
loze. Ovladani je obdobné pripadu popsanému vysSe. Pouze se zde vzhledem k
absenci akcelerac¢niho horizontu nevyskytuji prislusné ovladaci prvky.

Detailné je diskutovany prostoroc¢as popsan v kapitole III prace [12], ptipadné
v kapitole IL.A préce [5].

Nadkriticky urychlené diry v anti-de Sitterové prostorocase

Pro nadkritické zrychleni A > 1/¢ je metrika pfi A <0 dana formou (1.13) s
metrickymi funkcemi

—F = 1—02+2% sh a, v?’—Z—z sh? o v?
g=1—§2+2%cha0§3—2—zch2a0§4, (1.22)
w = E_l(v shay, — ¢ chao) ,
se zrychlenim A danym
A= 1coshozO . (1.23)

/

Vyznam ostatnich parametru zistava stejny. Souradnice maji vyznam obdobny
pripadu paru urychlenych ¢ernych dér v Minkowského prostoroc¢asu. Defini¢ni
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intervaly soufadnic, podminky kladené na parametry a podrobné diskuse vlast-
nosti prostorocasu jsou obsazeny v pfilozenych pracich [5] (kapitola I1.B) a [12]
(kapitola IV).

rozmanitost a komplexita konformnich diagramt na obr. 1.16. Lep$i intuici je
mozné ziskat z tfidimenzionalniho diagramu 1.17a. Vidime zde asymptoticky anti-
de Sittertv prostorocas, do jehoz ¢asupodobného nekonecéna vstupuji a pozdéji z
ného vystupuji pary cernych dér. V oblasti kolem jednoho paru éernych dér se
prostorocas podoba obdobné situaci v Minkowského prostoru — diry zacinaji a
koné¢i v konformnim nekonecnu a jsou od sebe oddéleny akcelera¢nim horizontem
(v obrazku vyobrazeny modie). Nyni vSak ma nekone¢no ¢asupodobnou povahu.
Navic, oblast I nad akcelera¢nim horizontem neni uzaviena konformnim neko-
neénem, nybrz prostorocas zde pokracuje k tzv. kosmologickému horizontu.'d
Jim se dostaneme do oblasti O velice podobnym prazdnému anti-de Sitterovu
vesmiru bez ¢ernych dér. Po této ‘Cisté kosmologické’ fazi proletime opét kosmo-
logickym horizontem do oblasti I, kde do prostorocasu vstoupi dalsi par ¢ernych
dér. Obdobnym zpusobem se situace opakuje znovu a znovu.

V tomto ptipadé je velice ndzorné pripojit i zobrazeni s ¢ernodérovymi hori-
zonty deformovanymi do kapkovitého tvaru (obr. 1.17b). Konformni nekone¢no
se zde vice podobd mirné ‘pomackanému’ nekoneénu prazdného anti-de Sitterova
vesmiru — viz obr. 13a price [12]. ‘Pomackani’ souvisi opét s tim, Ze uzivame
soufadnice centrované na diradch. Deformace nekoneéna tak indikuje urychleny
pohyb dér vzhledem k nekoneénu.'6

Vnofeni riznych dvoudimenzionalnich diagrami z obr. 1.16, jejichz podoba i
kvalitativné zavisi na konkrétnich hodnotach souradnice £, je podrobné diskuto-
vana v kapitole IV préce [12] — viz zejména obrazky 8-10, pfipadné také obr. 4-6
v préaci [5]. VSechny tyto diagramy jsou také zpracované v digitélni piiloze zpu-
sobem obdobnym predchozim pripadim.

15V tomto piipadé se uplatiiuji viechny kofeny metrické funkce F.
16z té7 souvisejici diskuzi tykajici se soufadnic urychlenych pozorovateld v anti-de Sitterove
vesmiru v kapitole V.B préce [12].
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Obrazek 1.16: Konformni diagramy nadkriticky urychlenych dér v anti-de Sit-
terové vesmiru. Diagramy nalevo odpovidaji nenabitému, diagramy napravo nabi-
tému pripadu. Znaceni je stejné jako v obrazcich 1.11, 1.13. Diagramy zobrazuji fez
&, ¢ = konst.. Pfipad (a) odpovidéd fezu v blizkosti osy spojujici diry, pfipad (c) fezu v
blizkosti os jdoucich z dér do nekonecna. Vnoteni jednotlivych fezt do tfidimenzionalniho

diagramu je zobrazeno v préci [12].
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Obrazek 1.17: Nadkriticky urychlené éerné diry v anti-de Sitterové vesmiru.
V diagramu je zndzornéna pouze vnéjsi oblast ¢ernych dér. Tmavé plochy reprezen-
tuji horizont ¢ernych dér, obalova plocha konformni nekonec¢no. Prostorocas v jedné fazi
neobsahuje zadné ¢erné diry, ty do ného vstupuji v paru c¢asupodobnym nekonecnem,
pohybuji se zpomalené k sobé az se zastavi a poté odleti od sebe zpét do nekonecna,
kde prostorocas opusti. Nasleduje opét faze bez cernych dér, po které vstoupi do pro-
storocasu dalsi par dér. Zobrazeni (a) se snazi respektovat kauzalni charakter horizontu
¢ernych dér a zobrazuje ho jako kénickou plochu pripominajici svételny kuzel. Diagram
(b) deformuje horizont do kapkovité plochy. Toto vyobrazeni je vyhodné&jsi pii zkouméni
limity malé hmoty, kdy ¢erné diry prejdou na svétoCary rovnomérné urychlenych ¢astic
s nadkritickym zrychlenim — srovnej s obr. 1.7 napravo.



Kapitola 2

Asymptotické smérova
struktura poli

Shrnuti

Jednim ze stale otevienych probléma v obecné teorii relativity je otazka defi-
nice zafeni v asymptoticky netrividlnich prostorocasech. A¢ tomuto tématu bylo
vénovano rozsahlé usili — od pionyrskych praci Penrose [32,81] zavadéjicich po-
jem konformniho nekonecéna, pies dnes jiz klasické monografie [29, 30, 44] po-
kryvajici znalosti o globalnich vlastnostech, koncept asymptotické jednoduchosti
¢i tzv. peeling teorém, az po nedavné vysledky [82-86] o existenci velké t¥idy
asymptoticky de sitterovskych a anti-de sitterovskych prostorocasu (viz téz pre-
hledy [17,83,87]) — neni doposud vytvofen uceleny obraz kvalitativné i kvanti-
tativné charakterizujici zafeni v blizkosti prostorupodobného a ¢asupodobného
nekonecna.

Jednou ze standardnich technik ke zkouméni zatrivych poli v asymptoticky
plochych prostorocasech je zkoumani zarivé komponenty pole z hlediska pozoro-
vatele vzdalujiciho se do nekone¢na podél nulové geodetiky. V sérii praci [2-8]
jsme analyzovali chovani této komponenty v pripadé prostorupodobného a casu-
podobného nekonecna. V prvni praci bylo diskutovano testovaci elektromagne-
tické pole v de Sitterové vesmiru, v nasledujicich dvou pracich pole rovnomérné
urychlenych ¢ernych dér v prostorodasech jak s A > 0, tak A < 0. Tyto vysledky
byly nasledné zobecnény pro obecné pole spinu s v libovolnych prostorocasech s
lokélné (anti-)de sitterovskym nekoneénem. Vysledky byly souhrnné publikovany
ve zvaném ‘topical review’ v ¢asopise Classical and Quantum Gravity [7].

Tato kapitola obsahuje uvedeni do kontextu teorie zafeni v obecné teorii rela-
tivity a nastinuje nékteré postupy a predkldda hlavni vysledky zminénych ptvod-
nich praci. Pro podrobny vyklad odkazuji ¢tendte hlavné na souhrnnou préci [7].

45
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2.1 Zareni v obecné teorii relativity

Otazka zareni a vlastnosti zarivych poli v obecné teorii relativity je jednim z kli-
¢ovych problémi matematické relativity, ktery lze vystopovat az k pocatkam této
teorie [88,89]. Jelikoz je obecnd teorie relativity vysoce nelinearni a svou povahou
geometrickd teorie, metody pouzivané v béznych linearnich teoriich (jako napft.
multipdlovy rozvoj) maji v tomto piipadé sva omezeni. Gravita¢ni zafeni od fyzi-
kélnich zdroji (napf. bindrnich systémi) totiz odpovida deformaci prostorocasu,
jistym ‘vinkdm’ v jeho struktufe, pficemz tato deformace sama ovliviuje geo-
metrii s jejiz pomoci identifikujeme vzdalené oblasti. Nelinearita Einsteinovych
rovnic s sebou navic nese nemoznost lokalizace gravitacni energie, coz komplikuje
analyzu gravitacniho zafeni a urceni napf. bilan¢ni rovnice pro ztratu energie
zdroje.

Obtiznost Einsteinovych rovnic také omezuje ‘sortiment’ feseni popisujicich
gravitacni pole dostatecéné slozitych zdroji, feSeni, kterd maji zarivy charakter.
Presto bylo od padesatych let minulého stoleti nalezeno nékolik vyznamnych pri-
kladt zarivych prostorocasi. S C-metrikou, zastupcem nejdilezitéjsi tridy ta-
kovychto prostorocasi, t¥idy boost-rotaéné symetrickych prostorocasu [51, 90],
jsme se setkali v minulé kapitole. A¢ tyto prostorocasy nepopisuji nejtypictéjsi
astrofyzikalni situace, jejich studiem bylo ziskdino mnoho poznatkt tykajicich se
gravitaéniho zafeni — viz napt. piehledy [69,70,91-94].

Vedle hledani a zkoumani presnych reseni bylo velké tsili vénovano také zkou-
mani asymptotického chovani gravita¢niho pole. Pfelomové prace, vyjasiujici po-
vahu gravitac¢niho zafeni v situacich, kdy se prostorocas daleko od zdroju podoba
prazdnému Minkowského vesmiru, pfichazeji v Sedesatych letech [95-99]. V téchto
pracich se podarilo definovat tzv. Bondiho hmotu charakterizujici celkovou hmot-
nost systému z hlediska (budouciho konformniho) nekone¢na a charakterizovat
radiacni tok odchazeji do nekonefna pomoci tzv. informacni funkce (analogie
Poyntingova vektoru pro zaiivé elektromagnetické pole). Pro tyto veli¢iny byla
ukazana platnost bilan¢ni rovnice.

Tyto prace byly zastieSeny Penrosem [32,33,81,100], ktery zformuloval geo-
metricky pristup k popisu vzdalenych oblasti — metodu konformniho nekonecna,
kterou jsme kratce nastinili v ¢asti 1.1 predchozi kapitoly. V ramci této formu-
lace bylo mozné presné specifikovat tiidu asymptoticky plochych prostorocasu,
definovat Bondiho hmotu geometrickym zptsobem a dokéazat tzv. ‘peeling’ teo-
rém [32,97,101-103] (viz pristi podkapitolu).

Zariva ¢ast gravitacniho pole se v tomto pristupu charakterizuje jistou kom-
ponentou Weylova tenzoru spoctenou vzhledem k tzv. interpretecni tetradeé —
béazi vektori paralelné prendsenych podél nulové geodetiky do konformniho ne-
koneéna. Podobnym zpisobem je mozné charakterizovat zaifivou komponentu i
elektromagnetického pole, pripadné pole obecného spinu s. Peeling teorém mimo
jiné tika, ze tato zariva komponenta ma lokalné charakter podobny rovinné viné.

Penrosetv pristup ma navic velkou vyhodu, ze ho lze alespon ¢astecné zobec-
nit i pro prostorocasy, které maji jinou asymptotiku, konkrétné, pro prostorocasy
s nenulovou kosmologickou konstantou [29, 32,81, 86]. Jak jsem jiz konstatovali
v prvni kapitole, znaménko kosmologické konstanty koreluje s charakterem kon-
formniho nekone¢na. Pro nenulovou kosmologickou konstantu tak prostorocas
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nemuze byt asymptoticky plochy, nybrz bude mit bud prostorupodobné ¢ ¢asu-
podobné nekonec¢no. V takovychto prostorocasech az doposud neumime zavést
veli¢iny analogické Bondiho hmoté ¢i informac¢ni funkci [104, 105]. V Penrosové
formalismu alespont umime charakterizovat asymptotiku gravita¢niho pole a de-
finovat zarivou komponentu Weylova tenzoru.

Jiz Penrose si ale v8iml [81, 106], ze v pfipadé prostorupodobného ¢ casu-
podobného konformniho nekoneéna je zariva komponenta pole definovani “méné
invariantné” nez v pripadé asymptoticky plochého prostorocasu — zavisi totiz na
sméru, jakym se k nekonec¢nu piiblizujeme.

Toto konstatovani ztstalo dlouhou dobu nepov§imnuto a neanalyzovino. A%
mnohem pozdéji jsme si v praci [2] (v praci analyzujici pole rovnomérné urychle-
nych naboji v de Sitterové prostorocase) této vlastnosti zafivé slozky (zde elektro-
magnetického pole) povsimli a detailné ji analyzovali. V néslednych pracich [3, 5]
jsme tuto analyzu zobecnili na zajimavéjsi pripad gravitacniho pole urychlenych
¢ernych dér v asymptoticky de Sitterové a anti-de Sitterové vesmiru, kde jsme
nalezli explicitni smérovou zavislost zafivé komponenty jak gravita¢niho, tak elek-
tromagnetického pole.

Tyto konkrétni smérové zavislosti se vSak ukazaly jako projev mnohem obec-
néjsi souvislosti, kterou jsme zformulovali v pracich [4,6]: asymptotickd smérova
zévislost zarivé komponenty gravitacniho pole v blizkosti prostorupodobného a
casupodobného nekonecna je zcela determinovana algebraickou strukturou Wey-
lova tenzoru v nekoneénu. Penrosem zminéna nejednoznacnost tak neni zcela
bezbiehd, nybrz jasné urcitelnd pomoci tzv. hlavnich nulovych smért pole a jis-
tych normaliza¢nich koeficient. Tyto vysledky byly shrnuty (a navic zobecnény
na piipad obecného pole spinu s) v ,topical review” [7]. V préci [8] pak byly
rozebrany nékteré disledky pro specidlni algebraické typy prostorocast. V pristi
kapitole se také zminime o zobecnéni této problematiky do vyssich dimenzi.

Hlavnim cilem série publikaci zminénych v predchozich dvou odstavcich (které
jsou téz soudésti této habilitace) bylo alespon ¢astecné prispét k porozumeéni cha-
rakteru zareni v blizkosti prostorupodobného a ¢asupodobného nekonecéna. Pres-
toze se na tomto poli podarilo posledni dobou ziskalo mnoho poznatkid v riznych
smérech, stadle nemame uplny a uspokojivy vhled do tohoto fenoménu. Nadile
nejsou k dispozici jasné interpretovatelné globalni velic¢iny, charakterizujici tok
‘gravitacni energie’ ¢i nalezena bilanc¢ni rovnice. NaSe analyza alespon castecné
upresiuje povahu zarivé komponenty, kterd se v pripadé asymptoticky plochych
prostorocast ukézala jako velmi uzite¢ny néstroj. Podobnd pouziti v pifipadé ne-
nulové kosmologické konstanty vSak zatim zlstava oteviené.

2.2 Pouzity formalismus'

Jak do nekoneéna?

V predchozi kapitole, v podkapitole 1.1, jsme popsali, jakym zptsobem lze ucho-
pit pojem nekonecna. Po konformnim preskalovani lze fyzikalni prostoroc¢as vno-
Fit do pomocné variety, z hlediska které se nekone¢no chova jako standardni

'V textu této podkapitoly byly pouzity &asti préce [20].
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nadplocha ohranicujici fyzikdlni prostorocas. Jeho charakter — prostorupodobny,
casupodobny ¢i nulovy koreluje se znaménkem kosmologické konstanty.

V takovémto pohledu na nekone¢no muzeme mluvit o jednotlivych bodech
nekonecna a o smérech, ze kterych se k témto bodim blizime. Konkrétné nas
budou zajimat limity podél nulovych geodetik.

Nulové geodetiky — trajektorie nejrychlejsiho mozného signalu — se mohou
do konformniho nekoneéna priblizovat z minulosti (potom mluvime o budoucim
konformnim nekoneénu a o odchdzejicich geodetikach), nebo z ného mohou vy-
chazet smérem do budoucnosti (mluvime pak o minulém konformnim nekoneénu
a o vchdzejicich geodetikiach). Nekoneéno prostorupodobného ¢i nulového charak-
teru (tj. s normalou ¢asové ¢i nulové povahy) je vzidy bud minulé nebo budouci.
Nekone¢no ¢asupodobné povahy (s prostorovou normélou) je ziroven minulé i
budouci - viz obr. 1.2.

Nulové geodetiky jsou parametrizované afinnim parametrem, ktery nahrazuje
pojem vlastniho ¢asu ¢i vlastni vzdalenosti podél nich. Pro rtizné geodetiky miftici
do stejného bodu v nekonefnu budeme normalizovat afinni parametr stejnym
zpusobem, a to s pomoci normély k nekone¢nu — viz kapitolu 3.3 préce [7].

Zariva komponenta pole je definovana vzhledem k ‘pozorovateli’ pohybuji-
cimu se podél nulové geodetiky. Konkrétné vzhledem k interpretacni bdzi vektori
paralelné prenasenych podél geodetiky.

Tetrady

Pti praci s vektory a tenzory v kfivém prostorocasu je vyhodné tyto objekty
reprezentovat jejich slozkami vzhledem ke specidlnim bazim. Na metrickych vari-
etach se typicky pouzivaji ortonormélni baze vektoru t, g, r, s, v prostorocasech
dimenze Ctyri nazyvané téz ortonormadalni tetrady. Na varietach s lorentzovskou
signaturou lze vedle toho s vyhodou vyuzit tzv. nulové tetrady k, l, m, m, ve
kterych je ¢asovy vektor t a prostorovy vektor g nahrazen dvojici nulovych real-
nych vektori k, I, a zbyvajici dva prostorové vektory dvéma komplexnimi vektory
m, m nulové velikosti — viz napf. (3.1) v préci [7].

V konformnim nekonec¢nu Z je vyhodné volit tetrady ‘uzpusobené charakteru’
nekoneéna. Rekneme, Ze ortonormalni (a s ni asociovana nulova) tetrada je pii-
zpusobend prostorupodobnému ¢i ¢asupodobnému nekonec¢nu, pokud normala n
k nekoneénu patii do této tetrady. Pro nekoneéno nulové povahy pozadujeme,
aby normadla patiila do nulové tetrady. Tetrady spliujici tuto podminku jsou vy-
hodné pfi popisu jevu blizko nekonecéna. S jejich pomoci se jednodusSe provadi
napf. restrikce na nekonecno ¢i parametrizovani nulovych smért v nekoneénu.

Typicky se jedna takova tetradda voli jako referencéni — jeji nulovou verzi
oznacime k,, l,, mo, m,. Vu¢i ni se pak parametrizuji dalsi fyzikalné zajimavé
tetrady. V konkrétnich pripadech muze byt tato referen¢ni tetrada volena s pri-
hlédnutim ke specidlnim geometrickym vlastnostem prostorocasu — pro nas vsak
konkrétni zpisob volby neni dilezity. Vektor k, budeme vzdy volit orientovany
do budoucnosti. Vzhledem k fyzikdlnimu prostorocasu vSak miize byt orientovan
jak smérem ven, tak smérem dovnitt.

Vzhledem k referenc¢ni tetradé budeme parametrizovat i smér k, ze kterého
se k nekonec¢nu priblizuji nulové geodetiky. Obecné miizeme zavést komplexni
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parametr R urcujici smér k rovnici
k x ko, + Rm,+ Rm, + RRI, . (2.1)

Pro prostorupodobné nekonec¢no, které ma charakter tfidimenzionalniho rie-
mannovského prostoru, se ke zvolenému bodu v nekoneé¢nu mizeme priblizit nu-
lovou geodetikou ze vsech prostorovych stran — nulové sméry tedy odpovidaji
vektorim jednotkové sféry okolo daného bodu. Tyto sméry muzeme charakteri-
zovat sférickymi hly 6, ¢ nebo komplexnim parametrem (2.1) souvisejicim s hly
vztahem R = tan(0/2) exp(—i¢) (viz kapitolu 5.3 v [7]).

V pripadé ¢asupodobného nekonecna, tvoii Z tfidimenzionalni lorentzovskou
varietu (tj. s indukovanou metrikou signatury — + +), kterou si miZeme predsta-
vit jako historii dvoudimenziondlni plochy ohrani¢ujici na§ prostor.? K danému
bodu v nekoneénu se tak muzeme priblizit pouze z jedné hemisféry. Stejné tak
jedné hemisfére odpovidaji vSechny nulové sméry, které do prostorocasu vchazeji.
Tyto sméry muzeme parametrizovat opét sférickymi tthly nebo alternativné rapi-
ditou ¢ a thlem ¢ projekce nulového sméru na nekone¢no, viz kapitolu 5.3 v [7].
V kazdém pripadé musime také specifikovat, zda se jednd o smér z prostorocasu
vychdzejici (e = +1) nebo do prostorocasu vchazejici (e = —1). Tyto (pseudo)ihly
lze nahradit komplexnim parametrem (2.1) vztahem R = tanh® % exp(—i¢).

Jak jsme jiz fekli, nasim cilem je zkoumat pole z hlediska interpretacni tetrady.
Interpretacéni tetrada ki, I, mi, m; je tetrada, kterd je paralelné prenasena podél
nulové geodetiky vedouci do konformniho nekonec¢na, pricemz vektor k; musi mitit
ve sméru geodetiky a byt vhodné normalizovan.

Takova tetrdda je podél dané geodetiky dana az na konstantni lorentzovskou
transformaci zachovavajici vektor k;. Jak je ukdzino v kapitole 3.4 préce [7],
pri prenaseni do nekonecna tato tetrada degeneruje — vektor kj se vzhledem k
referencni tetradé zvolené v nekone¢nu nekonec¢né zkracuje a vektor l; nekonec¢né
prodluzuje. Tato degenerace hraje klicovou roli pfi odvozeni peelingu polnich
komponent spoctenych vzhledem k interpretacni tetradé.

Komponenty gravita¢niho pole a hlavni nulové sméry

‘Intenzitu’ gravitacni pole (jeho ‘neodtransformovatelnou’ slozku — napi. velikost
slapovych sil) lze charakterizovat pomoci Riemannova tenzoru kiivosti. Ten se
rozkldda na ¢ast popsanou Einsteinovym tenzorem pifimo spojenou s rozlozenim
hmoty a na ¢ast popsanou Weylovym tenzorem spojovanou s ‘volnym’ gravitac-
nim polem, tj. s gravitatnimi vlnami Siticimi se prostorem. Jelikoz nas zajima
zejména gravitacni zareni, zamérime se na ¢ast popsanou Weylovym tenzorem.
Tento tenzor lze vzhledem k nulové tetradé k, I, m, m charakterizovat pomoci
péti komplexnich komponent oznacovanych W; — viz standardni reference [91] ¢i
kapitolu 4.1 prace [7], konkrétné rovnice (4.1).

Weyliv tenzor lze dale algebraicky charakterizovat pomoci zobecnénych vlast-
nich vektort, nazyvanych hlavni nulové sméry (HNuSy). Smér dany vektorem k

2Samoziejmé ve smyslu konformni geometrie — ve fyzikalni geometrii je tato ‘hranice’ neko-
necné daleko.



Urychlené ¢erné diry a struktura zareni . .. 51

je HNuS, je-li vzhledem k nulové tetradé® k, I, m, m komponenta ¥, nulové. Po-
kud parametrizujeme smér k pomoci komplexniho parametru R (rovnice (2.1)),
podminka na HNuS vede na rovnici

RY TG + 4R U + 6R* UG + 4R TS + T3 =0. (2.2)

Zde ¥ jsou komponenty pole vzhledem k referencni tetrddé ko, lo, mo, mo.
Jedna se o rovnici ¢tvrtého stupné, kterd ma obecné ¢tyfi komplexni kofeny
Ry, Rs, R3, R4 parametrizujici ¢tyri HNuSy ki, ko, k3, k4. Poznamenejme, Ze
koeficienty U%, j = 0,1,2,3 mohou byt zpétné vyjadieny pomoci korenii R, Ro,
R3, R4 a zbyvajici komponenty W9 normalizujici ‘velikost’ pole.

HNuSy uréuji tzv. algebraickou strukturu Weylova tenzoru. Rikdme, Ze alge-
braicka struktura je degenerovand, pokud nékteré z HNuSi koinciduji. Podle po-
¢tu koincidujicich HNuSt rozlisujeme nésledujici Petrovovy algebraické typy [91,
107]: N (vSechny 4 HNuSy jsou shodné), III (t¥i HNuSy koinciduji), IT (pravé dva
HNuSy koinciduji), D (dva a dva HNuSy koinciduji), I (obecny algebraicky typ
s riznymi HNuSy) a koneéné typ 0 pro nulovy Weylav tenzor.

Zkusenost z asymptoticky plochych prostorocast ukazuje, ze zariva pole jsou
typicky typu N (napf. gravitaéni pp-viny — analogie rovinnych vln v obecné teorii
relativity). Vedle toho ‘peeling’ teorém fika, ze z hlediska interpretacni tetrady
prenasené podél nulové geodetiky do nekonecna se polni komponenty postupné
‘odlupuji’ podle algebraickych typu: ¢ast pole klesajici s pfevracenou afinni vzda-
lenosti ! ma strukturu pole typu N, ¢ist imérna n~2 ma strukturu pole III,
komponenta fadu =3 odpovida strukturou dvéma koincidujicim HNuS@m a ko-
ne¢né komponenta ~ =4 odpovida obecnému typu I. Jinymi slovy: komponenty
\I/} Weylova tenzoru vzhledem k interpretac¢ni tetradé maji nasledujici asympto-
tické chovani

Wl o~ 75 (2.3)

2.3 Asymptotickd smérova charakteristika zareni

Zariva komponenta pole

Vzhledem k pravé zminénému chovani budeme slozku pole \Ilil v interpretac¢ni
tetradé — klesajici podél nulové geodetiky jako 1/n — nazyvat zdiivou éasti pole.
Tato slozka nejenze klesd nejpomaleji, ale ma téz algebraicky degenerovanou
strukturu N océekdvanou u zarivych poli. V dalsim nas bude zajimat chovani
této komponenty v zavislosti na tom, jakym zptisobem se nulova geodetika blizi
k nekonecnu, pricemz nekone¢no pripustime obecné povahy — prostorupodobné,
nulové ¢i éasupodobné. Pripomenme, ze v podkapitole 1.1 jsme tento charakter
parametrizovali znaménkem kvadratu normaly ¢ = —1,0,+1.

Obecné analyzy ukazuji [29, 32, 86,87,105, 108], Ze komponenty gravita¢niho
pole U7 vzhledem k referencni tetradé maji v blizkosti konformniho nekonecna

3Tetrada musi spliiovat normaliza¢ni podminky nulové tetrady, jinak mohou byt vektory
l, m, m doplnény k vektoru k libovolné.
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nasledujici chovani:

e
Upozornéme znovu, 7e se jedna o chovani viéi referencni tetradé.* Jak jsme se
vSak zminili, interpretacni tetrada asymptoticky vici referenéni tetradé degene-
ruje. Proto bude chovani komponent vici interpretac¢ni tetradé odlisné. Podrobna
analyza provedend v pfilozené praci [7] vede k nasledujici zavislosti za¥ivé kom-
ponenty U}:

0 ~

, U7, = konst. (2.4)

9, (1— oRiR) (1 — oReR) (1 — 0RsR) (1 — o RuR)
1 (1-oRR)? '

Tato formule plné charakterizuje asymptotickou smérovou strukturu zdvive kom-
ponenty gravitacniho pole — vystihuje jeji zavislost na konstantach U9, R;, Ra,
R3, R, charakterizujicich pole a jeho HNuSy, na charakteru konformniho neko-
nefna o = —1,0,+1, na afinnim parametru 7, a hlavné na konkrétnim sméru
nulové geodetiky, podél které se do nekonecéna blizime. Tento smér je ve vyrazu
(2.5) ur¢en komplexnim parametrem R ve smyslu rovnice (2.1).

Presnéji feceno, fyzikdlni vyznam ma pouze velikost komplexni komponenty
\Ilil. Jeji faze zavisi na konkrétni volbé interpretacni tetrady. Velikost “IIH JiZ na
volbé interpretacni tetrady (podél dané geodetiky) nezavisi. Dava tak invariantni
charakteristiku zarivé slozky pole.

i
q

(2.5)

Zaieni pobliZ nulového nekonec¢na

Nejjednodussi situace nastava pro konformni nekoneé¢no Z nulové povahy, tedy
kdyz A = 0. V tomto piipadé obecnd smérova charakteristika (2.5) degeneruje:

W3]

Il
Vidime, 7e zavislost na smérovém parametru R zcela vypadla a zariva slozka
pole tak nezavisi na sméru, jakym se blizZime do nekone¢na. V tomto piipadé je

asymptotické chovani pole popsano dostateéné ‘peeling’ teorémem a o smérové
struktuie nemé smysl mluvit.

|| ~

(2.6)

Zaieni pobliz prostorupodobného nekonec¢na

V piipadé prostorupodobného nekoneéna (A > 0) je jiz situace zajimavéjsi. Obec-
nou smérovou charakteristiku (2.5) lze prepsat do tvaru

. 0 _ R R R R
T~ 4 (14 |RJ? 2(1——1>(1——2>(1——3)<1——4>, 2.7
4 n (1+RF) R4 R4 R4 Rq 27)

kde R, = —1/R ur¢uje smér prostorové opacny ke sméru geodetiky. Pomoci tih-
lovych proménnych 6, ¢ dostavame
i [Wal g 0 0 i(o—
“I’H'&“ | |* cos” 5 H ‘1—|—tan7" tanie’(‘f) ¢")|. (2.8)
n n=1,2,3,4

4PFesndji: referencni tetradé rozsifené hladce do okoli Z.
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TN
Sestet’st

Obrazek 2.1: Asymptotickd smérova struktura zaieni v prostorocasech s A > 0.
Vyobrazeny jsou konkrétni smérové charakteristiky v prostorocasech riznych algebraic-
kych typt N, III, D, IT a I. Pro kazdy z moznych typt je vykreslena zafivé slozka |} | meé-
fena podél nulové geodetiky. Sméry v diagramech odpovidaji prostorovym smériim nulo-
vych geodetik v nekoneénu. [Degenerované] hlavni nulové sméry (HNuSy) jsou vyznaceny
[ndsobnymi] Sipkami. Tlusté ¢ary reprezentuji prostorové sméry (opacné k HNuStm), po-
dél kterych zareni vymizi.

Uhly 6, ¢ popisuji smér nulové geodetiky, podél které se blizime k nekoneénu,
uhly 6, ¢, charakterizuji HNuSy gravitacniho pole.

Z tvaru (2.7) okamzité vidime, Ze zariva slozka vymizi pro sméry spliujici
Ry = R,, n=1,2,3,4, tj. pro sméry prostorové opacné k HNuSim gravita¢niho
pole. Kvalitativné je tedy smérova charakteristika zafeni v blizkosti prostoro-
vého nekonecna dand HNuSy pole. Pro jednotlivé algebraické typy gravitacniho
pole proto dostédvame kvalitativné riizné zarivé charakteristiky s riznym pocétem
smért, v nichz zareni vymizi — viz obr. 2.1.

Poznamenejme, %e v blizkosti budouciho nekone¢na ZT popisuje smérova cha-
rakteristika strukturu zareni podél geodetik odchézejicich z prostorocasu, v bliz-
kosti minulého nekoneéna Z~ smérovou strukturu zareni podél vychazejicich ge-
odetik.

Zateni pobliz ¢asupodobného nekonec¢na

V pfipadé ¢asupodobného nekonecna (A < 0) je smérova struktura zafeni jesté o
néco bohatsi. Obecny vztah (2.5) miZzeme piepsat do tvaru

S () o ) o) o )

Q
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| typ || degenerace HNuSu | rizné moznosti orientace HNuSu |
o
N 4 t4
7:4
0’0o 0%t o’ tlo
111 3+1 3t
3 B3t o 3
0%0% 0*t?
D 242 0?i? 12t?
%32 %2
0’00 o%ot 0*0i o%ii o%it o*tt t?oo tlot
II 2+1+1 t?0i 2t
i%ii i%it i%io i%oo ilot i*tt t%ii t%it
0000 000t 000t o0it oott ottt
I 1+14+1+1 oot oitt tttt
111t et 11to 1ot witt  attt

Tabulka 2.1: Klasifikace smérové struktury zafeni v blizkosti éasupodob-
ného 7. Tabulka zahrnuje vsech 51 kvalitativné odlisnych smérovych struktur gravi-
tacniho zareni. Pro dany algebraicky typ, uréeny degeneraci HNuSt, zavisi konkrétni
smérova struktura na orientaci téchto HNuSu vac¢i Z. Odchézejici, teéné a vchazejici
HNuSy oznacujeme symboly o, ¢, a i. Jejich degenerace je popsana prisluSnou mocninou.
Moznosti uvedené ve tietim fadku kazdého algebraického typu lze ziskat z prvniho radku
pomoci duality mezi odchazejicimi a vchéazejicimi sméry, neboli zdménou o za 1.

Zde komplexni parametr Ry, = 1/R charakterizuje nulovy smér zrcadlové prevrd-
ceng ke sméru geodetiky podle konformniho nekone¢na Z. Pomoci pseudosféric-
kych thli ¢, ¢ mizeme (2.5) psat:

. o 2 '
0| ~ |T;|*I (COSh@Z;-i— 660) TT |1 — tanheweo( e tanheeo( L) ¢i6—0)]|
n=1,2,3,4

(2.10)

Parametry 1, ¢, € udavaji smér geodetiky, parametry ,, ¢,, €, HNuSy gravi-
ta¢niho pole a €, charakterizuje orientaci vektoru k, referencni tetrady.

K danému bodu ¢asupodobného nekoneéna se lze priblizit jak podél odchaze-
jici geodetiky tak podél vchéazejici geodetiky. Dostavame tak dvé rtizné smérové
charakteristiky, jednu pro |R| < 1, druhou pro |R| > 1. Pro |R| =1 vyraz (2.9)
degeneruje, coz je ddno pouzitou normalizaci afinniho parametru geodetik (viz
diskuzi v kapitole 3.3 préace [7]). Sméry s |R| = 1 jsou vSak tecné k nekoneénu a
neodpovidaji tak smérium fyzikalnich geodetik.

Z vyrazu (2.9) muzeme opét odecist sméry, podél kterych zafeni vymizi, totiz
Ry = R,,n=1,2,3,4. Jedna se o sméry zrcadlové prevracené podle Z k HNuSum
pole. Kvalitativni tvar zarivé charakteristiky zévisi opét na algebraickém typu
gravita¢niho pole (na poc¢tu degenerovanych HNuSiu), vedle toho je vSak také
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(Na) o*

(I1c) 0%ii

A

(Ia) 0000 (Ib) 000i (Ic) ooii

Obrazek 2.2: Asymptotickd smérova struktura zafivé komponenty pole pro
A < 0. V obrazku je zobrazeno vsech 11 kvalitativné odlisnych typi, kdy HNuSy nejsou
te¢né k nekonecnu (tedy typy z tabulky 2.1 neobsahujici ‘¢’; zbyvajicich 9 typt se dostane
zrcadlenim pres Z, tj. zdménou ‘i’ a ‘o’ smértl). Kazdy diagram se skladé z charakteris-
tiky pro vchézejici (nalevo) a vychazejici (napravo) geodetiky. Na vertikalni ose se vynasi
| ¥}, |, body kruhu v horizontéln{ roviné parametrizuji nulové sméry v nekoneénu — jedné
se o projekce hemisfér prostorovych smért nulovych geodetik. Zrcadlové obrazy [degene-
rovanych] HNuSi jsou vyznaceny [nékolikandsobnymi] Sipkami pod kruhy. Pod kazdym
diagramem je vyznacen Petrovav typ (N, III, D, II, I) odpovidajici degeneraci HNuSd a
kéd z tabulky 2.1 charakterizujici jejich orientaci.
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déan orientaci HNuS1 vzhledem ke konformnimu nekoneénu. Podle toho, zda jed-
notlivé HNuSy z prostorocasu odchazeji nebo do néj vchazeji, dostavame sméry
nulového zafeni pro vchazejici geodetiky nebo odchézejici geodetiky. HNuStm
teénym ke konformnimu nekoneénu pak neodpovida zadny fyzikalni smér s nulo-
vym zarenim. V zavislosti na algebraickém typu pole a orientaci HNuSt mizeme
dohromady rozlisit 51 kvalitativné odlisnych smérovych struktur zareni shrnu-
tych v tabulce 2.1. Jejich grafické zobrazeni pro ptipad, kdy HNuSy nejsou tecné
k 7 je na obr. 2.2.

Priklad — urychlené ¢erné diry

V pracich [3,5] jsme aplikovali obecnou teorii smérové zavislosti zafeni na kon-
krétni prostorocasy rovnomérné urychlenych ¢ernych dér v asymptoticky de Sit-
terové a anti-de Sitterové vesmiru, které byly diskutovany v predchozi kapitole.
Tyto prostorocasy jsou algebraického typu D — maji dva dvojnasobné degenero-
vané HNuSy. Tyto HNuSy lezi pravé v rezu &, ¢ = konst., tj. v fezu dvoudimen-
zionalnich konformnich diagrami zobrazenych v podkapitole 1.4.

V pripadé A > 0 muzeme tedy usoudit, Ze zafiva komponenta v daném bodé
nekoneéna vymizi pro dva specidlni sméry a to sméry v nekoneénu prostorové
opacné nez sméry k ¢ernym dirdm. Podrobnou diskuzi lze najit v [4]. Analogicky
rozbor Bornova feseni v de Sitterové vesmiru lze nalézt v [2].

Pro A < 0 zévisi kvalitativni tvar smérové zavislosti zarivé komponenty také
na orientaci HNuSt vzhledem k nekoneénu. U C-metriky s podkritickym zrychle-
nim se uplatnuje pouze jedna moznost — jeden z HNuS1 je orientovan vzdy ven z
prostorocasu a druhy dovnitt¥. Pro nadkritické zrychleni se ale uplatiiuji vSechny
alternativy. Pro rizné oblasti nekone¢na muze nastat jak ptipad, Ze oba HNuSy
sméruji dovniti prostorocasu, ven z prostorocasu ¢i jeden ven a jeden dovnitt.
Hranici mezi témito oblastmi jsou priiseciky akcelera¢niho a kosmologického ho-
rizontu s nekoneénem. Na téchto hranicich se uplatiuji i limitni pripady, kdy
HNuSy mohou byt k nekoneénu teéné. Pro podrobnou diskuzi viz [6].



Kapitola 3

Zobecnéni do vyssich dimenzi

Shrnuti

V poslednich letech se vyrazné zvysil zdjem o feSeni Einsteinovych rovnic ve
vy$Sich dimenzich. Motivace prichazeji zejména ze strunovych a branovych teorii
a ruznych verzi kvantové teorie, at jiz v ramci ‘velkého sjednoceni’ ¢ kvantové
gravitace. Diky tomuto zdjmu se zac¢ina rychle rozvijet i ¢isté klasicka verze obecné
teorie relativity ve vyssich dimenzich a postupné se zobecnhuji rtizné poznatky z
¢tyrdimenzionalni relativity.

A¢ tato oblast vyzkumu stoji pouze na okraji autorova zajmu, tii priloZzené
prace jsou prispévkem k tomto proudu relativistické fyziky.

Prace [13] je pfimé zobecnéni vysledku diskutovanych v minulé kapitole na
pripad prostorocasti vyssSich dimenzi. Tato price vyuzivd nedavnych vysledki
[109, 110] netriviadlné zobecnujicich klasickou algebraickou klasifikaci. V praci je
odvozena asymptotickd smérova charakteristika zafivé komponenty gravitacniho
pole. Je ukazano, zZe ji lze vyjadrit pomoci jistych funkci charakterizujicich alge-
braickou strukturu. Diky tomu nulové sméry zarivé komponenty pole opét souvi-
seji s algebraicky specidlnimi sméry.

V pracich [9,11] jsme se zabyvali zkoumanim ultrarelativisticky se pohybuji-
ciho rotujiciho cerného prstence v péti prostoro¢asovych dimenzich. Cerny prs-
tenec je utvar analogicky cernym dirdm, ale s odliSnou topologii horizontu, s
topologii S' x S2. Bylo ukizéno, Ze prostoro¢as okolo velmi rychle se pohybuji-
ciho prstence mé charakter tzv. pp-viny — prototypu rovinné vlny v teorii gravi-
tace. Tento vysledek je zobecnénim klasického postupu [111] ze ¢tyt dimenzi pro
rychle pohybujici se ¢ernou diru. Nami obdrzeny profil pp-vlny je téZ srovnan s
analogickym vysledkem [112] obdrzenym pro pétidimenzionélni ¢ernou diru.

57



58 Pavel Krtous

Publikace

Puvodni vysledky tykajici se tématu této kapitoly jsou obsazeny v nasledujicich
pracich:

[13] Pavel Krtous, Jifi Podolsky: Asymptotic structure of radiation in higher
dimensions, predbézné pfijato k publikaci v Class. Quantum Grav. (2005).

[9] Marcello Ortaggio, Pavel Krtous, Jifi Podolsky: Ultrarelativistic boost of
the black ring, Phys. Rev. D 71, 124031 (2005).

[11] Marcello Ortaggio, Jifi Podolsky, Pavel Krtous: Ultrarelativistic boost of
spinning black rings, J. High Energy Phys. JHEP12(2005)001.

Plné znéni téchto publikaci lze nalézt v druhé ¢asti habilita¢ni prace.



Urychlené cerné diry a struktura zareni ... 59

3.1 Asymptoticka smérova charakteristika zareni

Algebraické klasifikace Weylova tenzoru gravitaéniho pole vychézejici z préace
Petrova [107] a rozpracovana Penrosem [113] je zalozena na zkoumani vztahu tzv.
hlavnich nulovyjch sméri gravitaéniho pole! (viz monografie [29,91] pro prehledny
vyklad a podkapitolu 2.2 vySe pro kratky souhrn). Jednd se o standardni techniku
uzivanou jako voditko pfi hledani a pripadné identifikaci FeSeni Einsteinovych
rovnic. Vyznamnou roli také sehrava pri studiu zarivych prostorocasu a je klicova
ve formulaci peeling teorému [32,97,101-103]. Jak bylo vylozeno v piedchozi
kapitole, algebraicka struktura vzdaleného pole urcuje i smérovou charakteristiku
zateni.

Definice hlavnich nulovych smért v podobé predloZené napt. Penrosem [29]
v8ak podstatné vyuziva, ze prostorocas je ¢tyrdimenzionalni. Hlavni nulové sméry
nelze stejnym zpusobem definovat i ve vyssi dimenzi. Teprve nedavno se objevilo
zobecnéni tohoto konceptu v pracich [109,110] zavadéjicich namisto hlavnich nu-
lovych sméri obecnéjsi koncept nulovych smérid prizpusobenych Weylovu tenzoru
(Weyl tensor aligned null directions).

Tyto sméry jsou definovany zptsobem analogickym rovnici (2.2) — nulovy
smeér je prizpusobeny Weylovu tenzoru, pokud jisté komponenty tohoto tenzoru
vymizi v bézi vystavéné na tomto nulovém sméru. Na rozdil od standardni si-
tuace ve ¢tyrech dimenzich vSak prizpiusobené vektory ve vys$si dimenzi nemusi
existovat. Jejich defini¢ni rovnice jsou obecné ‘prezadané’ a typickd geometrie tak
nema4 zadné algebraicky specidlni sméry. Algebraicka klasifikace ve vyss$i dimenzi
je tak bohat$i o generické pripady bez prizptisobenych smért a zavisi také na
stupni degenerace vice prizpusobenych smért.

Ukazalo se, ze tento formalismus lze pfimocaie vyuzit ke zobecnéni vysledkii
praci [4,6,7]. V praci [13] se analogickym zptisobem odvozuje smérova charak-
teristika zafivych komponent gravita¢niho pole a vyjadiuje se pomoci funkci ur-
Cujicich algebraickou strukturu pole. Bylo ukizano, ze podobné jako ve ¢tyrech
dimenzich sméry, podél kterych zareni vymizi, specifickym zptsobem koreluji s
algebraicky specidlnimi sméry.

3.2 Ultrarelativisticky boost ¢erného prstence

Velmi dilezitym resenim Einsteinovych rovnic z hlediska teorii ve vyssich dimen-
zich (ale i ve standardnich étyfech dimenzich) je t¥ida pp-vin. Tyto prostorocasy
hraji v obecné teorii relativity roli rovinnych vln s pripadnymi ultrarelativistic-
kymi zdroji. Jejich vyznam ve vysSich dimenzich prameni z toho, Ze v téchto
prostorocasech lze presné fesit nékteré strunové teorie [114,115], dale z toho, ze v
nich vymizi v8echny algebraické invarianty [116-118], a v neposledni fadé proto,
ze popisuji i pole rychle se pohybujicich zdroji. To 1ze nahlédnou napt. z faktu,
7e pp-vlny se obecné dostavaji pii urychleni statickych zdroji (napt¥. ¢ernych dér)
na rychlost svétla [111,119].

Posledni duvod prispél k zajmu o pp-viny ve vyssich dimenzich zv1asté poté,
co nékteré vicedimenzionalni teorie predpovédély, ze jiz v soucasnych ¢i pravé

1Obdobnym zpiisobem lze studovat i elektromagnetické pole, pfipadné pole obecného spinu.
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budovanych urychlovacéich by mozna mohly byt generovany mikroskopické ¢erné
diry (viz napt. prehled [120]).

Prostorocas popisujici rychle pohybujici se lehkou Schwarzschildovu ¢ernou
diru ve ¢tyfech dimenzich byl obdrZzeny v praci [111]. Pfedpovédi tvorby ¢ernych
dér na skalach TeV vsak funguji pouze ve vicedimenzionalnich modelech, a proto
je potifebné zkoumat pp-vlnovou limitu pro vicedimenzionalni ¢erné diry. Obecna
rotujici ¢erna dira ve vy$si dimenzi byla popsand Myersem a Perrym ve [121], jeji
zobecnéni pro nenulovou kosmologickou konstantu v pracich [122,123]. Ultrarela-
tivisticka limita statické diry vedouci vskutku k pp-vIné byla nalezena v praci [119]
a zobecnéna na rotujici piipad letos ve [112].

Oproti situaci ve ¢tyfech dimenzich, ve vyssi dimenzi neplati teorém o jedno-
znacnosti ¢ernych dér, tj. Ze nejobecnéjsi staciondrni éernd dira v asymptoticky
plochém vakuovém prostorocase je rotujici dira s horizontem topologie S? po-
psand Kerrovym teSenim. Napt. v péti dimenzich je explicitné znamo ¢ernodé-
rové feseni s ‘toroidalni’ (S x S3) topologii horizontu, tzv. cerny prstenec (black
ring) [124,125]. Cerny prstenec mize byt jak staticky tak rotujici. V obecném
pripadé je k jeho stabilité nutny membranovy zdroj napnuty uvnitt prstence (ana-
logie kosmické struny u C-metriky). Pro specialné zvolenou rychlost rotace vSak
Ize zhruba feceno vybalancovat gravita¢ni silu se silou odstfedivou a membranu
uvniti prstence eliminovat. (Cerny prstenec kupodivu souvisi na formalni rovni
s Ctyfdimenziondlni C-metrikou diskutovanou v podkapitole 1.4: pro nerotujici
staticky prstenec prostorovou ¢ast metriky tvori euklidovska verze ¢tyrdimenzio-
nalni C-metriky.)

V pracich [9, 11] jsme provedli ultrarelativistickou limitu jak statického tak
obecné rotujiciho prstence v obecném sméru vzhledem k ose prstence. Nalezli jsme
konkrétni profilové funkce vyslednych pp-vin a porovnali je s pp-vinou ziskanou
urychlenim rotujici ¢erné diry [112]. Obé pp-vlny jsou pro obecnou volbu parame-
tri prstence ruzné. Shoduji se pouze ve specidlnim pripadé singularniho prstence,
kdy jeho horizont vymizi a zbyde pouze prstencova singularita. Prostorocas singu-
larniho prstence se vsak shoduje s prostorocasem ziskanym z Mayersovy-Perryho
¢erné diry degenerovanou volbou parametri jiz pred ultrarelativistickou limitou
a tak shoda vyslednych pp-vin v tomto pripadé neni piekvapenim.
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Publikace jsou razeny v poradi vyskytu v textu.



Obsah prilozeného CD

K habilita¢ni praci je prilozeno CD obsahujici nékteré doplnkové materialy. Vy-
chozim bodem k prohlidce téchto materiali je soubor index.html ve vrchnim
adresari disku. Ten obsahuje nasledujici prehled:

Habilita¢ni prace
Elektronicka podoba této prace v nékolika forméatech, véetné ‘origindlnich’
elektronickych verzi prilozenych praci.

Piiloha Cerné diry
Digitalni priloha popisovand v textu habilitace. Tato piiloha obsahuje t¥idi-
menzionalni obrazky, interaktivni diagramy a animace vizualizujici kauzalni
strukturu prostorocasi s Cernymi dirami.

Publikace
Elektronickd podoba vétsiny praci uvedenych v seznamu na str. 61.

Studijni texty
Nékteré studijni texty vypracované k prednaskdm ,,Proseminai teoretické
fyziky” a ,Geometrické metody teoretické fyziky”, které vedu na MFF UK.
Zejména se jednd o rozsahly text priblizujici diferencidlni geometrii pro
fyziky.

Popularizace
Dva popularizaéni a vyukové projekty: prezentace objasnujici vztah nerela-
tivistického a relativistického chapani prostoru a casu, a program slouzici k
ilustraci a vysvétleni relativistického paradoxu dvojcat a k diskuzi vztahu
Cervich dér a tzv. stroju casu.

Témto bodtim odpovidaji na disku i jednotlivé adresafe habilitace, cerne_diry,
publikace, studijni_texty a popularizace.
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Par poznamek k obsahu CD

Piiloha Cerné diry

Piiloha Cerné diry obsahuje odborné nejzajimavéjsi material ilustrujici mnohé
vysledky popsané v kapitole 1. Tento materidl je zde uveiejnén v ucelené formé
poprvé — pro svoji interaktivni povahu ho bohuzel nelze publikovat v tisténém
casopise.

Priloha obsahuje schematické tiidimenzionélni zobrazeni rtiznych prostoro-
¢ast s ¢ernymi dirami. Jedna se o kompaktifikované zobrazeni okoli ¢ernych dér,
naznacujici zejména kauzalni strukturu téchto oblasti. Je zde zobrazen jak tri-
vidlni Minkowského prostorocas a asymptoticky plochy prostorocas obsahujici
statickou ¢ernou diru, tak prostorocasy s urychlenymi dirami s Minkowského a
anti-de Sitterovou asymptotikou. Prezentace umoznuje zobrazovat prostorocas v
riznych ndhledech a ukazuje, jakym zptsobem jsou do tFidimenzionalnich dia-
graml vnoreny privilegované dvoudimenzionalni rezy.

Privodce ovladanim prilohy je uveden v podkapitole 1.4, v oddile na str. 36.

Studijni texty

K habilita¢ni praci jsou prilozeny nékteré studijni texty, které pouzivim pii pred-
naskach vedenych na MFF UK. Lze zde nalézt:

o Prehled vlastnosti kfivocarych soutadnic
Jedna se o soubor tabulek shrnujicich geometrické vlastnosti ortonormal-
nich systému v euklidovské roviné a prostoru. Jsou zde tabelovany transfor-
macni vztahy, Lamého koeficienty, souradnicové vektory a tvary vektoro-
vych operatort pro nejbéznéjsi ‘rodiny’ souradnic — pro cylindrické, sférické,
eliptické, parabolické a bipolarni souradnice. Texty jsou uréeny pro ,,Pro-
seminaf teoretické fyziky II” vyucovany v druhém rocniku studia fyziky.

e Distribucni kuchaika v R a E3

Text urceny pro stejny proseminar, obsahujici stru¢né zavedeni distribuci na
realnych c¢islech a v euklidovském prostoru s aplikacemi ve fyzice. V jedné
dimenzi se text zaméfuje na zavedeni distribuci a operaci s nimi, na regulari-
zaci lokalné neintegrovatelnych funkci a na vyuziti distribuci pfi Fourierové
transformaci. Ve tFech dimenzich je diraz kladen na popis distribuci se sin-
guldrnim nosic¢em, tj. distribuci lokalizovanych v bodé, na krivce ¢i na ploSe,
a na jejich vyuziti v teorii elektromagnetického pole.

e Geometrické metody ve fyzice

Tento rozsahlejsi text tvori zaklad vznikajicich skript k vybérové prednasce
»,Geometrické metody teoretické fyziky” urcené pro magisterské studium
teoretické fyziky. Jedn4 se o prehled diferenciidlni geometrie s dirazem na
aplikace v teoretické mechanice, obecné teorii relativity a kalibraéni teorii
pole. V soucasnosti text obsahuje pét kapitol a pokryva tak vétSinu prvni
¢asti zamyslenych skript tykajici se zejména zavedeni variet a riemanovské
geometrie. (Druha ¢ast skript by méla pokryvat teorii fibrovanych prostort
uzivanou v teorii kalibra¢nich poli.)
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Popularizace

Tato ¢ast obsahuje dva projekty popularizujici specialni teorii relativity.

Prezentace Specidlni teorie relativity a ZiZali farma na popularni rovni vy-
svétluje vztah newtonovského a relativistického chapani prostoru a casu. Vztah
téchto dvou pristupt je vyklddan na smysleném piikladu zizaliho svéta - modelu,
ktery vyuzivad pouze stfedoskolské znalosti euklidovské geometrie a pritom do
velké miry vystihuje myslenkovy skok mezi klasickou a relativistickou fyzikou.

Program Vylet ke hvézdam obsahuje dvé aplikace: Paradox dvojcat a Stroj
casu. Jedna se o program, ktery byl vytvoren k popularni prednédsce o ‘strojich
casu’.

Aplikace Paradoz dvojcat slouzi k modelovani paradoxu dvojcat na prikladu
letu kosmické lodi ze Zemé k Alfa Centauri A a zpét. Interaktivni formou se
zde zdjemce mize sezndmit s riznymi aspekty relativistického popisu a pomoci
ruznych pohledi na vysvétlovany jev ziskat intuici v situacich, se kterymi se pri
béznych rychlostech a rozmérech nesetka.

Aplikace Stroj ¢asu ukazuje, jak lze pomoci tzv. Cervi diry a paradoxu dvoj-
¢at vytvorit stroj ¢asu. Tato ¢ast byla pripravena jako ilustrace k prednasce jez
vysvétluje postoj soucasné teoretické fyziky k velmi oblibenému tématu védecko-
fantastické literatury, k tzv. strojim ¢asu (zafizenim umoznujicim navrat do
vlastni minulosti). Pfednaska ukazuje na koncepéni problémy pii formulaci tako-
véto kauzalni situace a shrnuje fyzikidlné podlozené argumenty tykajici se jeji pri-
pustnosti ¢i nepiipustnosti. Prilozeny program dokumentuje, ze existence ¢ervich
dér (topologickych zkratek v prostorocase) s sebou nevyhnutelné nese i moznost
existence stroju casu.






