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Matematické programy a jejich pouziti
Vélec s vodou

Zadani prikladu

Urcete, jak bude vypadat hladina vody ve valci o peélen, kdyZ jej budeme atét kolem osy thlovou rychlosti, vite-li,
Ze v klidu saha voda do vySky H. Povrchovédtiaa vnitni treni vody zanedbejte.

Postup FeSeni prikladu

Nejprve si z porovnani tihové a destivé sily na hladihurcime jak se rni snérnice hladiny (prvni derivace
funkce popisujici hladinu). Nasleglintegraci (respektivieSenim differencialni rovnice) sidime samotnou funkci az na
konstantu. Tu wime z podminky, Ze pro r=0 bude hladina dosahowainm a to ozn&ime hO. Pro fehlednost si tuto
funkci ozn&ime vyskal(r).

Nyni si ugime objem vody V fed roztéenim vélce a nasledmo porovname s objemem vody V2, kdyZ voda rotuje
(objem vody uéime integraci ve valcovych s@dnicich). JelikoZ uvazujeme, Ze voda je néstna a nikam se nevypge
je objem vody stejny. Porovnanim objeémiostaneme hodnotu vysky h0 v zavislosti na H,dr(a g). Dosazenim za h0 ve
funkci vyskal(r) dostavame funkci, kterou ozimae vyska2(r) a ktera nam popisuje jak ssntvar hladiny v zavislosti na
parametrech H, Ra (a g).

KdyZ ale vyska hO bude zaporna (hapedostatek vody, nebo se vod&i frilis rychle; zdpornou vySku ozérae
h02), snérnice hladiny astane stejna, ale nyni musime provést integrac@zich od r0 do R, kde rO ztianisto kde funkce
protne hladinu.

Nejprve si uéime podminku kdy tento jev nastane. Pak &ime objem vody po rozéeni V22 pomoci integrace od
r0 do R. Nasledhsi z podminky vyskal(r)=0 &ime jak spolu souvisi r0 a hOrgsriji si uréime jak spolu souvisi f0a h02,
jelikoZ je to snadwsi; oznaime r00=r@). Uréenou zavislost dosadime do funkce pro objem patent a poté porovname
tento objem s objementgd roztéenim. Pro osfeni spravnosti mugeseni pro h02 sfpbvat podminku, Zeifslusna funkce
vySky h02 musi spogtnavazovat na funkci hO pro dostatek vody. Nejsiatito spojitost owiime dosazenim za vysku H
vyrazem, ktery dostaneme z podminky h0=0 &w@eme, Ze vyraz h02 je taktéz 0.

Dosazenim za h0 vyraz pro h02 ve funkci vyskal@gté@vame funkci, kterou ozéiene vyska22(r) a kterd nam
popisuje jak se emi tvar hladiny v zavislosti na parametrech H, & @ g) pro nedostatek vody.

Nasleds si mizeme definovat funkci vyska(r,H, ®g), ktera bude pro dostatek vody definovana jafska2(r) a
pro nedostatek vody jako vyska22(r). Tuto funkcigpsi definovat jako funkci vice prégmnych z dvodu podminky pro
nedostatek vody a také pro moznosgmynparamaii Glohy.

Zajimavosti tohotoifikladu je, Ze pvodni vyska hladiny je aritmetickymjmérem minimalni vySky hO a maxima
dosahovaného na okraji (pro dostatek vody).

Dasi zajimavosti je @veni, Ze zadana funkce je "rozumna”. To znamert hy platit, Ze mnozstvi vody které je
nad mgivodni hladinou je stejné jako mnozstvi vody, ktetéybi" pod fivodni hladinou.
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Reseni pikladu

Pro spravnou ¢innost animaci na konci notebooku je nutné jej celypropoéitat (nabidka Evaluation/Evaluate Note-
book).
Pro slabsi p&ita¢e neni vhodné pouzivat 3D animace - jsoufis naroéné a mohou zjiisobit ukonéeni programu.

= Prabéh tvaru hladiny pro dostatek vody

inj1):= Clear ["Global® "]

2= $Assumptions =R> 0
$Assumptions =H> 0
$Assumptions =w >0
$Assumptions =g >0

oufz= R>0

ouz= H>0
oufa= w >0

oufsj= 9 >0

= Sily pisobici na hladirg

inel:= Fg = m=* w? xT
Fc=mxg
oufgl= Mr w?

ouf7]= g m

= Porovnani sil na hlading

Fd
In[8]:= k= —
Fe

outgl ——

m Uréeni tvaru krivky hladiny (s podminkou pro r=0 dostdvame h0)
injo]:= reseni = DSolve [{h' [r] ==k, h [0] == hO}, h,r ]
Zgh0+r2w2”}

out[9]= Hh - Function|{r}, 2

= Definovani funkce vyskal
inol= vyskal [r_ ] : = FullSimplify [(h[r] /.reseni )[[1]1]]
in[11):= vyskal [r]

r2w2

our1= hO + 5
g
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= Objem vody ve valci gled roztotenim
mi2j= V= xR % H
ouizl= Hr R

= Objem vody ve valci po rozt@eni

R M2 rn
n[13):= V2 = J J (vyskal [r]) r dedr
0 JO

7 R w?
49

ou13)= h0 5t R+

= Uréeni vysky hO

in14):= reseni2 = FullSimplify [Solve [V2 ==V, h0 1]
hOl = hO /. reseni2 [[1]]

out[14]= HhO - H- Rj—j}}

R? w?
49

ouff15)= H-

= Definovani funkce vyska2
6= vyska2 [r_ ] : = FullSimplify [vyskal [r] /.hO - h01]
inf17):= FullSimplify [vyska2 [r]]
(2r2-R) w?
49

ouf17)= H+

= Prabéh tvaru hladiny pro nedostatek vody

= Podminka nedostatku vody

in18):= Reduce [h01 < 0&&g > 0, H, Reals ]

2

oufigl= g > 0 &&H <
49

m  Objem vody ve valci po rozt@eni

27 r2xw?
o= V22 = ﬁj h02 + r dedr
0 Jo 2%g

5 AR W r 0% w?
ouiol= h02 7w R? —h02 7 r0? + -
49 49
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= Uréenf vyrazu r0? a r0*

r00 * w?
201~ 100 = r00 /. Solve [hoz + = 0, r00 ][[1]]

2xg
2 g ho2

out[20]= -
w2

= Dosazeni do vztahu V22 za vyrazy f0a r0*
1= V22 = V22 /. {r0% 5100, 10 “* - r00 *}

gh022n 7R W2
ouzy= h02 R + +
w? 49

= Uréeni vySky h02

in22):= resenid3 = FullSimplify [Solve [{V =V22}, {h02}]]

Ra)(Z\/gH +Rw) Rw(—Zx/gH +Rw)
out[22]= HhOZ - - 5 }, {h02 - - 5
g g

m  OvéienireSeni

m  Podminka pro hO

in23):= podminka = Solve [hO1 == 0, H ]
R? w?

oo {{r> 0]

= Dosazeni podminky di@Seni

in24):= Assuming [g > 0 && R> 0&& w > 0, FullSimplify [reseni3

2

out[24]= HhOZe—RZTw}, {hOZeO}}

m  Ovéiena zavislost pro h02
in2s):= h02 = h02 /. reseni3 [[2,11]]

Rw (-2+/gH +Ruw)
29

Out[25]= —

= Definovani funkce vyska22

ini26):= vyska22 [r_ 1 : = FullSimplify [vyskal [r] /. hO - h02]

vyska22 [r]

w(2/gHR+r2w-Row)
29

Out[27]=
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m Cel4 zavislost hladiny pro dostatek i nedostatek vo

2= vyska [r,R_,H_, w_, g_1]:=Evaluate [lf [h01 >0, H +

m  Pomocné funkce na kresleni graf

in29:= vyskaO [r_,R_,H_, w_,Q_1:
vyskag [r ,R_,H_, w_,g_ 1:

(2 (x2 +y?) - R?) w?

Evaluate [If [hOl >0, H

In31):= vyska2 [r]
vyska22 [r]
vyska [r, R, H, w, Q]
vyskaO [r,R,H, w,g]
vyskag [r, R, H, w,9]

+

Evaluate
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(2r?-R?) w?* w (2+gH R+r?w-Rw)

[If [hO1 > O, vyska2

w (2VIH R+ (x2+y?) w- R )

, )

[r1, vyska22 [r]]]

49

w(2/gH R+r2uw-Ruw)

w(2GH R+ (X2 +y?) w- R w)

Il

(212 -R) o2
ouf3l): H¥ —8
49
w(2y/gHR+r2w-Ruw)
out[32]=
29
a)z (2r2—R2) 0)2
ouzs= | f [H— >0, H+ ,
49 49
R? w?
out[4j= | f [H— >0, vyska2([r], vyska22(r 1]
49
W2 (2 (x2+y?) - R) o2
ouzs= | f [H— >0, H+
49 49

= Zajimavosti

m Pramér vySek pro dostatek vody

inze):= FullSimplify
FullSimplify

[vyska2 [0]]
[vyska2 [R]]

FullSimplify [

vyska2 [0] +vyska2 [R]

R2 2
out[36)= H-

49

R2 2
out[37)= H+

49
out[3g]= H
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= Porovnani objemi nad a pod pivodni hladinou pro dostatek vody

In[39]:=

out[39]=

out[40]=

out[41]=

out[42]=

= Porovnani objemi nad a pod pivodni hladinou pro nedostatek vody

In[43]:=

out[43]=

out[44]=

out[45]=

out[46]=

out[47]=

Solve [vyska2 [r] =H,r ]

2 7
nahore = ﬁ j (vyska2 [r] -H) r dedr
—Jo
V2

dole = J-EJ‘ZH(H—vyskaZ [r1) r dedr
nahore —odole0

(o) e )

V2

R w?

16 g
R w?

16 g

0

reseni4 = FullSimplify [Solve [vyska22 [r] ==H,r ]
rol =r /.resenid [[2]]

2 7
nahore2 = J.R j (vyska22 [r] -H) r dedr
ro1 Jo

01

2 7 <V r00 2 7T
dole2 = J (H-vyska22 [r]) r dedr +J J Hxr dedr
0

4/ r00
nahore2 - dole2

0

]

0
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2gH+Rw (-2+/gH +Ru)

—

J29H+Rw(2x/gH +Ruw)

- : (-

2gH+Rw (-2+/gH +Rw)

w
gH 2H+/gH 7R
HrR + -
w? w
gH 2H+/gH 7R
HrR + -
w? w
0
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= Vizualizace

in4g):= Grid [{{Style ["Pohled z boku", Blue, Bold, 16 1}, {
Manipulate [Grid [{{vyskaO [r,R,H, w®,91}, {vyska [r,R,H, w,91},
{Show[Plot [{vyska [r,R,H, w,g1,H}, {r, -R, R}, Filing - Bottom,
PlotRange - {{-1,1 1}, {0, 15 }}, AxesLabel - {"r","h" }1,
ListLinePlot [{{-R,0}, {-R, 15 }}, PlotStyle - Black 7,
ListLinePlot [{{R, 0}, {R, 15 }}, PlotStyle - Black ], ImageSize - 3601}}1,
{{R,13},0001,1 3}, {{H,5},0,10 }, {{w,103},0,20 }, {{g, 10 },0.01,20 }]
13

Pohled 2z boku

R UD b (2R e
. .

ag
5.04 + 2. 45006 (-1 +2r?)
h

14 -

€
I CI

12-

Out[48]= 10 =
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In[49]:=
Grid [{{Style ["Tvar hladiny pro r azné parametry R, H, w a g", Blue, Bold, 14 1}, {
Manipulate [Grid [{{vyskaO [r,R,H, w®,91}, {vyska [r,R,H, w, g1}, {Show[
Plot3D [vyskag [r,R,H, w,01,
{x, -1,11%, {y, -1,1 3}, PlotStyle - Directive  [Blue, Opacity [0.6 11,
PlotRange - {{-1,11}, {-1,11}, {0, 20 }}, Filling - Bottom, RegionFunction -
Evaluate [Function [{X,Yy,z },x"2 +y"2 < R]], PerformanceGoal - "Quality" 1,
ContourPlot3D  [x"2 +y"2 =R, {x, -1,13}, {y, -1,11},
{z, 0, 20 1}, ContourStyle - None, MeshStyle - Gray, Mesh - 5],
ImageSize - 3601}}]1, {{R,0.7 },0.001,1 3}, {{H,53},0, 10 },
{{w,10},0,20 }, {{g,101},0.01,20 }]
13
Tvar hladiny pro r azné parametry R, H, wag
M
3 U
A
il o
w 3
A
9 J
out[49]=
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