Zadani pisemné prace z Klasické elektrodynamiky
Adam Dragula
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Za predpokladu, ze x,y, z jsou kartézské a r, 0, ¢ sférické souradnice, spoctéte A(/Y . é) pro vektorova pole
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Reseni. Pii pocitani skaldrniho souéinu brzy zjsitime, ze se vyplati vyjadiit vektrové pole B ve sférickych soufadnicich.
To lze nejsnaze s pouzitim gradientu ve sférickych souradnicich, ktery d&a

€z = Vx = sin 6 cos ¢€,. + cos f cos péy — sin Ppey

€y = Vy = sinfsin ¢e, + cos 0 sin pey — cos pey
€, = Vz = cos e, — sinfey
a pak transformované pole ,
B = rsin 2¢ sin® 0é, — W@@ .
cos(0)

Pro skalarni souc¢in mame
A-B = r*lgin2¢sin?0
a konec¢né

AA-B) = (k+1)(k—4)r""*sin?@sin2¢ .

Uloha 2

Z dvouétverci o strané 20 cm alobalu o tloustce 15um se zmackanim vytvoii kulicky
o prumeéru 4 cm. Ty se v jednom bodé zavési na 1 m dlouhé nehmotné vlikno. Po
nabiti obou stejnym nédbojem se puvodné dotykajici se kulicky od sebe oddéli na
vzdélenost 6 cm. Jaky naboj a napéti je na kulickdch? Uved'te hodnoty jak pro
situaci, kdy zanedbavame vlastni kapacity, tak pro prvni aproximaci, kdy jsme na
cvicen{ dostali, ze C1a = —4mega® /d (polomér a, vzdalenost stiedi d). Kde ptiblizné
a jakd je nejvyssi hodnota elektrického pole [V/m]?

Reseni: Zskladni problém, ktery je potfeba rozmyslet, je zda lze v dané situaci uréit
naboj z Coulombova zdkona. Na pfednaSce jsme vidéli, ze vlozenim vodivé kulicky
o poloméru a do homogenniho pole Ej se na jejim povrchu indukuji nédboje, které
v dusledku vedou k tomu, Ze slozené pole je popsano potencidlem predstavujicim
kombinaci pole homogenniho a pole dipdélu
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Elektrickd intenzita této (dipdlové) poruchy homogenniho pole ubyvd s tfeti mocninou vzdélenosti a sama hodnotu Ey
aproximujici pole prvni kulicky v misté druhé ubyva s druhou mocninou vzdélenosti. To dohromady dava patou mocninu.
Muzeme tedy piredpoklddat, ze ve vysledku se pii uréovéani velikosti naboje ¢isté za pouziti Coulombova zdkona (kdy intezita
a sfla ubyva s druhou mocninou vzdélenosti) dopoustime zanedbanim nerovnomeérného rozlozeni néboje na kulickdch relationd
chyby timérné (a/d)3. Presnéjsi analyza da 4(a/d)® ~ 4%.

Proto pii pa; = 2700 kg m 2 pro hmotu kulicek dostdvame m = 1.62 g, a pro sin o ~ 5/102 vychézi sila 780uN. Tou se
ve vzdalenosti 10cm odpuzuji dva bodové naboje @ = 29 nC.

V nulté aproximaci pak zapoc¢itavame jen kapacitu samotné kulicky 01((1)) = ég) = 4mega ~ 2.22pF, a tedy napéti na
jejim povrchu vzhledem k nekoneénu vychazi Ul(o) =Q/C1; = 13kV.

Pii zapocteni vzéjemné kapacity mame pti zanedbani ¢lenit O((a/d)?) stéle Cﬁ) = ng) = 4mega musime vyfesit ilohu
Q1 =C11UL 4+ C1oUy = (011 + 012)U1, kde uzivame symetrii U; = Uy , tedy Ul(l) ~ 16.5 kV.

V zadani uvedenou hodnotu aproximace Cg) jsme na cviceni odvodili tak, ze jsme predpokladali, ze pole lze superonovat,
aniz se prili§ zméni tvar ekvipotencidl z puvodniho presné sférického tvaru pro d — oo. Je tedy piipustné misto uziti
uvedené hodnoty vzajené kapacity spocist potencial superpozici poli dvou naboju. Podle toho které misto na povchu kulicky
si vybereme dostaneme pii vyse uvedené hodnoté nédboje potecidlv v rozsahu 15.4 — 16.5 kV. Tento rozsah ~ +3% hodnoty
napéti ilustruje jaky je dopad zanedbani élenti (a/d)? ~ 0.03.

Pokud by nés zajimaly pfesnéjsi hodnoty, pak prvni musime opravit uréeni naboje, poté zapocist vliv koneénych rozméru
i na napéti. Spravnd hodnota je @ = 30.0 nC a U; = Uy = 15.2 kV pokud bereme vazné g = 9.81 ms~2 i py;.
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Uvazujte deskovy kondenzator tvoreny dvéma rovnobéznymi deskami vzdalenymi h = 7cm a rozdilem potencidlu elektrod
U = 6000V. Aniz by se ménilo napéti pfivedené na elektrody ze zdroje je na jeho spodni elektrodu polozena vodiva kulicka
o pruméru d = 2.5cm. Vodivé spojeni kulicky a spodni elektrody zpusobi, Ze ¢ast ndboje spodni elektrody se rozmisti v
podobé plosné nabojové hustoty o na povrchu kulicky. Protoze se nema zménit napéti mezi deskami, bude nutno néjaky
naboj doplnit i z vnéjsku.

Naleznéte feseni Laplaceovy rovnice mezi elektrodami metodou fiktivnich ndboju a poté podle nize uvedené osnovy
analyzujte ziskany pfiblizny prubéh rozlozeni néboje.
Nédvod: Pouzijte metodu fiktivnich nabojua, tedy
predpokladejte, ze pole vné kulicky ma podobu su-
perpozice homogenniho pole elektrod a pole dvou nebo
tfi bodovych naboju vlozenych do kondenzédtoru s obéma
uzemnénymi elektrodami (nulové okrajové podminky zjed-
nodusuji superpozici). Fiktivn{ ndboje umistéte dovnitt
kulicky blizko jejimu stfedu na osu symetrie.

Bohuzel pole bodového naboje mezi deskami kondenzatoru
neni Uplné jednoduché a proto pouzijte kalkulator pole na
adrese http://utf.mff.cuni.cz/"ledvinka/h.html. Za
pocatek tam pouzitych kartézskych souradnic je zvoleno
misto dotyku spodni desky a kulicky. Jeji stfed lezi na ose

Z.
Otéazky:

1. Jaké elektrické pole E je v kondenzatoru bez vlozené kulicky, je-li mezi elektrodami napéti U? Jaka nabojovéa hustota
sidli na obou elektroddch?

2. Jaké numerické hodnoty (fiktivnich) ndboju uvniti kulicky je potfeba zvolit, aby rozumné vystihovaly pole, jaké se v
kondenzétoru nachazi po vlozeni kulicky? Néboje umistéte pobliz stfedu kulicky na jeji osu (doporucuje se rozestup
pod 0.1-5% poloméru). Pouzijte princip superpozice, tedy skutecnost, ze poln{ veli¢iny jsou néjakou linedrn{ kombinact
hodnot jednotlivych ndboju a pivodniho homogenniho pole. Hodnoty urcete takové, aby
a) nulovd ekvipotencidla prochézela pélem koule (0 = 0), tj. ®(6 = 0) =0,

b) potencidl na povrchu koule se co nejméné odchyloval od nuly. To prakticky znamend, ze pro dals jednu nebo dveé
hodnoty 6* pozadujete ®(6*) = 0 (pro t¥i ndboje potiebujete k rovnici z 2a) pfidat jesté dvé dalsi rovnice a tedy je
nutné zvolit dvé 6*).

¢) potencidl na povrchu koule nevyboéil z intervalu +120V (ziskdte +3 body pokud se vejdete do +18V).

3. Nacrtnéte rozlozeni ndbojové hustoty na kulicce.

4. Do spoleéného grafu nacértnéte rozlozeni ndbojové hustoty na spodni a horni elektrodé. Cérkovanou ¢arou vyznacte i
prubéh plognych ndbojovych hustot na elektroddach pired vlozenim kulicky, pokud by se U nezmeénilo.

5. Kolikrat vetsi je plosnd nabojovd hustota na pdlu koule, nez na deskach kondenzatoru pired jejim vlozenim?
Jaky celkovy néboj se nachdzi na povrchu kulicky?
O kolik se vlozenim kulicky zméni celkovy naboj na horni desce kondenzéatoru?

O kolik se vlozenim kulicky zméni celkovy naboj na dolni desce kondenzatoru?

© »®» N

Jaky a proc¢ je soucet hodnot z predchozych tii bodu?
10. O kolik se vlozenim kulicky zméni kapacita deskového kondenzatoru?

Pozor, jednotky elektrického pole v kalkuldtoru jsou [V /cm] a vzdalenosti se zaddvaji v [cm]! Nezapomeiite kromé ndboji
uvést i jejich polohy. Neni nutné, abyste hodnoty ndboju, které se zaddvaji v [V cm], pFepocitdvali do SI. To ale neplati o
kapacite.

V kalkuldtoru méate k dispozici hodnoty nasledujicich veli¢cin na povrchu kulicky: Phi— ®[V], theta— 6(soutadnice
na povrchu sféry, 0 na hornim pélu, 7 na dolnim), Ex— E, = —9,®[V/cm|, Ez— E, = —90,®[V/cm|, nx— n, = sin,
nz— n, = cosf (tj. slozky normdlového vektoru ke kuli¢ce), En— E,, = —7- V®[V/cm], x— = = Rsinf, z— z = R(1+cos0)
(tj. soufadnice bodu na povrchu kuli¢ky) a konstanty R polomér kulicky, H vzddlenost desek (oboji v cm), epsilon pro
€0 = 8.854187817.10"'2F m~' a Pi. Na spodni a horni desce odpovidaji hodnoty x, z, nx, nz slozkdm soufadnic a poli
normal na deskéach.

Soustavy linedrnich rovnic umf{ fesit m.j. Wolfram Alpha (http://goo.gl/FvNS2b).

Reseni:

1. Samoziejmé bez vlozené kulicky je mezi deskami homogenni pole E? = U/h, na deskéch je pak ndbojovd hustota
00 = d¢EY.



2. Podle rady zvolime polohu dvou néboju blizko stfedu koule, nap¥. z; = 1.3 cm a z5 = 1.2 cm.

Nyni studujeme superpozici poli elektrod a obou naboju. Pro U = 6000V a @1 = Q2 = 0 mame
O(0 =0) =2142.86V, P(6 =120°) = 535.714V
ProU=0, Q1 =1Vcm a Q3 =0 je
®(0 =0) =0.55788V, (6 =120°) = 0.328201V
a konetné proU =0, Q1 =0a Qy =1Vem je
®(0 =0) =0.487633V, (6 =120°) = 0.341902V

a) Pro vynulovani hodnot potencidlu na pélu ®(6 = 0) a

b) na zvolené rovnobézce ®(6 = 120°) musi byt zaroveri:
2142.86 + 0.55788Q); + 0.487633Q2 = 0

535.714 + 0.328201Q1 + 0.341902Q2 = 0

To je soustava dvou rovnic a mé feseni ()1 = —15356.2 a Q3 = 13173.9.
Maximéln{ odchylka od nulové hodnoty je na povrchu kulicky asi 55V (viz Obr.1).
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Obr. 1 Prubéh potencidlu na povrchu kulicky pro nalezené hodnoty ndboju
(modrd kiivka). Dva body na modré kfivce, kde jsme vyzadovali splnéni
® = 0 jsou zvyraznény puntikem. Zlutd kfivka je pro fedeni se tfemi fik-
tivnimi néboji (nulovost potencidlu vyzadujeme ve tfech bodech). Zelend
odpovidé péti fiktivnim ndbojum
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Obr. 2 Prubéh tec¢né slozky elektrické intenzity ukazuje, Ze se s rostoucim
poc¢tem fiktivnich nédboju klesd k nule i teénd slozka elektrické intenzity.
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Obr. 3 Prubéh ndbojové hustoty na povrchu kulicky. Barvy kfivek opét Obr. 4 Prubéh ekvipotenciél pole s krokem U/20 v roviné x — z. Vykres-
odpovidaji po¢tu pouzitych fiktivnich ndboju. Spolu s Obr. 2 tak vidime, leny jsou i vybrané silocary. Abychom mohli posoudit kvalitu pouzitych
ze obé slozky elektrické intenzity v misté dotyku kulicky a spodni elektrody aproximaci, je pro tfi a pét fiktivnich ndboju vykreslena i ekvipotencidla
vymizi. U/1000.

3. Jak jsme vidéli, zaddnim vhodnych fiktivnich ndboju jsme ziskali elektrické pole, jehoz teéna slozka na povrchu kulciky je
dostatecné mald. Kolm4 slozka pak predstavuje ndbojovou hustotu. Abychom vyfesili jednotky pouzijeme faktor 1/100
pro prevod F/m na F/cm Pribéh ndbojové hustoty na kulicce v C/em? ziskdme zaddnfm vyrazu 0.01%epsilon*En a
je na Obr. 3.

4. Nabojovou hustotu pied vlozenim kulicky jsme nalezli v bodé 1., stejny vyraz jako v bodé 3., tedy 0.01*epsilon*En,
nam popisuje i ndbojovou hustotu na obou elektrodach. Slozeny graf je na Obr.5.
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Obr. 5 Prubéh ndbojové hustoty na povrchu elektrod. Barvy kfivek opét
odpovidaji po¢tu pouzitych fiktivnich ndboji. Vyplnénd plocha souvisi s
body 7. a 8.
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Obr. 6 Pribéh integrandu (o(z = 0) + 0%)2nx, ktery vyjde, kdyz pfi in-
tegraci pres plochu spodni elektrody pouzivame dS = 2wxdx. Obrazek
ilustruje, ze ani zna¢nd chyba modré nabojové hustoty na spodni elektrodé
v miste dotykus kulickou se ve vysledku zas tak moc neprojevi.



10.

. Kolikrat vétsi je plosna nabojova hustota na pélu koule, nez na deskach kondenzatoru pred jejim vlozenim spocteme

zadanim vyrazu En/ (U/H). Vyjde 4.25, ¢ast je dana tim, ze mezi pélem kulicky a horni elektrodou je mensi vzdélenost,
nez mezi deskami, ¢ast tim, ze pole neni homogenni.

. Pfi urcovani, jaky celkovy ndboj se nachdzi na povrchu kulicky (o poloméru a) musime spocist integrél

Qk =/adS=/ a(0)2ma? sin 6d6,
0

proto do kalkuldtoru zadame vyraz 0.01*epsilon*En*R**2*2xPi*sin(theta). V faddku s hodnotami primitivni funkce
[° £(6))d0’ najdete Qi = —27.4kV cm = —2.43 nC.

Pokud pocitdme o kolik se vlozenim kulicky zmén{ celkovy ndboj na horni desce kondenzatoru, musime urcit (v roviné
y = 0 pfedstavuje x zdroven vdlcovou soufadnici)

AQy = /(O’ —o")dS = /Ooo(a(z =h) — o")2nxdx

a proto do kalkuldtoru zaddme vyraz 0.01xepsilon* (En+nz*U/H)*2xPi*x. V fadku s hodnotami primitivni funkce
[* f(a')d2’ najdete AQ4 = 7.50 kV cm = 0.66 nC.

. O kolik se vlozenim kulicky zméni celkovy naboj na dolni desce kondenzatoru spocteme uplné stejné. Protoze jsme

pouzili pole normél, vyraz zadavany do kalkulatoru neni potfeba ménit.

. Nula. Souvisi to s principem superpozice. Pole v kondenzatoru je superpozici pole homogenniho a poli bodovych naboju

pfi nulovém potencidlu elektrod. Z Gaussovy véty pak plyne, ze kazdy (tedy i fiktivn{) ndboj vlozeny mezi dostatetné
velké uzeméné desky kondenzatoru musi byt kompenzovan v souctu stejné velkym néabojem opaéné polarity rozlozenym
na obou deskovych elektroddch. Jinak by potencidly na elektroddch nemohly zustat konstatni a pole vystupujici v
Gaussové vété vymizet.

Zménu naboje na horni elektrodé vydélime napétim, tedy AC = 0.1pF.



