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Úloha 1

Za předpokladu, že x, y, z jsou kartézské a r, θ, φ sférické souřadnice, spočtěte ∆( ~A · ~B) pro vektorová pole

~A = re−ar~eθ , ~B =
z√

x2 + y2
~ez .

Řešeńı. Při poč́ıtáńı skalárńıho součinu brzy zjsit́ıme, že se vyplat́ı vyjádřit vektrové pole B ve sférických souřadnićıch.
To lze nejsnáze s použit́ım gradientu ve sférických souřadnićıch, který dá

~ex = ∇x = sin θ cosφ~er + cos θ cosφ~eθ − sinφ~eφ

~ey = ∇y = sin θ sinφ~er + cos θ sinφ~eθ − cosφ~eφ

~ez = ∇z = cos θ~er − sin θeθ

a pak transformované pole

~B =
cos2 θ

sin(θ)
~er − cos(θ)~eθ .

Pro skalárńı součin máme
~A · ~B = −re−ar cos θ

a konečně
∆( ~A · ~B) = a (4− ar) e−ar cos(θ) .

Úloha 2

Z dvoučtverc̊u o straně 20 cm alobalu o tloušt’ce 15µm se zmačkáńım vytvoř́ı kuličky
o pr̊uměru 4 cm. Ty se v jednom bodě zavěśı na 1 m dlouhé nehmotné vlákno. Po
nabit́ı obou stejným nábojem se p̊uvodně dotýkaj́ıćı se kuličky od sebe oddáĺı na
vzdálenost 6 cm. Jaký náboj a napět́ı je na kuličkách? Uved’te hodnoty jak pro
situaci, kdy zanedbáváme vlastńı kapacity, tak pro prvńı aproximaci, kdy jsme na
cvičeńı dostali, že C12 = −4πε0a

2/d (poloměr a, vzdálenost střed̊u d). Kde přibližně
a jaká je nejvyšš́ı hodnota elektrického pole [V/m]?
Řešeńı: Základńı problém, který je potřeba rozmyslet, je zda lze v dané situaci určit
náboj z Coulombova zákona. Na přednášce jsme viděli, že vložeńım vodivé kuličky
o poloměru a do homogenńıho pole ~E0 se na jej́ım povrchu indukuj́ı náboje, které
v d̊usledku vedou k tomu, že složené pole je popsáno potenciálem představuj́ıćım
kombinaci pole homogenńıho a pole dipólu

Φ = − ~E0.~r

(
1− a3

r3

)
.

6cm

Elektrická intenzita této (dipólové) poruchy homogenńıho pole ubývá s třet́ı mocninou vzdálenosti a sama hodnotu E0

aproximuj́ıćı pole prvńı kuličky v mı́stě druhé ubývá s druhou mocninou vzdálenosti. To dohromady dává pátou mocninu.
Můžeme tedy předpokládat, že ve výsledku se při určováńı velikosti náboje čistě za použit́ı Coulombova zákona (kdy intezita
a śıla ubývá s druhou mocninou vzdálenosti) dopoušt́ıme zanedbáńım nerovnoměrného rozložeńı náboje na kuličkách relativńı
chyby úměrné (a/d)3. Přesněǰśı analýza dá 4(a/d)3 ≈ 4%.

Proto při ρAl = 2700 kg m−3 pro hmotu kuliček dostáváme m
.
= 1.62 g, a pro sinα ≈ 5/102 vycháźı śıla 780µN. Tou se

ve vzdálenosti 10cm odpuzuji dva bodové náboje Q = 29 nC.

V nulté aproximaci pak započ́ıtáváme jen kapacitu samotné kuličky C
(0)
11 = C

(0)
22 = 4πε0a ≈ 2.22pF, a tedy napět́ı na

jej́ım povrchu vzhledem k nekonečnu vycháźı U
(0)
1 = Q/C11 ≈ 13 kV.

Při započteńı vzájemné kapacity máme při zanedbáńı člen̊u O((a/d)2) stále C
(1)
11 = C

(1)
22 = 4πε0a muśıme vyřešit úlohu

Q1 = C11U1 + C12U2 = (C11 + C12)U1, kde už́ıváme symetrii U1 = U2 , tedy U
(1)
1 ≈ 16.5 kV.

V zadáńı uvedenou hodnotu aproximace C
(1)
12 jsme na cvičeńı odvodili tak, že jsme předpokládali, že pole lze superonovat,

aniž se př́ılǐs změńı tvar ekvipotenciál z p̊uvodńıho přesně sférického tvaru pro d → ∞. Je tedy př́ıpustné mı́sto užit́ı
uvedené hodnoty vzájené kapacity spoč́ıst potenciál superpozićı poĺı dvou náboj̊u. Podle toho které mı́sto na povchu kuličky
si vybereme dostaneme při výše uvedené hodnotě náboje poteciálv v rozsahu 15.4− 16.5 kV. Tento rozsah ≈ ±3% hodnoty
napět́ı ilustruje jaký je dopad zanedbáńı člen̊u (a/d)2 ≈ 0.03.

Pokud by nás zaj́ımaly přesněǰśı hodnoty, pak prvńı muśıme opravit určeńı náboje, poté započ́ıst vliv konečných rozměr̊u
i na napět́ı. Správná hodnota je Q

.
= 30.0 nC a U1 = U2

.
= 15.2 kV pokud bereme vážně g = 9.81 ms−2 i ρAl.



Úloha 3

Uvažujte deskový kondenzátor tvořený dvěma rovnoběžnými deskami vzdálenými h = 12.5cm a rozd́ılem potenciálu elektrod
U = 3000V. Aniž by se měnilo napět́ı přivedené na elektrody ze zdroje je na jeho spodńı elektrodu položena vodivá kulička
o pr̊uměru d = 8.5cm. Vodivé spojeńı kuličky a spodńı elektrody zp̊usob́ı, že část náboje spodńı elektrody se rozmı́st́ı v
podobě plošné nábojové hustoty σ na povrchu kuličky. Protože se nemá změnit napět́ı mezi deskami, bude nutno nějaký
náboj doplnit i z vněǰsku.

Nalezněte řešeńı Laplaceovy rovnice mezi elektrodami metodou fiktivńıch náboj̊u a poté podle ńıže uvedené osnovy
analyzujte źıskaný přibližný pr̊uběh rozložeńı náboje.
Návod: Použijte metodu fiktivńıch náboj̊u, tedy
předpokládejte, že pole vně kuličky má podobu su-
perpozice homogenńıho pole elektrod a pole dvou nebo
tři bodových náboj̊u vložených do kondenzátoru s oběma
uzemněnými elektrodami (nulové okrajové podmı́nky zjed-
nodušuj́ı superpozici). Fiktivńı náboje umı́stěte dovnitř
kuličky bĺızko jej́ımu středu na osu symetrie.
Bohužel pole bodového náboje mezi deskami kondenzátoru
neńı úplně jednoduché a proto použijte kalkulátor pole na
adrese http://utf.mff.cuni.cz/~ledvinka/h.html. Za
počátek tam použitých kartézských souřadnic je zvoleno
mı́sto dotyku spodńı desky a kuličky. Jej́ı střed lež́ı na ose
z.

d

h

Otázky:

1. Jaké elektrické pole ~E je v kondenzátoru bez vložené kuličky, je-li mezi elektrodami napět́ı U? Jaká nábojová hustota
śıdĺı na obou elektrodách?

2. Jaké numerické hodnoty (fiktivńıch) náboj̊u uvnitř kuličky je potřeba zvolit, aby rozumně vystihovaly pole, jaké se v
kondenzátoru nacháźı po vložeńı kuličky? Náboje umı́stěte pobĺıž středu kuličky na jej́ı osu (doporučuje se rozestup
pod 0.1-5% poloměru). Použijte princip superpozice, tedy skutečnost, že polńı veličiny jsou nějakou lineárńı kombinaćı
hodnot jednotlivých náboj̊u a p̊uvodńıho homogenńıho pole. Hodnoty určete takové, aby

a) nulová ekvipotenciála procházela pólem koule (θ = 0), tj. Φ(θ = 0) = 0,

b) potenciál na povrchu koule se co nejméně odchyloval od nuly. To prakticky znamená, že pro daľśı jednu nebo dvě
hodnoty θ∗ požadujete Φ(θ∗) = 0 (pro tři náboje potřebujete k rovnici z 2a) přidat ještě dvě daľśı rovnice a tedy je
nutné zvolit dvě θ∗).

c) potenciál na povrchu koule nevybočil z intervalu ±60V (źıskáte +3 body pokud se vejdete do ±9V).

3. Načrtněte rozložeńı nábojové hustoty na kuličce.

4. Do společného grafu načrtněte rozložeńı nábojové hustoty na spodńı a horńı elektrodě. Čárkovanou čarou vyznačte i
pr̊uběh plošných nábojových hustot na elektrodách před vložeńım kuličky, pokud by se U nezměnilo.

5. Kolikrát větš́ı je plošná nábojová hustota na pólu koule, než na deskách kondenzátoru před jej́ım vložeńım?

6. Jaký celkový náboj se nacháźı na povrchu kuličky?

7. O kolik se vložeńım kuličky změńı celkový náboj na horńı desce kondenzátoru?

8. O kolik se vložeńım kuličky změńı celkový náboj na dolńı desce kondenzátoru?

9. Jaký a proč je součet hodnot z předchozých tř́ı bod̊u?

10. O kolik se vložeńım kuličky změńı kapacita deskového kondenzátoru?

Pozor, jednotky elektrického pole v kalkulátoru jsou [V/cm] a vzdálenosti se zadávaj́ı v [cm]! Nezapomeňte kromě náboj̊u
uvést i jejich polohy. Neńı nutné, abyste hodnoty náboj̊u, které se zadávaj́ı v [V cm], přepoč́ıtávali do SI. To ale neplat́ı o
kapacitě.

V kalkulátoru máte k dispozici hodnoty následuj́ıćıch veličin na povrchu kuličky: Phi→ Φ[V], theta→ θ(souřadnice
na povrchu sféry, 0 na horńım pólu, π na dolńım), Ex→ Ex = −∂xΦ[V/cm], Ez→ Ez = −∂zΦ[V/cm], nx→ nx = sin θ,
nz→ nz = cos θ (tj. složky normálového vektoru ke kuličce), En→ En = −~n ·∇Φ[V/cm], x→ x = R sin θ, z→ z = R(1+cos θ)
(tj. souřadnice bodu na povrchu kuličky) a konstanty R poloměr kuličky, H vzdálenost desek (oboj́ı v cm), epsilon pro
ε0 = 8.854187817.10−12F m−1 a Pi. Na spodńı a horńı desce odpov́ıdaj́ı hodnoty x, z, nx, nz složkám souřadnic a poĺı
normál na deskách.

Soustavy lineárńıch rovnic umı́ řešit m.j. Wolfram Alpha (http://goo.gl/FvNS2b).
Řešeńı:

1. Samozřejmě bez vložené kuličky je mezi deskami homogenńı pole E0
z = U/h, na deskách je pak nábojová hustota

σ0 = ±ε0E0
z .



2. Podle rady zvoĺıme polohu dvou náboj̊u bĺızko středu koule, např. z1 = 4.42 cm a z2 = 4.08 cm.

Nyńı studujeme superpozici poĺı elektrod a obou náboj̊u. Pro U = 3000V a Q1 = Q2 = 0 máme

Φ(θ = 0)
.
= 2040V, Φ(θ = 120◦)

.
= 510V

Pro U = 0 , Q1 = 1Vcm a Q2 = 0 je

Φ(θ = 0)
.
= 0.136603V, Φ(θ = 120◦)

.
= 0.0915511V

a konečně pro U = 0 , Q1 = 0 a Q2 = 1Vcm je

Φ(θ = 0)
.
= 0.118395V, Φ(θ = 120◦)

.
= 0.0960013V

a) Pro vynulováńı hodnot potenciálu na pólu Φ(θ = 0) a

b) na zvolené rovnoběžce Φ(θ = 120◦) muśı být zároveň:

2040 + 0.136603Q1 + 0.118395Q2 = 0

510 + 0.0915511Q1 + 0.0960013Q2 = 0

To je soustava dvou rovnic a má řešeńı Q1 = −59548.7 a Q2 = 51475.8.

Maximálńı odchylka od nulové hodnoty je na povrchu kuličky asi 79V (viz Obr.1).
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Obr. 1 Pr̊uběh potenciálu na povrchu kuličky pro nalezené hodnoty náboj̊u
(modrá křivka). Dva body na modré křivce, kde jsme vyžadovali splněńı
Φ = 0 jsou zvýrazněny punt́ıkem. Žlutá křivka je pro řešeńı se třemi fik-
tivńımi náboji (nulovost potenciálu vyžadujeme ve třech bodech). Zelená
odpov́ıdá pěti fiktivńım náboj̊um

Obr. 2 Pr̊uběh tečné složky elektrické intenzity ukazuje, že se s rostoućım
počtem fiktivńıch náboj̊u klesá k nule i tečná složka elektrické intenzity.
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Obr. 3 Pr̊uběh nábojové hustoty na povrchu kuličky. Barvy křivek opět
odpov́ıdaj́ı počtu použitých fiktivńıch náboj̊u. Spolu s Obr. 2 tak vid́ıme,
že obě složky elektrické intenzity v mı́stě dotyku kuličky a spodńı elektrody
vymiźı.

Obr. 4 Pr̊uběh ekvipotenciál pole s krokem U/20 v rovině x − z. Vykres-
leny jsou i vybrané siločary. Abychom mohli posoudit kvalitu použitých
aproximaćı, je pro tři a pět fiktivńıch náboj̊u vykreslena i ekvipotenciála
U/1000.

3. Jak jsme viděli, zadáńım vhodných fiktivńıch náboj̊u jsme źıskali elektrické pole, jehož tečná složka na povrchu kulčiky je
dostatečně malá. Kolmá složka pak představuje nábojovou hustotu. Abychom vyřešili jednotky použijeme faktor 1/100
pro převod F/m na F/cm Pr̊uběh nábojové hustoty na kuličce v C/cm2 źıskáme zadáńım výrazu 0.01*epsilon*En a
je na Obr. 3.

4. Nábojovou hustotu před vložeńım kuličky jsme nalezli v bodě 1., stejný výraz jako v bodě 3., tedy 0.01*epsilon*En,
nám popisuje i nábojovou hustotu na obou elektrodách. Složený graf je na Obr.5.
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Obr. 5 Pr̊uběh nábojové hustoty na povrchu elektrod. Barvy křivek opět
odpov́ıdaj́ı počtu použitých fiktivńıch náboj̊u. Vyplněná plocha souviśı s
body 7. a 8.

Obr. 6 Pr̊uběh integrandu (σ(z = 0) + σ0)2πx, který vyjde, když při in-
tegraci přes plochu spodńı elektrody použ́ıváme dS = 2πxdx. Obrázek
ilustruje, že ani značná chyba modré nábojové hustoty na spodńı elektrodě
v mı́ste dotykus kuličkou se ve výsledku zas tak moc neprojev́ı.



5. Kolikrát větš́ı je plošná nábojová hustota na pólu koule, než na deskách kondenzátoru před jej́ım vložeńım spočteme
zadáńım výrazu En/(U/H). Vyjde 5.10, část je dána t́ım, že mezi pólem kuličky a horńı elektrodou je menš́ı vzdálenost,
než mezi deskami, část t́ım, že pole neńı homogenńı.

6. Při určováńı, jaký celkový náboj se nacháźı na povrchu kuličky (o poloměru a) muśıme spoč́ıst integrál

QK =

∫
σdS =

∫ π

0

σ(θ)2πa2 sin θdθ,

proto do kalkulátoru zadáme výraz 0.01*epsilon*En*R**2*2*Pi*sin(theta). V řádku s hodnotami primitivńı funkce∫ θ
f(θ′)dθ′ najdete QK

.
= −101.4 kV cm = −8.98 nC.

7. Pokud poč́ıtáme o kolik se vložeńım kuličky změńı celkový náboj na horńı desce kondenzátoru, muśıme určit (v rovině
y = 0 představuje x zároveň válcovou souřadnici)

∆Q+ =

∫
(σ − σ0)dS =

∫ ∞
0

(σ(z = h)− σ0)2πxdx

a proto do kalkulátoru zadáme výraz 0.01*epsilon*(En+nz*U/H)*2*Pi*x. V řádku s hodnotami primitivńı funkce∫ x
f(x′)dx′ najdete ∆Q+

.
= 53.44 kV cm = 4.73 nC.

8. O kolik se vložeńım kuličky změńı celkový náboj na dolńı desce kondenzátoru spočteme úplně stejně. Protože jsme
použili pole normál, výraz zadávaný do kalkulátoru neńı potřeba měnit.

9. Nula. Souviśı to s principem superpozice. Pole v kondenzátoru je superpozićı pole homogenńıho a poĺı bodových náboj̊u
při nulovém potenciálu elektrod. Z Gaussovy věty pak plyne, že každý (tedy i fiktivńı) náboj vložený mezi dostatečně
velké uzeměné desky kondenzátoru muśı být kompenzován v součtu stejně velkým nábojem opačné polarity rozloženým
na obou deskových elektrodách. Jinak by potenciály na elektrodách nemohly z̊ustat konstatńı a pole vystupuj́ıćı v
Gaussově větě vymizet.

10. Změnu náboje na horńı elektrodě vyděĺıme napět́ım, tedy ∆C = 1.6pF.


