Reseni druhé pisemné prace z Klasické elektrodynamiky

Uloha 1

Uvazujte pole )

F(t,f’) _ A’eikf—iwt7
kde w je konstanta, /i k jsou konstantni vektory, 7 je polohovy vektor a t ¢as.
1) Spoététe G(F) = rot F(7) a zjistéte, pro jaké hodnoty vektoru & je G = 0.
2) Spoctéte h(F) = div ﬁ(r") a zjistéte, pro jaké hodnoty vektoru k je h = 0.
3) Spoctéte 1\7(77') =0 ﬁ(F) a zjistéte, pro jaké hodnoty vektoru k je N =0.

Reseni: Zskladem tlohy je uvédomit si, ze Ze jedind zdvislost na prostorovych soufadnicich je ukrytd ve skaldrnim
faktoru ¢ = e** 7=t Pro jeho gradient vyplyva z Vet ™ = ike™ 7 ze Vi) = iktp. Na zakladé toho mame

1) G(F) = Vx(Ay) = (Vi) x A =ik x F, a tedy G = 0 pro k rovnobsimé s A. (3 body)
2) h(F) = V-(AY) = (V) - A =ik - F, a tedy h = 0 pro k kolmé na A. (3 body)
3) N(7) =0 (Ay) = A ¢ = (—k2 + w?/?)A, tedy N = 0 pro w? = 2k2. (3 body)

Proto fakticky pii vypoétu dojde k tomu, ze nablu nahradime ik a tedy A = V2 nahradime —k2. Viem, kterym se
tato uloha zddla potupné jednoduché se omlouvdm, ale byla myslena jako uzpozornéni na velmi dulezity vztah pro ty
ostatni.

Uloha 2

Naleznéte v ramci kvazistacionarni aproximace rozlozeni proudové hustoty ve vodici
v podobé dlouhého tenkosténného vélce o vné&jsim priméru 2a + w a tloustce stény

w vite-li, ze celkovy proud vodicem protékajici mé amplitudu I. Predpokladejte, ze »
elektrické pole E=FE (R) €. je rovnobézné s osou valce, proudovd hustota je uréena ‘
Ohmovym zakonem ; = j(R) €, = VE a magnetické pole mé silo¢ary v podobé
kruznic, B = B(R) €. Uvazujte, ze pole E,é,f maji harmonicky ¢asovy prubéh,
tedy pro okamzitou hodnotu plati X (t) = Re(f(e_i“’t), kde X je obecné kompleni
amplituda pFislusné veli¢iny (stiiska se ve vypoctech obvykle nepise].

1) Napiste Maxwellovy rovnice a s uvdzenim predepsaného tvaru zavislosti poli na
soufadnicich ukazte, ze jde o dvé diferencidlni rovnice prvniho fadu pro dvé neznamé |,° - N

funkce. N

7
2) Piepiste tyto rovnice do podoby jediné diferencidlni rovnice druhého faddu pro w
neznamou hodnotu E(R).

3) Zanedbejte ¢len dmeérny kiivosti vélce 1/R a ziskejte obycejnou diferencidlni rovnici druhého fadu s konstantnimi koe-
ficienty. Podobné zanedbavejte kiivost pii vypocétu celkového proudu a pouzivejte I = 2ma f J- dR.

4) Predpokladejte, ze dlouhy kus takovéhoto vodice je zapojen v elektrickém obvodu a ten si vynuti uvnit¥ vélcového
vodice a také na jeho vnéjsi sténé konkrétni hodnotu elektrické intenzity E =21 , kde I je celkovy proud vodicem a
Z je efektivni impedance vodice na jednotku délky. Ukazte, ze tato podminka u statického feseni s w = 0 da obvyklou
hodnotu odporu vedeni jednotkové délky Z;(w = 0).

5) Naleznéte Feseni diferencidlni rovnice 3) s hranié¢nimi podminkami 4). Muze se hodit zavést uvniti stény vodice bez-
rozmérnou soufadnici p € (p—, p4) tak, ze R=a + pﬂ/\/m a py = Fwy/poyw/8 a také vatah /421 =1 £ .

6) Urcete Z;(w) a zjistéte, pro jak vekou &iku stény médéné trubky w je | Z1(w = 27 x 50Hz)| = 2Z1(w = 0)? Pozn.:
v§iméte si, Zze wolframalpha.com umi vyfesit rovnici zadanou ve tvaru: abs( (1+i) x / sin( sqrt(i) x) ) = 1.

Reseni:
1) Maxwellovy rovnice v kvazistaciondrni aproximaci v prostiedi s proudem uré¢enym Ohmovym zdkonem dopadnou
takto:

o 1
VxB=pny — Vx(B(R)E)= <B' + RB> €, = poyE(R)é,,

VxE=-0,B — Vx(E(R).)=VE(R)x& =E'(R)ég x & = iwB(R)&,,

kde jsme pouzili vzorectek pro rotaci ve valcovych soufadnicich. Rovnice VB=0V.E=0 jsou splnény automaticky:.
Protoze €r x €, = —é, vidime, ze sméry poli byly zvoleny spravné a dostdvame sadu dvou skaldrnich diferencialnich
rovnic

1
B/ -+ EB = MOVE(R)é'Z,



E'(R) = —iwB(R). (3 body)

2) Zderivovanim druhé rovnice vyndsobené R dostaneme (RE’) = iw(RB)’' = iw(B(R) + RB’(R)) a tedy po vydéleni R

1
E" + EE’ = —ippywkE. (3 body)

3) Protoze dobfe zname diferencidln{ rovnici u” 4+ Q2u = 0, prepiseme po zanedban{ ¢lenu E’/R tuto rovnici do tvaru

E" + (ipoyw)E = 0. (2 body)

4) Jde o rovnici druhého fddu, ta md dvé integracni konstanty. Pro w = 0 je feSeni linedrni funkce, ale méa-li (podle
zaddn{ bodu 4) byt uvnitt i vné vélce stejné musf jit o konstantu a konstantn{ bude i proudové hustota j, = vE . Pro
celkovy proud pak plati I = 2rawyE, tedy

1 1

T =0)= gt = (2 body)

kde S = 2raw je (priblizny) prufez valcového vodice.

5) V minulém bodé jsme pro w = 0 videéli, Ze okrajové podminky daji spolu s dif. rovnici pro radidlni prubéh pole hodnotu

Z1. Nyni to zkusme pro w # 0. Hraniéni podminky stéle fikaji, ze vné i uvniti je na kraji stény tataz hodnota pole F.

Pouzijeme doporucenou linedrni zménu soufadnic, kterd dava dR = pv/2/\/fioyw, tedy d?/dR? = (uoyw/2)(d? /dp?),
d’E )

Rovnice i + Q%u = 0 ma dveé feeni cos(Q) a sin(Qt), to Ze na obou strandch stény vodice ma byt stejné pole E vybere
prvni z nich. Mame tedy

E(p) = Egcos(V2ip),  j(p) = 7B cos(V2ip). (4 body)

6) Celkovy proud

2 2 o 2 2sin(v2¢
I= 27ra/j(R) dR = 2may | /j(p) dp = vEy2ma, | / cos(V2ip)dp = yEo2may | sin .zp+)'
Hoyw HoYw J,_ Hoyw V2

Tento vztah urcuje, jakou hodnotu integracni konstanty Ey si proud vynuti, tedy vlastné hodnotu A (w).

_ V0w V2 7V 101w /8w V2i V2ip,

= =IZ(w=0)——F—-—F.
V22mary 2sin(v/2ip, ) 2mawy  sin(v/2ipy) ( ) sin(v/2ip,)

Ey

Na krajich vodice tedy méme E(p+) = Epcos(v/2ip,) a tedy

Z(w) = Z(w = o)mfj%”. (4 body)

Dotaz abs ( sqrt(2i) x/tan( sqrt(2i) x ) )= 2 na zmifované strance dd z = 1.55, tedy pro pcy = 6 x 107Sm ™"

w=1.55 8 - 3cm. (2 body)
V poyw




Uloha 3

Zkoumejte podle nasledujictho navodu model permanentniho magnetu ,,drziciho* na

nasténce.

1) Odvod'te zndmy vzorec pro silu mezi dvéma dlouhymi rovnobé&znymi vodi¢i jimiz

protéka shodny proud I.

2) Na zakladé tohoto vysledku urcete, jakou silou na sebe pusobi dva souosé kruhové

vodi¢e o pruméru D a vzdélenosti rovin smycek h < D.

3) Piedpoklddejte, ze podobné jako v elektrostatice lze v magnetismu pouzivat me-

todu zrcadlen{ a bod 2) popisuje situaci, kdy rovina proudové smycky je vzddlena h/2

od roviny tvotici povrch magneticky mékkého feromagnetického prostiedi. Jaky proud

by musel smyckou (v podobé toru stejnych rozméru jako mé vélcovy magnet) protékat,

aby dokézala nahradit vélcovy neodymovy magnet o rozmérech D = 10h = 10mm,  pgjovina valcového magnetu (nahofe)

ktery na nasténce drzi silou 10N? a (také polovina) proudové smycky

4) Jakou hodnotu a smér magnetizace materidlu magnetu popsanou veli¢cinou pgM  (dole) se stejnymi rozméry, kterd by

vyjédienou v jednotkach tesla ma takovy permanentni magnet? (uoM je tzv. ,mag- % _méla nahradit, kdyby tedy bylo
L, . . i . . L L, mozné ziskat supravodi¢ pozadovanych

netickd polarizace®, residual flur density, a m.j. popisuje nejvyssi magnetické pole, | jastnosti.

jaké pii pfiznivém tvaru muzete magnetem s takovouto magnetizaci vytvorit.)

5) Zduvodnéte, jakou ,silu® ocekavéte od magnetu vyrobeného z materidlu se stejnou

magnetizaci i vyskou h ale s 2x vétsim prumérem D’ = 2D > h?

Reseni:

1) Magnetické pole vodice s axidlné symetrickym rozlozenim proudu je B = ol /(27 R)€,. Na druhy vodi¢ v tomto poli

nachézejici se ve vzdalenosti R pusobi Lorentzova sila v radidlnim smeéru dF = Igdf x B , na jednotku délky ta méme
iz f“‘;lRIQ &, (2 body)

vodic¢e se souhlasnou orientaci proudu se pfitahuji. Dilezitd a zajimava pozndmka: To plati i pro vodice kone¢ného

prufezu pokud je v kazdém z nich rozlozena proudova hustota axidlné symetricky — magnetické pole mezi nimi je stejné

jako u tenkych drétu a silu pak ziskdme integraci Maxwellova tenzoru pies plochu mezi nimi, kde se koneény pruiez

vodic¢l vytvatejicich pole neprojevi.

2) Piedpokladdme délku 7D, tedy

1=

F=—poh I (2 body)

mD
—c,.
oh *

3) Predpokldddme magnet tésné ,nalepeny® na ndsténku, tedy jeho vyska je rovna vzddlenosti proudovych smycek a
I = I, = I. Vyjde |I;| = 1260A, piipadné |I;| = 1410A, pokud vezmeme D = 8mm, tak aby vnéjsi rozméry magnetu

byly 10 x 1mm. (2 body)
4) Magnetizace je rovna plosné proudové hustoté tekouci po plasti vélce (to je a ¢dst povrchu, co nejsou podstavy),
samoziejmé musi byt orientovana podél osy magnetu, aby fplos =7 X [1\2] bylo orientovano ve sméru €4 a mohlo
byt aproximovano onou proudovou smyckou. Proto I = Mh, tedy |M.| = 1260Amm*. Vyjddieno v pozadovanych
jednotkéch, |poM.| = 1.6T (nebo dokonce 1.8T pro D/h = 8). (3 body)
5) Ano, ze vzorecku vyse vyplyvd, ze kdyz se materidl a vyska nezmeéni, je proud dany jako soucin Mh stejny a sila roste
pifmo imérné s prumérem magnetu. Tedy pro D’ = 2D dvakrat. (2 body)

Doufam, ze aspon nékomu to prislo divné — magnet ma prece ¢tyrikrat vétsi plochu podstavy, hmotnost i pocet
y,molekularnich“ dipélu, ale ,ptitahuje” jen dvakrat vice. Zde jsou struéné mozné vysvétleni, predpokldddme, Ze misto
nasténky a fiktivniho obrazu magnetu v ni mame silu mezi dvéma dotykajicimi se magnety:

e Sila je soucet sil na jednotlivé dipély v nehomogennim poli druhého magnetu — vétsina sily pak pusobi jen na dipdly
na kraji magnetu. Blizko stfedu je pole homogenni a sila se nekond.

e Sila je soucet sil mezi dvojicemi dipdli vzdy v jednom a druhém magnetu — vétsina sily opét pusobi jen na
dipdly na kraji magnetu. Mozna prekvapivé, sila mezi dvéma shodné orientovanymi dipdly muze byt i odpudivé,
o znaménku rozhodne thel, ktery svird vzdalenost a dipélovy moment (shodny u obou magneti). Ukazuje se, ze i
kdyz odpudiva sila je slabsi, dipdlu, které ptisobi odpudivou silou je mnohem vice a u dipélu blizko stiedu velkého
placatého magnetu se vyslednd sila od vSech dipdlu protéjsiho magnetu vyrusi.

e Naivni vzorecek pro silu mezi magnety zjednodusuje tok Maxwellova tenzoru na integral energie ve velmi malé
vzduchové mezere mezi nimi. Protoze pole smérem do stfedu magnetu klesa, je takovy integral spiSe tumérny
obvodu nez plose magnetu.



