Informce ke cviceni z Programovani pro fyziky
Planoval jsem nejdiive ukazat, jak funguje Eulerova metoda na rovnici y = —y, tedy feSeni konstruovat z lomenych car,
kde jejich smérnice se pocita jednoduse v bodé, kde se ¢ara lame.
program Prikladl;
const dt=0.001;

var n : integer;
t,y,dydt: real;

begin
n =0;
t = 0; // jako obvykle nezapomenout na inicializaci , tady ma navic
y = 1; // wyznam pocatecnich podminek

while (t<20) do begin

if n mod 100 = 0 then writeln(t,’ = ,y);

dydt:= —y;

y = y+dydtxdt;

t = t4dt;

n = n+1;

end ;
end
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Figure 1: Piiklad 1. Numerické feseni rovnice y = —y.

Totéz si pak lze béhem kratké chvile vyzlouSet i pro harmonicky oscildtor, kde se pouziva jakasi zpackand Eulerova
metoda, kdy se nové polohy pocitaji jiz ze zménéné rychlosti. Je to trik a funguje dobie u periodickych déji, kde se vyrusi
nejvyssi chyba. Tato metoda je ale pfedevsim tivod do toho, co to znamenaji Newtonovy pohybové rovnice v pocitaci,
konkrétné pro rovnici § + y = 0.
program Priklad2;

const dt=0.001;
var n : integer;
t,y : real;
dydt : real;
d2ydt2: real;

begin
n :=0;
t := 0; // jako obwvykle nezapomenout na inicializaci, tady ma navic
y := 1; // wvyznam pocatecnich podminek
dydt:= 0; // ted uz je to pocactecni podminka
while (t<20) do begin
if n mod 100 = 0 then writeln(t,’ =’ ,y);
d2ydt2:= —y;
dydt:= dydt+d2ydt2x*dt;
y = y+dydtxdt;
% = t+4dt;
n = n+1;
end ;

Je jasné, ze zménou pohybové rovncice na §j + siny = 0 dostdvamé neharmonické kmity. Program lze sputit s ruznymi
hodnotami pocéate¢niho thlu a koukat, co se stane. Oproti 2. ptikladu staci tedy zménit jen dva tadky:

y = 3.1; // Kyvadlo temer v horni uvrati.

d2ydt2 := —sin(y);
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Figure 2: Piiklady 2 a 3, tedy rovnice §j +y = 0 a §j +siny = 0. Pro neharmonicky oscilator stoji za to zkusit rizné
amplitudy.

V nasledujicim piikladé ¢. 4 se demonstruje, jak numerickou metodu pfestéhovat do dedikované procedury. Zaroven se
ukazuje, ze ODE 2. fadu jsou dvé ODE prvniho fadu. Soustava rovnic vyzaduje zavést typ pole. Jako ukazku, k cemu je
dobré mit vyctové typy, zavademe typ tIndex = ( iUhel,iUhlovaRychlost). Déle jako pfipravu na dalsi budeme meze
cykli uréovat pomoci low() ,high().

program Priklad4;

type tIndex = (iUhel, iUhlovaRychlost );

tPole = array[tIndex] of real;
procedure EulerStep( const dUdt: tPole ; var U : tPole; var t : real; const dt : real);
var i : tlndex;
begin
for i:=Low(U) to High(U) do U[i] := U[i] 4 dUdt[i]*dt;
t = t4dt;
end ;

const dt=0.001;

var t : real = 0; // pocatecni cas
V : tPole = (3.1,0); // pocatecni podminky jako inicializovana promenna
dVdt: tPole;
n : integer = 0;
begin
while (t<20) do begin
if n mod 100 = 0 then writeln(t,’ =’ ,V[iUhel]);
dVdt[iUhel] := V[iUhlovaRychlost ];
dVdt[iUhlovaRychlost] := —sin (V[iUhel]);
EulerStep (dVdT,V,t,dt);
n = n+41;
end ;

end.

Vyse uvedend metoda pocitd polohu ze staré rychlosti a tak nedojde ke zazracnému vyruSeni chyby a kyvadlo se pro
dt = 0.001 ptfehoupne, kam nema. Proto lze vyskouSet s mensim dt.
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Figure 3: Ptiklady 4. Opét rovnice § + siny = 0. Chyba spravné Eulerovy metody zpusobi, Ze je tieba mensi dt aby se
kyvadlo nepfehouplo.



Takto si ale procedura EulerStep nemuze pozadat o vypocet pravé stranu ODE, kdy se ji zachce a musi se spoléhat na
to, co dostane. Proto v dalsim piikladé zavedeme parametr typu funkce.

type tProc = procedure( var dUdt : tPole; const U : tPole);

Je dobré zduraznit, ze aktudlni parametr musi mit stejnou hlavicku jaké je uvedena v deklaraci formélniho parametry typu
odkaz na funkci/proceduru, jen ndzvy parametru se mohou lisit. Tak dostdvame Piiklad ¢.5:

program Priklad5;

type tIndex = (iUhel, iUhlovaRychlost );
tPole = array[tIndex] of real;
tProc = procedure( var dUdt : tPole; const U : tPole);
procedure EulerStep( Spocti_.dUdt : tProc ; var U : tPole; var t : real; const dt : real);
var i : tlndex;
dUdt : tPole;
begin
Spocti_dUdt (dUdt,U);
for i:=Low(U) to High(U) do U[i] := U[i] 4 dUdt[i]*dt;
t = t+dt;
end;

procedure PohyboveRovniceKyvadla( var dVdt : tPole; const V : tPole);
begin

dVdt[iUhel]
dVdt[iUhlovaRychlost ]
end ;

V[iUhlovaRychlost |;
—sin (V[iUhel]);

const dt=0.001;

var t : real = 0; // pocatecni cas
V : tPole = (3.1,0); // pocatecni podminky jako inicializovana promenna
n : integer = 0;
begin
while (t<20) do begin
if n mod 100 = 0 then writeln(t,’ =’ ,V[iUhel]);
EulerStep (PohyboveRovniceKyvadla,V,t,dt);
n = n+41;
end ;

end .

Kromé pfestéhovani rovnic do procedury PohyboveRovniceKyvadla nenastala zadna zména.
Nyni se nabizi zkusit klicovy problém pro Newtonovu pohybovou rovnici - drahy pod vlivem gravitace
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V jednotkéch ¢asu a délky rok resp. AU je k = 4w2 a obéznd rychlost Zemé je asi 2w. Potfebujeme 4 dimenziondlni pole
pro z,y, v; a vy, indexy tentokrat definujeme prostiednictvym vyctu.

program Priklad6;

type tIndex = (ix, iy, ivx, ivy);
tPole = array[tIndex] of real;
tProc = procedure( var dUdt : tPole; const U : tPole);
procedure EulerStep( Spocti_dUdt : tProc ; var U : tPole; var t : real; const dt : real);
var i : tlndex;
dUdt : tPole;
begin
Spocti_dUdt (dUdt,U);
for i:=Low(U) to High(U) do U[i] := U[i] 4 dUdt[i]*dt;
t = t+dt;
end ;

procedure PohyboveRovnicePlanety( var dVdt : tPole; const V : tPole);
const G = (4xPixPi); // G v jednotkach AU, rok

var r,r3 : real;

begin
r = sqrt (V[ix]*V[ix]+V[iy]*V][iy]);
r3:= r%r*r;
dvdt[ix] := V[ivx];
dvdt[iy] := V[ivy];
dVdt[ivx]:= —G«V[ix]/r3;
dVdt[ivy]:= —G«V][iy]/r3;

end ;
const dt=1/365.25;

var t : real = 0; // pocatecni cas
V : tPole = (1,0, 0,2«Pi); // pocatecni rychlost Zeme je 2Pi AU/rok



n : integer = 0;

begin
while (t<1.2) do begin // 1.2 roku
if n mod 10 = 0 then writeln(t, =’ ,V[ix], =’ ,V[iy]); // data pro trajektorii
EulerStep (PohyboveRovnicePlanety ,V,t,dt);
n = n+41;
end ;

end.
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Figure 4: Piiklad 6. Trajektorie pohybu Zemé, kdyby se fidila podle Eulera a vzdy jeden den bézela rovné a pak skokem
zménila rychlost. (Stoji za to srovnat s obrdzky z Newtonovych Principii.) Zména kroku z jdenoho dne na 1 hodinu
samozfejmé pomuze.

Na zavér lze pak vylozit nejjednodussi Rungeovu-Kuttovu metodu — tzv. midpoint:

procedure MidpointStep( Spocti-dUdt : tProc ; var U : tPole; var t : real; const dt : real);
var i : tlndex;

dUdt : tPole;

Upul : tPole;

begin

Spocti_dUdt (dUdt,U);

for i:=Low(U) to High(U) do Upul[i] := U[i] 4+ dUdt[i]*dt=0.5;
Spocti_dUdt (dUdt, Upul);

for i:=Low(U) to High(U) do U[i] := U[i] 4 dUdt[i]*dt;

t = t4dt;

end ;

S jeji pomoci je jeden den pouzitelny casovy krok. Pokud se nastavi pocatec¢ni rychlost jina, nez kruhova dostdvame
stacenjici se eliptické drahy. Zmenseni kroku vede samoziejmé k potlaceni stdcéeni. (Pozn. Kdyby pravé strana ODE
zavisela na t, bylo by potfeba dat ¢ jako parametr GetdUdt a také posunout ¢ o dt/2 pfed jejim druhym zavoldnim.)
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Figure 5: Ptiklad 7. Numericka trajektorie pohybu Zemé pii pocatecéni rychlosti 2w — 3 a kroku 1 den.



