Sféricky symetricky gravitacni kolaps skalarniho pole

Skalarni pole pfedstavuje nejjednodussi model hmoty, kterda ma tendenci se rozptylit a prirozené tim vzdorovat
gravitatnimu kolapsu. To predstavuje kontrast s historickym modelem Oppenheimera a Snydera a dalsimi
modely kolapsu hmotnych slupek atp. Klicova ve pohybova rovnice pole

0% := V"9,® = 0. (1)

Pro takové pole je
1
Ty = 0,90, — §gw,8>‘(l>8)\‘l). (2)

Pochopitelne, T#,, = 0 d4 9"® [1® = 0, na to se hodi ta polovina v definici T"".
Prispévek pole do akce je

Sp = / %g’“’ﬁufbay@\/jg d*r, (3)
pri¢emz variaci (a potla¢enim povrchovych ¢lent) dostaneme
68 = .. = /5@ O (V=99""0,®) d'z, (4)
coz pripomind dulezity vzorec
0% = 19, (vV=99"9,%). (5)

V=g
Skalarni pole v plochém prostorocase

Abychom mohli posoudit chovani skalarniho pole pfi gravitacnim kolapsu, musime si nejprve pripomenout
sféricky symetrické feseni v plochém prostorocase. To lze zapsat (r = |7])

B(t,) = ~W(t,r) = - (f6 = 1)~ f(t+7), (©

tedy jako soucet odchézejici a vchéazejici viny, jejiz amplituda klesa se vzdalenosti. Jiz v tomto vzorecku se
aplikuje okrajovd podminka v pocatku, |®(¢,7 = 0)| < co. Jediné tak muze mit pole koneénou (zachovavajici
se) energii

W= /TOO = /((8@)2 +|V®|?) d3x. (7)
Povsimnéte si, ze hodnota ® v pocatku je dana derivaci f které se vyskytuji i ve vyrazu pro energii. Podobné

lze pro konecné pole v poc¢atku nalézt argumenty za pouziti Greenovy funkce vlnové rovnice.
Pocatecni tloha pro ® resp. ¥ vede na derivaci funkce f,

U, (t=0,r)=—f"(=r) = f'(r), (8)
‘Ilt(t:()vr) :fl(_r) —f/(T)7 (9)
tedy
21 (r) = =W, (t =0,7) — ¥y (t = 0,7), (10)
2f'(=r) =W (t =0,7) — U,.(t =0,7 (11)



Nulové souradnice

Casto se hodi zavést retardovany a advancovany cas

u=t-—r, (13)
1
v="=t-+r. (14) )0
U charakteristické pocateéni tlohy se zadd ® jako '
funkce radidlni sourfadnice na svételném kuzeli u = ug. - - ] . - ; -
Pro popsani vyvoje pole je vyhodné pouzit dvojici
souradnic u, r zastupujici ¢, r Obrazek 1: Priklad vyvoje radidlniho

1 1 pribéhu amplitudy skalarniho pole v kom-
O(u,r) = ;\p(u’ r)==(f(u)— f(u+2r)). (15) paktifikovaném plochém prostorocase zachy-

r ceny ve vybranych ¢asech t = —4, -3, .., +4.
Nynf je podétecni tloha jesté jednoduds V case t = 0 je ® = 0, veskera energic je
tento okamzik v hybnosti pole.
U(u = ug,r) = f(uo) — f(uo + 2r), (16) ) A
az na faktor 2 a konstantu f(ug) je f pfimo uréeno . N\
Zména soufadnic z (¢,7) — (u,r) znamend také zménu AN
nekonecen, nyni »r — oo je pfi konstantnim u tzv.
sv&telné nekoneéno J . M.j. proto, Ze naSe pozorovani . \ \
probihaji daleko od , centra“ se zkoumaji rozvoje pro »
velkd r. Vidime, zZe /
7
U (u,r = 00) = f(u) — f(o0), (17)

tedy f predstavuje kromé pocateénich dat také data na
J+ (opét aZ na konstantu), pozorovatel tam zahlédne
cely vyvoj pole, jak se u méni od —oo do 4+00. Penrose
a dalsi zkoumali rozvoj pobliz JT. Pokud poloZime
f(s) = h(1/s) mame

f(u—|—2r):h<u_i2r> :h(;rlj;) :h(;r [1—21;+ (;)ZD (18)

a prvni dva Cleny tohoto rozvoje pro r — tedy nezavisi na u. Proto
R’ (0) N 2uh’(0) — h"(0) N —hB)(0) + 6uh’(0) — 6u>h’'(0)
2r 8r2 4873
Protoze funkce f a tedy i h je ddna poc¢dteénimi daty, vidime, Ze ta urc¢uji i hodnotu konstanty —h’(0)/2, tedy
pobliz J+ je u skaldrniho pole &len stojici u 1/r konstantni. Jde o pifklad Neumanovy-Penroseovy konstanty
jaké se obecné vyskytuji pri studiu chovani nehmotnych poli u svételného nekonecna.
Pripomenme jesté vztahy pouzivané pri kompaktifikaci Minkowskiho prostoroc¢asu
U =T — R = arctanu = arctan(t — r), (20)
V =T+ R = arctanv = arctan(t + ), (21)

Obrazek 2: Totéz skaldrni pole zakreslené v
kompaktifikovaném plochém prostorocase.

U(u,r) = U(u,r = o0) + .. (19)

U,V jsou nulové/svételné soufadnice a R,T pak vodorovnd a svisld soufadnice na Obr. 2.
Odlisny zpiuisob, jimz se ¢ary JT a r = konst. pfiblizuji budoucimu nekone¢nu také vysvétluje, proc,
polozime-li rozvoj

1 1
J5) = F(00) + i+ S fat o (22)
ziskdme odlisny , tail“ v limitdch pozorovatele na konstantnim r a na J*
2f17”
O(t,r = konst) = — I (23)
___h
‘I’(u,r—oo)——;—k... . (24)



Diamantové schéma

A7 v krivém prostoru odvodime vyraz pro O® a uvidime, Ze v plochém prostoru ma pak tvar

1
06 = = (¥, — 20,,). (25)
T

Tento vztah muzeme pouzit k vysvétleni NSWE schématu v plochém prostoru. Nejprve si vSimneme, ze
zména soutradnic (u,r) — (u,v), kde v = u + 2r znamend

(%or )= Couran ator ) (ol )= (o 2 ) (5o ) )

0 ov
Wy =2y = (U = 20,y = =25~ K) } '
or ou v=constd y=const

Integraci vyrazu rOP=0 pfes rovnobéznik tvofeny dvéma dvojicemi éar v = v1,v = vy a u = uy, u = ug (tzv.
diamond scheme) dostavdme

Proto

Uy —Vy —Vp+ Vg =0. (27)
Pozn. Ovérte, ze tentyz vztah vyplyva z (6).

Rovnice gravitacniho kolapsu skalarniho pole — souradnice ¢, r
Sférickd symetrie umoznuje zapsat metriku
ds* = —a(t,r)? dt* + a(t,r)* dr® 4+ r2dQ>. (28)

Tento zapis neumozni podivat se, jak se pole chova pod horizontem, ale pouzil jej Choptuik pii svém vyzkumu.
Pokud z r = r0 vyleti foton radidlnim smérem, za chvili je na poloméru r; = ro £ dt a/a. ProtoZze a ani a
nemohou byt zaporné, radidlné vylétajici fotony vytvareji sféru s rostouci plochou. Takové fotonové sféry se
nemohou nachézet pod zdanlivym horizontem. Uvedens podoba ds? tedy fixuje soufadnice v podobé, kterd
vylucuje ptistup pod horizont. Vyhodou je ale velmi podstatné zjednoduseni problému.

Einsteinovy rovnice daji s pouzitim dfive zavedeného T},,

2 2

a Q. a” —
T@(Gtt — 87TTtt) = —|—

a 2r
a? a. a* -1 «,

T(Gtt — 87'I'Ttt) — Tﬁ(Gm« — 87TTM>) = ; + , — E =0 (30)

1 5 a? o
— 27 (®; — ?‘I)t) =0 (29)

dalsi slozky Einsteinovych rovnic nejsou potreba. Musime je ale doplnit evolu¢ni rovnici pro skal.pole, kterd
méla v Choptuikové ¢lanku Hamiltonovsky tvar pro veli¢iny ¢ = 0,® a @ = ad;®/«

06 =0, (57) (31)
it = =0, (%4) (32)

Cuiceni: Odvod'te tyto rovnice.

Je nezbytné vsSechny tyto rovnice doplnit o okrajové piip. pocateéni podminky. Zatimco hodnotu « je
mozné zvolit libovolné, regularita v poc¢atku vyzaduje, aby a(t,r = 0) = 1, je to vidét i v rovnicich (29)-(30).
Déle je potieba aby v okoli pocatku ¢(t,r) ~ 7.

Ve sférické symetrii je pomérné snadné nalézt vhodny vyraz pro hmotu: Misner a Sharp r. 1964 pouzili
dobfe definovanou na souradnicich nezavislou veli¢inu — obvodovy polomér r¢. Pro nés je totozny se souradnici
r = ro. Ve Schwarzschildové prostorofase mame |Vre|? = (1 — 2M/ro)~!. Tato geometrie prostorocasu
popisuje i pole vné jakékoli sféricky rozlozené hmoty a je tedy prirozené hmotnost definovanou jako

.
Mus = 5 (1= |Vrcl?) (33)



rozsitit i dovnitt sféricky symetrické hvézdy ¢ baliku pole. Regularita centra dé, ze Mys(r = 0) = 0 a pak se
tato veli¢ina méni, az nabude konstantni hodnoty vné objektu. Pro nase skal. pole mame

2 2
QMMS = 4qr? < (br + ¢t>

or 202 2a2 (34)
coz lze velmi priblizné interpretovat jako plochu sféry a hustotu energie, urcité je ale prava strana nezaporna.
Kupodivu, tyto rovnice neni uplné snadné resit a konkrétné Choptuik se tomu vénoval mezi lety 1982 a
1993. Klicova byla otazka, jak zavisi hmotnost cerné diry vzniklé kolapsem pole na pocatecni konfiguraci pole,
kterou popiseme néjakym parametrem p. Numerické feseni je velmi pracné, zejména jakmile se pocatecni data
blizi prahu formovani ¢erné diry. To uplné neprekvapi: simulace musi pokryt dostateéné velkou oblast danou
skalou pocatecnich dat, aby se tam ,, vesel“ potfebny vyvoj pole, na druhé strané potfebujeme rozlisit centralni
oblast na rozmérech <« Mppy. Podobné, jako svétlo obéhne malou ¢ernou diru za kratsi ¢as nez tu velkou,
vyzaduje i numerické feseni davajici vzniknout malym cernym dirdm pouzit mensi casovy krok, nez u té vétsi.
Vypocet tedy musi pozit malé déleni v prostorovém i ¢asovém sméru, coz zejména pii vykonu pocitaclt na
pocatku devadesatych let byl problém. Ve skute¢nosti, opustime-li sférickou symetrii je to problém dodnes.

FIG. 3. Illustration of the conjectured universality of crit-
ical evolution in the model problem. Each group of four lines
consists of one profile, at a particular instant, 7, from near-
critical evolution of each of the families listed in Table I [fam-
ilies (a)—(d), front to back|. For each family, I chose a single
overall scaling constant, k, to maximize agreement among the

N s_sae s first (foreground) group of curves. Agreement of the profiles

FIG. 1. Typlcal initial proﬁles of 'the scalar field ¢ (SOhd at later times (towards the back of the plot) demonstrates
lmes) and the radial mass-energy densn:y dm / dr (dotted hnes) universality of the evolution, regardless of initial pulse shape.
for the four families defined in Table I Since these plots show less than one full cycle of evolution,

echoing is not apparent here.

Obrézek 3: Pavodni obrazky z [Choptuik1993] ilustrujici univerzalitu kritického chovéni gravitaéniho kolapsu
skalarniho pole.
Na konci byl nésledujici objev:

e Pokud pro jednu hodnotu parametru p vznikne c¢ernd dira a pro jinou se pole rozptyli, je mezi nimi ostra
hranice p*

e Hmotnost vniklé ¢erné diry (pfesnéji: vznikajici, jesté uvidime, kde je problém) je

Mgy =~ (p—p*)” (35)

e Muze tedy vzniknout libovolné mald ¢ernd dira (viz téz Obr. 12).

e Af parametr p popisuje poc¢ateéni sfiku vinového baliku, jeho amplitudu, vzddlenost od poéatku nebo
néco jiného, je ve vztahu pro hmotu ¢erné diry univerzalni kriticky exponent v ~ 0.373.

e Veli¢iny v centralni oblasti kolapsu prudce osciluji.

e Metrika a dalsi veli¢iny jsou diskrétné sobé podobné, bezrozmérné veli¢iny jsou periodické funkce f(7) =
f(r + A) logaritmického ¢asu 7 = In(t x —t)

e Nejenze na pocatecni konfiguraci pole nezavisi hodnota 7y, nezdvisi na ni ani samotny prubéh metriky a
skalarniho pole v centralni oblasti kolapsu (pfesnéjsi formulace pozdéji).



e Pro vysvétleni chovani se pouziji argumenty z teorie dynamickych systém.

Pozdéji se ukazalo, ze hodnoty v a A se zméni, kdyz vezmeme jinou teorii, napt. Yangovo-Millsovo pole
misto pole skalarniho.

Pro podrobné seznameni zvolime za chvili lepsi souradnice cestu a zde jen cituji klicové vlastnosti feSeni v
souradnicich ¢, r.

Pro popséani chovan{ v okoli uddlosti, kde vznikne/nevznikne ona nekoneéné mald ¢ernd dira se pouZivaji
logaritmické prostoroc¢asové souradnice kromé vyse zavedeného 7 = In(t* — t) + const. jesté p = Inr 4 const.
Pozorovand periodi¢nost v 7 s periodou A tak znamené diskrétni sobépodobnost v ¢, 7, tu lze s pomoci 'push-
forward’ ¢* metriky pro cely pocet period n zapsat ve tvaru

(d)*)n[gw/] = 62A ngp,v- (36)

Svij objev [Choptuik1993] univerzality ilustruje mj. podobou tvaru pole blizko 7* pro velmi odlisné
pocatecéni konfigurace pole, viz Obr. 3.

Rovnice gravitacniho kolapsu skalarniho pole — souradnice u, r

Zde vychézime z ¢ldnku [PuerrerEtA12005]. Tam najdete podrobnou diskuzi chovéni kritického kolapsu skaldrniho
pole. Zde zopakujeme klicové rovnice, nazan¢ime nékterd odvozeni a diskutujeme nékolik obrazki znédzornujicich
probihajici déje.

Soufadnice u,r,0,¢ jsou nazyvany charakteristické nebo Bondiho typu. (Termin Bondiho soufadnice je
rezervovan pro situaci, kdy limita 8 — 0 v r — 00.)

ds®> = —e*? du (%du + 2dr) + r? dQ?

v 1
[N 0, gru — _6—2,87 grr — 6—2,87’ 00 _ =, .
r r
Retardovany cas jako souradnice umozni sledovat vyvoj pole az do svételného nekone¢na u = konst., r — co.
Radidln{ svétoCara u = const. popisuje odlétajici foton, spravna parametrizace x*(\) geodetiky se musi hledat

tak, aby #V 4" = 0 (viz piiloha [PolniRovnice]), a vyjde, ze

dxt o\"
o 7 o228 [
S S (w) ‘

Rychlost zmény plochy A = 4nr? sféry tvorené radidlné odlétajicimi fotony je

1dA _2rda” _2r o
Adx  r2dx  r2 '
To, ze plocha pro konecné  vzdy roste, znamena, ze souradnicemi nelze pokryt vitfek cerné diry, kde i odlétajici
fotony nendvratné padaji vstric singularité. Za pouziti kompaktifikovanych diagramt je na Obr. 4 znézornéno,
jakou oblast bude nase simulace pokryvat.
Odvozeni polnich rovnic
B,T = 277T(¢,7‘)27 ‘/,7' = €2ﬁ (37)

nejdete v priloze [PolniRovnice]. Skute¢nost, Ze rovnice neobsahuji derivaci podle u znamend, Ze tyto rovnice
se Tesi na kazdé nadplose u = const. Protoze funkce bude reprezentovana v mrizovych bodech bude metoda
nahrazovat derivace kone¢nymi diferencemi, umozni hodnoty 3, V nalevo spocist jejich novou hodnotu napravo.
Pouziva se okrajova podminka v centru

Skalarni pole spliiuje opét vlnovou rovnici (5), poé¢ateéni data jsou ale na nulové pocatetni nadploSe u = wug
zaddna pravé prubéhem ¢(u = ug,r). Jak jsme vidéli v Minkowskiho pfipadé udava tato funkce amplitudu
vchazejici ¢asti vinového baliku (ta vychézejici je tam déna konstantou). V kfivém prostorocase sice dochédzi



r=0 i+

1=0

flat space

i

Obrazek 4: Vlevo: kompaktifikovany diagram pro subkritické p < p*. Zelend oblast je pokryta simulaci, zac¢ina
s u = ug a kon¢i s u = ug,. Divodem pro ukonceni simulace je, Ze pole se rozplynulo. Uprostied: Schématicky
kompaktifikovany prostorocas, ve kterém se pri kolapsu sféricky symetrického skalarntho pole vytvori cerna
dira. Zelena oblast je pokryta simulaci, opét za¢ind na konstantnim u = wg. Dtivodem pro ukonceni simu-
lace je, ze findlni u = wug, se blizi horizontu udéalosti, na némz zadny foton nedoleti do nekonecna. Pouzité
soutadnice neumoznuji pokryt ,, vnitrek* c¢erné diry a horizont udélosti je limita u — wy dostupna pfi simulaci.
Vpravo: Obrézek z disertace [Puerrer2008] zndzortiujici prostorocas kolabujici vrstvy nulového prachu. (Vaidya
spacetime) a (apparent and event) horizonty v ném.

k rozptylu pole, ale i zde polni rovnice pro ¢ neobsahuji druhou derivaci pole ve tvaru ¢ ., (nebot g“* =0) a
tak i zde je polni rovnice [PolniRovnice] prvniho fadu v u

r20¢ = e 2 (=21 (r® yp + ®u) + V (r® . + ®,) + 1V, ®,) = 0. (38)

Dulezité je, ze metoda k pouzita k feSeni této polni nevychéazi z nahrazeni derivaci konecnymi diferencemi, ale
pouziva ono Diamantové schéma. V literature se cituje argument s moznosti vyuzit konformni transformace k
ploché metrice v u — r soutadnicich. Alternativné muzeme do (38) pfimo dosadit

1
O(u,r) = =U(u,v(u,r)),
T
kde soutadnice v(u,r) je pfitazena padajicim fotontm, tedy
14
dv = s(r,u)(2dr + ?du) (39)

Zavédime integracni faktor s(u,v), takze v, = 2s, v, = sV/r a zejména v, = 25, = (SV/7)r = Vur.
Spocteme pak prislusné parcidlni derivace, napr.
v, o

= —V,— —=
r NS
, r r2

a po jejich dosazeni do (38) vyjde

rO¢ = —e28 (1 (‘;) 4 43\11@@) = 0. (40)

r
Z jakobidnu transformace dosazenim (39) vyjde pii integraci dr du = 9(u,r)/0(u,v) du dv = (2s) " 1du dv a
tedy

1 1/V
\I/N—\I/W—\IIE+\I!S:_/<> U dr du, (41)
2 DT r -



kde D je ,diamant® tvofeny stranami u = uj,u = ug,v = vy a v = ve. Proto je dilezité béhem simulace
sledovat i polohu fotont padajicich smérem do centra dv = 0, t.j.

dr 1V
- - 42
du 2r (42)

Rovnice potfebné pro numerické reseni problému

Do tfech hodin prednasky se nam nevesla vlastni numerickd implementace rovnic. To, Zze data jsou zaddna na
sveételném kuzelu znamend i ne zcela obvyklé numerické postupy. NSWE schéma ale vede na stabilni evoluéni
rovnice bez jakychkoli dalSich trikt a cely program produkujici vysledky simulace se vejde do 200 fadku (C++).

Dilezitym krokem nalezeni feSeni v celém intervalu r € (0,00) je kompaktifikace radidlni soufadnice,
napt. predpisem r = z/(1 — ). Ta umozn{ pohodlné pokryt koneény interval z € (0,1) sadou bodu, v
nichz jsou svymi funkénimi hodnotami reprezentovany metrika a skaldrni pole. Viz vztahy (2.16), (2.17),
(2.18) v [PuerrerEtA12005].

Pouziti kvazilokalni energie ve sférické symetrii (Misner-Sharp mass)

r r vV _
mus = 5 (1—|VrP?) = 3 (1 - e 25) (43)
d a2 (1Y ap o o
2y MS = 47y (2 ¢ (®,) (44)

jako metrické funkce misto V', kterd u nekonecna diverguje.
Rovnice (37),(41) a (42) jsou piepsdny do kompaktifikované soutadnice z.

Jsou zvolena vhodnd pocateéni data ®(u = 0,z). Jejich amplituda (napf.) pfedstavuje parametr p. V
souladu s [PuerrerEtA12005] volime po¢ateéni tvar pole na nadplose u =0

(r—rg)?

O(u=0,r)=prie = | (45)
kde pro hodnoty rg = 0.7 a ¢ = 0.3 je kritickd hodnota parametru p* ~ 0.1449.

Data (tedy pribéhy funkei ¥(z), 5(z) a m(z) jsou v praci [PuerrerEtA12005] reprezentovdny v nékolika
tisici bodech rozloZenych na pocatku simulace rovnomérné podél intervalu x €< 0, 1). Dulezitym trikem
je, ze tyto body se nechivaji padat smérem k centru po svétocarach vchézejicich fotont. To jednak
umozni pohodlnou implementaci NSWE schématu (41). Zd4lo by se, Ze nevyhodou je, Ze takové body je
potfeba zahodit, kdyz dosdhnou poc¢atku. Ukazalo se ale, ze tato volba Tesi také klicovy problém, kterym
je dostatetné pokryti mista blizkého piipadnému formovani titérné ¢erné diry, protoze body/fotony se
zde nakupi a umozni bez slozitého programovéani zahustit sit bodi.

Déle teseni probiha jako série kroka. Postupuje se od centra do nekonecna. Predpokladaji se znama data
v retardovaném case u;. V centru x = 0 se aplikuji hrani¢ni podminky. Déale se postupné

— spocte poloha kam se za krok ;11 = u; + Au posune (spadne) do centra letici foton v Case u; se
nachdazejici na soutadnici z;,

— Hodnota kroku Au se voli Au = Kmin(r/V)Ar = Kmin [(1 — 2m/r)~'e 2’ Ar]. Hodnota K ~ 1
zajistuje, Ze béhem jednoho kroku foton padajici podle (42) nespadne piilis. V situaci, kdy se blizi
simulace horizontu tato volba zajisti, Ze se ¢asovy krok simulace ,, prizpusobi* tomu plynoucimu
daleko od ¢erné diry, zatimco pobliZ ni se vyrazné zpomali.

vy _ s

— Hodnota integralu v (41) se spocte jako souéin plochy lichobéZniku SEWN a hodnoty integrandu v
jeho stfedu. Tu lze odhadnout primérem ze znamych hodnot WE.

— Nové hodnota pole umozni uréit z rovnic (37) hodnoty 5 a m v uzlu N.

— Takto lze snadno zkonstruovat Eulerovo schéma, jeho opakovdnim pak (explicitni) Midpoint. Me-
toda vyssiho fadu by vyzadovala lepsi odhad integralu.



Einsteinovy rovnice u svételného nekonecna

Pro pochopeni vysledki je dulezité, ze v danych souradnicich je mozné vyresit Einsteinovy rovnice prostiednictvim
rozvoje v r — oo. Dosazenim tvaru pole pobliz J T

(ve vypoctech nepotfebujeme védét, Ze cyp nezavisi na ¢ase) vyjde

(e

r2

Blu,r) = H(u) — + ...

V(u,r) = e2HW <r —2M (u) + 2W(C(TL))2 + ) .

Zde M dostaneme jako integra¢ni konstantu a pismenem M ji oznaéime proto, ze M(u) = mass(u, — 00).
Spoctenim plynuti éasu —ds? = (dup)? pozorovateltt u J* vidime, Ze jejich ¢as up plyne podle

dup _ 2H (u)
du = e .

Limita e2? u J+ tak dava , redshift“ mezi centralnim a vzdalenym pozorovatelem.

Zatimco (44) udéva jak se M-S hmotnost méni podél cesty do svételného nekonetna, ukdzal Bondi (pro
mnohem slozitéjsi gravitani vlny), jak se méni ,hmotnost centra“ jak ji vidi vzdéleny pozorovatel, kdyz
centrum opoustéji viny. Klicovy vztah je

d%g‘) =167 (C&)Q. (46)

Tento vztah, v némz vystupuje , news function N(u) := dc/dup, lze ziskat dosazenim asymptotického tvaru
vSech veli¢in do Gy, = 87T, slozky Einsteinovych rovnic:

By VV, V., 2V3E. 2V, 4nV2e?2 87V 9,
e _ oy + ﬂ _ B _ 4 ro_ m +87T(I)i
73 73 r2 r3 72 r2 r

P1i udrzeni jednotlivych s¢itancti pohromadé vyjde

64H €4H 2€2HH’ 62H (2MHI + M/) 2€2HH/ 62HMH/
724‘ + —724-... + — 5 + ... +[]+ — + 5 + =
r r 2r r r
8mc?
[+ ][]+ [ 5 +] ,
r
kde zanedban{ vyznacujeme ... = o(1/r?). Odsud jiZ snadno dostaneme (46).

Vysledky simulaci dale od kritického p*



¢

Obrézek 5: Vysledky pro subkritické p < p*. Vlevo: Prubéh funkce m(u, ). Méné vlevo: Prubéh podilu 2m/r.
Méné vpravo: Prubéh funkce §(u,x). Vpravo: Priabéh funkce ¥(u, x).

X

N N

Obrazek 6: Vysledky pro superkritické p > p*. Vlevo: Prubéh funkece m(u,z). Méné vlevo: Pribéh podilu
2m/r. Méné vpravo: Prubéh funkce B(u, ). Vpravo: Prubéh funkce ¥ (u,x).
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FIG. 13. This figure shows power-law exponents for a subcrit-
ical evolution and illustrates the domains of validity of the
predictions of perturbation theory for the two zones: —2 near

J* and —3 near i".

Obrézek 7: Pribéh ¢(up) v blizkosti JT podél svétocar s konstantnim polomérem pro podkritické p < p*
prevzaty z [PuerrerEtAl12005]. Zvolend , gaussovskd® pocatecéni data (45) jsou v nekoneénu k nule rychleji nez
libovolnd mocnina a v plochém prostoru by vedla na exponencidlni ubyvani funkce f(u) ve vztahu (17) a tak
by pole v budoucim nekone¢nu ¢t bylo identicky nulové. Na obrazku se ukazuje, Ze gravitacni interakce zptisobi
doznivani (tail), které stejné jako v Minkowskiho prostorocase zdleZ{ na tom, po jakych bodech se bliZime k

budoucimu nekonec¢nu.
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Obrézek 8: Pribéh (up) na J+ pro superkritické p > p* (¢ervend kiivka). Tmavé modra kiivka ukazuje
kvazinormaln{ oscilace, jeZ jsou nalezeny odeftenim , tail* ¢lenu k/u% od aktualnfho pole 1. (Obrazek slouzi
jako ilustrace, pouzité souradnice a tedy i numerickd metoda opravdu nejsou vhodné pro vypocet QNM.)
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Struktura kritického resSeni

Obrazek 9: Kompaktifikovany diagram kritického prostoroc¢asu. V misté kde se objevi nekone¢né velka kiivost
vnikne nah4 singularita (NS). Jeji kauzalni budoucnost je principidlné nejasnd, feseni nenf jednoznaéné. Minuly
svételny kuzel NS tvoii horizont sobé-podobnosti (SSH), ladénim p = p* se totiz dosdhne toho, Ze FeSeni uvnitf
néj se priblizuje univerzalnimu sobé-podobnému feseni. Vlevo: Pribéh funkce m(u,x). Uprostied: Prubéh
funkce ¢(u,x). Vpravo: Detail prubéh podilu 2m/r ilustruje sobé-podobnost pobliz NS.

Vysledky simulaci pobliz kritického p*

Pripomenme, ze kdyz se ptiblizujeme kritickému p*. zaznamenavame oscilace na stile mensi skale. Globalni
obrazky tedy vypadaji velmi podobné, vlna se bud rozplyne nebo se vytvoii ernd dira. Jeji hmotnost ale
muze vyt velmi mald.

Pfi kresleni chovani pobliZ p* se hodi pouzivat bezrozmérné veli¢iny, ty se pfi zmenseni $kdly nemén{ (na
horizontu musi napf. byt bezrozmérnd veli¢ina 2m/r = 1. Véci, které maji rozmér délky je tfeba vynaset v
logaritmické skale.
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Obréazek 10: Vyvoj radidlniho prubéhu m(u, ). Vlevo jsou vybrany ¢asy, kdy se energie pole soustied{ do tenké
slupky.
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Obrazek 11: Vlevo: Vyvoj radidlnfho pribéhu 2m/r. Vpravo: Vyvoj radidlntho pribéhu ¥.
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Obrazek 12: Hmotnost prostorocasu u J+. Vlevo: P¥i pouziti Bondiho ¢asu. Vpravo: Pii pouziti sobépodobného
¢asu 7p. Vpravo je podle ndpadu z [PuerrerEtA12005] vyznacena i hmotnost méfend na SSH. Rozdil odpovida
hmoté pole leziciho vné SHH. Skélovéni vyznacené ¢arkovanou carou rika, ze hmotnost se skaluje stejné jako
velikost oblasti SSH.
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