Poznamky k prednasce Klasicka elektrodynamika

Uvod

Fyzikdlni pole je naslednikem principu pusobeni na dalku. V klasické predstavé zprostiedkovdva pole
vytvarené jednim zdrojem pusobeni na druhy zdroj. Jiz v této primitivni verzi musi polni teorie popsat
jak zdroj pole vytvari, jak se pole §ifi z bodu do bodu a jak ptsobi pole na jiny zdroj. Hezk4 teorie pak musi
toto vSe ucinit v souladu s obecnymi fyzikalnimi principy. V této prednasce budeme zkoumat jak detailni
vlastnosti polni teorie popsané Maxwellovymi rovnicemi, tak nalézat feSeni téchto polnich rovnic pro riuzné
situace. Obecné vlastnosti jste z hledisek nejvznesenéjsich probirali predevsim v prednasce Specialni Teorii
Relativity. My nastoupime do konkrétni inercialni soustavy a v ni budeme hledat detailnéjsi pochopeni
vyznamu téchto polnich rovnic.

Pro zvyseni zmatku ale ¢asto budeme polem minit i pouhou funkci tii prostorovych a piipadné jesté
jedné casové souradnice. Napiiklad budeme mluvit o poli bazovych vektoru abychom zvyraznili, ze v
ruznych bodech prostoru maji uvazované bazové vektory rizné smeéry.

Skalarni pole

je tedy v nejvétsi obecnosti termin oznacujici skaldrni funkei ti{ prostorovych a jedné ¢asové souradnice.
V této pfednasce budeme az na vyjimky pracovat v 341 notaci, vektory budeme rozumét vektory
tfirozmérné, ¢as bude samostatnou “soutradnici”, podobné jako tomu bylo tifeba v teoretické mechanice.
Skaldrni pole je tedy néjaka funkce ®(Z,t).

V predmeétech, které se néjak odkazuji na dynamiku, je zapotiebi studovat zmény pole. V naSem
3+1 pojeti odliSujeme ¢asové a prostorové zmény. Proto v teoriich budou vystupovat ¢asové derivace
0; a prostorové derivace, napiiklad 0,0y, 0. Protoze soufadnice v prostoru budeme ¢asto volit i jiné,
nez kartézské, budeme se snazit uzivat pro prostorové derivovani symbol V. To, ze vysta¢ime s timto
symbolickym zapisem misto explicitniho derivovéni podle jednotlivych souradnic je dusledek kvalit studo-
vané teorie. M&-li byt teorie nezavisla na volbé souradného systému, nemohou v ni vystupovat libovolné
kombinace 0,0, a 0, ale jen takové, které lze zapsat s pomoci V. Pro pfipomenuti, ze specidlni teorie
relativity vite, ze v lorertzovsky invariantni teorii se i prostorové a ¢asové derivace museji vyskytovat ve
vhodnych kombinacich.

Isoplocha (Ekvipotenciila)

oy

Znézornovat hodnoty skaldrniho pole lze rizné, nejstarsi a pro védecké icely nejintuitivnéjsi je zakresleni
tzv. isoploch (ekvipotencidl) — mist stejné hodnoty pole. Ve tfech dimenzich pfredstavuje rovnice ®(Z) =
®, rovnici plochy. Casto zakreslujeme priseciky isoploch odpovidajici riznym hodnotdm ®q s néjakou
jinou plochou, ¢imz dostavame sadu ¢ar spojujici mista se stejnou hodnotu.

Vektorové pole

Vektorové pole se od skaldarniho odliSuje tim, ze jde o vektorovou funkci. To znamend, ze jde o tii funkce
skalarni popisujici slozky pole v néjaké bazi. Formalné piseme E (Z,t). Pi praci budeme ale potiebovat
umét zapsat hodnoty konkrétné. Prvni moznosti je konstruovat vyraz pro hodnotu jako vektorovy vyraz
z vektoru pruvodice, feknéme
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Z praktickych duvodi budeme ale nejéastéji postupovat tak, ze pouzijeme nekartézskou souradnici (feknéme
r) a také pomocnd vektorovéd pole (v tomto piipadé é. = 7/|7] — pole jednotkovych vektoru mificich ve



smeéru pruvodice) a vyslednou vektorovou funkci zapiSseme pomoci jejich kombinace
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Obrazek 1: Ekvipotencidly a silocary elektrostatického pole dvou vodivych kouli. Prava je uzemnéna.

Rovnice silocary

Pii znézornovani vektorového pole je nejobvyklejsim zpusobem kresleni silo¢ar. Tento termin neni zcela
presny, kdyz mluvime o poli, pro které nejsou silové uc¢inky rovnobézné s vektorem polni veli¢iny, tfeba u
pole vektoru rychlosti mluvime o proudocardch. Jde o kiivky Z(s), které jsou v kazdém bodé rovnobézné

s vektorovym polem:

Li(s) = Als) B(@(s)) ()

Koeficient dmérnosti A(s) je libovolnd funkce a volime ji tak, aby tato soustava t¥{ obyé¢ejnych dife-
rencidlnich rovnic byla co nejsnaze fesitelna.

Je-li vektorové pole gradientem néjakého skalarniho potencialu, jsou silo¢ary na ekvipotencidly kolmé,
jak uvidime az se budeme zabyvat operaci grad.

Slozky nebo nabla tecka?

Pii obecnych tvahéach v elektromagnetismu muzeme vzdy volit mezi dvéma zapisy. To ze, napiiklad, v
elektrostatice je elektrické pole nevifivé muzeme ekvivalentné zapsat jako

EijkajEk = O (5)
nebo . .
rot E=VxE=0. (6)

Protoze druhd varianta je obvykle ¢itelnéjsi, budeme ji pfi obecnych tivahach upfednostnovat, zatimco
prvni prijde vhod pfi chapani podstaty nékterych uprav, reknéme

rot grad ® =0 oproti  €;;,0;0,® =0 . (7)

Postupné si ale vybudujeme seznam identit, pfi jejichz uziti jiz nebudeme muset prechiazet do slozek.
Napf.
grad fg=V(fg) =gVf+ [fVg=gegrad f+ fgrad g (8)

nebo
div fA=V.(fA) = fV.A+AVf=fdivA+A grad f . (9)



Elektrostatika ve vakuu

Protoze tplné Maxwellovy rovnice predstavuji relativné komplikovanou soustavu linedrnich parcidlnich
diferencialnich rovnic, soustiedime se nejdiive na dulezitou souc¢ast Maxwellovy teorie — popis neménnych
c¢isté elektrickych poli ve vakuu. Jak vime je tato redukce mozna jen v konkrétnim inercidlnim systému,
nebot rozdéleni na elektrické a magnetické pole je dédno projekci tenzoru elektromagnetického pole na
¢tyirychlost pozorovatele.

Zakladni velicinou v elektrostatice je elektrickd intenzita E. Jde o veli¢inu, kterd byva obvykle defi-
novéna takto: vlozime-li v misté & do elektrického testovaci(!) ndboj ¢, je polem tlacen silou

F = qE(@). (10)

Elektricka intenzita tedy predstavuje veli¢inu polni (muze se lisit bod od bodu) a vektorovou (m4 velikost
a smér; nesmime ovsem zapomenout, ze o vektoru mluvime jen z hlediska prostorovych transformaci).

Jak se lis{ elektrickd intenzita bod od bodu? To urcuji polni rovnice — pro elektrostatickd pole ve
vakuu maji tvar

. 1

div E = —p (11)
€0

rot £ = 0 (12)

Tyto rovnice predstavuji soustavu 4 rovnic pro 3 neznamé slozky vektorového pole E(f) a nabdadaji k
otazkam: Je mozné aby takova soustava nebyla preurcena? Jak se déli operdatorem div?

Pii hledani teseni téchto rovnic uvazime nejdiive naivni ale velmi uzite¢nou prestavu zdroju jako
seskupeni spousty bodovych néboju.

Zactnéme obvyklym uvazenim Coulombova zdkona ve vakuu
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E@ =q¢'F (13)
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Tento vztah popisuje jednak silu ﬁ, jiz na nédboj velikosti ¢ nachézejici se v misté ¥ pusobi nidboj ¢’
nachézejici se v misté ’. Zdroven ale také popisuje elektrickou intenzitu v misté misté 7 jiz zde budf
naboj ¢’ nachédzejici se v misté &’. Pro urcenf elektrické intenzity tu ale jiz mame rovnice (11-12). Budeme
tedy muset zkoumat, zda jsou obé urceni v souladu.

Nejdiive si povSimneme, co maji oba vztahy spoleéné — tzv. princip superpozice. Pro polni rovnice
plati, ze elektrické pole zpusobené nébojovou hustotou py(Z) 4 pa(Z) je souctem poli Ey(Z) 4+ Eo(Z),
kde Ej(Z) je feseni (11-12) s pravou stranou danou nabojovou hustotou p;(#) a podobné pro Es(Z).
Podobné Coulombuv zdkon zobecnime tak, Ze elektrické pole buzené soustavou naboju je souétem poli
od jednotlivych naboju.

Pii zkoumani souladu Coulombova zdkona a polnich rovnic narazime na prekazku danou rozdilnou
povahou ndboju v obou piistupech. V polnich rovnicich je zdrojem v prostoru rozlozena nabojova hustota,
v Coulombové zakoné je to bodovy naboj. Pro pfipomenuti nejdiive velmi struéné zopakujeme postup
obvykly v u¢ebnicich pro tvodni kurz, zhruba odpovidajici [SeSt]. Ndbojovou hustotu si predstavime
tvofenou velkym mnozstvim bodovych ndboju. Soucet elektrickych intenzit od jednotlivych naboju je
pak misto sumy dan integralem
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Nyni je tfeba ovéfit, ze takovéto pole spliuje polni rovnice. Kupodivu to ale neni piimocaré — ma-
tematici ndm totiz nepovoli prohodit derivace z operdtoru divergence a rotace a integral vyskytujici se
v (14). Kdybychom jejich zdkaz ignorovali dostaneme, Ze takto definované elektrické pole md divergenci
nulovou. Proto pfichazi na fadu

Gaussova véta

Neni bez zajimavosti, ze Gaussovu vétu (pro gravitacéni pole) objevil o padesat let diive Lagrange. S
pouzitim moderniho znaceni ji zapisujeme takto

/ divE(D)d*T = 7{ E(Z) . dS . (15)
Q on



Slovy Fe¢eno: objemovy integrél skalarni veli¢iny dané divergenci vektorového pole pies objem € je roven
plosnému integralu, tj. toku této vektorové velic¢iny skrze plochu 952, kterd tvori hranici uvazovaného
objemu. V elektrostatice se rovnost téchto velic¢in lépe vyjadi{ vztahem

Qo = / o) PF = / div e B(7)d*T = f 0B (#) . d§ | (16)
Q Q o

ktery fikd, ze naboj Qq libovolné rozlozeny uvniti objemu 2 vytvaii takové elektrické pole, jehoz tok
skrze hranici uvazovaného objemu je roven tomuto néaboji.

Obrazek 2: Tlustrace ke Gaussové vété — vyruSeni se piispévku pfes vnitini plosky.

V limité vétsich a vétsich objemu majicich tvar koule s povrchem rostoucim jako kvadrat jejtho po-
loméru dostdvame tak znamé chovani coulombovského pole ~ 1/r2, v limité nekoneéné malych krychli¢ek
& kulicek Qz obsahujicich bod Z, jejichz objem oznacime Vg, pak dostdvdme alternativni definici diver-
gence vektorového pole

s T2 . 1 (= ar
divE(Z) = V%I—r:o Vo bro E(@) .ds". (17)
S jeji pomoci je Gaussova véta velmi ndzorna: Velky objem si predtavime jako hromadu velmi malych
krychlicek. Pravé strana (15) méd vyznam souctu pies objem vsech krychlicek, levd souctu pres orientovany
povrch v8ech krychlicek. Pravé to Ze, jde o orientované plosky zpusobi vyruseni piispévka uvniti velkého
objemu, zustane jen integral pfes jeho povrch. To, Ze (17) opravdu predstavuje diferencialni operaci tvaru
V.E, ukdzeme v ¢ésti vénované kiivocarym soufadnicim.

Aplikaci takto definované divergence za pouzit{ Gaussovy véty pro bodovy nédboj (21) snadno nahlédneme,
7e elektrickd intenzita uréend vztahem (14) splituje rovnici divE = p/eo. Splnéni vztahu (12) lze podobné
ovélit po zavedeni alternativni definice operatoru rotace, coz vSak odlozime. Misto toho se spokojime
s piirozenym argumentem, ze superpozici poli s nulovou rotaci (tzv. poli nevifivych) dostaneme také
nevitivé pole. Navic v ur¢itych situacich lze elektromagnetickou indukci chépat jako zdroj pro rotE a tak
budeme pozdéji tuto ¢ast diskutovat podrobnéji.

Vime jiz, ze elektrickd intenzita spoc¢tend podle (14) spliuje rovnice elektrostatiky. Ignorujeme-li
prozatim otdzku existence piislusnych integral, znamena to, Zze polni rovnice nejsou pfeuréené: pro
vSechny pravé strany — nabojové hustoty existuje pole v souladu s polnimi rovnicemi. Jsou tu jesté
néjaka dalsi feSeni odpovidajici stejné ndbojové hustoté, nejsou ndhodou polni rovnice nedouréené? A
pokud ano, co rozhoduje, které feSeni “ve skutecnosti” opravdu nastane?

Jsou-li Ey a Fs dvé feSeni odpovidajici téze ndbojové hustoté p, muzeme pii uplatnéni linearity
polnich rovnic dojit k zavéru, ze obé feSeni se mohou odliSovat o libovolné feseni homogennich polnich
rovnic popisujicich pole bez naboju. Existuji takova pole v elektrostatice? Ukaze se, ze jich jsou spousty.
Abychom o nich mohli porfddné mluvit budeme ale muset pockat. Spokojime se s jedinym piikladem,
jimz je homogenni elektrické pole vypliujici cely vesmir, a budeme doufat, Ze i ostatni feSeni homogenni
rovnice pochézeji od naboju presunutych za hranice vesmiru. Polni rovnice zde pouzivané jsou zbytecné
slozité na ptresnéjsi formulaci jednoznacnosti feSeni a tak uzavieme nase zkouméni: pocitdme-li elektrickou
intenzitu jako superpozici coulombovskych polf vztahem (14), dostaneme jedno z feeni polnich rovnic —
to, které predpoklada neexistenci dalsich naboju a to i za hranicemi vesmiru.

Na cvicenich poslouzi Gaussova véta jako néstroj pro urceni pole v symetrickych situacich. Nalezneme
pole rovnomérné nabité koule, nekonecné dlouhého valce a nekoneéné veliké rovnomérné nabité vrstvy.



Diracova d-funkce

Ukazuje se, ze chapani bodového naboje jakozto specidlniho prubéhu nabojové hustoty a nasledujici
zobecnéni tohoto vede k dulezitym metoddm pro feSeni linedrnich (parcidlnich) diferencidlnich rovnic.
Ptredevsim, nabojova hustota jednotkového bodového naboje neni slusna funkce — samé nula a v jed-
nom bodé nekonecno. To nekonecno ale neni jen tak obycejné, je jednotkové. Nabojova hustota dvakrat
takového bodového ndboje mé to nekoneéno dvakrat vétsi ( ... poc¢itdni s nekoneény je vyzva pro mate-
matiky).
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Obrézek 3: Ilustrace k zavedeni d-funkce jako nabojové hustoty bodového naboje.

Chceme-li tedy pracovat s témito zobecnénymi funkcemi, budeme muset obétovat jednu dulezitou
vlastnost funkei — funkéni hodnotu. Za tuto cenu bude mozno ponechat v platnosti jiné dulezité vlastnosti
funkci, predevsim pravidla jez funkce splnuji pii integraci. To neni ndhoda — ndboj, tedy integralni

rychlokursu zavedeme tzv. zobecnéné funkce neboli distribuce:

e Nabojovou hustou jednotkového bodového ndboje v pocétku souiadnic oznaéime §°(Z), nééim, co
je nula pro vSechna & # 0 a vhodné nekone¢né v pocatku.

e Sidli-li takovy jednotkovy ndboj v bodé 7/, bude nadbojova hustota popsana distribuci 63(% — ),
pravé pro £ = &’ bude totiz argument J-funkce nulovy.

e Integral nabojové hustoty pres objem ()

1 Z' uvnitt Q
/ 83(& - F)dPxr = 0 ' vné Q (18)
Q nedef. 2’ na hranici Q

e Nebude-li ndboj jednotkovy, ale bude mit velikost ¢/, vyjadifme hustotu jako ¢’ §%(Z — 7).

e Protoze d-funkce je nulovd s vyjimkou bodu, kde méa nulovy argument, jsou totozné nasledujici

nabojové hustoty f(Z) (¥ — ') a g(¥) 0*(Z — &) pravé kdyz se dvé (obycejné) funkce f a g
rovnaji v bodé &, t.j. f(Z') = g(&).
e Nasobeni §-funkce obycejnou funkei se tedy shoduje s ndsobenim oby¢ejnou konstantou a tedy
f(@)* (% — &)d>x = f@)e3 (& — &d>x = f(2) 83(& — &dPx = () (19)
R3 R3 RS

e Hezké funkce jsou distribuce, é-funkce je distribuce, distribuce vynasobend hezkou funkci je distri-
buce, soucet distribuci je distribuce.

e Pii integraci distribuce spliiuji vétu o substituci, o souctu integrélu atp.



e Vystupuje-li distribuce v integralech nasobend dostate¢né hezkou funkci, spliiuje pravidla integrace
per partes a ji podobné vicerozmeérna zobecnéni.

e Rovnost dvou distribuci se pozna podle rovnosti jejich vlastnosti pod integralem.

e Prostor zobecnénych funkci je uplnéjsi. Specidlné plati, ze bodovy naboj jako vysledek zmenSovéani
napi. homogenné nabitych kulicek ma mezi distribucemi obdobu v §-funkci jako limité na jednotku
normovanych funkci tmérnych charakteristické funkci téchto kulicek — viz. Obr. 3

Polni rovnice s distribuci na pravé strané

Je snadné se presveédcit, ze elektrické pole bodového naboje spliuje vSude podminku nulové divergence,
jakkoli pouzité dpravy nedavaji smysl v misté, kde tento bodovy naboj lezi — tam musi byt nabojova
hustota nekonecnd. Tuto vlastnost muzeme zapsat vztahem

/ = =
. ¢ T—=x s Y
le*ﬁ = (5 xr—x . 20

i = 4 (20)
Tento vztah je tvrzenim o rovnosti dvou distribuci a nedokazuje se porovnavanim funkénich hodnot, nybrz
rovnosti obou stran pod integra¢nim znaménkem, piipadné duvéiujeme-li v iplnost prostoru distribuci
jako limita poli nebodového néboje
presnéjsiho. a) V jednom z bod, jimiz jsme zavedli distribuce se bez dalsich podrobnosti #iké, Ze rovnost
distribuci se pozné podle jejich rovnosti pod integra¢nim znaménkem. Budeme-li na distribuce nahlizet
jako na jisty druh nespojitého rozlozeni ndboje, lze kritérium rovnosti distribuci chapat tak, ze paklize
pocitdme mnozstvi ndboje v néjakém objemu (coz je integral z téchto distribuci) daji obé distribuce stejné
vysledky pro stejné objemy. Leva strana ma tvar uplné divergence, takze ji prevedeme na plosny integral

a tento pak s pouzitim dS; = |7 — #|2dS) na integrél prostorového tihlu 2, pod nfmz hranici V' vidime
z bodu 7’
S 1 i uvnitt V
1 -7 = 1 ds 1
f—%.dszf %:%—dﬁz 0 F vV . (21)
ov Am |7 — 1| ov A |7 — 1| ov Am nedef # na hranici V

Vidime tak, Zze po vyintegrovan{ se levd strana (20) chovd jako bodovy ndboj v bodé &, tedy jako strana
prava.

b) Protoze je prostor distribuci bohatsi, nez jen kombinace prostoru spojitych funkei a o-funkef je z
ve skuteCnosti rovnost distribuci f a g potieba dokazovat slozitéji — pro vsechny “hezké” funkce 1) musi
platit [, ¥(Z) f(Z)d*x = [pe (2)g(Z)d>x. Nam jak uvidime staci aby funkce ¢ byla hladké a nulové
v nekonec¢nu, pro seridzni praci potifebuji matematici testovaci funkce jesté o néco hezéi. Zatimco prava
strana (20) okamzité ddva

[ o@as (@ - )ds = (@), (22)
levou stranu ) oa
qg T — 30
= 2
/¢ d1v47T 7o _,/‘3d (23)

upravime pomoci identity V.z/u‘f = A.Vw + wV.A na rozdil dvou integralu, pficemz prvni mé tvar uplné
divergence:

) - -7
= /le [1/}( )Zﬁ |:1_7'x’|3} x— —/gradlp o _V|3d333 (24)
Protoze podle Gaussovy véty piejde prvni integral na plo$ny integral ptes hranici integraéni oblasti, jiz
je nekonecné velikd sféra na niz ¢ vymizi, zbyde jen druhy z integrali. Po zavedeni posunutych soufadnic
i = ¥ — & (jakobidn téhle transformace je jedna) a zdpisu integrace d3y = r2dr d) a zavedeni funkce
O(7) = (7 + ') = (F) se ukaze, Ze skaldrni soucin gradientu ¢ a radidlntho vektorového pole /|73
d4 soucin radidln{ derivace (9,®) a velikosti zminéného vektorového pole, tj. r—2. Proto mizeme psat

- _27/8@&,9,@ LdrdQ = ‘Z?/awﬁ(n@,qb) dr / A = —q [2(n]° = ¢ ¥(@) (25)

Protoze se tedy oba integraly rovnaji pro vSechny hezké funkce (%) (jez spliuji ¢(o0) = 0), predstavuji
obé strany (20) tutéz zobecnénou funkci. Pozn. Povsimnéte si vyznam dukazu, kdyz ve vSech vztazich
polozite ¢/ =1 a (&) = p(&)/eo.



Aplikaci divergence na (14) pak za pouziti rovnosti (20) dostdvdme potvrzeni splnéni polnich rovnic

7
div E(Z) = d1V — /d?’x'p () |;7_"|3
1 1 -4
— _ d3 / =/ d o
€0 . ( ) 1V47T |:E—x’|3
— 7/d3x/p ﬂ/ 53 ‘9/)
= @)
€0

Jinak feceno, zjisténi, ze divergence pole bodového naboje je distribuce imérna d-funkci ndm umoziuje
prohazovat diferencidlni operator div a integra¢ni znaménko.

Obdobné bychom zjisténim, ze elektrické pole bodového ndboje ma nulovou rotaci ve smyslu distribuci
dokézali, ze i druhd polni rovnice je FeSenim (14) splnéna.

Potencial elektrostatického pole

Rovnice rot E =0 znamend, ze elektrostatické pole je gradientem néjaké skalarni funkce. S prihlédnutim

ke konvenci se zavadi B
E(Z) = — grad (%) (26)

Toto tvrzeni je silnéjsi nez pouhd identita rot grad w(Z) = 0, protoze iikd, ze v elektrostatice lze kazdé
elektrické pole psat jako gradient jisté skalarni funkce. Zda je to opravdu mozno uéinit v celém prostoru je
nelehka otézka, jejiz vyjasnéni spada do pokrocilé matematiky. Budeme zatim pfedpoklddat, ze v ramci
elektrostatiky jsou piislusné matematické pozadavky splnény a pti vykladu elektromagnetické indukce si
ukézeme, jak tyto pozadavky souvisi s fyzikou.

Samoziejmé také vidime, Ze rovnice (26) neurcuje potencidl ®(#) jednoznaéné, pti jeho vypoctu z E
mame dén jen rozdil potencidlu mezi libovolnymi body vztahem

B(Ty) — O(F) = — / E.d. (27)

Libovule budeme vyuzivat k tomu, ze dulezitym mistum, jako je nekoneéno nebo povrch jistého vodice
prifadime nulovy potencidl.

Vyse uvedenou piimou integraci elektrické intenzity lze nalézt, ze potencidl elektrostatického pole
bodového néboje je

» ¢ 1
P = .
() dmeg | — 7|

(28)

Zavedenim potencidlu jsme jednu polni rovnici splnili automaticky (tu homogenni), z druhé pak do-
sazenim za E podle (26) dostavdme rovnici Poissonovu
o 1
AD(Z) = —— p(F) . (29)
€0
Protoze vime, Ze ndbojova hustota bodového naboje je imeérna d-funkci, nepiekvapi Laplaceuv operator
A = V.V pusobici na 1/|Z — Z| je opét distribuce a ze plati néasledujici dalezity vztah
1 37 =/
A—— = —Ar (@ -7 . (30)

|7 — 2|

Stoji za to pochopit tento vztah z hlediska limitniho procesu. Pfedeviim s vyuzitim transla¢ni invari-
ance operatoru A staé{ kdyz budeme zkoumat pusobeni laplacidnu na funkei 1/7. Abychom se vyhnuli
nekone¢nu v bodé r = 0 nahradime v blizkosti po¢dtku soufadnic (uvnitf koule o poloméru a) funkei 1/r
kvadratickou funkci tak, abychom mohli bez potizi spocist druhé derivace obsazené v laplacianu

3a2—r?
u<r>={ g T<e (31)

r>a
r

Takto definované vylepseni (funkce u(r) ma spojité funkéni hodnoty a prvni derivace) piejde pro a = 0
ve funkei 1/r. Vime-li, ze Au(r) = (ru(r))” /r, snadno spocteme, ze

-3

_ ?2—471'% r<a
aun ={ ¢ e (32)



kde Vi (a) oznacuje objem koule o poloméru a, tedy oblasti, kde je Au(r) nenulové a nabyva konstantn{
hodnoty —47/Vj(a). Z toho je vidét, Ze tato funkce predstavuje piiblizenf funkce —47 §3(F). Na cvicen{
tentyz pifklad fesime jako problém prubéhu potencidlu ®(r) = —%u(r) rovnomeérné nabité koule a jeji
limity jako bodového naboje — pii zachovani celkového nédboje @ musi jit v této limité nabojova hustota
do nekoneéna jako Q/Vi(a).

S pouzitim (30) v souladu s predstavou o spojitém ndbojovém rozlozeni jako soustavé bodovych
naboju dostavame z potencidlu jednoho bodového nédboje potencial buzeny spojitym rozlozenim naboje

(%) = /d—q/ L _ /p(f/) LI (33)

dreg |7 — 2| dmeg | ¥ — 2|

Misto integralu z vektorové veli¢iny nyni sta¢i pii hledédni pole buzeného nabojovou hustotou p pocitat
jiz jen jediny trojny integral. Presto je diky pfitomnosti odmocnin ve jmenovateli jeho analytické nalezeni
vzécné. A to i v piipadé, kdy uvazujeme plosné ( a nékdy dokonce jen linedrni ) ndbojové hustoty.
Metoda Greenovy funkce

Ackoli (33) predstavuje zndmy vztah, je vhodné zminit, ze patif do jisté dulezité t¥idy formulek. V linedrn{
algebfe se zkouma feseni konecné-rozmérné ilohy

A7 = b (34)

mimo jiné lze tuto ulohu fesit tak, ze pro vSechny bazové vektory €; nalezneme konkrétni reseni dlohy

Ag; = €& . (35)
Rolozime-li pak vektor b = b;€;, kde b; predstavuji koeficienty b v dané bézi, muzeme pro feSeni psat
g = b G- (36)
Aj=0b —AG(F)=p
A g, = —AG# 1) =

Aij y; =b; —A (X)) =p
Aij (gr); = ~AG(#T) =

Aij Y bilgr)j =D bi A /ﬁ(f/) G 7)o = /ﬁ(.f’) .
v =2 b (gu): () = /

() 3z’

Tabulka 1: Porovnéni{ feseni soustavy rovnic a Poissonovy rovnice. Ve spodni ¢édsti predpokladdme (eg);
ki, takze (gi); je trasponovand inverzni matice k Ay;. Pro prehlednost je p = p/eg. Vztah A(1/r)
—4763) (7) vede na G(Z; @) = (4n)~1/|# — &'| a tato funkce hraje stejnou roli, jako inverzni matice u
soustavy rovnic, kde spojitd proménna & hraje roli indexu a séitani je nahrazeno integraci.

Resfme-li v elektrostatice tilohu (29), predstavujf funkce pz (Z) = §°(Z — ') obdobu bazovych vektori
€; s tim, Ze diskrétn{ index ¢ je pro tento problém nahrazen “spojitym indexem” #’. Rozklad pravé strany
do baze ma pak misto sumy tvar integralu

o@) = [o@) @ 7) (37)



Za povsimnut{ stoji, ze bazové funkce 6(Z — ') jsou jistou obdobou diskrérniho d;;, nebot koeficienty v
této bazi jsou rovny pifmo funkénim hodnotdm. Nalezneme-li pro kazdou bdzovou funkei pz (Z) pifslusny
potencidl &z (Z) takovy, ze

Aby(7) = —% pa () | (38)

muzeme jejich slozenim ziskat feSeni Poissonovy rovnice

B(F) = / o) Bw (7) dPa’ = / iy PE) 1 (39)

dmeg | —F|

Funkce
1 1

dmeg | T — &'

Pz (7) = (40)

tedy potencidl buzeny jednotkovym bodovym ndbojem se proto téz nazyvd Greenovou funkei (dife-
rencidlnfho) operdtoru —epA. Pozdéji uvidime, Ze rizné hraniéni podminky povedou k jeho ruznym
Greenovym funcim.

Plosné a linearni nabojové hustoty

V integralech, které jsme doposud napsali je mirou piispévku k integraci mnozstvi naboje, nikoli samotny
objem a tak kromé nabojové hustoty p zaviddime jeste hustotu plosnou o a linedrni A vztahem

dgd = p(@)AV(¥) = o(@)dS(&) = @ )dI(T) . (41)

Napiiklad plocha nabitd danou plosnou nabojovou hustotou budi pole

L fe@) 1,
B(7) = / 7 a5’ (42)

47T€() ‘.’f -7

Pole buzené soustavou objemovych, plosnych, linedrnich a bodovych naboju tak dostaneme jako soucet
prislusnych tii, dvo, jednorozmeérnych integralu a potencialu piislusnych bodovych nédboju. Pojem distri-
buce jsme zavedli abychom dokazali reprezentovat bodové naboje jako zvlastni druh objemové nabojové
hustoty 63(Z — 7). Podobné je mozno distribucemi popsat i plogné a linedrn{ ndbojové hustoty. Ukdzeme
si, jak to vypada pro plosné rozlozeni naboje.

Plocha na niZ je ndboj rozlozen necht je pro jednoduchost popséna explicitni rovnici r = a tedy plocha
je totoznd se souradnicovou plochou v néjakych kiivocarych souradnicich (pro jednoduchost si vybereme
soutadnice sférické). Ndbojovd hustota je pak popsdna distribuci o (6, ¢)d(r — a), tedy nula vsude kromeé
sféry r = a. S vyuzitim vztahu [ 6(x — a)f(z)dz = f(a) ! muzeme pro celkovy ndboj psat

Q = /p(:f’) >z = /p(r,9,¢) r? dr dQ = /U(Q,(/))(S(r —a) 2 dr d (43)

- /0(97¢) ds /5(r—a) rdr = a2/a(e,¢)d9 = 4ma’c , (44)

tedy néboj je (samoziejmé) roven souc¢inu povrchu koule a prumérné nébojové hustoty . Pokud je plocha
popsdna implicitni rovnici napt. f(z,y,z) = 0 je vypocet komplikovanéjsi (viz Proseminér teoretické
fyziky).

Jesté jedna vlastnost jednorozmérnych d-funkei nam ptijde vhod — jsou to totiz derivace skokovych
funkci. Ve smyslu distribuci totiz plati

P (e —a) = % Oz —a) = 5(z —a) . (45)

Provést dukaz této rovnosti opét znamend ukézat rovnost obou stran pod integra¢nim znaménkem

/ " U@) L Bl - a)de = [(x) Ox — )%, - / " (@) O — a)de

0 g o
= 0- [ i@l = v, (16)

pro pochopenf je ale lepsi studovat limitu spojitych aproximaci skokové funkce a jejich derivaci, (chdpéna
jako limita plosného naboje popisuje tento limitni proces ztenc¢ovani nabité oblasti pfi zachovani celkového
néboje).

1Vztahy platici pro jednorozmérné §-funkce jsou prehledné uvedeny v dodatku IT v [Kvas]



Vime-li, ze nédbojovéd hustota nabité roviny z = 0 je 0d(z), vidime, ze elektrické pole nabité roviny
uvedené v nasledujicim odstavci mé divergenci rovnou této zobecnéné funkci.
Nabita rovina z = 0 s konstantni ndbojovou hustotou ¢ budi v prostoru pole popsané
o - o
O(X)=——]z2| , E(Z) = — sgn(z) €, . 47
@ =~ (@ = 5= sen(z) & (47)
Protoze rozumnou plochu a na ni sidlici ndbojovou hustotu si v dostateéné blizkosti muzeme nahradit
rovinou s konstantni nabojovou hustotou mé pfedchazejici feSeni Sir§i vyznam. Specidlné je ilustraci
zndmého dusledku Gaussovy véty: elektricky potencidl pii pfechodu nabitou plochou je spojita funkce,
jeho derivace se ale skokem meéni o o/e.
V tdvodni prednasce Elektiina a Magnetismus jste zavedli plosnou divergenci

Div E = @.(Ey — Ey) , (48)

’vz

kde 7 je jednotkova norméla k plose oddélujici oblasti 1 a 2 mitici z oblasti 1 do 2. S jeji pomoci se pak
pise

- 1
DivE = —o. (49)
€0
I v piipadné plosnych ndboju zustdvd v platnosti vztah E(f) = — grad ®(Z) pouze je vyslednd

elektricka intenzita nespojita. Podrobnéji se budeme zabyvat nespojitostmi poli pii studiu chovani Ma-
xwellovych rovnic na rozhrani dvou prostiedi. V pfednésce se naopak nesetkdme s nespojitym elektrickym
potencidlem, ktery si ndzorné muzeme predstavit jako limitu kondenzédtoru s nekonecné tenkym dielek-
trikem, kdy pii priblizovani elektrod neménime napéti, a tedy zvySujeme naboj. Vysledkem je nekonecna
elektrickd intenzita v misté skoku potencidlu — vice napi. v [SeSt, odst. Elektrickd dvojvrstval.

Linearni néboje jsou na rozdil od plosnych obklopeny nekone¢né silym polem. V jistém piiblizeni
muzeme na linedrni naboj zblizka pohlizet jako na pfimku s konstantni ndbojovou hustotou a tak stoji
uvést vlastnosti poli zde.

Nabita pfimka tvofend osou z na niz je rozprostiena konstantni ndbojova hustota A je obklopena

polem
A - Al
InR |, E(Z) = — €R . 50
(@) 2mey R R (50)

Oba vztahy lze snadno ziskat z Gaussovy véty zvolime-li integra¢ni objemy respektujici symetrii
problému. Oproti bodovému néboji E ~ r~2 ubyvé intenzita pole okolo nekoneéna s pievracenou hodno-
tou vzdalenosti od piimky. Protoze ale celkovy ndboj pfimky je nekoneény nelze v nekone¢nu dosdhnout
nulového potencidlu.

Na cvicenich spocteme za pouziti pfimé integrace potencial rovnomérné nabité tisecky a kruznice, tato
pole nam pti vykladu multipélového rozvoje poslouzi jako priklady axidlné symetrickych poli.

B(F) =

2mey

Symetrie

Symetrie daného problému je dédna operacemi, které muze nékdo s poli a zdroji uéinit, kdyz na chvilku
prestaneme dévat pozor, aniz bychom to mohli poznat. Tolik definice symetrie dle Prof. Kvasnici. Z této
definice je zfejmé, ze symetrie problému tvoii grupu — lze neudélat nic, u¢inénou zménu mohu vratit a
nebo k ni pridat dalsi. Pro nase potfeby nebude pfili§ vyznamnd sama struktura symetrii, spise dopad
jistych symetrii na tvar poli. Vime, Ze pole muzeme znézorniovat pomoci ekvipotencialnich ploch a silocar.
Symetrie se pak projevi tim, ze tyto geometrické ttvary pirechazeji piislusnou transformaci samy na sebe.

V této predndsce vystacime s nékolika symetriemi: transla¢ni, axidlni a sférickou.

Translacni symetrie odpovida situaci, kdy po posunuti zdroju a poli o libovolny nésobek jistého
sméru 77 dostaneme tutéz situaci. Jde o piipad, kdy je pole vytvaieno objemovou nabojovou hustotou
spliiujici podminku p(Z + s7i) = p(Z), coz je mj. piipad pole buzeného soustavou navzajem rovnobéznych
vodi¢u neménného prufezu. Vysledné pole (nevnucuji-li ndm okrajové podminky néco jiného) bude mit
podobnou vlastnost. ZapiSeme ji snadno jak pro potencidl ®(Z+ sii) = ®(&), tak pro elektrickou intenzitu
E(f + sii) = E(:Z") Rovnost dvou vektorti v ruznych bodech znamend m.j. rovnost jejich kartézskych
komponent. Obvykle volime smér 7 = €, a tak muzeme psét p(z,y), ®(z,y) a E(x,y), tedy, ze zadné
veli¢ina nezavisi na soufadnici z. Zde je vidét vyznam tzv. adaptace souradnic: Pii volbé soufadnic jsme
vzali v tivahu symetrii problému, coz se odrazilo ve snizeni po¢tu souradnic, na nichz pole zavisi. Navic
— méné proménnych znamend méné netrividlnich parcidlnich derivaci v polnich rovnicich a to usnadinuje
jejich teseni.

Awxidlni symetrie odpovida situaci, kdy po otoceni zdroju a poli o libovolny thel kolem dané osy
dostanememe tutéz situaci. Tentokrét je pole vytvarené ndbojovou hustotou, kterd splituje p(RsZ) = p(Z),
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kde R, predstavuje otoceni{ koncového bodu pruvodice 7’ = R T o thel s kolem dané osy. Potencial
spliiuje stejnou rovnici, ovSem symetrie vektorového pole elektrické intenzity je nyni popsdna vztahem
E(Rsf) = RSE(f) — vektor pole je treba pii prechodu z bodu do bodu otoc¢it. Hned vidime, Ze véci se
velmi komplikuji neprochézi-li osa poc¢dtkem soutradnic — jen tehdy je otac¢eni koncového bodu pruvodice
R ¥ totozné s operaci otdceni vektoru RSE .

Adaptaci soutadnic tak aby respektovaly axidlni symetrii si opét muzeme zjednodusit praci. Osu
otaceni ztotoznime s osou z a jako soufadnice pouzijeme soufadnice valcové R, ¢ a z. Pak pro skaldrni
veli¢iny podminka symetrie zni ®(R,¢ + s,2) = P(R,¢,z), a ik, ze skaldrni velicina nezdvisi na
soutadnici ¢, tj. piseme ®(R, z).

Pro snadné zapsani symetrickych vlastnosti vektorovych poli ale musime ucinit o krok vic. Neni
totiz pravda, ze E nezévisf na ¢. Zde pomuze adaptace bdzovych vektori: zvolime béazi, jez respektuje
axialni symetrii, v niz slozky axialné symetrického pole nebudou zéaviset na ¢. Naptiklad ve valcovych
souradnicich (lze pouzit i souradnice sférické) méa obecné axidlné symetické pole tvar

E(R,,2) = Er(R,2)€r(R, ¢) + Ey(R, 2)és(R, ¢) + E-(R, 2)é. . (51)

(Vice o bazovych vektorech jako je napi. €g a o souvislosti poli bdzovych vektru a prislusnych souradnic
ve vykladu o kiivocarych soufadnicich). Vidime, ze dusledky obou vyse uvedenych symetrif lze shrnout
tak, ze vedou ke zmizeni zavislosti polf na jedné, vhodné zvolené soufadnici.

Sférickd symetrie, ktera pripousti libovolné otoceni poli a zdroju okolo stfedu symetrie, se pak odrazi
ve zmizeni dvou souradnic. Tedy alespon pokud zvolime souradnice vhodné pro pois takto symetrickych
poli — soutradnice sférické. Skaldrni sféricky symetrickd funkce je pouze funkei radidlni souradnice r, tj.
napft. potencidl ®(r), jeji isoplochy jsou koncentrické sféry. Sféricky symetrickd vektorova pole pak jsou
obzvlasté jednoduché .

E(Tv 0, (b) = ET(T)gT(Ta 0, ¢) ) (52)
nebot existuje jen jediné sféricky symetrické bézové pole €, = 7/r — radidln{ bazové pole sférickych
soufadnic. zbyld dvé sférickd bézova pole €y a €y jsou pouze axidlné symetrickd. Ani zadné jiné pole
teénych vektoru ke sféfe nemuze tvorit sféricky symetrickou bézi (Ize snadno nahlédnout z Hairy Ball
Theorem — kazdé spojité pole teénych vektoru na sféfe je nékde nulové, sféricky symetrické musi byt
nulové vsude a neni to tedy bdze).

Vodice v elektrostatice

Vymizeni magnetickych poli v elektrostatice je svdzdno s vymizenim proudu. Proto v elektrostatice musi
uvniti vodivého télesa byt elektrickd intenzita nulova. Po zavedeni elektrického potencidlu tak mame
uvnit¥ a na povrchu vodi¢u

q)(f) = Uy reVy . (53)
Jednotlivé, navzdjem izolované vodice V4 jsou ocislovany indexem A. Poissonova rovnice zde nabyvé
nového smyslu — hleddme takovy potencidl, aby jeho hodnota byla na povrchu vodi¢t konstantni (rozsiFen{
tohoto konstantniho potencidlu dovniti vodi¢u nestoji za tec). I pii jinak nepfitomné nébojové hustoté
mezi vodi¢i prestavd byt metoda piimé integrace uzitecnd — nevime jak se ndboje po povrchu vodi¢u
rozdéli. To, ze povrch vodice je ekvipotencidlni plocha znamena, ze d® = grad d.dl=—Ed = 0 pro
v8echna posunuti dl po povrchu vodice, tedy, ze elektrickd intenzita je kolméa k povrchu (zndmé relace
silo¢ar a ekvipotencidl). Z Gaussovy véty pak za uvdzen{ nulového pole uvnitt vodice vyplyva

E=2q, (54)
€0
kde 7 je vnéjsi normala k povrchu vodice. S vyjimkou dostateéné jednoduchych situaci lze pole bu-
zené nabitymi vodi¢i hledat jen pfibliznymi (obzvldsté numerickymi) metodami. Na této prednésce se
soustfedime na vysSe uvedené vyjimky. Pujde obvykle o “kulatd” télesa, a feSeni nedokdzeme nalézt s
pouzitim kartézskych souradnic.
Priklad: Koncentrické vodivé sféry s vyuzitim A®(r) = r~1(r®(r))”. Vyznam integracnich konstant.

K#ivocéaré souradnice

Polohu bodu muzeme uddvat pomoci vhodné trojice souradnic — ne nezbytné kartézskych (napf. zemépisné
soufadnice + “nadmoiska” vyska tvoif docela komplikované, nicméné praktické soufadnice). V elektrody-
namice az na vyjimky vysta¢ime se soufadnicemi kartézskymi, vdlcovymi a sférickymi. Protoze budeme
potifebovat v danych souradnicich vyjadfovat i vektorové veliciny a také umeét pocitat s nabla, nevystac¢ime
s pouhym zavedenim soufadnic. Nejdfive pripomeneme zavedeni vélcovych a sférickych souradnic kde
uvedeme i veli¢iny jejichz vyznam se vyjasni az poté, co se vratime k vektorové analyze v libovolnych
ortogonalnich kiivocarych souiadnicich.
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Vektory a krivoéaré souradnice

Vime, ze prizpusobeni soufadnic symetrii problému vede k zjednoduseni rovnic. Protoze v nasich rovnicich
vystupuji také vektorova pole, je potieba zavést bazova vektorova pole a symetrickd vektorova pole
popisovat koeficienty vzhledem k této bazi.

Dulezitym poznatkem bude skutecnost, Ze na rozdil od kartézskych bazovych vektorovych poli bdzova
pole respektujici symetrie nemusi byt konstantni vektory, jen jejich velikost budeme pozadovat rovnou
jedné. V dusledku toho pole s konstantnimi koeficienty v kiivocaré bézi neni konstantni vektorové pole!

Oznacme kiivocaré souradnice obecné q1, go2, g3. Jaké mame kandidaty na naSe bazova pole v kiivocarych
soutfadnicich?

]

Obrazek 4: Vektory Vu (Cervend) a 0Z/0u (modfe) v kiivocarém soufadném systému obecném (vlevo) a
ortogondlnim (vpravo).

(1) Ménime-li vybranou soufadnici ¢; opisuje bod ptislusnou souradnicovou ¢aru. Pro trojici soufadnic
tak mame v kazdém bodé 3 te¢né vektory k soutadnicovym ¢ardm prochazejicim timto bodem g—i,g—i,g—i

(2) Protoze soufadnice qi,qo,q3 lze chépat jako skaldrni pole mdme tu i druhou sadu vektoru —
gradienty kfivocarych soufadnic Vg1, Vgo, Vgs.

Jak spolu obé sady vektoru souvisi objasni jejich zapis ve slozkach

Eh:i 8qj

8o:i

(55)

tedy jde o Jakobidny navzdjem inverznich transformaci qi,q2, g3 — x,¥, 2z resp. x,y, 2z = q1,q2, g3, tedy

oz oz oz 9q1 Iq1 9q1
9q1  Jq2  Ogs Oz, Oxzy  Oxs
Oz Oxo Oxo vs 9q2 9q2 9qa (56)
9q1  Jq2  Ogs : 9z, Oz  Oxs
9zz  Ozz  Oxg O¢s  Oqs  Ogs
Iq 9q2 9qs3 dx; Oxo  Oxs

To, ze jde o navzdjem inversni matice se da zapsat téz jako Vg; . 0Z/0q; = &;;. Z tohoto vztahu
vyplyvajici kolmost, feknéme, Vq; a 0F/dqa nefikd ovsem nic o tom jestli vektory Vg; a 0Z/0q; jsou
navzijem rovnobézné. Abychom vektory vzniklé derivaci polohy podle parametru (tfeba rychlost) a vek-
tory (formy) vzniklé derivaci podle polohy (gradient potencidlu) nemuseli odliSovat a mohli je vyjadfovat
pohodlné ve stejné bazi budeme pozadovat aby i v kfivo¢arych soufadnicich zustala prece jen zachovana
néjaka vlastnost kartézskych souradnic — rovnobéznost gradientu soufadnic a tecen k soufadnicovym
¢aram. Abychom toho dosahli, potfebujeme aby souradnicové ¢ary byly na sebe navzajem kolmé. Plati
totiz, ze jsou-li v; L U5 L ¥i3 L ¥4 pak pro matici slozenou z vektoru ¢, vs, U3 plati

—

HHL
Y
S

[0h Vo T3] =

; (57)

s
s
SN

I 2

S

z ¢ehoz je srovnanim s vysSe uvedenymi Jacobiho maticemi ziejmé, ze v ortogondlnich krivocarych souradicich,
pro néz plati, ze v kazdém bodé jsou soufadnicové ¢iry na sebe navzijem kolmé 0Z/0qy L 0Z/0qgs L
0%/0qs L 0Z/0q1 se vektory 0Z/0q; a Vg, 1is{ jen svou velikosti. Jejich shodny smér oznacime €; a zvolime

jej za bazovy vektor. Piseme

07 _ e Vg = ~é (58)
= Ni€; i = 76
9qi 4 hi
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a témito vztahy zavadime Laméovy koeficienty h;, které urcuji skuteénou velikost posunuti pii zméné
kiivocaré souradnice o dg;. (Také plati, ze pokud je néjaka kiivocard souradnice bezrozmérnd, ma piislusny
Laméuv koeficient rozmér délky.)
Pro vektor posunuti pfi zméné kiivocarych soutadnic plati
or

. oz oz
d = g+ Ldgy + Ldgs = hy & dgy + hs & dgo + hs & dgs (59)
3Q1 3QQ 3%

a pro kvadrat velikosti tohoto posunuti pak
di* = h3 dq} + h3 dgs + h3 dg3 . (60)

Na tomto vztahu je pozoruhodné, ze chapeme-li Laméovy koeficienty jako funkce kiivocarych soutradnic,
nejsou v tomto vztahu patrné zddné pozustatky kartézského soufadného systému z néjz jsme vychéazeli
a pritom popisuje vzdalenosti v prostoru. V kontextu této pfednasky tato metrika tiirozmérného eukli-
dovského prostoru v kiivoc¢arych soufadnicich predstavuje predevsim nejkompaktnéjsi zptsob jak si pro
dané souradnice zapamatovat jejich Laméovy koeficienty.

Obrézek 5: Bazové vektory a délky oblouku soufadnicovych ¢ar ve sférickych soutradnicich.

Vztah (59) piimo pouZzijeme pii vypoctu integralnich veli¢in. Napi pro vektorové pole U je cirkulace
pres kiivku v : {Z(s)|s € (s1, s2)}
I 2 ] 52 d d d
fU-dl:/ U-—ds:/ U-(hlé’lql—I—hgé'qu—i—hgé’gqg.)ds (61)
~ 51 ds 51 ds ds ds
Podobné se v plosném integralu objevi
- Al
dS = — X —du dv. 2
5y < 5y du v (62)

Samoziejmym dusledkem ortogonality soufadnic je také moznost transformovat vektory z jedné baze
do druhé prostiednictvim skaldrniho soucinu s bazovymi vektory — skaldrni sou¢iny bazovych vektoru s
rozkladanym vektorem totiz dévaji prislusné koeficienty, napiiklad

€, = (€,.€,) € + (€5.€5) €y + (€..€y) €y = cosbe, —sinfey + ey . (63)

Samoziejma vlastnost kiivocarych bazovych poli — to, ze nejsou konstantni, ale jde o funkce soutfadnic
— zpusobi ze bazové vektory nemuzeme vytykat pred derivace a integraly, jak jsme zvykli u béze kartézské.
V piipadé derivaci nam toto nepohodli vynahradi dale uvedené vzorce pro vypocet gradientu, divergence
atd., pri integraci vektorové veli¢iny nam ovSem nezbyde nez se tim ¢i onim zpusobem vratit k integraci
slozek vzhledem k néjaké konstantni bazi.

Piiklad: Pokud pfi vypoctu polohy tézisté polokoule pocitdme [7dV = [(ré,) r?drdQ = €. 2n [r*dr = ..

dospégjeme rychle k vysledku, ovsem Spatnému. Pole €. méni v objemu télesa (i mimo néj) smer.
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x =7 sinf cos¢p |r= 22+ y>+ 22 r €<0,00)

=7 sinf sin 0 = arccos ——=—— 0 e<0,m >
y ¢ Nerr i

z =1 cosf ¢ = arg(x + iy) ¢ €<0,2m)
dl = S%dr+ 95d0 + 55d¢ = dré, +rdféy + rsin0deé,
di? = dr? —|—7‘2 d6? + r?sin® 0 d¢?

hr=1 & = [sinfcos¢ , sinfsing , cosb]
hg =1 €p = [cosfcosd , cosfsing , —sind)
hg =rsind €y = [—sing , cos¢ , 0]

grad ® = 3% & + 155 & + 5 9 o

div E = %Q(TQET) + 1 (SIHQEQ) r§11n0 8¢E¢

nf o
AD = %372 r<I>)+T2 [ 1 g(SlnH%@) SlI}QGQd)z@-‘

sin 6

Tabulka 2: Sférické souiadnice a souvisejici vztahy.

V nasledujicich tabulkéch jsou pro sférické souradnice a valcové souradnice shrnuty transformace
mezi témito souradnicemi a souradnicemi kartézskymi, kartézské komponenty bazovych vektoru, Laméovy
koeficicenty a vztahy pro vypocet gradientu, divergence a Laplaceova operatoru na skaldrni funkci.

Pro uplnost je jesté tieba uvést, ze casto budeme ve sférickych souradnicich pocitat plosné integraly
pres plochu sféry r = konst., kde ma plosny element smér a velikost s = ds €. = r?sinf df do é,.

Objemovy element ve sférickych soufadnicich je dV = 72 dr dQ = r?sinf dr df d¢. Ve valcovych
soufadnicich jsou plo$né elementy na plose R = konst. piipadné z = konst. rovny dS = dSér = R d¢ dz eg,
resp. dS = dSé, = R d$ dR E,.

Gradient

Operace oznacovand grad se objevuje pfirozené v prvnim diferencidlu skalarni funkce soutradnic

f(@o+dZ) = f(Zo) + da; ng ‘ = f(&) +dZ VP = f(&y) + dZ.grad® (64)
i |ZT=Zo
a tedy oznacuje-li 77 jednotkovy vektor mé n.grad® vyznam derivace v tomto sméru. V této predndsce
neodliSujeme vektory a formy a tak V® muzeme chapat jako vektorové pole vzniklé ze skalarniho. V
kazdém bodé mé gradient smér nejvétsiho vzrustu skaldrniho pole a velikost rovnou derivaci v tomto
smeéru.
S vyuzitim véty o ﬁplném diferencidlu dostavame vyraz pro gradient v kiivocarych soutadnicich

(_,>:18f_, LOf L LOF L )

&; — L g+ ——L g+
h; hidq " hedgy © ' hydgs

Vo) = ) Z -

Piitomnost Laméovych koeficientu ve jmenovateli si zapamatujeme tak, ze gradient je zména na jednotku
délky ne na radian.
Piiklad: Pro funkci f = z = rcos 6 dostavame tato alternativni navod na transformaci €, = Vz do
sférickych souradnic
1 9(r cos ) 10(rcosf) 1 O(rcosf) -

€, = V(rcog@) = TT6T+; 20 €0+rsin9 8¢ d) = cosf é,—sinf 69+0€¢. (66)

Divergence

Divergenci je mozno chapat jako objemovou hustotu vytoku pole z okoli néjakého bodu

s P . 1 (= U
divE(Z) = Vlér_r)lo Vo Do E(&) .ds" . (67)
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=R cos¢ |R=+/22+y> R €<0,00)
y=R sing |¢=arg(z+iy) ¢ €<0,27)

2=z 2=z z € (—00,00)

dil = 9% dR+ 92 dp+ 9% dz = dR & + Rd¢ &, + dz €.

dI? = dR? + R%*d¢? + dz?

hr=1 ér = [cos¢ , sing , 0]
he =R s = [—sing , cos¢ , 0]
h, = e.=0,0, 1]

9P = 190 = 9P =
grad & = a_ReR""E%eq’—’_%ez

div E = 455 (RER) + 55 (Bo) + 5 B

2 2
2 (R%®) + #a%rb + 59

AP = 5%

=

Tabulka 3: Véalcové soufadnice a souvisejici vztahy.

<
N
PP

A

Obrazek 6: Piiklad ve dvou dimenzich: funkce a vektorové pole jejitho gradientu.
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Za téleso Vg, jehoz objem posleme k nule zvolime kvadiik < ¢ — AQ‘“ ,q1+ AQ‘“ > X <@g — %, q2 +
% > X < q3 — %,% + % > v prostoru kfivocarych soufadnic u néjz se pfi limitnim procesu

nebude ménit pomeér stran, tedy Aq; = Q1¢, ...Aqs = Q3¢ pii € — 0. Jemu v prostoru odpovida objem
ohraniceny Sesti (obecné kiivymi) souradnicovymi plochami ¢; = ¢; £+ %. Normadly k témto plocham
jsou praveé vektory kfivocaré baze a tak na kazdé ze stén k toku vektorového pole prispéje pravé jedna
z (kiivocarych) komponent vektorového pole E. Pro takto zvoleny objem bude pfimo vidét geometricky
vyznam vztahu pro divergenci vektorového pole v kfivocarych soutadnicich.

Pii odvozeni diferencidlniho vyrazu pro divergenci v ortogondlnich kiivoc¢arych souradnicich pouzijeme
vlastnost stfedni hodnoty hladké funkce na obdélniku Q =< x — %, x4+ % > X <y-— %, y+ % >
o strandch Az a Ay se stfedem v bodé [z, y]

/Q f(z,y) de dy = (f(z,y) +ole)) Az Ay (68)

kde o(e) popisuje limitn{ chovani, kdyz polozime Ax = Xe, Ay =Ye a jdeme s € — 0.

Obrazek 7: K odvozeni divergence v kiivocarych soufadnicich.

Pii vypoctu toku pole podle (67) budeme integrovat pies Sest stén ohranic¢ujicich uvazovany kvadr

B . d5 = /E.d§f+/ﬁ.d§f+/ﬁ.d§§+/ﬁ.d§;+/ﬁ.d§§+/ﬁ.d§3‘ (69)
00z 1+ 1- 2+ 2- 3+ 3-

Indexy u integalu oznacuji, kterd z soufadnicovych ¢éar k ni tvoif normélu a jak je orientovand. Napiiklad

= ox  0F - - -
dST = == x = dgh dqy = ho & X h3 €3 dgh dgy = hohs €1 dgy dd) (70)
6‘12 8Q3
zatimco JS{ = —hsohs €1 dgs dgs se lisi orientaci. OvSem fﬁ pocitame pres pravou sténu kvadru,

zatimco fr pres levou. Proto nesmime zapomenout, ze Laméovy koeficienty se ruznych koncich kvadru
lisi. V kazdém z bodi stén 1% je vnéjsi norméla rovna +¢) a tak jen prvni komponenta pole E bude pii
integraci hrét roli. Pro integrandy muZzeme pséat

E . dSf = (Bi hohs ddy dab) ;_p, 501 g o0 (71)
a vysledek integrace pres obdélnik [¢}, ¢5] €< g2 — AQQZ G2 + % > X < q3— AQ‘B ,q3 + % > bude
Boadh
B as} = |(Buhahs) opy s o0, 0+ 0(€)| Agz Ags (72)
a je tedy aZ na zanedbatelné opravy uréen hodnotou Ejhohs ve stiedu stény 17. Podobné
B a8y = - [(Buhahs) oy _au g, o+ 0l6)] Az A (73)
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je ur¢eno hodnotou FEjhohs ve stfedu stény 17. Cyklickou zaménou pak dostdvdme hodnoty toku pole
pres zbylé stény kvadru

Ay
fE s = [E1h2h3][ql+fq1 7q27QB]Aq Ags+[Ezhihs ][QI’qﬁAzqg’qS]A(h Agz+[Eshyihy ][QI’qz’q3+ : ]A(h Aqs .

[ 192,49 lq1,92— [m,qw%*%]
(74)

Pro urceni hustoty potfebujeme znat hodnotu objemu kvadiiku, kterd je jak snadno nahlédneme

Vo = [aV = [ b haha dor das das = [(haha) sy, g+ 000)] At Agz Ags ()

Nyni se ukaze pro¢ je mozno v limité priblizit tok sténami hodnotou sou¢inu délky stran a normalové
slozky pole. Po vydéleni objemem télesa je tieba zanedbat vyraz

ofe) Ay Agy e
[(h1hohs) + o(€)] Aq1 Aga Ags Aq €

-0, (76)

kde je pouzit piedpoklad o stejnomérném smrifovani kvadru ve vSech smérech. Za pouZiti definice
parcialni derivace

f(thr%,lh’%)*f((h*%7112,(13) of

(77)
Aq aql |%=[g1,92,93]
dostaneme limitu stfedni hodnoty toku pole z objemu 2 jako
~ 1 0 0 0
ivE = ——— —(E —(E
le h1h2h3 {aql( 1h2h3) + (9(] ( 2h1h3) + aq ( 3h1h2)} (78)

Tento vzorec vyjadiuje navod ke spocteni divergence vektorového pole zname-li slozky pole v kiivocaré
a nikoli kartézské béazi. Samoziejmé v pifpadé kartézskych soufadnic s h, = hy, = h, = 1 piejde na
0. B, +0,E, + 0, ..

Priiklad: Divergenci vektorového pole €, muzeme spocist jak piimo

il
—
w
Il
D

I Do

T 1 1 —
dive, = V.- = V.(if=) = V.(¥)- V- = - : =
iv e VT V.(7=) V(ﬁr+(ﬂvr 7qur " (79)

a nebo s pouzitim pravé odvozeného vztahu

L 1 0 0 0 B 1 9,4 _ 2
div €, = hhohy {87“( hohg) + 89(0h he) + a(b(()hrhg)} = 2 sm98r(r sinf) = " (80)

Rotace

Vyjdeme ze Stokesovy véty

/rotE.dﬁz E.dl. (81)

b ox
Pokud plochu ¥ rozdélime na mnoho “Gtverecku”tak, ze ty sousedni spolu sdileji opa¢né orientované
strany, je mozno Stokesovu vétu chépat jako dusledek vyruSeni se vSech piispévku k cirkulaci pole E
pies tyto sdilené strany. Jen ty strany ¢tverecku, jez lezi na hranici ¥ se nemaji s ¢im vyrusit a “pospo-
jovanim”daji cirkulaci E pres hranici X.
Projekei rotace do sméru 7 pole tedy muzeme spocist jako plosnou hustotu cirkulace pole

. 1 .
.ot B(@) = Jim - 7{9 _ B@) .l (82)

kolem plosky ¥z 7 s normélou ve sméru 7, jez se v limité smrituje do bodu Z.

Pro nalezeni (diferencidlniho) vyrazu pro rotaci pole v krlvocarych soufadnicich zvolime za ploskou
Sy, obdélnik (v prostoru kiivocarych souradnic) ¥ =< g1 — Aql Q1+ % > X < qg— % ,q2+ (h > jenz
v prostoru lezi na ploSe g3 = konst., je ohranic¢en pirisluényml useky souradnlcovych car av kazdem bodé
ma normalu 77 = €3. Pro zjednoduseni budeme opét predpoklddat neménny pomér stran béhem limitniho
procesu Ag; ~ €.

Cirkulaci pole okolo této plochy vyjadiime jako soucet

E@).dl = | E.dif+ | E.di;+ | E.diif+ | E.di (83)
ox 1+ 1- 2+ 2-
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Obrazek 8: K odvozeni rotace v kiivocarych soutadnicich.

Protoze dfit = +h,€1dq, je kiivkovy integral podél protilehlych stran 1+
o
/1i E. dll =+ [(El h1)|f:[Q1;Q2:F%7Q3] + 0(6)} Aql (84)
a podél protilehlych stran 2+
[ B = [P ha) o+ 0l0)] A (55)

Po dosazen{ plosky obdélnicka Sy, = hiho Agr Ags + o(€) mdme plosnou hustotu ve sméru €;

1
hihe Aqy Ags

Agg

= _ A4z Adgy
é3 .rot B = {[ElhlAq1]+A2qz + [Egthqz]fQ +o(e)Aqy + o(e)AqQ} (86)

tedy po limité, ktera vede k parcidlnim derivacim, vlozZeni jednotky ve tvaru 1 = €3.€5 a rozsifeni zlomku
koeficientem hsg

_, 1 0 0
é3 . tot B = &3 . ——— hgés < ———(E1h —(Esh 87
10 “ hihghs ¢ { 8QQ( ' 1)jLaql( ? 2)} (87)
Tento vztah muzeme zapsat s pouzitim determinantu jako
1 0 0 hs€s
> S 0 0
é3 .10t B = &5 . ol 0 e 0 (88)

hl E1 hg EQ 0
a neptekvapi, ze vSechny slozky rotace ziskame vy¢islenim determinantu

1 hl €1 h2 gg h3 53

o 9 le) o)

rot £ = qu qu qu (89)
hi1 E1 he Es hs E3

Tento vzorec také ilustruje axidlni charakter pole V x E- prohozenim soufadnic a piislusnych vektora baze
zméni rotace znaménko. Protoze jsme pii odvozeni predpokladali, Ze kiivka na obrazku mé orientovanou
normalu ve sméru €3, plati tento vztah pouze pro orientovanou bazi spliujici €1 x €5 = €3. To znamena,
ze u soutadnic je dulezité potadi. Proto volime ¢, gz, g3 jako x,y, z pro kartézské , r, 0, ¢ pro sférické a
R, ¢, z pro valcové soutadnice.

Laplacetv operator na skalarni funkci

V eletrostatice budeme pracovat predevsim s operdtorem A

AP = V.V® = div grad ¢ (90)
slozenim jiz zndmého kiivocarého vyjadieni obou operdtoru dostavdame
) 1 0 ([ hahs 8<I>> 0 (h1h3 8@) 0 (h1h2 8<I>>}
AP = divgrad® = ——— < — — |+ = — |+ — 91
& hyhahs {6611 < hy Oq g2 \ h2 0Og2 dgs \ hs 0Ogs o)
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Priklad: Pole nabitého kruhového disku

Zavedeme zplostélé sferoidalni souradnice

V82 4+ a? sinv coso

x =
= V/s2+a? sinv sing
Z = S§COSV

jejich jméno je dano faktem, ze plocha s = konst. je rotac¢ni elipsoid s polarnim polomérem mensim nez
rovnikovym

2
T y z\2
— ) == + (7) =1. 92
<\/32—|—a2) (\/52—1—(12) s (92)
V nekonecnu, kde v/s2 + a? ~ s prechdzeji v soutadnice sférické (s — r , v — 0). Plocha s = 0 je disk o
poloméru a. Inverzni transformace s(x,y, z) resp. cosv(x,y, z) ziskdme seCtenim resp. odectenim vyrazi

\/(Iz + yz 422 — a2)2 + 42202 = 52 + a® cos v

x2+y2+22—a2 = s2—a%cos?v

Tecéné vektory k soutadnicovym cardm jsou

ox o .
— sinv cos¢ ,

s s
s a {\/524—(12 52 +a?
o7
- hy € = [\/sz—l—aQ cosv cos¢ , V82 +a? cosv sing , —s Sinv} (94)

sinv sing , cos v} (93)

D)
0%
a—z = hy €p = {—\/32+a2 sinv sin¢g , v/s2+a? sinv cos¢ , 0} (95)
Laméovy koeficienty jsou
ox s2+a? cos?v
he = |ZE| = )5 ar cosTY 96
Js s2 + a? (96)
o
h, = a—z = Vs2+a? cos?v (97)
oz 24 42 g
hy = 2| = V82 +a? sinwv (98)
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Obréazek 9: Sferoidalni soufadnice v poloroviné x — z. Soufadnice v prostoru vzniknou jejich rotaci, tj
priddnim soufadnice ¢. Pulky elips na obrdzku pfejdou na rotacéni elipsoidy a pro ®(s) tvoii ekvipo-
tencialni plochy.

Budeme hledat obdobu pole bodového naboje ve sférickych soufadnicich, kde ®(r), tedy potenciél ®(s)
zdvisejici jen na soufadnici s. Az usp&jeme, ziskdme pole tvofené vodici ve tvaru zplosté&lého rotaéniho
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elipsoidu, pfipadné kruhového disku, protoze to je tvar ploch s = konst. a potencial, jenz zavisi jen na
této souradnici musi mit ekvipotencidlni plochy stejné.
Laplaceova rovnice pro potencidl ®(s) mé tvar

1 0 [hohg 0

tedy po dosazeni Laméovych koeficienti a vykraceni faktoru hshy,hg

% |:(S2 +a2)865¢)(5)_ =0. (100)

Protoze uvazujeme zavislost potencidlu na jediné soufadnici musime fesit jen obycejnou diferencialni
rovnici a jeji feSeni s dvéma integra¢nimi konstantami « a 3 je

D(s) = « (arctanz + B) (101)
Hodnotu = —m/2 uréime z podminky ®(s = co) = 0. Uré¢it hodnotu o muzeme nékolika zpusoby.

Jednou moznosti je spocist ndboj jako tok elektrického pole skrze plochu s = konst.. Zde je ds =
(hydv) (hedp)es a elektrické pole spocteme zndmym vztahem pro gradient a ziskdme tak

Q = —f(eOV(I)).dg = .. = /—aeoa sinv dv d¢ = —4megac (102)

Druhou moznosti je rozvinout v okoli nekone¢na funkei

. /"” dx /zdx 1
arctany = | —— = | ——
2 +1 3521—|—%2

v dx 1 ¥ 1 1 T 1 1
tedy
T a
@@)~a<ﬂ+§fg+m) (104)

a uvazit, ze potencial se zde musi chovat jako ﬁ % nebot pro velks s tato soufadnice splyva se sférickou
soufadnici r. Tedy vysledny potencidl ma tvar

Q

™ s
D(s) = Treoa (5 - arctan;) (105)

Budeme-li uvazovat, ze plocha s = sy je vyplnéna vodi¢em a spocteme skok elektrické intenzity na
jeho povrchu dostavame plosnou nabojovou hustotu

. q ) Q 1 1

— Div E = eofsByps = —€0— —B(s)es = -
7 cor €0€s-Fune ths 0s (8)s=s0 4m \/sg—l-aQ \/Sg—FaQCOSQU

(106)

Piipad sg # 0 popisujici pole nabitého rotac¢niho elipsoidu nabizi cvic¢eni: jak souvisi plosnd nabojové
hustota na rovniku a na pdlech s poloosami elipsoidu? Zde si vS§imneme situace, kdy se pro so = 0 elipsoid
redukuje na nabity vodivy disk. Tehdy roste ndbojovéa hustota na kraji disku do nekonecna

Q 1

< - 107
4dma a2 — 2 — y2 ( )

o(z,y) =

Integraci muzeme ovérit, ze celkovy ndboj na disku je stile @, ptficemz tak jak disk vznikl zplosténim
télesa, je uvedend nabojova hustota piftomna z obou stran disku.
Kapacitu kruhového disku dostavame

Q

¢ = D(s = sp)

= 8¢pa (108)

tedy 7/2 krdt mensi nez je kapacita koule stelného pruméru. Cavendish roku 1773 experimentdlné uréil
tento pomeér jako 1.541 ! (Z4jemci o zavedeni co nejvérnéjsi repliky toho experimentu do praktika necht
kontaktuji prislusnd vyssi mista.)
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Greenovy véty
Kdyz v identité div f/f = ff.grad [+ fdiv A polozime A = grad g dostavame
fAg = V.(fVg)=V[.Vyg (109)

s pouzitim Gaussovy véty pak prvn{ Greenovu vétu (identitu) IGV([f,g]

3, _— J_ 3
/Qngdx—liQng.dS /QVf.ngx. (110)

Druhé Greenova véta vznikne jako rozdil IIGV([f,g]=IGV[f,g]-IGV|[g,f]

[(r8g-g80) & = § (199~ gVs) a5 . (111)
Q o0

Stiedni hodnota feSeni Laplaceovy rovnice

Necht funkce ® splituje Laplaceovu rovnici A® = 0. S pouZzitim druhé Greenovy identity dokdZeme, Ze
hodnota ® ve stiedu koule 2 = K,(0) je rovna pruméru hodnot na jejim povrchu, tedy sfére 9Q = S,(0).
Pak IIGV[1/r,®] dévd

1 1 1 1 =
/(7A<I> —DA-) dPr = f (=V® - dV-) .dS . (112)
Tl r o T r

Piislusné ¢tyti integrély (zleva doprava) jsou 0, +47®(0) (proto jsme volili funkei 1/r), 0 (dusledek
nepiftomnosti ndboje v kouli) a a% J ®dS, a tedy plati

ds
®(0) = ]{ > — . 113
O =g i (113)

Samoziejmé tato zajimava vlastnost reSeni Laplaceovy rovnice plati i pro sféry se stfedem mimo pocatek
souradnic a ma za dusledek, ze feSeni Laplaceovy rovnice na néjaké oblasti muze nabyvat extrému jen
na jeji hranici. (Jednoduchy dukaz sporem).

Formulace tlohy v elektrostatice

Protoze predem nevime jak se ndboje ve vodi¢i rozmisti, vyjmeme oblast vyplnénou vodic¢em z prostoru
a Poissonovu rovnici Fesime jen na zbytku, oblasti 2, kde je ndbojova hustota zndma. Na hranici (okraji)
této oblasti, jiz tvoi{ nekoneéno (nebeskd sféra) a hranice jednotlivych vodi¢u pak piedepiSseme hodnoty
potencidlu — ur¢ime okrajové podminky.

Existence teSeni takto zadané tlohy neni samozfejmé. Jako piiklad Spatné zadané ulohy muze po-
slouzit hledani potencialu jez v nekone¢nu vymizi ale v po¢atku souradnic mé koneé¢nou hodnotu. Protoze
symetrie tlohy ddva feseni ®(r) = A+ B/r, vidime, Ze pro B # 0 nemuze byt v poc¢atku soufadnic Fesen{
kone¢né. Podobné ze cviceni znamé feSeni popisujici pole protdhlého rotacniho elipsoidu jasné iika, ze
ani usecka neni dobrou oblasti, kde bychom mohli ur¢it potencial. Jako pouceni z toho plyne, Ze z ploch,
jez tvor{ hranici oblasti Q a na nichz chceme zadat potencidl (obvykle to jsou povrchy vodic¢u), nesméji
vycuhovat tseckam podobné hroty.

Jednoznacénost

Mame-li dvé feseni ¢, a ®5 stejné elektrostatické tlohy, vime ze jejich rozdil spliuje Laplaceovu rovnici a
vymizi na hranici. Tyto dvé vlastnosti anuluji dva ze ti{ integréla v prvn{ Greenové vété IGV[®; — o, 1 —
®,] a tak plati, ze integrdl kvadratu gradientu rozdilu obou potencidlu pies objem oblasti f V(P —
®,)|2d3x je nulovy. Protoze se oba potencialy hranici shodujf, jsou tedy stejné i kdekoli uvniti.

Matice kapacit soustavy vodictu

Pokud se mimo povrch vodi¢u nenachézeji zddné naboje jsou pii daném tvaru a poloze vodic¢u jedinym
volnym parametrem hodnoty potencidlu na povrchu vodi¢u V. Kazdé z feSeni ® muzeme slozit kombinaci
Y4 Ua¥ 4 “bazovych’teseni W4 (&) splaujicich okrajové podminky W4 (Z € 0Vp) = dap. Samoziejmé,
nalézt tato bdzova feSeni je stejné obtizné jako vyfeSit puvodni zaddni. Pomohou nam ale pochopit
vyznam matice kapacit. Ta popisuje souvislost napéti na vodi¢ich a ndboju na nich.

Qp = ?f (—eoV®).dS = ]{ (VY Ua¥,).dS = ZUAf (—€0VWA).dS = > CpalUa,
Ve Ve A A o A

(114)

Ve
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kde jsme zavedli matici kapacit Cpq = faVB(—GOV\I/A).dg. A-ty sloupec matice kapacit udava, jaky
naboj je tfeba umistit na vodi¢e urcené indexem B, aby na vodi¢i V4 byl jednotkovy potencidl a na
ostatnich nula. Tato souvislost koeficienti matice kapacit a funke{ ¥ 4 umoznuje nahlédnout, ze diagonalni
koeficienty museji byt kladné, zatimco koeficienty nediagonalni museji byt zaporné, pripadné nulové. To
proto, ze feseni Laplaceovy rovnice ¥4 nabyva extrému na vodi¢ich. V okoli toho z vodi¢a, na némz je
jednotkovy potencidl, je potencial nizsi nez na jeho povrchu a ndbojova hustota na jeho povrchu musi
byt kladnd, v okoli vodi¢i s nulovym potencidlem je naopak vySsi potencidl nez na jejich povrchu a
nédbojovd hustota zde musi byt zépornd (piip. nulovéd, je-li cely obklopen jinym uzemnénym vodi¢em).
Jinymi slovy, silo¢ary pole ¥4 vedou z jediného vodice s nenulovym potencidlem V4 do nekonec¢na nebo
na néktery z jinych vodi¢u. Pokud nékteré ze silocar konéi na vodi¢i B, musi tento byt nabit zdporné.
Nulovy potencial tedy automaticky nezmend nulovy vaboj.

S vyuzitim vztahu U4 (Z € V) = dap a druhé Greenovy identity je vidét, ze matice kapacit je
symetricka

Cpa —Cap = f (—€0V\I’A).d§— (—Eov\I/B).dg = (115)
8VB aVA
% Up (—GOV\I/A).dg— Uy (—GOV\I’B).dg == +60/ (Up AU, — T4 ATp) Bz =0 ,
UaVX U(‘?VX Q

pficemz zména znaménka pfed objemovym integralem je zapfi¢inéna opac¢nou orientaci hranice oblasti
O a hranice vodicu | OVx.

Energie eletrostického pole

Energie soustavy bodovych ndboju se v ramci elektrostatiky konstruuje jejich postupnym stéhovanim
z nekonecna, kde predpokladame, ze jsou od sebe natolik vzdaleny abychom mohli po¢atecni energii takto
rozptylené soustavy zanedbat. Pii stéhovani A-tého ndboje z nekoneéna do bodu x4 na néj pusobi jiz
prestehovanych A — 1 ndboju a vykondme préci (diky rot E = 0 nezévislou na cesté) proti sildm pole na
naboj jenz stéhujeme

—

x A x; T4
Wa = —/ qaE 4 . dl = / ga(+grad ®4_1) . dl = / ga dPp_1 = g4 Pa_q . (116)

oo oo oo

Pro prestéhovani vsech naboju je potieba vykonat préci

dA 4B
Z qa Z mo o mB‘ Z > 47“0 Fa— 25| (117)

A B#A

Tentyz vztah lze psét
1 -
LT ACH (118)
A

kde @'y (Z4) oznacuje elektricky potencidl v bodé Z4 pokud by tam nebyl nédboj ¢4.
Vyjadrit energii elektrostatického pole spojitého rozlozeni ndbojit mtizeme po ndhradé g4 — p(7’)d>z’

1 1 1 — —
W= 5/ p(@) B(F) o’ = 5// W &' da (119)
€T

pri¢emz pro spojité rozlozeni nemdme zapotiebi vynechévat z potencidlu ® (&) vliv ndbojové hustoty v
bodé #'. Toto nevynechani je ovsem zdrojem rozdilu mezi timto vztahem a vyse uvedenym vztahem pro
soustavu bodovych naboju. Napiiklad soustava tvofend jedinym naboje mé kvali > , 4B nulovou energii.
Ovsem, pokusime-li se spocist energii tohoto jediného naboje integraci (singuldrni) ndbojové hustoty
0(Z — &), neuspéjeme.

Pokud misto bodového naboje zkoumame pole rovnomérné nabité kulicky o poloméru a a naboji Q
budici okolo sebe pole

Q 3a—r?
r<a
O(r) =4 203 , (120)
4megr r 2 a
dostdvame pro a — 0 energii rostoucf do nekonecna W = 3 L [@pd3z = % 5250% — 00 .

Bodové néboje tedy podle tohoto vztahu maji nekone¢nou vlastni energii a to i kdyz sedi opustény
v nekonecnu. Tak 1ze chapat nesoulad mezi spojitym a diskrétnim vztahem pro energii v elektrostatice.
Protoze proces vzniku realnych protéjsku bodovych ndboju — tieba elektronu — nespadd do elektrostatiky
nepredstavuje zde nekonecéna vlastni energie vaznéjsi komplikaci. Upozornuje ale na fakt, ze bodovy néboj
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by mél predevsim slouzit jako pomicka pfi feSeni linedarnich rovnic pole, napt. APOLE = ZDROJ, kde
jej jesté navic muzeme nazyvat Greenovou funkef — ale do nelinedrnich vztaht, napt. [(ZDROJ+POLE)
nezapada.

V misté bodovych a linedrnich ndboju je hodnota potencidlu nekonetnd a tak muzeme ocekdvat
nekonecnou energii takovychto objekti. Energie plosného rozlozeni ndboje jiz muze byt koneénd. Dobte
to vidime u energie soustavy vodi¢u popsanych matici kapacity

W= %/(Dpdsx = %ZZCABUAUB = ;XA:ZB:CZEQAQB (121)

A B

Energie elektrostatického pole. Prozatim jsme mluvili o energii ndboju. S pouzitim Poissonovy rovnice
a IGV[®,P] dostdvame

1 1 1 - 1
W = 7/ dp d*x = 7/ B(—egAD) d’z = 7/ D (—egVP).dS — = [ V. (—¢VD) dz .
2 R3 2 R3 2 8R3 2 R3
(122)
Pokud plati, ze ®(c0) = 0, vymiz piisludny plosny integrél a energii muzeme vyjadfit jako objemovy
integrdl hustoty energie elektrostatického pole w = eo| E|?

W o= @/ VO 2d3x (123)
2 Jps

V ramci elektrostatiky nelze rozhodnout, zda tato energie pole mé samostatny vyznam — pole bude v

kazdém okamziku svazano s naboji.

Zajimava je tato rovnost napiiklad pro soustavu vodi¢u, kdy energie je popsana jednak kvadratickou
formou potencidlu na vodicich (121), jednak integralem z hustoty energie elektrického pole — nabizi se tu
analogie z mechaniky, kde energie deformace télesa [(deformace)?dV davd potencidlni energii soustavy
pruzinami pospojovanych téles Y Vapxsxp charakterizovanou posunutimi z rovnovézné polohy z 4.

Piiklad: Spoctéte energii pole nabité sféry obéma zpusoby. Muzete zkusit i pro pole nabitého disku.

Piiklad: Sila mezi deskami konenzétoru (kde se vezme faktor 1/2, pole jedné nabité desky a jeho
pusobeni na druhou desku).

Nehomogenni tloha

Vlozime-li do blizkosti vodi¢e naboj, preskupi se nosi¢e néaboje ve vodic¢i tak aby jejich pole vyrusilo
te¢nou slozku elektrického pole buzeného ndbojem. Proto je za piftomnosti vodiéu feSeni Poissonovy
tlohy mnohem obtiznéjsi. Pokud bychom znali hodnoty pole G(7,7) v bodé 7, jaké budi jednotkovy
bodovy naboj s p = §2(¥— ") umistény do bodu 7, miizeme vysledné pole popsat jako jejich superpozici.
Potencidl bodového naboje G(7,7") spliiuje Poissonovu (Greenovu) rovnici

AG(F, i) = —— 8 (7 — ) (124)

s nulovymi okrajovymi podminkami G(#* € 99,7 ) = 0. Redeni Poissonovy rovnice s hustotou p(Z) pak
ziskame jako

B() = / o(7) GF.7) dPr | (125)

coz predstavuje obdobu vztahu (33), pficemz ovSem takto spocteny potencidl nyni navic spliuje nulové
okrajové podminky na hranici uvazované oblasti.
Problém: Jaka zajimavé vlastnost vyplyne z IIGV[G(7,@),G(7, b)] ?
O funkci G vime, ze protoze jde o pole bodového naboje ovlivnéné piitomnosti naboju vné €2 je mozno
psat
1

(™) = fr gy T F ) (126)

kde F(7, ) popisuje pole od ndboju ve vodicich.

Metoda zrcadleni

Hledani funkce F' neni snadné a analytické vysledky je mozné ziskat jen pro specidlni tvar vodicu. V
piipadé bodového néboje v blizkosti nekoneéné uzemnéné roviny z = 0 je mozné za funkci F' zvolit pole
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bodového z ndboje s opaénym znaménkem v misté zrcadlového obrazu bodu 7, 7' = [2/,y’, —2’]. Takto
zvolend poloha fiktivniho naboje zpusobi, Ze

1 1 1
G(F,7) = — — (127)
e I e L CEr LY CIr ) R ) R EEe
jen nulovd v z = 0 nezdvise na &'.
Cviceni: ukazte, ze na povrchu roviny sidli ndbojova hustota
2 !
o(z,y) = Q z (128)

I (@ =) + (g —y)? + 27
umistime-li do bodu # naboj Q.

Kulova inverze

Jesté jeden tvar vodice umoznuje explicitng nalézt G(7,7) — koule. Mdme-li funkci ¥(r, 0, ¢) spliujici
rovnici

AV = x (129)
spliiuje fuknce
a a?
rovnici
a® a?

Specidlné tak kulovou inversi

7 = (|‘;>QF (132)

prechazi jedno feseni Laplaceovy rovnice na druhé tak, ze vnitiek pfejde na vnéjsek a naopak a navic se
hodnoty na povrchu koule nezméni (proto faktor a/r).

Pifklad: Funkce ¥ = 1 je trividlni feseni Laplaceovy rovnice, jeho kulovéd inverse ® = a/r pak
predstavuje Coulombické pole. Zatimco funkce ¥ = z = r cos# popisuje homogenni elektrické pole. Jeji
kulova inverse ® ~ cos@/r? je potencial elektrického dipélu.

Cviceni: Vsimnéte si, ze rozdil ¥ — @ je nulovy na sféfe o poloméru a. Nenechaji-li se zdroje potencidlu
¥ ovlivnit vlozenim vodivé koule, 1ze vysledny potencial nalézt pravé jako tento rozdil. Ukaze, ze po
vlozeni vodivé koule o poloméru a do homogenniho pole ¥ = Er cos § mé vysledny potencidl tvar ¥ —® =
E(r — a®/r?) cos . Spoététe plognou ndbojovou hustotu na povrchu této vodivé koule.

Je zajimavé, ze kulovou inverzi pole bodového naboje vznikne téz pole bodového néboje a tak

a 2
o 1 1 7] a
— 1/ —
= — —_ — _ 1
“rnm =4 [IF—F’I |F—W|] ' (W ) ' 153

kde 7' je poloha fiktivniho ndboje nachdzejiciho se uvniti koule. S rostouci vzddlenosti od vodice kles4 i
jeho naboj ﬁ To lze popsat tak, ze s rostouci vzdalenosti od vodice klesd pocet silocar, které skonci na
vodici s nulovym potencidlem a roste pocet téch, které skon¢i v nekonecénu.

Reseni Laplaceovy rovnice ve sférickych souradnicich

Velky prakticky vyznam m4 studovat pole vytvaiené zdrojem s omezenym objemem. Tusime, ze daleko
od zdroje si takové muzeme predstavit jako znamé feseni Laplaceovy rovnice — pole bodového naboje
1/r. Jako proménnd charakterizujici vzdélenost od télesa se zde pfirozené objevi sférické souradnice. Nez
zjistime jak vypadd dalsi ¢len, jehoz pfitomnost muzeme v potencidlu daleko od zdroje o¢ekavat, zkusime
se blize seznamit s prostorem funkci, které predstavuji dalsi feseni Laplaceovy rovnice ve sférickych
soufadnicich.
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Uloha s predepsanym potencidlem na sféie

Predpokladejme, ze uvnitt jednotkové koule splnuje pole ¢ Laplaceovu rovnici. Vime, ze zadame-li jeho
hodnoty na jeji hranici — jednotkové sféfe, mame nejvysSe jedno feSeni. Predpoklddejme, ze hrani¢ni
podminka zni

®(0,¢) = Ucos?d, (134)

tedy zvolili jsme konkrétni hladkou funkci na sfére. Plati, Ze na sféfe je zadany potencial roven

(0,9) = Uz, (135)

tedy je imérny kvadratu soufadnice z. Za pokus tedy stoji hledat feseni ®(z,y, z) na prostoru polynomi
stupné < 2 v kartézskych souradnicich. Vyfeseni téhle tlohy vyzaduje nalézt vSechny rovnice pro neznamé
koeficienty. Pro polynomy takto nizkého stupné vyjde jen jedna rovnice z podminky A® = 0, zatimco
zbylé jsou dany prubéhem hodnoty potencidlu na hranici, kde je tfeba sféru parametrizovat pomoci 8 a ¢
a pozadovat rovnost koeficientu u v8ech nezavislych trigonometrickych funkci. Po uréeni vSech koeficientu
jako TeSeni soustavy linearnich rovnic nalezneme teSeni uvniti koule

g(l + 222 — 22 — o). (136)

O(z,y,2) = 3

Protoze kulovou inversi se v8e, co bylo uvniti dostane ven a zaroven se hodnoty na povrchu koule
nezméni, tento invertovany potencidl

U/l 222 — 22 — 92
) e < 137
(.T,y,Z) 3 <|’I"| + |’l"‘5 ) ( )

popisuje pole vné koule s vySe predepsanymi okrajovymi podminkami.
Pocet polynomt ve tfech proménnych z, y a z stupné pravé L je ny, = (L+1)(L+2)/2. Napiiklad mame
6 polynomii stupné pravé 2 — a2, y%, 22, 2y, yz a zz. Pocet polynomii stupné < L je Np = Y. ny = (L +
1)(L+2)(L+3)/6. Laplaceuv operator snizi fad polynomu od dva, a tak Laplaceova rovnice predstavuje
nr—o resp. Np_o podminek. Uvazujeme-li polynomy stupné pravé L, bude mezi nimi pravé ny, —np_s =
2L + 1 nezavislych polynomi fesicich Laplaceovu rovnici. Pusobeni Laplaceova operatoru na kvadratické
polynomy dava konstantu a tedy dimenze oboru hodnot na tomto prostoru je 1. Proto mame 6 —1 =5
nezévislych kvadratickych polynomi spliiujicich Laplaceovu rovnici, napf. 222 — z2 — 2, 22 — y?, zy, yz
a zx. Uvazujeme-li polynomy stupné < L bude mezi nimi

L
(L+1)? = > (2+1) = 1+3+5+...+ (2L +1) (138)
=0

nezavislych feseni Laplaceovy rovnice.

Tato feseni nelze katalogizovat ve tvaru s rovnopravné zastoupenymi souradnicemi z,y a z. Naptiklad
tii funkce x2 + y? — 222, y? + 22 — 222 a 22 + 22 — 2y? daji nulovy soudet a pii vylucovani “té zdvislé”
vneseme do seznamu asymetrii. Nejuspornéjsi je pak nasledujici zapis katalogu polynomidlnich feseni
Laplaceovy rovnice

®oo 1
b0 = 2 P1£1 = Ty (139)
P = 222 —x® —y? ou1 = z(xLiy) dore = (zEiy)?

v némz je vyuzito komplexni kombinace x £ iy pro dosazeni co nejSetrnéjsitho zapisu. Samoziejmé Re ¢y,
a Im ¢y, predstavuji alternativu k ¢pm a ¢im = di—m. Komplexni zépis ale pfijde vhod pii poéitani
A, protoze Au(x + iy) = 0 pro kazdou holomorfn{ funkei u, tedy i m-tou mocninu (z + iy)™. Navic v
takto uspofddaném seznamu je tvar kazdé z bazovych funkei ¢y, az na jeji normovani jednoznacné urcen,
protoze mé tvar soucinu polynomu (z 4+ i)™ stupné |m| a polynomu Q‘ml (2,22 +%?) stupné [ —|m| a pro
takovéto funkce predstavuje Laplaceova rovnice pravé odpovidajici pocet rovnic pro neznamé koeficienty
polynomu Qiml

Separace Laplaceovy rovnice ve sférickych souradnicich

Laplacian ve sférickych souradnicich ma tvar

2 2 2
L9 1 L 0 sm@2 )+La—fb = 16—(1@)4—%AQ@, (140)

AP = ——(r®) + =
r Or2 (re) + sin 0 69( o0 sin? 0 0¢2 ror?
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zde definujeme thlovou ¢ést Laplacianu Ag. Oddélime zavislost na jednotlivych proménnych do tvaru
soucinu

0(r.0.6) = f(r) 9(6) h(o) (141)
¢imz Laplaceova rovnice ziska tvar
1 1 1 1
A(F(r) 9(6) @) = L(rf)'gh+ 5 | Sgleind)sh+ —otfy] = 0. (a2)

Rovnici vydélime souc¢inem fgh a v souladu s principem separace proménnych funkci h(¢) zvolime tak, aby
splitovala rovnici h”/h = konst. tedy h = e*?. Pro nutné periodickou funkci h(¢) periodické soutadnice
¢ zvolime X\ = im, tedy h(¢) = e"™?. Poté piepiseme Laplacovu rovnici A® do tvaru

l "o _1 ]‘ . AN _ m2
fr(rf) = [Sine(smﬁg) sin299 . (143)

Na levé strané vystupuji pouze funkce (a derivace podle) r, na pravé strané pouze funkce (a derivace
podle) 6, obé tedy musi predstavovat néjakou konstantu. Jeji zapis je ziejmy z faktu, ze leva strana
%r(r )" = konst. predstavuje diferencidlni rovnici s polynomidlnimi fesenimi a tak tuto konstanu
zapiseme jako [(I + 1) a FeSeni i s integracnimi konstantami mé tvar

filr) = arl + ra (144)

Ocividné jde o dvé navzdjem kulové inverzni funkce.

Naopak pravé strana (143) predstavuje netrividlni Legenderovu diferencidlni rovnici a nalézt a ana-
lyzovat jeji feSeni neni snadné. Proto maji svoje oznaceni P/"(cosf). Vysledné separované feseni md
tvar

o = (arl + le+1> P™(cos ) e™m? (145)

Separovana feSeni a kulové funkce

Zatimco pro kazdé [ existuje alespon jedno v pocatku reguldrni feseni f;(r), funkce sin @ vystupujici ve
jmenovateli ¢lenu v Legenderové diferencialni rovnici je nulova na obou pdlech # = 0, 7. Ukazuje se, ze
pozadavek, aby funkce ¢g(#) pfedstavovala reguldrni funkce, omezuje hodnoty [ na celd nezédporng ¢isla a
m na celd ¢isla takova, ze |m| < I.

Pfipomenme, Ze nalezen{ separovaného feseni md prakticky vyznam. Bude-li mnozina teseni f;(r)
tvorit hustou bézi ve vhodném prostoru funkef jedné proménné r, mnozina feseni g (1) tvorit hustou bazi
v prostoru funkei jedné proménné ¥ a podobné pro h,,(¢), budou funkce Wi, (7) = fi(r) gx(9) hm (@)
tvorit hustou bézi v prostoru funkei vsech t#{ proménnych. Nalezeni separovanych feseni laplaceovy rovnice
pak umozni pro kazdé [, m nalézt takové k(I,m), ze @pm (¥) = fi(r) gim(9) hm (@) je hustou bazi prostoru
feseni Laplaceovy rovnice. V nasledujicich odstavcich ukazeme, Zze tato separovana feseni maji jesté
hlubsi matematicky i fyzikalni vyznam, specalné, ze koeficienty pole splnujictho Laplaceovu rovnici vné
omezeného zdroje jsou piimo urceny rozlozenim néboje uvniti zdroje.

Misto feSeni diferencidlni rovnice miizeme Legenderovy funkce P/ (cosf) az na normalizac¢ni faktor
nalézt srovnanim separovaného feseni s jiz difve nalezenymi polynomidlnimi feSenimi, jez odpovidaji
volbé f(r) = r'. Napiiklad pro [ = 2,m = 1 mame

$o1 = z(x+iy) = (rcosf) (rsinfcos¢ +irsin@sing) = (r?)(cosd sinh)(cosp +ising) (146)

kde miizeme jasné identifikovat funkce f(r), g(6) a h(¢), tedy i hledany tvar P} (cos@) ~ cos® sinf.
Je praktické sloucit zavislost za hlovych proménnych do jedné funkce a separovana feseni psit v
podobé

o = (arquil) Vi (6, 6). (147)

Puvod konrétni volby normalizace funkci Yi,,, (6, ¢) se vyjevi v zdpéti, nejprve si ale ukazme jak nékteré
vypadaji zapsdny v kartézskych soufadnicich na jednotkové sféfe 22 4+ ¢ + 22 = 1:

Y0 = Ao X 1

Yio= Ao 2z, Yiz1 = Ma1 (zEiy),
Yo0 = A2o (22 -z - y2), Yoi1 = Aoy z(x + iy)v Yoio = Aoto (x =+ iy)2,
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Y30 ~ z(2z2 — 322 — 3y2), Y341 &~ (422 — 2 - y2)(x +iy),Ysio ~ z(z £ iy)2, Yaig~ (z+ iy)3.

Vidime tedy onu strukturu funkci ¢;,, v podobé sou¢inu polynomu Q}m‘ (2,22 +y?) a faktoru (z + iy)""‘.
Normalizace zvolime podobné jak je zvykem v tivodnich kursech kvantové mechaniky [|Y,,|?dQ = 1,
kde d) predstavuje plochu na jednotkové sféfe, [ dQ = 4m. Proto Agg = 1/v/47. S pouzitim (147) a IIGV
lze pak ukéazat, ze pro dvé ruzné kulové funkce musi stfedni hodnota jejich soucinu pfes sféru vymizet,
presnéji

/ Vi (6, )Y (6, 6)dS2 = 610Gy (148)

Takovou situaci zname z Fourierovych fad, kde funkce e,, (z) = €™ /+/27 nejen spliiuji f02 "em(z)er, (z) de =
Omm, ale jejich sada m € Z predstavuje uplnou bdzi v prostoru vhodnych funkei na intervalu (0, 27).
Podobné funkce Y., (0, ¢) predstavuji dplnou bézi funkef na sfére, hezkou funkei u(f, ¢) muzeme zapsat

u(ev ¢) = Z Ulm Ylm(07 ¢)7 (149)

1=0,1,2,..
m=—1,...,1

kde koeficicenty prislusného rozvoje jsou

Ui = / (6, 6) Y, (6, 6) dS. (150)

Nyni ¢isté matematickym trikem ukédzeme, ze koeficienty rozvoje potencidlu na néjaké sfére S ob-
klopujici zdroje jsou piimo uréeny vlastnostmi (momenty) rozlozeni ndboje ve zdroji. Jako motivaci
vezméme skuteCnost, ze stfedni hodnota potencidlu na sfére okolo zdroje souvisi s celkovym nédbojem,
podle Gaussovy véty je

NG iy — -9 = ]{ Va dS. (151)
int S €0 s
Pokud lze zapsat ® v separovaném tvaru s ®(r = oo) = 0, vidime, ze @ hraje roli koeficientu u ¢lenu 1/r
(ostatni ¢leny mj. ubyvaji s rostoucim polomérem S rychleji, nez roste plocha S).

Nyni vyuzijeme toho, ze zndme feseni Laplaceovy rovnice AV = 0 v separovaném tvaru, a polozime
U= rlYli‘m/ (0, ¢). Predpokldddme-li, ze potencidl ® lze vné sféry zapsat v podobé rozvoje (147) s nulovymi
koeficienty u élenti ~ r! (aby ® — 0 v nekoneénu), tedy

l

S [ 4r Yy, (0, 9)
(") = dreg Z Z B Aoy = i (152)

=0 m=—1

pak s pouzitim IIGV

/ (VAD — DAV dx = j{(\wq) — VYY) .- E, dS, (153)
K s

kam na levé strané dosadime AV¥ = 0 a na pravé V¥ -é, = [r'=1Y} , a uvnitt sumy (152) V(Y /r!T1) -
& = —(1 +1)(Yim/r*2) po vytknuti vieho, co nezavisi na tihlovych proménnych, dostaneme na pravé
strané integral v podobé (148). Cleny v podobé 816, pak z puvodné nekoneéné sumy ponechaji jen
jediny ¢len a dostaneme

2l+1 47

dreg V 20417

4
Gim = \/E /K p(r,0,0)r'Y}, (0, 9)d’x. (155)

Tim jsme dosahli cile: ma-li feSeni vné néjaké sféry tvar rozvoje v podobé sumy separovanych fesSeni
Laplaceovy rovnice (152), pak koeficienty tohoto rozvoje dokdzeme spocist podobné jako ndboj jako jisté
celkové vlastnosti zdroje (momenty naboje). Momenty proto, ze éleny 'Y} (6, ¢) ndsobici pod integralem
ndbojovou hustotu v (155), jak vime, jsou polynomy v z,y, z.

/ (=)' Yyida = —qinn (154)
K

tedy po vyjadfeni

Pole daleko od zdroje

Reseni Poissonovy rovnice v celém prostoru mé zndmy tvar

Ameo®(F) = /V Py (156)

G
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V situaci, kdy jsou zdroje umistény v ohranicené oblasti V, pro niz plat{ |7] > || V7 € V, se nabizl
pouzit Tayloruv rozvoj funkce 1/|7 — |

N
=7l A7

1 / 1 / 1 . 1 / 1 !l /
e G|, s O, e e U0

=0

Piislusné parcidlni derivace

1 MO (7 1)
a;|_, F,l = 17"3( )7 Mz( )(T) =T,
=0
1 M2 (7) 2
T Y, T M (7) = 3rir; = 178y,
— MG @) 2 2
GO = —r—, M (F) = 16rrjre — 3(84mk + Ojkri + Opar)r™ = 15m5m5r) — 9 03578 77,
=0

v/

prestavaji byt pro vétsi tady [ pouzitelné pro praktické poc¢itani. Protoze jsou to tiplné symetrické tenzory
miize byt z jejich 3! slozek, nanejvys (I+1)(I+2)/2 nezévislych. Navic spliuje kazdy z polynomi-tenzort
ijlk () podminku nulové stopy, nebof v uvazované oblasti |7] > || je spliiuje (157) Laplaceovu
rovnici, coz sniz{ pocet nezavislych komponent tohoto tenzoru na pouhych 27 + 1. To je vidét nejsnaze z
toho, ze kulovou inversi funkce MZ(JI,)C(F) /r2+1 dostavame polynom Mz(ﬂ)C (7) stupné . Pocet nezavislych
polynomu tohoto stupné, jez spliuji Laplaceovu rovnici jsme jiz diive urcili jako 20 + 1.

Nulovost stop mizeme vyuzit k tomu, ze taylorovské polynomy napt. 7; r; rj, nahradime 1/ 15MZ(J3,2( 2]
atp., ¢imz rozvoj ziska symetricky tvar

- o 2 2) (= (3) 3=
1 _ 1 . Mi(l) (T)Mi(l)(T ') i Mi(j ) (F)Mz(j )(T " 1 szk( )Mz]k( 0

7= r r3 21.3 o 31.15 r?

T (158)

Prestoze pro vyssi fady jde o velmi neefektivni vzorec, muzeme rozvoj dosadit do (156). Zavedeme oznaén{
pro tenzorové momenty nabojové hustoty, tedy pro integrdly souc¢inu polynomi v soufadnicich a ndbojové

hustoty Q”k = MY

ik (F")p(F")d3r" a poté pro potencial daleko od zdroje miizeme psat

treot(r) = & 4 UMD QYMP () | QM ()

= = = (159)

+1

Jde o soucet, v némz I-ty ¢len ubyva do nekoneéna jako 1/r*T1 a koeficienty v tomto rozvoji jsou:

e koeficient u ¢lenu s I = 0 je skaldr a mé vyznam celkového ndboje Q = [ p(7 ) d3r.

e koeficient u ¢lenu s [ = 1 je vektor a jde o celkovy dipdlovy moment zdroje Q( ) = f rip(7)d3r’

e koeficient u ¢lenu s [ = 2 je tenzor druhého fadu (symetricky, bezestopy) a jde o tzv. kvadrupdlovy
moment soustavy Qg) = & [Brjrl —172055)p(7)d>r!

Pozndmka. ¢leny vsech vyse uvedenych rozvoju pro 1/|7—7| spliiuji Laplaceovu rovnici v 7 viude kromeé
pocatku. Jak je mozné, Ze jejich poskldddnim vznikne funkce 1/|7—7"|, kterd nespliuje Laplaceovu rovnici
pro ¥ = 7?7 Za timto nesouladem stoji otdzka konvergence uvazovanych rad. Jak mnohem zietelnéji
uvidime déle, rozvoje 1/|F — 7| konverguji jen vné (¢i uvniti) koule o poloméru || a tedy rozvoje
potencialu maji smysl jen vné koule obsahujici vSechny naboje.

Multipélovy rozvoj v kulovych funkcich

Stéle plati, ze v rozvoji (159) jsou piislusné souciny tenzoru formélné souctem 3™ ¢clenu, i kdyz se dd
ukézat, ze v kazdém takovém souctu je jen 2] + 1 nezavislych s¢itanct. Pti jejich hledani bychom museli
ucinit velkou spoustu objevi, abychom nakonec zjistili, ze kli¢ lezi v nasledujici formuli, kterd predstavuje
konecény dokonale optimalizovany tvar Taylorova rozvoje funkce 1/|7 — 7|

1 1\ dr K (T 7
EECIEdY (5) o 2 Yin (Z) v (5) (160)

kde kulové funkce Y, (¢, ¢) je az na normalizaci ddna vztahem

Gim = Ql—|m\(zax2 + y2) (ZZ? + Zy)lm‘ ~rt Yim <:) ) (161)
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kde ¢y, jsou jiz difve zminénd baze polynomu v kartézskych souradnicich x, y, z stupné prave [, jez spliuji
Laplaceovu rovnici.
Integraci (160) s ndbojovou hustotou dostdvame

< [dr Y, (0,
4men®(7) :Z Z Qim 21_7:1 lrlg_l ¢) (162)

=0 m=—1

s koeficienty ¢;,,, udavajicimi jak rozlozené jsou naboje vytvarejici pole

4 I <rs
Qi = /V o g 7 Vi 0 ) &7 (163)

Vyznam tohoto rozvoje tyz jako u (159), pouze misto tenzorovych, ve vyssich fddech silné nad-

byte¢nych, koeficientu Qv(;)k mame koeficienty multipélové g, Diky vhodnému normovéni kulovych
funkef je koeficient g roven celkovému néboji @ télesa a prvni ¢len rozvoje tak iika, ze ® ~ Q/(4meg 7).
Podobné s kvadratem vzdélenosti ubyva prispévek dipélového momentu naboje daného trojici veli¢in
q1,-1,91,0 & q1,1-

Kulové funkce

Predevsim, kulové funkce jsou komplexni funkce redlnych sférickych proménnych ¢ a ¢. Duvod je stejny,
jako v pifpadé fourierovské bédze na intervalu z €< 0,27 >, kterou v teoretickych tivahdch volime e!™*
spise nez 1,v/2cos(nz),v2sin(nz) a to kvili jednoduchosti. V pifpadé kulovych funkef je to zavislost
tvaru ™.

Jiz v oddile vénovaném separaci proménnych v kulovych souradnicich jsme vidéli, ze nalézt ¢ast feseni
zévisejici na ¥ znamenalo zkoumat slozitou diferencidlni rovnici. Jeji feSeni P/ (cos#) lze nalézt pomoci
Rodriguesovy formule
_ IZ)m/2 dl+m

200 dzltm
Piidanim separované ¢asti zavislé na ¢ a doddnim normovaciho a fazového koeficientu dostavame z
pridruzeného Legenderova polynomu kulovou funkci

ey = 4 (a2 1) (164)

gy (@D N e
Vin(0.0) = (-1 (ZE ) ppaosie (165)
Pro takto normované kulové funkce plati
YViem(9,0) = (=1)™ Yp;,(9,9) . (166)

Pozn. Pii hledén{ separovaného feseni Laplaceovy rovnice jsme zjistili ze P™(cosd)e’™? je vlastni
funkei thlové ¢dsti Laplacidnu Ag s vlastni hodnotou —I(l + 1). To m4 za nésledek, ze kulové funkce
tvori ortonormalni bazi na prostoru funkci na sfére.

Piiklad Pouzijeme predchézejici vztahy k vypoctu tvaru funkce Y3o. Pro zjednoduseni budeme pocitat
nejdifve Y3_s k ¢emuz ndm stacf jen jedenkrat derivovat pii vypoctu P/™ podle (164).

o (=2t CARI
Py = 5331 [(z=—1)°] = g(x -1z (167)
7.5!1 , 105 .
Y3 0 =1/ PRI sin? 1 cost e 2 = P sin? 9 cost e 2 (168)
Tedy
1 1 jy)?
Y32 = % sin® ¥ cos¥ (cos ¢ + ising)? = 4/ 320?1_ z (x:;zy) (169)

Poznamka: Vykreslime-li na povrch koule znaménko realné ¢i imaginarni ¢asti této funkce uvidime ¢tyti
kladné a étyfi zdporné oblasti. Uvazujeme-li feSeni Laplaceovy rovnice r~4Y32(¥, ¢), vime, Ze nema v
oblasti r > 0 extrém. Proto z extrému na néjaké sféfe po radidle dojdeme az do pocatku, kde si muzeme
piedstavit natésnané étyfi kladné a étyfi zdporné nédboje. Clentm rozvoje s | = 1,2,3 se ifka dipélové,
kvadrupdlové a oktupdlové. Toto pojmenovani souvisi s tim, ze zdroje budici potencidl i, /r!*1 si lze
predstavit jako tésnou dvojici zdroju s [ o jendu mensim, dipdl jako dva monopodly, kvadrupdl jako dva
dipély, atd. Pro vétsf [ lze ale vystacit s mensim poctem ndboji, nez je 2'. Zadani tlohy do sbirky

29



Re Yo Re Y11 Im Yo Re Yoo Re Yo

Obrézek 10: Hodnoty nékterych kulovych funkef. Posledni obrdzek mé ilustrovat, ze redlnd (ale i ima-
gindrni) ¢ast Yy, odpovidd 2m x (I+1 —m) ndbojum alternujici polarity podél rovnobézek x poledniki.

Péstujeme kulové funkce: Zkuste vymyslet kolik naboju potiebujete aby bylo vzdédlend pole popsédno | = 4
a proc¢ je bézné uzivané oznaceni hexadekapol Spatné?

Kulové funkce diky svym zdzra¢nym vlastnostem napiiklad umoznuji okamzité fesit tilohu, kdy na
povrchu koule je pfedepsdn prubéh napéti U (9, @) a je tfeba urcit pole daleko od ni. My jsme to dokdzali
v piipadé, kdy potencidl byl na povrchu koule roven néjakému polynomu v kartézskych souradnicich tim,
ze jsme Tesili soustavu linedrnich rovnic danou z ¢asti okrajovymi podminkami a z ¢asti Laplaceovou
rovnici. Protoze multipélovy rozvoj automaticky fesi polni rovnice, staci ur¢it koeficienty v rozvoji tak
aby byly spliieny okrajové podminky. Proto s pomoci kulovych funkci zapiSseme potencidl prostoru okolo
hrani¢ni sféry ve tvaru multipélového rozvoje

09-5 3 vy, Yl i

=0 m=—1

a jedna z mnoha kouzelnych vlastnosti kulovych funkei
/Ylm(ﬁ, VY (0, 0)dQ = 611 Oy (171)

zvand relace ortogonality ndm umoziiuje spocist piimo koeficienty rozvoje pro libovolny prubéh funkce
U(¥, ¢) takto

s Yo (9 .
O(jfl =a)=U®,¢) = Z Ui la+1¢) | x Yl,m,&/dQ (172)
=0 m=-1
a tedy
U’m/
neboli
Ui, =a*t [ U09.0) ¥i3,(0.6) a2 (174)

Axialné symetricka pole

-~ o« . « s .o . . . 2T . v -
Protoze pro osové soumérné rozlozeni naboji vymizi integral fo e'm?d¢ pro m # 0, zjednodusi se soucet
pres m na jediny ¢len, odpovidajici momentum

aQ :/ p(#) " Py(cos ') d>F, (175)
v
kde jsme zavedli ¢ = qo a Pi(z) = PY(z). Za piedpokladu axidlni symetrie rozlozeni ndboju tak pro
potencal plati
= P; (cos®)
47'(60@ 7?) Z qi ’}JT (176)
1=0
Jak je z definice vidét, jsou P;(x) polynomy stupné [. Napiiklad
Pi(z) = = (178)
Poe) = 2a2-1 (179)
2T 2
5 3
P. = —23-= 1
3 () 5%~ 5% (180)
35 15 3
P4(ZZJ) = §$4 — ZZ‘2+ g (181)



Také je na misté uvést vztah

20—-1 -1
= rP_1(z) — TPl—z(x) (182)

P(x)

ktery umoziiuje ze snadno zapamatovalenych hodnot Py(z) = 1 a Pj(xz) = x ur¢it vSechny dalsi, stejné
tak, jako dokéazat uziteénou vlastnost
Pi(%1) = (+1)! (183)

Priklad. Spoc¢téte momenty ¢; ndboje o velikosti Q = 4mey umisténého na ose z ve vzdélenosti 2z’ od
pocatku a z toho, ze budi zndmé coulombovské pole, odvod'te zndmy generujici vzorec pro Legenderovy
polynomy

1

V1 =2z cost + z2

= ilel(cos 9) (184)
1=0

Legendrovy polynomy jsou vzorovym piikladem ortogonalni baze funkci, na rozdil od kulovych funkei
je jejich normalizace a fdze volena vztahem P;(1) = 1 a tak relace ortogonality vypadd ndsledovné

1r ™ 2
/ Py(2)Py (2)dz = / P, (cos 9Py (cos 9)d cos § = ——— gy (185)
-1 0 20+ 1
a uplnost doklada vzorec
=20+ 1 1
; ! ;_ Pi(cos9)Py(cosd) = 6(cos ) — cos ') = mé(ﬂ — ) (186)

Zde je explicitné pfipomenut vztah 6(f(x)) = 1/f §(x — x0).
Piiklad. Jako prototyp netrividlniho elektrostatického pole ndm nyni poslouzi rovnomérné nabitd

tycka (ndboj @, délka 2a):
—a— /2 — 2
dregd() = L2tz VerEoa) (187)
20 z4+a—+/p?*+ (2 +a)?

Uvazujme hodnoty potencidlu na poloose z > 0

/ 2 142
47T60(I)(Z):anz+a+ (z+a) zglnz+azgln +; (188)
20 z—a++/(z—a)? 20 z—a 2a 1-7%

Pii uvdzeni rozvoje In(1 + ) = x — 32? + 2% — {2* + L2 + ... dostaneme

dreo®(z) = % (1 + % (3)2 + % (3)4 + % (3)6 n ) (189)

Protoze plati, ze P(cos0) = 1, musi Q,Qa?/3,Qa*/5 atd. byt koeficienty qo,q2,q4 atd. v rozvoji (176).
Pokud plati (175),(176) musi tyto koeficienty souhlasit s pfimo spo¢tenymi multipélovymi koeficienty
(175)

Q= [a % |z|' Pi(cos¥) dz,  costd = é =sgn z (190)

Pro lich4 [ je integrand licha funkce (nebot Poy41(3+1) = +1) a tak nenulové zustanou jen sudé koeficienty
Q5

o n 191

a2 2+ 1a (191)

coz jsme védéli jiz z Taylorova rozvoje potencialu podél osy z.

Piiklad Elektrostatické pole rovnomérné nabité kruznice. Integraci je tento piiklad fesen v Kvas-
nicové ucebnici a vede na elipticky integral. (Pozor na tiskovou chybku na str. 328, sprdvné je A =
[r? + a® + 2ar sin 19]1/2.) My si pov§imneme, Ze integréal (156) lze snadno spocist na ose z, kde plati

Q

Protoze ) .
v(z z<1
NI { Lo(l) z>1 (193)
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kde

1 1.3 , 135 4 (—=1)F1.3.5..(2k — 1) 5,
V) =1 giiF tia® T yaast Tt 2% 1! o (194)
zndme rozvoj ®(Z) v okoli nuly i nekonecna:
. Q 1/2\* 3/z\*
dra®(2) = Ll1-2(2) +2(2) - Z<a (195)

Q 1 /a\2 3 /a\%
- 71_7(7) f(f) —| z 196
z| "2\z) Ts\z - (196)
Vime, ze feSeni Laplaceovy rovnice lze psat jako
z
4dmeg®(7) = Z s ——P;(cosd¥), cosO = - (197)

pro dostateéné velkd r a podobné

4meq® (7 qur P;(cos}), (198)
1=0

v okoli poc¢atku, plati-li tam, ze AP = 0.
Proto mitzeme v (195-196) nahradit éleny Z' vyrazem R!P,(cos ©) ve vnitinfm rozvoji a ¢leny Z =1
vyrazem R™'"1P;(cos ©) v rozvoji vnéjsim, tedy plati

dreg®(7) = % [1 - % (§>2 Py(cos©) + % <f>4p4(COS ) — Z<a (199)
- % {1 - % (%>2P2(cos®) + g (%)4P4(cos@) - } Z>a (200)

Uvazujeme-li soucet az do ¢lenu Pgs(cos ©), resp Pag(cos ©), dopadne porovnédni souctu fady a piesného
feseni takto:

lmax =6 lmax =26 lmax = 26" lmax =00

Obrézek 11: Ekvipotencidly presného pole prstence (vpravo) a riuzné dlouhych souctu fad multipélového
rozvoje. Protoze prstenec predstavuje singuldrni zdroj v podobé d-funkce, je jeho plosna nébojova hustota
(oranzové) rozlozend do podoby nehezky konvergujici Fourierovy fady. Tuto Konvergenci lze urychlit
vhodnym utlumenim koeficientu rozvoje blizkych .. Tim je sice ménime, ale pokud to udéldme dobie
vypada vysledek 1épe, nez kdyz s¢itani fady prudce ukoncéime u [ = [ .

U ekvipotencidl pfiblizného feseni na Obrézku 11 muZeme pozorovat poruchy pobliz koule » = a. Ty
jsou zpusobeny koncem konvergence fady, muzeme se na né také ale divat jinak.

Cviceni: Reknéme, ze budeme studovat vyse zkonstruované pole jez ziskdme unvitf i vné rozvojem do
néjakého koneéného [. Jaké nabojové hustoté odpovida? Navod: Nejsnaze lze vysledek spocist spoctenim
skoku elektrické intenzity na povrchu sféry r = a bereme-li uvniti (199) a vné (200).

32



Poznamky k prednasce Klasicka elektrodynamika
Magneticka pole stacionarni a kvazistacionarni

Maxwellovy rovnice — stacionarni pole
V situaci, kdy vymizi ¢asové derivace polnich veli¢in E , Ba nabojové hustoty p, rozpadnou se Maxwellovy
rovnice ve vakuu na jiz znamou sadu rovnic elektrostatiky a sadu rovnic rovnic pro magnetické pole

-

rot B = HoJ s (1)
divB = 0. (2)

Pokud jediné zdroje pole jsou ty, jenz urcuji divergenci, mluvime o ziidlovém charakteru pole. Pokud
jediné zdroje pole jsou ty, co urcuji jeho rotaci, jde o pole virové. Elektrostatickd pole maji ten prvni
charakter, magneticka pole naopak ten druhy.

Je zajimavé, ze identity div rot A=0arot grad f = 0 umoznuji rozdélit libovolné pole na virovou
a ziidlovou ¢ast. Tento roklad je jednoznaény pro pole, které je definovdno v celém prostoru a ubyva
i derivacemi dostatectné rychle smérem k nekonecnu, jak lze ukazat z jednoznacnosti feseni Laplaceovy
rovnice, na kterou se problém diky identitdm div grad f = Af a rot rot A= grad div A—NAA prevede.

Integralni verse Ampérova zakona

Ze Stokesovy véty okamzité plyne Ampéruv zdkon
?{ Bdl = pols . (3)
Os

Za valcové symetrie (kdy jsou pole invariantni vuci posunuti a rotaci kolem osy z) lze za pouziti
Ampérova zakona ihned uréit pole proudové hustoty j = j(R)é,, jakd dobfe popisuje proudy v koaxidlnim
veden{. Specidlné tak dostdvame pole tenkého piimého vodice (ve vélcovych soufadnicich)

5 _ Mol ey
B = ——. 4
27 R )

Biotuv-Savartuv-Laplaceav vzorec

1. Studiem tuéinku tohoto pole na stielku nalezli jiz Biot, Savart a Laplace za pouziti analogie s polem
nabité pfimky vyraz pro magnetické pole buzené proudem a tedy nalezli feSeni polnich rovnic magnetizmu,

které dnes zapisujeme
I =T F’

a kde podle povahy proudu bereme dJ = jdV pro objemovou proudovou hustotu f, dJ = fplogdS pro
plosnou proudovou hustotu fplog pripadné dJ = 1dl pro proud protékajici nekone¢né tenkym vodicem.
2. Lze opravdu magnetické pole staciondrniho proudu chépat jako soucet piispévku od jednotlivych
elementarnich proudiu dJ? Tzv. pomald Lorentzova transformace elektromagnetického pole rovnomérné
pfimocaie se pohybujictho bodového ndboje vysvétluje, ze u takového naboje pozorujeme magnetickou
slozku pole. Z dvou opacnych naboju, z nichz jeden se pohybuje lze sestavit jednoduchy model elementu
proudu dJ. Uvazujeme-li superpozici poli takovychto dvou opacnych nabojiu @ a —Q z nichz ten prvni
se pohybuje rovnomérné piimocaie rychlosti ¥, pro jejich pole plati

7 : 7Q -7 B

[E; B] = [Eo; 0] — [Ep; 0] = [Eo, x Eo) — [Ep; 0] = [0; - x =0 x 22—
2 Adrweg |

o

kde J = QT a py = (c?eg)~t. Ackoli proudova hustota takovéhoto zdroje neni staciondrni, preci jen

vysvétluje v jakém smyslu je magnetické pole staciondrniho proudu rovno souc¢tu poli jednotlivych ndboju.
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3. Protoze v pfiblizeni staciondrnich prouda musi ; spliiovat staciondrni rovnici kontinuity div ; =0,
predstavuje staciondrni proudové hustota virové pole (jednoznaéné) urc¢ené veli¢inou rotj, kterd je tedy
zdroven i zdrojem magnetického pole. Aplikaci rotace na (1) za pouziti (2) dostdvdme

AB = —pgrot j (7)

a tedy s pouzitim jiz zndmé metody pro feSeni Poissonovy rovnice

—0 1 7
T Y LRy L T

Ackoli Ize tedy magnetické pole spocist z rotace pole proudové hustoty, 1ze za situace, kdy proud vymizi
vné néjaké oblasti, prvni integral, ktery m& tvar uplné divergence tenzoru druhého fddu, prevést na
integral po povrchu na kterém proudy vymizi a z druhého se po provedeni gradientu vyklube Biotuv-
Savartuv-Laplaceuv vzorec.

4. Splnéni rovnice div B =0lze automaticky zajistit za pouziti vektorového potencidlu

—

B=rot A . (9)

Libovolné feSeni rovnice, = B
AA —grad div A = —poj , (10)

jenz vznikne dosazenim definice A do (1), vede k feseni obou polnich rovnic pro B.
Nejprve zkusime predpokladat, ze vektorovy potenciél spliiuje podminku div A = 0. Poté souvislost
vektorového potencidlu a proudové hustoty ziskd tvar

>

121’: 7:“0;7 (11)

a FeSeni muZzeme psat

> Mo J
A="— dv . 12
4T / |7 — 7| (12)
Divergence takto spocteného pole
— - 1 N 1 /| =
divA:@/j’.V# av =-F [ 7 _ = /v’ +— A v
47 |7 — | 4 |7 — | |7 — |
(13)

je nulové, pokud proudy vymizi v nekoneénu (prvni integral lze s pouzitim Gaussovy véty psét jako in-
tegrdl plosny pres velmi vzdalenou sféru) a pokud vSude maji nulovou divergenci (pfedpoklad stacionar-
ity), kdy vymiz{ druhy integral. Nyn{ vime, ze rot rot A = —AA a proto s pouzitim (9) A(1/|F —7]) =
—476®) (7 — ) magnetické pole spliiuje Amperuv zdkon (1).

V situaci, kdy mame vektorovy potencial A , ktery ma nenulovou divergenci divA’ # 0, nalezneme
nedivergentni vektorovy potencial A tak, ze vyTesime rovnici

Ay = divA’ (14)
pro nezndmou funkei x a A opravime dle predpisu
A=A —Vy (15)

V magnetostatice je vektorovy potencial veli¢ina, pro niz neni mozno uré¢it hodnotu v néjakém bodé,
ovSem cirkulace po libovolné uzaviené kiivce mé hodnotu magnetického toku touto kiivkou a predstavuje
veli¢inu nezavislou na volbé kalibrace. Omezime-li se na vektorové potencialy spliujici div A= 0, musi
se potencidly odpovidajici témuz magnetickému poli lisit o gradient harmonické funkce (funkce tesici
Laplaceovu rovnici). Jedind harmonicka funkce, jejiz gradient vymiz{ v nekoneénu je konstanta. Proto za
podminky, ze rot B vymiz{ v nekonecnu, predstavuje vztah (12) jediny vektorovy potencidl, ktery vymizi
v nekone¢nu a spliiuje uvedenou kalibra¢ni podminku.

Silové ucinky magnetického pole

Z Lorentzovy sily



vyplyva sila jiz pusobi magnetické pole na médium protékané proudem
F- / A x B . (17)

Silové pusobeni proudového pole f’ uvniti télesa V'’ na téleso V uvnitt kterého tece proud fz Lorentzovy
sily vychazi

ﬁ:/dfxé = Ko f 7y /j’xﬂdv' av (18)
dr )y, / |7 — 7|3
tedy po upravé dvojného vektorového soucinu
- lj,o 2 - 77 7?/ / Fﬁ 77/ 27 !
F = = s dV | dV' — ———= (j.4) dV dV 19
sl w2 L O 1

ziskavame dva vyrazy. Ten prvni je ovSem nulovy, protoze

L P 1 i v.j
—_— . — = — 2
J i == [V 4V - /V<V 7] |f—m> W=0m0 0

kde prvni integral vymizi kvuli nepfitomnosti proudt vné télesa a druhy diky zachovani nédboje. Proto
je sila mezi dvéma proudy popsana symetrickym vyrazem

) F 7 ,

Tento vyraz popisuje pusobeni “na dalku” a respektuje zékon akce a reakce. Diky jeho podobnosti s
elektrostatickou silou

r—7
Fprsrar = 47“0/(/ ] 7_17|3 pp’) dV dv’ (22)

uhodl Ampére snad jiz béhem demonstrace Oesterdova experimentu, pfi¢emz permanentni magnetismus
materidll si vysvétloval “molekuldrnimi proudy”. V piipadé proudovych smycek dostavame zadménou
(G.7) dv dv’ — II' di.dl' dvojndsobny kiivkovy integral popisujict sflu mezi dvéma vodiéi.

Skutecnost, ze princip akce a reakce neplati pro vzajemné silové pusobeni dvou proudovych element,
ale jen pokud vyintegrujeme podél celé smycky je pfipomenutim, ze tyto proudové elementy budi nesta-
cionarni pole a to vyzaduje pouziti uplnych Maxwellovych rovnic.

Pole daleko od lokalizovanych proudi

Vztah (4) zatim pfedstavuje zatim jediny piiklad magnetického pole proudu a poskytuje predstavu o
tvaru magnetického pole v blizkosti tenkého vodice. ( Mimochodem, pii praktickych vypoétech muzeme
tvar obecné proudové smycky piiblizit pomoci lomené ¢ary, pticemz piispévek od kazdé isecky lze presné
spocist. )

Jak vypadd pole daleko od proudové smycky ¢ permanentniho magnetu? ZapiSeme-li Biot-Savartuv
vzorec ve slozkach

g Tk — T 1
B; = Z;;_/Eijk];‘—o—»,rg v’ = - ﬁ/ewkaﬂ 7 g5 dv’, (23)

muzeme pouzit priblizeni platné pro r > r’

1 1 n

_ 1 nn 24
|7 — 7| 7‘+7’3 (24)

Protoze pod integralem je tfeba ponechat jen ¢arkované veliciny, staci spoéist za prvé celkovy proud
J; :/j;.dv’:/a’ v dV’—y{dS i) = (25)
ktery vymizi pokud proudy spliujici rovnici kontinuity vymizi vné néjakého objemu. Za druhé pak

moment proudové hustoty [ J; LridV’. Tento tenzor druhého fadu, 1ze rozdélit na symetrickou a anitisy-
metrickou cast,

1/, ) 1/ .
Jit :/deV’ = 5/(J§TZ+JI/7“3)dV'+5/(]5'7"2*]1'7”;)6”/1a (26)
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pricemz podobné jako u (25) je symetrickd ¢dst nulova, nebot ji lze psat jako tiplnou divergenci jjr)+jjr} =
Oy, (rir14y,). Proto predstavuje Jj; antisymetricky tenzor a ten vyjadifme za pomoci vektoru 1

Jj = /jj’.rl’dV’ = €My , (27)
jehoz vyznam se ukdze po zizeni této rovnice s €, kdy dostdvame
eriyJi = /ekljjj’-rl’dV’ = €h1j€LinMn = —€k1j€jinMn = — (k101 — OknOu)mn = —(1—3)my, = 2my, , (28)
tedy m predstavuje magneticky dipdlovyj moment zdroje
m:%/ﬂx?dw. (29)
Vzpomeneme-li si, ze plochu rovinné smycky muzeme psét S = % $ X dl_; je magneticky moment proudové

smycky .
=15 . (30)

S pouzitim vysledku, Ze z prvnich dvou ¢lenti rozvoje pole (23) v 1/r je az ten druhy nenulovy dostdvame

. Mo riJji Ho Ti€jn M
B; = —Eeijkak rgj = _Eei.ikak‘ Zf; - (31)
tedy po pifslusném prerovnani indexu dostaneme vektorovy potencial magnetického pole dip6lu
e Mo mx 7
A =22 32
dip = g 3 (32)
a jeho rotaci magnetické pole
e
= - Lo 3TT.M — mr
Bgip =rot Agip = ———7F——, (33)

47 rd

které je k nerozliseni od pole dipdlu, jaky zname z elektrostatiky — v tomto piipadé by ale slo o dvo-
jici velmi blizkych magnetickych naboju. Protoze velkou proudovou smycku si muzeme piedstavit, jako
slozenou z mnoha malych, jejichz proudy se uvniti navzdjem rusi tak, jak jsme to vidéli u “dukazu”
Stokesovy véty, je pole velké proudové smycky sou¢tem poli vSech téch malych. Jde o pouhé scitani
ploch ve vztahu (30). Protoze kazdd takova smycka budi stejné pole jako dvojice opaénych magnetickych
ndboju, budi velkd smy¢ka pole stejné jako tzv. magnetickd dvojvrstva — dvé opacné plosné (magnet-
icky) nabité plochy tésné nad sebou. Pfislusné odvozeni nejdete v ucebnicich pod nézvem “ekvivalence
proudové smycky a magnetické dvojvrstvy”. Zajimaveéjsi je ale naskladat hodné smycek a nebo hodné
dvojvrstev na sebe a ukdzat, ze vnéjsi pole solenoidu (a jak uvidime tak i idedlniho vdlcového perma-
nentnfho magnetu) je totozné s vnéjsim polem dvou rovnomérné (magneticky) nabitych kruhovych desek.

Silové pisobeni na magneticky dipodl

Zatimco v elektrostatice predstavuji elementarni objekty bodové naboje, zdkladnim magnetickym objek-
tem je magneticky dipdl, napt. mald proudova smycka. Silové pusobeni magnetického pole na magneticky
dipdl ziskdame opét rozvojem, tentokrat vnéjsiho pole v misté malé proudové smycky

F; = /EijkjjBde = /Gz‘jkjj (Brjrmo + 1101 Brji=0) AV = €ijk (J;Brjrzo + JjOBrjr—o) - (34)
Opét nulty moment proudu je nulovy a prvni moment Jj; je dan (27), tedy

F, = €jk€ijnmpn OBy = (640kn — 0inlki)my O, By (35)

Protoze druhy ¢len (imérny dx;) je timérny div B, je sila na pusobici na magneticky dipdl dana neho-

mogenitami magnetického pole vztahem . .
F = grad m.B (36)

Tento zapis prepokladd, ze pii derivovani se magneticky dipdl chova jako konstanta. To nemusi ale byt
vzdy pravda, pokud magneticky dipélovy moment vzniké reakci na na magnetické pole, napt. skrze vztah

m = anB, (37)
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Obrézek 1. Pole véalce s nabitymi podstavami a pole plogného proudu tekouciho po plasti téhoz vélce.
Pole vné vélce se nijak nelisi. To souvisi i s tim, ze levy resp. pravy obrazek predstavuje pole H resp. B
vné i uvniti permanentniho magnetu s konstantni magnetizaci rovnobéznou s osou vélce.

=)
N7

ktery popisuje proces magnetizace objeku po jeho vlozeni do externiho pole. Poté bychom museli pouzit
zapis ve slozkach

Pokud v misté, kde se dip6l nechazi netecou proudy, je rot B =0 a muze tentyz vztah zapsat
F=(m-V)B. (39)

Moment sil pusobici na magneticky dipdl spocteme podobné
M, = Elmi/deFi = €lmi/7“m€ijkjjBk:dV = €mi€ijkBrJim = €mi€ijkBreminMn , (40)

pficemz po pouziti ee = 60 — 00 a za nulové stopy 0pj€mjn vychazi

—

M=mmxB. (41)

Tato rovnice popisuje moment sil, ktery v homogennim poli “otaci” stfelkou kompasu. Zkoumanim jejiho
rovnovazného sméru a frekvence kmita stielky okolo néj méfili Biot a Savart veli¢inu B, aniz by tou
dobou existoval pojem magnetické pole.

Tyto vztahy byly odvozeny za predpokladu, Zze za magneticky moment télesa a za silové pusobeni
vnéjstho magnetického pole na néj jsou odpovédné proudy uvniti télesa. Pii zkoumani zdkona zachovani
hybnosti a momentu hybnosti elektromagnetického pole zjistime, ze veli¢ina m charakterizujici magnetické
pole buzené télesem je tataz, jako velicina m charakterizujici silové pusobeni vnéjsitho pole na téleso
nezavisle na materidlu télesa, tedy i v pfipadé, ze puvod magnetismu télesa nepatii do klasické fyziky.

Elektrické a magnetické pole v prostiedi

Uvéazime-li, ze vidény svét je vlastné obrazem elektromagnetickych vlastnosti materialu, je z jeho pestrosti
ziejmé, ze nasledujici odstavce budou jen velmi zjednodusenym vykladem. Pfedevsim se budeme zabyvat
prostiedim ve stacionarnim pfiblizeni Maxwellovych rovnic. Déale pouzijeme naivni predstavu, ze latka je
sloZena z velmi malych atomu a jejichz vlastnosti jsou dostateéné presné zapsatelné v podobé (po ¢astech)
spojitych prostorovych funkei.

Nejprve stoji za povsimnuti, Ze jsou-li takovéto neutralni “atomy” o rozméru a zdroji elektrického a
magnetického pole, jsou to jen jejich dipdlové momenty, které ptirozené prispivaji k makroskopickému
poli. Uvazujme téleso o hrané délky L = Na. K poli vné takovéhoto télesa prispiva [-ty multipélovy ¢len
rozvoje zhruba jako Ey (a/r)!*? piicemz uvniti télesa je cca N3 atomtl a Ey predstavuje velikost pole na
atomové gkéle. Celkové pole v typické makroskopické vzdalenosti L mé tedy velikost zhruba

E ~ N3 Fy (a/L)""? = Ey N*7 . (42)
Zatimco prispévek napr. kvadrupoélového momentu atomu je na makroskopickych skélach tedy zaned-

batelny, mikroskopické dipdlové pole se na makroskopickych skalach projevi.
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Elektrické naboje stojici na pravé strané vakuovych Maxwellovych rovnic rozdélime na dva typy.
Néboje vazané budou tvorené svazanymi kladnymi a zapornymi navzdjem posunutymi naboji, které
budou vytvaret v kazdém malém objemu dV elektricky dipdl

dp = P(F)dV . (43)

Zbylé néboje nebudou takto spdrované a jsou popsany ndbojovou hustotou p, (7). Dipdl v misté 7 budi

elektrické pole
- 1 p(r—7 1
B -V, — v P g

dmeqy |7 — 7|3 4d1eq

VY, (44)
kde ¢ = 1/|¥ — #|. Elektrické pole buzené ndbojovou hustotou je

E:-V@:—vliz—vlw. (45)

dreg |7 — 7| drreg

Slozenim obou poli pii pouziti Q — p.,dV’ a § — P'dV’ lze ziskat pole vytvaiené volnymi a vézanymi
naboji dohromady

—

E(f) = -V ! /[p;w+13’.v’¢ av’, (46)

47eg

Predpokladame, ze télesa uvniti kterych se vyskytuji vazané nédboje jsou konetna a lze je tedy obklopit
plochou, na které P vymiz{. Proto upravou P’ .V'yp) = V'.(P'y) — V’'. P’ dostavdme

B0 = =V [l =V-Phw v, (47)
47eg
jako feseni Maxwellovy rovnice . .
div e = p, —div P, (48)
tedy L .
div (e +P) = divD = p,, (49)

kterymzto vztahem je definovana elektrickd indukce D. Rozdéleni na volné a vézané naboje je na vasem
uvazeni, obvykle ale vektor polarizace chdpeme jako vlastni danému prostiedi (fero- a piezo-elektrika)
nebo jako projev reakef prostiedi na elektrické pole — nejsnéze a nejcastéji vyjadritelny linearnim vztahem

D = ¢E+P = ¢, E . (50)

Podobné i proudy stojici na pravé strané vakuovych Maxwellovych rovnic rozdélime na dva typy.
Véazané budou tvofené malymi proudovymi smyckami a budou vytvaret v kazdém malém objemu dV
magneticky dipdl

dim = M(7)dV . (51)
Ostatni proudy jsou popsany proudovou hustotou fv (7). Magneticky dipdl v misté 7 bud{ pole
— - Lo m X (F— 77/) Ho -, /
B(f) = V x Ay :foizvx(— ><V>7 52
) div dr |7 =73 i v (52)

kde opét ¢ = 1/|7 — 7|. Slozenfm tohoto pole s magnetickym polem buzenym proudovou hustotou J, ()
pii pouziti m — M'dV’ lze ziskat celkové magnetické pole

B(f) = VXZ—O/[}';w+M’xV’1/)]dV’, (53)
s
Predpokladame, ze télesa jsou konecnd a lze je tedy obklopit plochou, na které M vymizi. PovS§imneme-

li si, ze V x (M 1) predstavuje uplnou divergenci jistého tenzoru druhého fadu, tpravou M x Vi =
-V x (M) 4+ ¥V x M dostdvime

B(f) = va%/(j’Hv/xM’)qp v’ , (54)
tedy feseni Maxwellovy rovnice . . .
rot B = pg(jy +rot M) , (55)
a tedy konecné L .
rot (g 'B— M) = rot H = j, . (56)
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Timto vztahem je definovana magnetickd intenzita H. Opét vektor magnetizace M chapeme jako vlastni
danému prostiedi (tvrda feromagnetika) nebo jako projev reakei prostiedi na magnetické pole — v nej-
jednodussim pripadé vyjadritelny linearnim vztahem

B = po(H + M) = pop,H . (57)

Je tfeba dodat, ze takto definované velic¢iny vystupuji i v plnych Maxwellovych rovnicich, ve kterych
casova derivace polarizace vystupuje jako dalsi proud, pro pochopeni zavedeni DaH je ale stacionarni
problém dostacujici.

Alternativné lze napf. pii zavedeni D postupovat tak, ze polozime p,5, = —divP, kde P je zatim
nezndmé vektorové pole nenulové uvnitt télesa. Tuto volbu lze zduvodnit tak, ze celkovy ndboj télesa da
az na znaménko z Gaussovy véty tok pole P plochou za hranicemi télesa. Zde je P=0a tedy takovéto
zavedeni je vhodné pro popis polarizovanych ale celkové elektricky neutralnich téles. Poté spocteme
dipélovy moment buzeny takovouto nabojovou hustotou v libovolném objemu V'

pi:/ i (fajP])dV = /—63 (TZPJ)dV+/ (@rl)deV = /51JP]dV, (58)
Vv \4 14 1%

kde integral z iplné divergence tenzoru r; P; pies objem zahrnujici celé téleso vymizi (plosny integrél za
hranicemi télesa je nulovy) a tedy

ﬁ:/ﬁdv. (59)
1%

Tento vztah Tiké, ze P predstavuje objemovou hustotu dipélového momentu.
Cviceni: Ukazte analogické zavedeni H.

Maxwellovy rovnice na rozhrani prostiedi

Na rozhrani dvou prostiedi s ruznymi materialovymi vztahy nebo pokud zdroje pole maji plosny charakter
vyplyvaji z Maxwellovych rovnic podminky pro nespojitosti poli. Vznik téchto podminek lze snadno
pochopit z tvahy, ze kdyz ztraceji kvuli neexistenci derivaci vyznam operace div a rot, integralni verse
Maxwellovych rovnic museji zustat v platnosti.

Alternativné lze pole v okoli plochy nespojitosti u(7) = 0 rozdélit na reguldrni a nespojitou ¢ast,
napftiklad

D = Do+ [D]®(u() , (60)
kde _
ow=1{ 15} (1)

je Heavisideova skokovd funkce. Funkce prostorovych souradnic u(7) predstavuje (obecné kiivocarou)
soufadnici na jejiz souradnicové plose u = 0 dochdazi ke skoku polnich veli¢in.

Protoze budeme chtit popisovat plogné hustoty zdroju, vyplati se predpokladat, ze funkce u(7) je
zvolena tak, ze normdlovy vektor k plose u(7) = 0, ktery spoc¢teme podle predpisu

7i = grad u(7) (62)
je jednotkovy, tedy Laméuv koeficient h, = 1. Kdyz totiz napf. ploSnou ndbojovou hustotu zapiseme
p = o(Ms(u(r) (63)

a zavedeme spolu s u jesté dalsi dvé ortogonalni soufadnice v a w, snadno se presvédcime, Ze vyraz pro
naboj uvniti néjakého objemu

du dv dw dv dw
= v = Slu)y e avdw 0,0, w) 2 _ ds (64
Q / P / o0, 0)3 () S / 70,0.0) S / o (64)

dokazuje, ze o(7) predstavuje plosnou nabojovou hustotu. (Pouzito bylo vztaht dV = hqihohsdgidgadgs,
dS1 = hahsdgadgs, |Vg;| = 1/h; a specidlni volby soufadnice u takové, ze h, = 1.)

Jak vypada derivace Hevisideovy skokové funkce? Samoziejmé, prave vztah d/dz©(x) = §(x) predstavuje
nejsrozumitelnéjsi definici Diracovy d-funkce. Protoze V([l’ f) = fV.A+AVS

V.D = V.Dy+ V.([D]O(u)) = V.Dy+ O(u)V.[D] +t.[D]d(u) = po+ od(u) . (65)
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Posledni rovnost v tomto vztahu tika, ze regularni ¢ast nabojové hustoty je uréena divergenci D v mistech,
kde derivace existuje, zatimco J-funkci imérné ¢leny vedou k druhé z nasledujicich Maxwellovych rovnic
na nepohybujicim se rozhrani dvou prostiedi

Rot H = @ x[H = Jpios (66)
DivD = #.[D] =0 (67)
Rot E = #@x[E] =0 (68)
DivB = #[B] =0. (69)

Pokud se rozhrani ¢i plosny zdroj pohybuji, je pfislusna nespojitost tvaru [X 1©(u—wvt) a parcidlni derivace
podle ¢asu, které stoji v uplnych Maxwellovych rovnicich, pfispéji také ¢lenem imérnym J-funkci, ktery
nesmime opomenout.

Na rozhrani prostredi dévajf tyto vztahy hodnoty plosnych vézanych néboju o = —Div Pa proudu.
]plos = Rot M. Pokud oviem vychézime z veli¢in Da H jsou v mistech skoku polarizace ¢i magnetizace
plosnym zdrojem téchto poli naopak Rot P a Div M.

Priklad. Hledame-li pole permanentniho magnetu vyrobeného z materialu s pevné danou konstantni
magnetizaci, muzeme postupovat dvéma cestami. Jednak lze spocist magnetickou indukci buzenou
plosnym proudem jplog =iix M , ktery netece po povrchu permanentniho magnetu jen v mistech, kde je
magnetizace kolma k jeho povrchu. Proto pole B vypada jako pole solenoidu piislusného tvaru.

Také ovéem mizeme za hledanou veli¢inu vzit H a Fesit rovnice

rot H=0 div (H+ M) =0.

Pro uvazovany magnest s konstantni magnetizaci vymizi objemovy zdroj —div M a jedinym zdrojem
(nevifivé) magnetické intenzity je skok kolmé slozky magnetizace na povrchu télesa, Div H = —Div M.
Tento vztah je analogicky s elektrostatickou tlohou pro pole plosného nédboje na povrchu polarizovabného
télesa. Silocary poli B i H vélcového permanentniho magnetu jsou na obr. 1.

Cwiceni: Odvodte rovnici (66).

Cviceni: Zjistéte, kdy je E = EOG(z—vt) aB = EOG(z—vt) fesenim uplnych vakuovych Maxwellovych
rovnic bez (plognych) ndboju i proudu.

Cuiceni: Presvédcte se, ze permanentni magnet ve tvaru koule s M = konst. bud{ okolo sebe presné
dipélové pole, zatimco uvniti je pole homogenni.

Silové pisobeni na plosné proudy a naboje

Protoze v mistech, kde tecou plosné proudy, neni magnetické pole spojité, neni jasné, jaky vyznam ma
vztah urcujici silu

—

F = / Jolos X B dS (70)

a podobné je to i plosnym ndbojem. Vime, ze kdyz poc¢itdme silu ptsobici na bodovy naboj, rozdélime
elektrické pole na pole tohoto bodového ndboje (divergujici v misté ndboje) a na pole zbylych ndboju.
Jen jejich pole pak pouzijeme k vypoctu sily. Protoze plosny proud ¢i ndbojovéa hustota jsou zdrojem
skoku pole, zapiSseme pole v okoli plosného zdroje

B = L(ButBo)+ o (Br — Brsign(u(7) (71)

Bez dikazu uvedme, ze druhy élen lze chdpat pole jako buzené plosnym proudem v daném misté a
tedy jej lze vyloucit z vypoctu sily pusobici na dany kus plosného proudu. Ten se tedy z hlediska
vypoctu sily jakoby nachdz{ v pruméru poli z obou stran. Proto zavedeme pruméry {é} = %(él + ég)
a {E} = %(El + EQ) a Lorentzovu silu na plosné naboje a proudy zapiSeme

P / (LB} +Fonos x {B}) dS . (72)

Ciceni: Spoctéte silu, jiz na sebe pusobi desky idealizovaného rovinného kondenzatoru. Totéz
spoctéte s pouzitim zdkona zachovani energie, pricemz uvazujte jak kondenzator pripojeny ke zdroji
napéti, tak kondenzator odpojeny.

Ciceni: Spoctéte silu, jiz je namahdno vinuti idealizovaného solenoidu.

Cuviceni: Po nastudovani zdkona zachovéni hybnosti elektromagnetického pole dokazte (72). Pii
integraci toku Maxwellova tenzoru plochou obepinajici rozhrani prostiedi 1 a 2 se muze hodit identita

Hi(z)BJ(-z) — Hi(l)B](-l) = [H;}{B,;} + {H,}[Bj] a odpovidajici vyraz pro D;E;.
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Kvazistacionarni priblizeni

Kvazistacionarni ptiblizeni

rot H = § (73)
divD = p (74)

rot E+ 0,8 = 0 (75)
divB = 0 (76)

(77)

svazuje elektrické pole s magnetickym. Jesté doneddvna bylo zanedbani ¢lenu o,D (tzv. Maxwellova
proudu) mozné ve vétsiné aplikaci Maxwellovych rovnic. Rozhodnout, do jaké miry 1ze konkrétni problém
resit v kvazistaciondrnim pfiblizeni neni snadné. To, zda je Maxwelluv proud zanedbatelny oproti os-
tatnim proudim se obvykle pozna tak, ze charakteristické rozmeéry tlohy jsou po vydéleni rychlosti svétla
zanedbatelné proti charakteristickym ¢astum, jenz se v tloze vyskytuji.

Predpokladejme nejprve, ze proudy a naboje jsou uréeny predem a nejsou ovlivnény jimi buzenym
polem. Protoze v kvazistacionarnim pfiblizeni jsou rovnice urcujici magnetické pole totozné s rovnicemi
pro pole stacionéarni, lze pfi zadaném proudu pouzit tytéz metody feSeni. Elektrické pole ovSem nyni méa
pfedepsanou jak divergenci, tak i nenulovou rotaci.

I kdyz bychom mohli takovou tlohu rozdélit na dvé — tedy poéitat zvlast virovou a ziidlovou éast
elektrického pole, lze si problém zjednodusit automatickym vyfesenim homogenni rovnice (75). Protoze
B = rot /_f, dostavame

rotE + d;rotA = rot (E + (%/T) =0 (78)

protoze rotace E + 0,A je nulovda musi to byt gradient néjaké skaldrni funkce. Pfi téchto dpravach
jsme nevyuzili zanedbani Maxwellova proudu a tedy i v obecném piipadé zavadime elektromagnetické
potencialy vztahy

B = rot A, (79)
E = —grad®—9, 4. (80)
Pti pouziti kalibra¢ni podminky div A = 0 tak ze zbylych Maxwellovych rovnic dostavame pro potencidly
AL = — #05 ) (81)
AD = — L (82)
€0

Tyto rovnice pro elektromagnetické potencidly v kvazistaciondrnim priblizeni za predpokladu, ze proudy
a naboje jsou ddny, predstavuji dvé (eliptické) rovnice popisujici okamzité vytvafeni pole zdroji v celém
prostoru najednou (pusobeni na dalku).

Elektromagnetické pole v kvazistaciondrnim pfiblizeni nemé vlastni dynamické stupné volnosti, jen
poslouchd co mu naboje a proudy poroudi.

Energie pole stacionarnich proudiu

Zatimco v elektrostatice jsme energii soustavy naboju uhodli na zdkladé prace nutné k jejich preneseni
z nekonecna, je v magnetismu tfeba proudy pomalu zapinat. Tento proces ale vede k vzdjemné i vlastni
indukci a tedy energii magnetického pole 1ze odvodit az v ramci kvazistacionarniho ptiblizeni. Tehdy je
vykon potfebny k vzniku magnetického pole — ij_“ dV za pouziti V(ﬁ X E) = E(V X ﬁ) — ﬁ(V X E)
a zakona indukce (75)

f/f.EdV = —/(Vxﬁ).ﬁdv = —/v.(ﬁxﬁ) dV—/H.(VxE) v = /v.(ﬁxﬁ) dV+/ﬁ.8t]§dV.

(83)
Za pouziti stejného postupu, jaky budeme pouzijeme u uplnych Maxwellovych rovnic a za stejného
prepokladu linearity vztahu B = uH dostavame, ze z kvazistacionarniho pfiblizeni Maxwellovych rovnic
vyplyva jisty zdkon zachovani energie

o <;ﬁ.é>+div (ExA) = —£j. (84)

Zanedbén{ élenu 8, D jednak zpusobi, Ze pole izolovanych zdroju sldbnou pro r — oo natolik, Ze plosny
integral lze pfi integraxci pies cely objem zanedbat. V kavzistacionarnim pfiblizeni maji zdroje energii
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jimi buzeného pole beze zbytku “pod kontrolou”. Absence Maxwellova proudu také zpusobila, ze v
(84) neni zahrnuta energie eklektického pole. Kvazistaciondrni priblizeni tedy popisuje problémy, kde
elektrickd slozka hustoty elektromagnetické energie je zanedbatelnd. (Kondenzdtory, v jejichz dielektriku
z principu tato nerovnost neplati, se do kvazistacionarniho ptiblizeni zavedou jako prvky, u nichz je ¢asova
zména energie popsana pravou stanou této rovnice — f E.de =-UI = -9,CU?/2))

Podobné jako v elektrostatice, 1ze i u magnetického pole ustalenych proudu misto energie pole mluvit
o potencidlni energii zdroje. S pouzitim V.(H x A) = A(V x H) — H.(V x A) a (73) dostavéme

1 [ 1 —» - 1 = e | -5

5/H.de - 5/H.(VXA) v = —w{(ﬂx ).dS+§/A.jdV. (85)
a tedy po zanedbani povrchového ¢lenu
Ajadv. (86)

Winag = /ﬁ.B’ v =

DO =
DO =

Indukénost

Spolu s elektromagnetickou indukef se objevuji pojmy vlastni a vzajemnd indukénost. Napéti indukované
podél uzaviené proudové smycky C4 ohranicujici plochu S4 je rovno zméné magnetického toku —W 4

UZ-A:?{ Edl = —W, = fat/ B.dS = fat/ rot A.dS = fat/ A(Ip).dl = —Lplp .
Ca Sa Sa Cy

(87)
Linearni zéavislost pole na zdroji tedy podobné jako v elektrostatice vede na matici koeficientu L 4p.
Konkrétneé,

o I / - dr f
UiA = —3t Adl = — Gt/ Ho's / _,d = dl = LAB - / / = _,, 88)
Ca on |G Am Jog IT =7 caJop T =7

Ze vztahu (86) déle pro linedrni proudy vyplyva, ze

- 1

A,B

Bohuzel, diagonalni prvky takto definované matice indukénosti soustavy nekoneéné tenkych vodi¢u jsou
nekone¢né. Zdrojem potizi je nekonecné silné pole v blizkosti takto tenkého dratu. Napiiklad na tseku
ptimého vodice lze ukazat, ze proudem buzeny magneticky tok stejné taj jako energie tohoto pole logar-
itmicky diverguje s polomérem vodice jdoucim k nule.

Za povsimnuti stoji, ze zdkon zachovani energie vyzaduje jev vlastni indukénosti: Magnetické pole je
kvli linearité polnich rovnic imérné budicimu proudu, a tedy energie pole % Ik H.B dV musi byt imérna
kvadratu proudu. Je-li proudova smycka chéapana jako ¢ést elektrického obvodu, musi zménu proudu
smyckou doprovazet vznik indukovaného napéti tak, aby dodavany vykon souhlasil s rychlosti zmény
energie pole.

Cwiceni: Jak vypadaji pole ff, g, Eadv homogennim stiidavém magnetickém poli?

Cuiceni: Ukazte, Ze (86) je invariantni v rdmci kalibraéni volnosti kvazistaciondrniho pfiblizeni.

Cviceni: Jak zhruba vypadaji pole A), é, E a ®, kdyz do homogenniho stiidavého magnetického
pole vlozite (hodné dlouhou) spirdlu z tenkého vodice , kterym neprotékd proud a tedy tecéné slozky
elektrického pole (coz u tenkého vodice je jedind slozka podélnd) jsou nulové? Hledejte jako superpozici
puvodniho pole a nového pole .

Cviceni: Studujte elektrické a magnetické pole v transformatoru. Za nejjednodussi model muzete
vzit dva koaxiadlni idedlni dlouhé solenoidy. Jaky vyznam mé pouziti jadra s u, >> 1 7 Uvazujte
transformétor naprédzdno (ten mé sekundarni obvod rozpojeny) a nakritko (zde lze pro jednoduchost
sekundarn{ vinut{ povazovat za plosny vodic, tedy kazdy zavit zkratovat zvlast).

Skinovy jev

Charakter prvni z rovnic se ale zméni, pokud proud zavisi na elektrickém poli. Nejjednodussim a
pritom naprosto béznym piipadem je linedrni zavislost popsand Ohmovym zakonem v nepohybujicim
se izotropnim a homogennim prostredi

—

j=qE. (90)
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Zanedbame-li volné nadboje a tedy polozime ® = 0, stéle je pritomno indukované elektrické pole —0,A.
Jsou-li proudy uréeny Ohmovym zdkonem dostdvdme (v kalibraci div A = 0) pro vektorovy potencidl
rovnici

AL = +ppydiA (91)

Rotaci této rovnice ziskavame rovnici pro difuzi magnetického pole
AB = +poyd:B , (92)

naprosto stejné povahy. Tyto rovnice v mistech, kde v > 0 maji charakter evolu¢n{ (parabolické) rovnice,
zatimco tatdz rovnice v mistech s v = 0 predstavuje (eliptickou) Laplaceovu rovnici okamzitého nabyvan{
rovnoviahy pole se zdroji. Tento dvoji charakter lze chapat téz tak, ze (91) i (92) neptredstavuji evoluénf
rovnice pro magnetické pole, nybrz pohybové rovnice pro jakousi kapalinu nosi¢t naboje podléhajici
Ohmovu zdkonu. To nejsnéze uvidime z casové derivace (91)

Aj = + 1070 (93)

kterd predstavuje rovnici difuze pole proudové hustoty. Ani v této situaci tedy nema elektromagnetické
pole vlastni dynamické stupné volnosti, ty nélezi jen proudovému poli ve vodic¢ich.

Jako nejjednodussi piiklad poslouzi tenkd (z €< —a,a >) vodivé desticka vlozend podélné do mag-
netického pole B = B, (z)é..

Problém muzeme chapat jako evoluéni tlohu se zadanou pocatecni konfiguraci magnetického pole.
Predpoklad B = B.(z)€, znamend vné desticky, kde netecou zaddné proudy zavislost B,(x) = konst.
Budeme zkoumat situaci, kdy desticka je vlozena v homogennim magnetickém poli Byé, které je ndhle
vypnuto. V kvazistaciondrnim pfiblizen{ pole vné desticky po vypnuti proudu (napt. v budicim elek-
tromagnetu) okamzité zmiz{ a tak za pocatetni podminky vezmeme nulové pole vné a konstantni pole
uvnitf (opravnénost bude diskutovdna pozdéji).

Diky velmi zjednodusSené situaci je vnéjsi magnetické pole nulové a uvnitt zbyva splnit jedinou skaldrni
rovnici

AB.(z,t) = + poyd,B.(,t) . (94)
Pii jejim feSeni, si povSimneme, ze
2
Af, = Acos(n%x) =— (%) n? cos(n%x) = —\f,, (95)

pricemz tyto funkce byly vybrany proto ze, (1) jsou to vlastni funkce Laplaceova operdtoru, (2) spliiuji
hrani¢ni podminku danou nulovym vnéjsim polem a (3) tvoif iplnou bazi (ve smyslu iplnosti Fourierovych
fad).

Zbyva rozvinout pociteéni data do této baze s pomoci zndmé Fourierovy rady

1 1 1 1
cos(t) — 3 cos(3t) + 3 cos(bt) — - cos(7t) + ) cos(9t) F ... = %sign(cos t) . (96)
Konkrétné i
=4 (=1)k ™
B,(t=0,2) = BOI;;Z]{HLICOS [(21{:4—1)%4 (97)

Koeficienty nyni prohldsime za funkce ¢asu,
> 7r
B.(t,z) = ;Oak(t) cos [(2k+ 1)%95] (98)

a dosazenim do rovnice (94) dostaneme evoluéni rovnici pro jednotlivé koeficienty rozvoje

—(%)2(2“1)2%@ = Hoydhan(t) . (99)

Reseni této jednoduché linedrni rovnice prvniho fadu maji charakter

_t T 20\ >
ap(t) = ar(t =0) e ™ Tk = ﬁ To = Mo (W> (100)

a popisuji disipaci jednotlivych fourierovskych slozek poc¢ateéniho magnetického pole. Pouziti slova disi-

pace je na misté nejen kvili tomu, ze studujeme rovnici difuze, ale téz proto, ze energie pole se preménuje
na jouleovské teplo. V souladu s o¢ekavanim, se prodluzuje doba zaniku pole s jeho rostoucimi rozméry
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Obréazek 2. Rozlozeni podélné slozky magnetického pole v tenké vodivé desce v casech
t/70 =0,0.1,0.2,...,1.9,2 od vypnuti budiciho pole.

télesa. Zde jde o tloustku vodivé desky, oviem g roste s jeji druhou mocninou a tak u rovnice difuze nelze
mluvit o rychlosti sifen{ informace (o zméné pole na kraji desky). Podobné se relaxaéni doba prodluzuje
s rostouci vodivost{ (az na nekone¢no u supravodicu).

Nyni jsme odhalili ¢asovou skalu 7y, na niz pole uvniti vodivé desticky zanika. Pokud zénik budiciho
pole je mnohem rychlejsi, byl predpoklad o po¢atecnich podminkach difuzni rovnice opravnény.

Resen{ ve frekvenénim obraze spociva v prechodu k harmonickym ¢asovym zévislostem. To m4
smysl jak pfi teoretickych tvahdch tak i v praxi. Skrze Fourierovu transformaci lze takto popsat i slozity
¢asovy vyvoj, zde budeme ale zkoumat situaci, kdy budici pole m& harmonicky prubéh a po odeznéni
prechodovych jevi (to se odehraje na ¢asové kdle 1) maji harmonicky prubéh i ostatni veliciny

Brt) = B@ e j@t) = j(7) et (101)

Predpokladame kvili symetrii opét jedinou nenulovou komponentu magnetického pole. Pole vné musi
byt kvuli rot B = 0 konstantni

B.(7) = B lz| > a (102)

Uvniti se f{d{ rovnici (94), tedy
Oz B:(w) = —iwpoyB.(x) 2] <a. (103)
Hleddme tedy sudé feseni rovnice f” = —kf (naSe hrani¢ni podminky (102)jsou sudé) coz jsou funkce

AcosVEz a tedy .
B.(x) = Acos/iwpgyx . (104)

Zavedeme-li realné ¢islo 6 vztahem

141 2
Viwpey = ;—Z = d =4/ . (105)
w7y lo

a splnfme-li okrajové podminky, které ziskdme dosazenim x = +a do (104), dostdvédme

o =

|z| < a. (106)

oo olg
| olg
| oy
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o
|
[\
|
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= Do i i
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e se’s +ese
e se's +ese”

Uvniti vodivé desky v okoli pravého okraje # = a dominuje ¢len e“5 , zatimco u druhého okraje
e~ 5. Je vidét, ze vnéjsi harmonické pole pronika dovniti vodice jen do hloubky ~ § a proto se této
veli¢iné zavislé na frekvenci a vodivosti fika hloubka vniku. Je vidét, ze smérem dovnitf vodice nejen
exponencialné klesa amplituda magnetického pole, ale téz se méni faze. Pokud uvazujeme frekvence, kdy
0 >> 2a, vitivé proudy jen nepatrné méni magnetické pole ve vodi¢i. Naopak, pro velmi malé hloubky
vniku muzeme uvazovat plosné proudy tekouci jen na povrchu vodicu.

Doposud jsme mluvili o magnetickém poli ve vodi¢i. Protoze stejnou parabolickou rovnici se #idi i
proudové hustota, je proud harmonického prubéhu ve vodici také soustiedén u povrchu. Jako piiklad
uvazujme vodic ve tvaru valce. Protoze vlastni funkce Laplaceova operatoru respektujici valcovou symetrii
problému je Besselova funkce Jo(kR), splitujici AJy(kR) = —k%Jo(kR), po vynésobeni vhodnou konstan-
tou, jejiz hodnotu uréime z celkového proudu vodic¢em, dostdvame pole proudové hustoty

1+iJo (L+0)%)
2mad Jy ((1+14)%)

j = g (107)

odpovidajici celkovému proudu I tekoucimu ve valcovém vodi¢i o poloméru a. Protoze pro mald § plati

Jy (%) = 1/727—‘25 cos (% - S+ %)), proud tekouci vodi¢em se soustiedi v blizkosti povrchu stejné, jako
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Obrézek 3. Efektivni a vybrand okamzitd hodnota podélné slozky magnetického pole v tenké vodivé
desce pii hloubce vniku 6/2a = 1,0.3,0.1,0.03, 0.01.

v jednoduchém piikladé s destickou. Magnetické pole lze urcit piimo z Ampérova zdkona s pouzitim
[ xdo(z)dx = xJy ()

. ol n[a+)E] |
B = 2ma Jl[(l-‘ri)%} €y R<a

pol >
R Co R>a

(108)

V obou vys8e uvedenych ptipadech bylo magnetické pole te¢né k povrchu vodice. Takovéto magnetické
pole muze lokalné vyrusit povrchovy proud a skinovy jev lze tedy chépat jako lokdlni jev. Ukazuje se
ovSem, ze i kolmé slozka magnetického pole je z vodice vytlacovana. V tomto piipadé je vnéjsi pole
odstinéno slozenym polem proudt tekoucich blizko povrchu vodice. Jako nejjednodussi model popisujici
tento jev lze vzit dokonale vodivou kouli. V tomto piipadé sta¢i uvazovat nulové pole uvniti a vné vzit
superpozici budictho homogenniho magnetického pole a magnetického pole dipélu. Zvolime-li takovy
magneticky dipélovy moment, jenz vyrusi budici pole na obou pdlech, zaru¢i symetrie tlohy splnéni
podminky DivB = 0 véude na povrchu koule.
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Poznamky k prednasce Klasicka elektrodynamika
Nestacionarni pole

Maxwellovy rovnice — nestacionarni pole

Na zdkladé skutecnosti, ze rotace vektorového pole ma nulovou divergenci, usoudil Maxwell, ze v dife-
rencidlni verzi Amperova zdkona je tfeba v nestaciondrnim pripadé, kdy div j # 0 nahradit proudovou
hustotu kombinaci j + 8tD jejiz divergence vymizi v dusledku Gaussovy véty a zdkona zachovéani elek-
trického néboje. Divergence toho “opraveného proudu” je nulovéd proto, ze za pouziti Gaussovy véty
pfechdzi na rovnici kontinuity pro elektrickou ndbojovou hustotu

op+divj = 0. (1)

Od té doby chovani elektromagnetického pole popisuji Maxwellovy rovnice

rot H—8,D = 7j, (2)
divD = p, (3)
rot E+9,B = 0, (4)
divB = 0. (5)

vvvvvv

zapfic¢inény komplikovanym materidlem. Naboje a proudy vystupujici na pravé strané Maxwellovych
rovnic jsou dany vlastnostmi hmoty a skrze né elektromagnetické pole na hmotu pusobi. Nepieberné
mnozZstvi jevu s tim souvisejicich patii do jinych predndsek.

Pro ujasnéni si vyznamu rovnic (2-5) budeme az na explicitné uvedené vyjimky pfedpoklddat, ze
materidlové vztahy jsou popsany skalarni permitivitou € a permeabilitou p. Charakter rovnic muze, jak
jsme na piikladu skinového jevu vidéli, také ovlivnit zavislost zdroju na poli samotném. Proto prozatim
budeme proudy a nabojové hustoty povazovat za dané funkce ¢asu a prostoru.

Maxwellovy rovnice — pocatecni tiloha

Vezmeme-li elektromagnetické pole v néjakém okamziku, feknéme ¢t = 0, muzeme se ptét, co pro jeho hod-
noty vyplyva z Maxwellovych rovnic. Okamzité vidime, ze rovnice udavajici divergence BaD prikazuji,
jakd pole jako funkce prostorovych souradnic jsou v libovolny okamzik povolena. Napfi. ziidlovd magne-
tickd pole nejsou moznd. Rovnice (3) a (5) predstavuji vazby.

Oproti tomu rovnice, kde vystupuji rotace poli maji jiny charakter. Pokud pozorujeme, ze v daném
okamziku rot E £ 0, je takové pole pifpustné, oviem znamena to, ze bud

— ménici se magnetické pole je zdrojem cirkulace elektrického pole a nebo

— nenulova cirkulace elektrického pole zapficini zménu magnetického pole.

Jak rozhodnout, kterd z obou moznosti je spravné? Jaky experiment by to mohl rozhodnout? V
kazdém piipadé rovnice (4) svazuje ¢asové a prostorové zmeény elektromagnetického pole. Nestaci na to
ale sama — o jejim vyznamu rozhoduje, ¢im tuto rovnici doplnime (viz cviceni nize).

Nejprve si povsimmneme, ze obé vazby (3) a (5) se zachovévaji. Casovéd derivace

9, divB = divd, B = div (— 1ot E) = 0 (6)
a podobné je to diky rovnici kontinuity elektrického naboje i s rovnici (3):
O (div D_'fp> = div 9, D — 9, p = div (rot ﬁfj) — 0y p = div rot H— (div J+ 0 p) = 0. (7)

Nabizi se nasledujici interpretace: Vazby (3) a (5) urcuji jakd pole pfichdzeji do tivahy v ¢ase t = 0.
Rotace elektrického pole a rotace magnetického pole opravena o proud
_ 1 15 1-

OE = -rot —Bff], (8)
e p
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OB = —rot E (9)
(10)

pak udavaji zmény pole. Jsou to pohybové rovnice pro elektromagnetické pole, které zachovavaji vazby.
Tato soustava piestavuje tzv. hyperbolicky systém parcidlnich diferencidlnich rovnic — tato éeled rovnic
je pojmenovéana podle znamének — + ++ ve vlnové rovnici.

Cviceni. Predpokladejte, ze zdroje jsou dané fukce ¢asu a prostoru a ze prostiedi je homogenni.
Uvazujte fourierovsky rozklad do prostorovych vin charakteru ei*™ viech velicin a dosad'te jej do rovnic
(8) a (9). Naleznéte obdobu téchto rovnic pro fourierovské komponenty E(E, t) a Bgﬁ(l_c’7 t). Ukazte, ze
jde o soustavu obyc¢ejnych linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty (E je vzhledem k
¢asu samoziejmé konstanta). Na zjednoduseném piikladé s 5(13, t) = 0 tuto soustavu vyfeste pro zadané
E(E,t =0)a B (E,t = 0) a ukaZzte, co by znamenalo opaéné znaménko v Lenzové principu. Pfi feSen{
soustavy Sesti linedrnich diferencidlnich rovnic pro Sest neznamych je vyhodné zavést proménné bt (E, t) =
B(k,t)+ ﬁlg x E(k,t), nebot predstavuji (levé) vlastni vektory pifslusné matice, v nichz ma homogenni

soustava Maxwellovych rovnic pro prostorové Fourierovy komponenty tvar 9, bt = :Fic|l; |l_)’jE a lze ji snadno
Tesit.

Cuiceni. Vezméte rotaci (8) a ukazte, ze ziskdte vlnovou rovnici pro B. Vysvétlete, pro¢ po boku této
rovnice, se ota¢{ vyznam (4) — casové derivace magnetické indukce je zdrojem virové slozky elektrického
pole.

Pozn. Evoluéni rovnice (8) a (9) méni mimo oblast zdroju jen vifivou slozku elektrického i magne-
tického pole, nebot tam je jedinym zdrojem zmény obou poli rotace toho druhého, coz je oviem neziidlové
vektorové pole. Jak je mozné, ze kdyz premistime niboj a tedy ziskdme nové ziidla elektrického pole, je
zména mimo zdroje pouze virové povahy?

Vysvétleni na konkrétnim ptikladé poskytuje Obrazek 1 z poznamek k magnetismu: Zména elek-
trického pole od stavu, kdy nabita deska sidli na dolni podstavé valce, na elekrické pole téze desky sidlici
na horni podstavé — tedy rozdil téchto poli je ztidlového charakteru a je na levém obrazku. Na pravé
strané ale vidime, Ze totéz (rozdilové) pole vné trajektorie zdroje lze popsat jako pole virové.

Relaxaéni mechanismy v elektromagnetismu

Jaky je vztah técho evolu¢nich rovnic k rovnicim, které jsme doposud studovali? Jak jsme ukézali, poc¢inaje
rovnicemi elektrostaiky a konce kvazistacionarnim priblizenim, predstavovali doposud zkoumané rovnice
rovnovahu polf se statickymi, stacionarnimi a kvazistacionarnimi zdroji.

Této rovnovahy nabyde elektromagnetické pole ruznymi relaxa¢nimi procesy. Nejprve zminime dva
souvisejici s ohmickou vodivosti. Prvnim, jiz zminénym, je skinovy jev, konkrétné skutecnost, ze (a to
i v plném elektomagnetismu) dochézi k difuzi magnetického pole smérem k rovnovazemu stavu. Dalsi
mechanismus souvisejici s vodivosti je dan evolum ziidlové ¢asti elektrického pole. Ta se tidi rovnici
kontinuity (1) a po dosazeni Ohmova zdkona j = vE = ve~1D méme

Op+divj = Op+div (’}/671)5 =0 — 8tp+(7671)p:—5-grad 7 (11)
€

Uvniti vodice, kde pravé strana vymizi tak dochézi k exponencidlnimu zéniku volné nabojové hustoty
— néboj se stéhuje na povrch vodice. Relaxaéni ¢as u béznych vodi¢u je velmi maly a je ddn jen ma-
teridlovymi konstantami, narozdil od skinového jevu, kde souvisi i s rozméry a tvarem vodice.

Oba zminéné disipativni procesy ve vodicich vedou k ustaveni statického stavu j = 0 a v dusledku
Ohmova zdkona i E = 0 uvniti vodice. To je elektrostatika. Za pusobeni vnéjsich zdroju ¢i jinych sil se
rovnovaha ustanovi v souladu s buzenim, pro pomalu se ménici zdoje tak dostaneme kvazistacionarni
pole.

Predbéhneme-li dalsi vyklad, je tu jesté jeden relaxacni mechanismus. Odchylka od kvazistaciondrniho
ptiblizeni je, jak uvidime, ddna ptitomnosti elektromagnetického vinéni. Pokud to situace dovoli, jsou tyto
viny bud pohlceny disipativnim prostiedim, nebo odleti do daleka, v obou piipadech je tu tendence fesent
blizit se (kvazi) staciondrnimu stavu. To je samoziejmé vylou¢eno, kdyz zdroje samy se méni v ¢asech
kratsich, nez jaké zafeni potfebuje k vytraceni se.

Prvni experimnetalni diukaz oprdvnénosti Maxwellovy konstrukce — Hetrzuv experiment dokdazal, Ze
pri jiskrovém vyboji se ¢ast z puvodné elektrostatické energie misto na teplo pfemeéni v eletromagnetické
viny.
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Elektromagnetické potencialy pro nestacionarni pole

Jiz vime, 7ze homogenni Maxwellovy rovnice (5) a (4), lze automaticky vyfesit za pomoci zavedeni po-
tencidlia. Neziidlové B dédva B = rot A a tak dostdvdme

rotE + d;rotA = rot (E + (‘3#?) =0 (12)

a protoze rotace souctu E+8,A je nulova musi to byt gradient néjaké skaldrni funkce. Proto zavadime
elektromagnetické potencidly vztahy

B = rot /T, (13)
E = —grad®—9; A. (14)
Jejich dosazenim do zbyvajicich rovnic dostavame

1 . - -

rot —rot A — Oe(—grad ® —9; A) = 7, (15)
1

div e(—grad ® — 0, A) = p, (16)
(17)

V homogennim prostied! miizeme vytknout pifslusné materidlové konstanty pue = ¢~2 a za pouziti Z.1.V.A.
dostavame polni rovnice pro elektromagnetické potencialy

S 1 - - 1
(—AA + gatt A) + grad (div A+ 628,@) = uj, (18)
- 1
AP+ 9, divA = ——p. (19)
€

Magnetické pole B je virové povahy a je dano rotaci vektorového potencidlu. Ziidlova cast vektorového
potecidlu je veli¢ina ktera se na magnetickém poli nijak neprojevi. Tato veli¢ina je urcitelna z div Aa
tedy tato divergence vektorového potencialu neni nijak déna. Protoze ovSem Casova derivace vektorového
potencidlu vystupuje v (14) je tfeba opravit po zméné vektorového potencidlu i potencidl ®. Zména
kalibrace je ddna vztahy

i = A+Vy (20)
(I)/ = P — 8tx (21)

Dosazenim do (13) a (14) lze ovéfit, ze tato zména potencidli nemeéni elektrické ani magnetické pole.
Také vidime, ze div @’ — div A = Ay a dand zména div A vede na Poissonovu rovnici.

Maxwellovy rovnice v Coulombové kalibraci

Pii feseni (18) a (19) si nejprve vybereme postaru moznost div A = 0. Po zavedeni d’Alembertidnu

1
a dosazen{ div A = 0 je
. - 1
OA = —,u] + g@t grad (I), (23)
1
Ad = —=p. (24)
€

Toto jsou Maxwellovy rovnice pro potencialy v tzv. Coulombové kalibraci. Potencidl ® se idi Poissonovou
rovnici, zatimco vektorovy potecial splituje vA(Z,t = 0) vinovou rovnici se zdrojem na pravé strane. V
nestacionarim piipadé je div j # 0 a z rovnice kontinuity je vidét, ze pozistatek Maxwellova proudu
zajistuje, tak jako difve, aby zdroj mél ¢isté virovy charakter. Jinak by nebylo mozno vybranou kalibraéni
podminku dodrzet. Lze ukézat, ze ackoli v této kalibraci jsou hodnoty potencidlu v celém prostoru
okamzité ovlivnény zménou zdroje (nadsvételné sifeni), jde o zmény, které maji povahu zmény kalibrace
a zmény elektrického i magnetického pole se it prave rychlosti svétla.

Z rozboru vlnové rovnice Ou = 0 (napf. jako limity mechanického systému) je zndmo, ze feSeni v Case
t > 0 je ddno zaddnim hodnoty u(Z,t = 0) a jeji ¢asové derivace u(Z,t = 0). Tyto dvé funkce predstavujf
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libovuli, jiz pfipousti vlnova rovnice — jejich hodnota je libovolna ale dény v néjakém okamziku jiz plné
tikaji jak feseni vypadd v libovolném case.

Vidime, ze pfi danych zdrojich Maxwellovy rovnice dovoluji zadat dvé vektorové funkce ¢isté virového
charakteru ff(f,t =0)a A(f, t =0) a ty jiz plné urcuji elektomagnetické pole ve vSech ¢asech. Hodnota

/Y(:E,t = 0) skrze rotaci uréuje pocateéni hodnotu magnetického pole. Hodnota A(Z,¢ = 0) opravend o
gradient feSeni Poissonovy rovnice (to zaddnou libovili pfi danych zdrojich nepfipoust{) ur¢uje poc¢atecéni
hodnotu elektrického pole.

Libovule pfi zadavani poc¢atecnich podminek elektromagnetického pole spoc¢iva v zadani virové ¢asti
elektrického a magnetického pole. Co se tyce libovule pii zaddavéani ziidlové ¢asti poli, magnetické pole
zadnou nem4, elektrické sice ano, ale ta je fixovdna Gaussovou vétou. Libovile pfi umistovani ndbojii
nas ted nezajima, nebot ta souvisi s pohybovymi rovnicemi této nabité latky. Ty, stejné jako evoluéni
rovnice elektromagnetického pole, museji zarucovat zachovani néaboje.

Kalibraén{ liboviile se v Coulombové kalibraci smrituje na funkce y fesici v kazdém okamziku Lapla-
ceovu rovnici.

Maxwellovy rovnice v Lorenzové kalibraci

Pohledem na rovnici (18) je vidét, ze kalibraéni podminka
oo 1
divA+ 50, = 0, (25)
c
zvand Lorenzova, okamzité zjednodusi rovnici pro vektorovy potencial na rovnici vilnovou. Za ¢len 9, div /f,

jenz se objevuje v rovici pro ® dosadime z Lorenzovy kalibraéni podminky a dostaneme druhou ¢asovou
derivaci. Proto v Lorenzové kalibraci maji Maxwellovy rovnice pro elektromagnetické potencialy tvar

04 = —pj, (26)
1

O0¢é = ——p. (27)
€

Na rozdil od podminky Coulombovy je ve vakuu Lorenzova kalibra¢ni podminka specidlné relativisticky
kovariantni a stejné tak i vyse uvedené rovnice pro potencialy. Také je na prvni pohled vidét, ze informace
o zdrojich se Siti rychlosti svétla. V této kalibraci se nabizi vétsi mira kalibraéni volnosti — vSechny x
splitujici homogenni vinovou rovnici nezméni (25). Protoze v oblastech, kde nejsou ndboje spliuje ® také

homogenni vlnovou rovnici, lze zde obvykle polozenim y = fg ®dt prejit do kalibrace, kde ® = 0 a
diva’ =0.

Zakon zachovani energie

Maxwellovy rovnice (8) a (9) popisuji to, jak “torzni napéti éteru” je zdrojem ¢asové zmeény pole. V
analogii s mechanickym vlnénim lze o¢ekavat, ze bude existovat velicina dand kvadratem poli, popisujici
hustotu energie elektromganetického pole.

S pouzitim vztahu Ei.(l_; X €) = é.(d x g) a (fg) = f'g+ fg' sinejprve spocteme

V.(ExH) = H(VXE)—E.(Vx H), (28)
pro jistotu jesté ve slozkach
Oi(€ijuEjHy) = €jk0;(EjHy) = €5(0:E;))Hy + €, E;j(0iHy) = Hi€ijx0;Ey — Ei€i,0;Hy . (29)
Mechanicky vykon, jakym pusobime proti (tedy —) Lorentzove sile je
dP = —G.dQ(E+7x B) = —dQU.E = —dJ.E , (30)

tedy objemova hustota mechanického vykonu je s pouzitim Maxwellovych rovnic a pfipravené identity
(28)

—JE = —(VxH-8D).E = V(ExH)-~H.(VNxE)+E.8,D = E.8,D+H.0,B+V.(ExH) (31)
Tento vyraz pro hustotu vykonu lze integrovat pres néjaky objem a ziskat vztah

Vykon mech. sil = Vykon potfebny ke zméné el. a mag. pole 4+ vykon odchazejici povrchem
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konkrétné

—

/ —jJEadV = / (E.atﬁ + ﬁ.até) dv +7§ (E x H).dS . (32)
Q Q o0

Clen popisujici vykon potfebny ke zméné elektrického a magnetického pole obsahuje i energii potrebnou
ke zméné magnetizace a polarizace prostredi. V linedrnim nedisperznim prostiedi vede vztah E. 8tD =
E.ateE = §8tE.eE = §8tE.D a podobny vztah pro magnetické pole k zavedeni hustoty energie
ED+-H.B (33)

w =

N | =

1

2

splitujici rovnici kontinuity se zdrojem
dw+divExH = —E.j. (34)

Pokud chceme podobny vztah ziskat i napt. v magneticky tvrdém materidlu, je tfeba vazané magnetizacéni
proudy pfesunou do j a chapat je jako proudy tekouci v prostiedi s B = yoﬁ .

Soucin S = E x H se nazyva Poyntinguv vektor. Jde o vektorové pole které urcuje elektromagneticky
vykon odchézejici z objemu, pficemz jen ziidlova ¢ast tohoto pole vystupuje v zdkonu zachovani energie.
Vztah (28) i{k4, ze napf. vlozenim permanentniho magnetu do elektrostatického pole ziskdme Poyntingovo
vektorové pole jehoz ziidlova ¢ést je nulova, oviem ¢Eiselnd velikost virové slozky S muze byt ohromna.

Ve vakuu méa w vyznam hustoty energie elektromagnetického pole, az se sezndmime s elektromagne-
tickymi vinami, uvidime, Ze ta se muze pielévat z jednoho mista do druhého, aniz jsou tam néjaké zdroje.
Definitivné tak konéi interpretace elektrostatické energie, jako potencidlni energie ndboju. Poyntingov
véta Tika, ze ta je jen zdani vzniklé z toho, ze pti zméné polohy naboje dochazi k rekonfiguraci pole, k niz
potfebujeme vykonat préci pravé rovnou zmeéné elektromagnetické energie (a moznd i vic, pokud s nédboji
postrkujeme piilis zbrkle a ¢ast nasi prace se pfemeéni na elektromagnetické vinéni, jenz odleti pry¢).

Cviceni. Spoctéte energii magnetického pole kulového permanentniho magnetu s konstatni magneti-
zaci.

Zakon zachovani hybnosti a momentu hybnosti

Ze specidlni relativity vime, Zze muzeme téz ocekdvat zachovani hybnosti. Rychlost zmény mechanické
hybnosti udédva Lorentzova sila, pro jejiz objemovou hustotu v homogennim linedrnim prostiedi plati

fi = pEi + €ij1ji Br = E;iOr Dy + €51 (€jimO1 Hyy — 04 D) By, = EijOx Dy, + €1k €jim BrOiHy, — €31 Br0y Dy =

= E;01 Dy, + €;j1€jimBrOHp, — €;j1,0,(D;By) + €5 D0 By, =
= E;01 Dy, + €ij1€jim BrOHp, — €ij1€kim D01 By — €;51,0:(D;By) =
= E,;0x Dy, + €i1€j1mBrOHp, + €ij1€jim DiO1 By — €110, (D;By) =
= E;0; Dy + (0imOki — 0i10km )(BrOyHy, + DO Eyy) — Or(€451D; By)

Po pricteni nulového ¢lenu H;0i By a za pouziti predpokladu o linedrnim prostiredi tak dostavame
1
fi = Ok (Ele + H;Bj, + §6ik(ElDl + HlBl)> — 6t(6ijijBk) (35)
Za zakladé zkusenosti se zachovanim hybnosti v mechanice kontinua identifikujeme
= DxB (36)
coby hustotu hybnosti elektromagnetického pole a Maxwelltv tenzor
1
Tix = EiDy+ H;By — §5ik(ElDl + H,By) (37)
jako obdobu tenzoru mechanického napéti, coz znamend, ze udava plosnou hustotu toku zmény hyb-
nosti. Specidlné u staciondrnich poli m4 tato veli¢ina vyznam plosné hustoty sily (tedy tlaku) jimz nitky

elektromagnetického pole tahaji za nédboje.
S pouzitim téchto veli¢in dostavame zakon zachovani hybnosti ve tvaru

O <ﬁmech(v)+ /V §dV) - ﬁvT.dg (38)
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Pozn. V zdkonu zachovani energie, kde vystupovala ¢asova derivace soucinu H.B , jsme ptredpokladali
prostred{ linedrn{ a nedispersni, kdy tatdz permeabilita plati ve vSech ¢asech (a tedy i pro pole vSech
frekvenci). Pii dpravédch vedoucich k Maxwellovu tenzoru se provadéji prostorové derivace tohoto soucinu
a vyuziva se predpokladu o linedrnim a homogennim prostiedi, jenz vede na rovnost By0; Hy, = %ainH k-
V nehomogennim materidlu bude na mista ménici se permitivity, ¢i permeability, pfesnéji na zde se
nachazejici vdzané proudy a naboje pusobit nenulova sila. V takovém piipadé je nejjednodussi uvazovat
vazané proudy a nédboje za volné, jenz se nachézeji v prostiedi s materidlovymi konstantami vakua.

Ve vakuu je

Q‘ZD#XB’ZGOIIJ,()E_:X];:*S, (39)

tedy hustota hybnosti je svdzana s tokem energie.
Piiklad. Uvazujme bodovy naboj nachazejici se v homogennim poli E°. Elektrické pole v okoli ndboje
je popsano superpozici obou poli

Maxwelluv tezor méa tvar
1
Ty = (B + E}) (DY) + Dy) — 5(sz-k(E?D? +2E/D| + E/D})
a jeho tok pres sféru se sttedem v pocatku, kde sidli uvazovany nédboj po spocteni

fE?ngSk = fE,SDsti = fE}D,idSk = %E;D;dsi =0,

f EYDLdS, = E? f DidS, = QEY
f AP435 = f P45 = 4250 cos? 0dS) 7{ .55 = 42 % .z.6.d0 = on j{ cos? 0d92
T T

vychézi F = QEP.

Hybnost elektromagnetického pole jsme jiz jednou potkali. Pfi odvozovéani silového pusobeni mezi
dvéma proudovymi smyckami se ukazalo, ze princip akce a reakce je splnén jen pokud proudy smyckou
jsou staciondrni. Budi-li proudovy element J' ve svém okolf magnetické pole, je sila na jiny proudovy

element J
o = (po g T—T o (o 7 T—T po T —7" 7 7
F =J J — | =J |- | =] J.J . 40
. <47r 8 |F—r"’3) (4w |F—F’3> <4w |F—F’|3> (40)

Zatimco ¢len Uumérny J.J spliiuje princip akce a reakce, prvni ¢len ne. Jeho puvod souvisi pravé s
hybnosti elektromagnetického pole. Uvazovany proudovy element J nespliiuje podminku stacionarity. V
neJJednodussun priblizeni jde napf. o dvojici navzajem se pohybujicich néboju jejichz proudova hustota
J mé nenulovou divergenci, a tak ¢len 9, D je nezanedbatelny Proto, at jiz budeme pouzivat jakykoliv
model proudoveho elementu J v téméf homogennim poli B’ vzdéleného proudového elemntu J J' znamend
nestacionarita j potfebu zapocist i hybnost elektromagnetického pole v blizkost J.

Pro moment sily reprezentovany antisymetrickym tenzorem

M;; = /(xzf] —x;f;)dV (41)

dostavame na zakladé tprav
zif; —xjfi = 2k Tjk — 20u(€jimDiBr) — ;08 Tik + 20 (€itm DiBm) = (42)
= Oc(iTjr — 2;Ti) — 6kiTji + Ok Tie — Ot (Ti€j1m D1 B, — i€t Dy By (43)

opét rovnici kontinuity, pokud piedpokldddme, ze Maxwelluv tenzor je symetricky. Po zizeni s €
dostavame zdkon zachovani momentu hybnosti

at <Emech(V) +/ 7 X ng) = % 7 X Td§ . (44)
14 oV
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Poznamky k prednasce Klasicka elektrodynamika
Elektromagnetické viny

Skalarni vlnova rovnice - opakovani

Rovnice )

je tzv. vlnova rovnice. I kdyz je na pravé strané této rovnice nula, ma tato rovnice nenulové feseni. V
teoretické mechanice jste probrali jeji jednorozmérnou verzi a seznamili jste se s feSenim ¢asového vyvoje
kmitani struny. Ve tfech dimenzich je tentyz problém feseni vinové rovnice na omezené oblasti popsan
strucné takto:

u(Z,t) = Re Zunfn(f)e_i“”t,

Afo(@) = —k2 fo(Z),  wy = cky,

kde U, jsou amplitudy (komplexni kvili zapocteni fize) n-tého mdédu. Casovy prubéh je harmonicky,
oviem jeho zdvislost na prostorové souradnici je uréena funkcemi f,, (). Jsou to vlastni funkce Laplaceova
operatoru pii vhodné okrajové podmince, kterd zaru¢i tiplnost a redlnost spektra vlastnich hodnot a
frekvenci. Ackoli jde o matematicky problém, je zde mozno uplatnit fyzikalni intuici, garantuj-li hrani¢ni
podminky zachovéni energie viny, musi se funkce u(Z,t) vyvijet jako superpozice oscilaci. (Tyto vlastn{
funkce jsou feSseni Helmholtzovy rovnice a piiklady hrani¢nich podminek a piislusnych vlastnich funkeci
budou nésledovat v ¢dsti vénované Helmholtzové rovnici.)

Vlnové rovnice se nicméné jmenuje vinové kvuli jiné tiidé feSeni. D’Alembertrovo feseni m4 v jedné
dimenzi tvar

u(z,t) = gz — ct) + h(xz + ct),

a predstavuje 1ipIné feseni vlnové rovnice (9y, —c 20y )u(x,t) = 0 pro = € IR, tedy, kdyz nejsou piftomny
odrazy na koncich struny.

Ve trech dimenzich se toto feseni vyuzije pro konstrukci tzv. rovinné viny. Nyni je

u(fat) :g(ﬁ-f—ct), (2)

opa¢ny smér Sifeni dosdhneme zménou sméru jednotkového vektoru 7. Dulezité je, ze funkce jedné
proménné g muze byt libovolnd. S ménicim se ¢asem da (2) tentyz tvar ovSem posunuty o vektor fict
oproti ¢t = 0. Odsud vidime, Ze jednotkovy vektor 7 uddva smér a c rychlost sifeni viny. (Ne tplné kazda
funkce g(s) ovSem svym tvarem pfipomind vlnu, porovnejte napt. e* oproti 6_52,6“.)

Za zminku stojf, Ze ve tfech dimenzich piedstavuji funkce 7~ 1g(r F ct) sféricky symetrické rozbfhavé
(sbihavé) feseni vlnové rovnice. V elektromagnetismu ale nabyva sférickd vina mnohem komplikovanéjsi
tvar, protoze potiebujeme tranzversalni vektorova pole.

Maxwellovy rovnice jako vlnova rovnice pro pole

Jiz jsme vidéli, ze zejména v Lorenzoveé kalibraci lze Maxwellovy rovnice chapat jako sadu vinovych rovnic.
Vlnovou rovnici lze ale sestavit i pro E nebo B. Snazs{ je druhy piipad (protoze div B = 0):

—AB = rot rot B = rot (,uoqu 0728,55) = porot j + ¢~ 2d;rot E= porot j — ¢ 20, B, (3)

tedy
(A= c%0y) B = pgrot J, (4)
div B = 0. (5)

Elektrické pole lze ziskat vyfesenim Maxwellovy rovnice pro 8,55 s prislusnou pocateéni podminkou

zdroju pak v obou pfipadech dostaneme sadu vlnové rovnice pro pole doplnénou o vazbu v podobé nulové
divergence.
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Rovinna elektromagneticka vina

V Maxwellovych rovnicich vystupujf vektory. Oproti velmi snadnému vypoctu Af(7 - Z) se véci ponékud
zesloziti.

Maxwellovy rovnice predstavuji v Lorenzové kalibraci vlnovou rovnici pro oba potencialy. Mezi nepfebernym
mnozstvim feSeni vlnové rovnice vynika svoji jednoduchosti tzv. rovinna vina. Na ni uvidime, ze splnéni
vlnovych rovnic nestaci. Jak vime, Maxwellovy rovnice davaji volnost jen virové slozce obou poli a tak
urcuji, jak uvidime, ze vinéni je pticné.

Na zakladé pozndmky o Siroké moznosti volby Lorenzovky kalibrovaného potencidlu bude rovinna
elektromagneticka vina urc¢ena jen vektorovym potencialem

—

AFt) = @AF—ct), a ®Ft)=0. (6)

Samoziejmé, to ze jsme A zvolili ve tvaru rovinné viny automaticky zarucuje, ze zvoleny potencil spliiuje

vlnovou rovnici

r 1 v ~12 (=)
AAfC—QattA = |i|*a” — = a’” =0, (7)

pokud velikost vektoru 77 urcujicitho smér sifeni viny je jedna.
Lorenzova kalibra¢ni podminka vyzaduje, aby
| -
div A + gatfb = O;ai(ngry —ct) = nga, =n.a" = 0, (8)
kde @’ predstavuje derivaci podle parametru vektorové funkce jedné proménné a. Integraci této podminky

dostavame, ze pokud @ = 0 nebo a@.77 = 0 aspon v jediném bodé prostoru, musi pak jiz v celém prostoru
musi platit

A =0. (9)

Pokud spoc¢teme
E = —9,A ca’ (10)
B=-VxA = qdxa, (11)

vidime, ze v kazdém bodé prostoru jsou 1, E a B na sebe navzajem kolmé a plati ¢B = it x E. Tato
umeéra mezi elektrickym a magnetickym polem obsahuje jako koeficient smér Sifeni 7. Proto, pokud je
elektromagnetické pole superpozici rovinnych vln vice smért, tento vztah nemusi platit. Napiiklad u
nejjednodussi verze stojatého vlnéni jsou sméry dvou harmonickych rovinnych vln opa¢né a magnetické
pole v daném misté vymizi pravé v okamzicich, kdy je elektrické pole maximalni a naopak.

Pozn. Mluvime o rovinné viné proto, ze mista, kde E aB nabyvaji stejné hodnoty, tedy mista kde
parametr 7.7 — ct nabyva konstantni hodnoty, jsou ur¢ena rovnici 7.7 = konst., coz je rovnice roviny.
Maxwellovy rovnice tedy zaroven urcuji analytické (jde o vlnéni) i algebraické vlastnosti feseni (vlnénf je
pricné).

Smér vektoru E charakterizuje polarizaci vlny. Pokud je neménny, mluvime o linedrni polarizaci. U
vlny harmonického prubéhu se zavadi téz kruhova piip. eliptickd polarizace (viz optika).

Pro rovinnou vilnu je snadné spocist jak hustotu energie

1 /= 1 - 1 /- .
w = —€ <E2—|—B2) = —¢ <E2+CQBZ) = ec?d’]?, (12)
2 Sy 2
i Poyntinguv vektor
- 1
S = ca'x (ﬁxa’) = Sj@'Pa = we. (13)
Ho Ho

Tuto iméru lze chéipat tak, ze rovinnd vina predstavuje transport energie w rychlosti ¢ = 7ic doprovéizeny
hybnosti elektromagnetického pole § = wii/c.

Rovinna harmonicka vlna

Pro o
I - £ e (14)
clk|
dostavame harmonickou rovinnou vlnu
EF = *ei(zzrtwt) cB = ﬁgei(;zrtwt) (15)
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Za pozornost stoji, ze predepsani prubéhu elektromagnetického pole ve tvaru rovinné monochroma-
tické viny
E(7t) = Ee'k-reh B(7,t) = Be'(Fm=1) (16)
umoznuje vyuzit faktu, ze (ovéfte sil) V.(gei(’;'?')) = (ik).( ei(E‘F)) a 'V x (gei(E'F)) = (ik) x (gei(E‘F)).
Proto pro harmonickou rovinnou vlnu méame

VXézgatE ikxB=-—2FE (17)
V x E=-8,B ik x E = +iwB (18)
V-E=0 ik-E=0 (19)
V-B=0 ik-B=0 (20)

Po zkrdcen{ faktoru e!(F7=<t) dostaneme podminky transversality
k=0, Bk=0, (21)

dispersni relaci

w? = k2 (22)

a souvislost sméru ffen{ viny i = k / |E| a polf (zde se vracime zpét od amplitud k polim, plati samoziejmé
oboji)

cB=nxFE, FE=-nxcB. (23)

Hodnota elektrické a magnetické slozky hustoty energie této elektomagnetické viny byla stejna a tak

w=c|E?, S=ExH=iicw, ﬁ:ﬁxé:ﬁg. (24)
c

w

Tyto vztahy si vykldddme, jako ilustraci pfesnosu hustoty energie (w €) a hustoty hybnosti (% ¢) v poli
rovinné vlny.

Elektromagnetické harmonické vlny na rozhrani prostredi

Chovani elektromagnetické harmonické viny na rozhrani prostiedi jste si vysvétlili v optice. Pfipomene si,
ze v optice se uvazuji zejména prostiedi s p,, = 1, takze index lomu je dan relativn{ permitivitou prostredi
n = /€, a kompletné urcuje smér i amplitudy proslé a odrazené viny. Pro naSe potfeby pochopeni tohoto
jevu nebudeme nezbytné predpokladat u, = 1.

Nejprve si pripomenme, ze rozhrani je plocha a splnéni rovnic pozadujeme v kazdém bodé rozhrani.
Pro rovinnou harmonickou vlnu a rovinné rozhrani to dd4 podminku na dhly odrazu a lomu. Pii jejich
splnén{ pak spréavné spojitd pole v jednom bodé vykazuji tutéz vlastnost podél celého rozhrani (jde o
spolecny faktor e*I'¥). Komplikace nastava v pifpadé totalniho odrazu nebo napi. plazmy, kde se vina s
danou frekvenci nemusi mit dovoleno §ifit, presnéji EH je nutno doplnit komplexnim k. tak, aby vysledny
vektor splioval disperzni relaci daného prostiredi.

Jakmile mame vyteseny uhly a piipadné zminéné komplikace, ma pole podobu superpozice znamych
feSeni do kterych dosadime libovolny bod na rozhrani a zkouméame splnéni spojitosti elektromagnetického
pole, tedy polni problém pfechdzi na soustavou algebraickych rovnic. Na jedné strané rozhrani mame
pole dopadajici a odrazené, na druhé strané rozhrani pole proslé. Obvykle povazujeme za znamé pole
dopadajici. Po dosazeni vlastnosti prostfedi mame tedy ¢tyii neznamé veli¢iny, polni rovnice ale pii znamé
fazové rychlosti viny ¢ a sméru jejiho sifeni umoznuji nalézt napt. magnetické pole z pole elektrického.
Tak ndm zustavaji neznamé jen vektory elektrické intenzity odrazené a proslé viny. Pro Sest slozek téchto
dvou vektoru mame spravny pocet rovnic vyplyvajici ze spojistosti te¢nych slozek E, Ha normalovych
slozek 57 B.vV piipadé odrazu na dokonalém vodi¢i mame sice jen pole odrazené, zbyvajici stupné volnosti
potiebné k vyfeSeni rovnic nyni ale predstavuji plosné ndboje a proudy na povrchu vodice.

Telegrafni rovnice

vy 2

Budeme uvazovat pri¢né viny V - E= 0, kdy déva rotace Faradayova indukéniho zdkona

1 0%\ = 0 -
(a-5gm) E=mogy (2)
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a po uvazeni ohmické vodivosti j = wﬁ ziskame telegrafni rovnici
0 1 0%\ =
A— ——=—|E=0. 26
( HoTae ~ 2 aﬂ) (26)

Nez ptikrocime ke studiu této rovnice z hlediska sifeni vIn, stoji za zminku pfipomenout jeji podobnost
s rovnici tlumeného harmonického oscildtoru. Tato analogie platf tehdy, kdyz okrajové podminky zaj istuj,
ze mame co do ¢inénf se stojatymi vlnami. To nastane za situace, kdy AE = —K?E a tedy prostorovy
prubéh Ej je vlastni funkci Laplaceova operdtoru. Rovnice pro amplitudu £ takového stojatého vinéni ma
pak jednoduchy tvar

1 . .
=& T hovE + k*€=0. (27)

Pti nulové vodivosti tato rovnice popisuje harmonicky oscilator s frekvenci ck a detailnéji se mu budeme
vénovat v posledni ¢asti této prednasky. Kdyz v > 0 a vlnova rovnice piejde na rovnici telegrafni a
evoluéni rovnice (27) vede na v ¢ase exponencidlné tlumené oscilace elektromagnetického pole v dutiné
vyplnéné vodivym prostiedim.

Rovnice (26) se z historickych duvodu nazyva rovnice telegrafni, jeji spravné chdpéni totiz ucinilo z W.
Thomsona lorda Kelvina a nejspi$ nejbohatsiho fyzika své doby. Nejen proto neni bez zajimavosti, jak se
tato rovnice objevi pii studiu &feni signdlu podél fenomenologicky chépaného elektrického vedeni. Necht
jeho parametry na jednotku délky jsou: Kapacita C7, indukénost L, odpor R; a svod G;. Rodélime-li
vedeni na kousky délky dz pak pro kazdy kousek plati L = Lidz, C = Cidz atd. Pro napéti ve vedeni
muzeme psat

0 0
U,—-Upy1 = (R + Lat) ntl = dZ(Rl + Li— ot )In+1 (28)
a pro proud podél vedeni
L= I = G+cy0, = e+ 2y (29)
n n+l1 — (’% n - 1 1at n
a tedy po vydéleni obou rovnic délkou useku vedeni mame
ou 0
— = —(Ri+1L1—)I 30
9- (Bt L) (30)
ol 0
— = —(Gi+Ci==)U 31
92 (G +Cigy) (1)
kde jsme pouzili pfiblizeni U, — Uy41 = —dz%—g. Zderivovanim prvni z rovnic podle z a néslednym
pouzitim druhé rovnice dostavame
02U 0*U ou
- 11C RCi+ L1G1)— —RGU =0. 32
Fr) Y — (R1C1 + L1Gh) ot (32)

L 1% L E
.__Iv\mm_‘_:'-\rK -NWW\Q_O

\__D ‘_____>
I_V\ I\,\... 1

UV\-\ —_— G u'\ Uw\

Obrazek 1: Ndhradn{ schéma kratkého tiseku dlouhého (koaxidlniho) vedeni se spojité rozlozenymi para-
metry.

Az v oddile o TEM vlnach zjistime, Ze podél dokonalého vedeni konstatniho prufezu se vlny Siti
rychlost{ svétla ¢, porovnanim s touto rovnici zjistime, ze L;C; = 1/c%. Podminkou je, aby proudy ve
vedeni tekly po povrchu, coz pro idedlni vedeni je jasny dusledek skinového jevu.

Pouzitim predpisu

_' (c/_*' i(R.F—wt) (33)
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prejde telegrafni rovnice na dispersni vztah
w2
—k* + — Fiwyno = 0 (34)

Ten 1ze chépat jako rovnici pro komplexni proménné k a nebo w. Nejuzitecnéjsi je piipad, kdy w je realna
frekvence uréend harmonickym zdrojem s pevnou amplitudou, zatimco viny se §ifi s komplexnim vinovym

vektorem
. / 2 2o\’ [2
E o= a2y 14 S8 — g2 i (20 5= (35)
c w c 21 Loyw

kde ¢ je hloubka vniku (elektro-)magnetického pole do vodivého matridlu dle skinového jevu. V optice se
studuje dopad elektromagnetické viny na rovinné rozhrani mezi vakuem a vodivym materidlem. Zatimco
ve vakuu dopadajici i odrazend vlna vykazuje netlumené §iteni s redlnym vinovym vektorem k= fiw/c,
prochézejici vina je charakterizovana vySe uvedenym komplexnim vinovym vektorem. Zajimavé jsou dvé
limity, A > 4, kdy jde vlastné o skinovy jev a pifipad A < §, kdy je vlna tlumena jen pomalu. Tehdy s
pouzitim 1+ x ~ 1 + z/2 méme

- w i gy w i { Ao 2
7o~y g1+ -——) = gr— (14 - | —
k.7 nTC( +t5, ) AT~ +2<27r5> (36)
a tedy
ei(E.F—wt) ~ ei(fi.F—ct)w/c e—ﬁ.FC/LO’y/Q ) (37)

Faktor e~"7 ¢#07/2 yréuje, na jaké charakteristické vzdélenosti je uvniti (.7 > 0) vodivého materidlu
vlna utlumena.

Plasmova frekvence

Z rovnice (25) vyplyvd jesté jeden dulezity pifpad sifeni elektromagnetické viny v prostiedi.

Piedpokldddme, Ze v prostiedi jsou s koncentraci n pfitomny ndboje ¢ s hmotnosti m,, ovsem
jsou vyvazeny stejné koncentrovanymi nehybnymi naboji opa¢ného znaménka. Budeme predpokladat,
Ze uvazované naboje nevytvareji podstatnou ndbojovou hustotu (pouzitim Gaussovy véty lze vidét, ze
tedy potfebujeme také predpoklddat priénost uvazovanych elektromagnetickych vin). Pohybova rovnice
pro zrychleni ¢astice pod vlivem elektrického pole mé tvar

my 0 = Eq. (38)
Pripomenme si zde, ze v rdmci Drudeho modelu

mg (z’?+ iv) = Eq. (39)
lze porozumét Ohmovu zdkonu jako disipa¢nimu jevu, kde se elektrony brzdi s charakteristickou ¢asovou
konstantou 7 — pfi malych frekvencich lze zanedbat akceleraci a pozorujeme imeéru mezi elektricky polem
a proudem.

Dale popisované chovani plasmy pak odpovida situaci, kdy tento ¢as je mnohem delsi nez frekvence a
jejich koordinovany pohyb nosi¢ti ndboje vytvaii proudovou hustotu

J = nqu, (40)
a misto obvyklého Ohmova zdkona je prava strana rovnice (25) ddna vztahem

d - ng® -
posei = L (41)

Myq

a nehomogenni vinova rovnice (25) poté prejde na rovnici

2 2
(A—la—”onq>ﬁzo. (42)

2 2
(—k2+w—w”>E:0 (43)
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Obrazek 2: Sifeni vilny v prostedi bez disperse a v prostiedi s dvéma ruzné vysokymi plasmovymi frek-
vencemi.

a tedy dispersni vztah
2

. w;:cgﬂonQQ _ g’ (44)
my €My

Z tohoto vztahu vidime, Ze prostiedi s ndboji dovoluje sifen{ elektromagnetickych vin (k redlné) pouze
nad plasmovou frekvenci, jez roste s koncentraci téchto nadboji. Na Obrézku 2 je vidét jak v prostiedi, v
némz neplati imeéra w = ck dochdzi k rozsitovani vinovych baliku. Skutecnost, ze na nejvyssich frekvencich
w > wy, dodrzuje dispersni relace (44)tuto dmeéru, vede k tomu, ze Cela vin na obrazku se Sif{ stejnou
rychlosti — rychlosti svétla.

Vztah (44) lze zapsat také v podobé

w(k) = (/w2 + c2k2. (45)

Lze si snadno predstavit, ze i u dalsich prostiedi bude vztah mezi frekvenci a vlnovym vektorem odlisny
od w = c|k| a tak se zde budou odliovat fazové rychlost vy = w(k)/k a rychlost grupova vy, = dw(k)/dk
(z8visi-li w 1 na sméru l; je situace jesté komplikovanéjsi). Vyznam téchto rychlosti si ilustrujeme pravé
na piikladé naseho modelu odvozeni plazmové frekvence.

Piedpoklddejme, ze puvodni rovinna vlna e?*(2=vst) = i(k2=wt) yykazujici fazovou rychlost vy (expo-
nent mé vyznam fize), kterd puvodné rovnomérné vypliovala cely prostor, je nyni modulovédna obélkou
g(z — v4t) posouvajici se rychlosti vy, takze

E(z,t) =Eg(z — vgt)ehEort), (46)

Pro vlnovou rovnici (napi. kdyz w, = 0), ktera nevykazuje disperzi, polozime vy = vy = w/k a dostaneme
d’Alembertrovo feSeni. My ovSem predpokldddme rovnici (42) a dosazenim harmonické viny s obalkou
po provedni druhé derivace soucinu funkci dostaneme

1 62 w2 N / 7 E‘u’ ¢
<A - == - p) E(x,t) = {(kz (UJ% - ) - wf,) + 2ik (¢ — vyvy) I 4 (¢ — vg)g} (a;’ ) =0
g g c
(47)
Pokud predpokldaddme, Ze se obédlka méni na délce podstatné vétsi, nez je vinova délka 27/k muzeme
zanedbat |¢g”|. Splnén{ rovnice je pak mozné dosdhnout vhodnou volbou konstant vy a vg. Vyjde

2 2 2 2

w w C w

2 2 P P
vy =¢ +ﬁ‘ ﬁ, ’Ugfafc 1—72, (48)

tedy presné podle névodu vy = w(k)/k, vy = dw(k)/dk. Opét vidime, ze sffeni vIn vyzaduje w?® > w? a
ze v prostfedi (41) spliiuje rychlost sifeni vlnovych baliku (informace) v, < ¢, zatimco fazové rychlost
vf > C.

TEM vlna podél vedeni

7

Rovinna vlna, lhostejno zda harmonického ¢i obecného profilu, pro nas predstavuje zatim jediné znamé
feSeni uplnych Maxwellovych rovnic ve vakuu. Kolmo ke sméru sifeni je ovéem hodnota poli E a

su]
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Obrézek 3: Ilustrace vyvoje vinového klubka s harmonickym pribéhem a obélkou ve tvaru impulsu v
prostiedi s odlisnou grupovou a fazovou rychlosti.

rovinné vlny konstantni. Chceme-li nalézt vlnu $itici se podél pitimého vedeni tvoreného dvéma vodici,
bude se elektrickd intezita v kolmém sméru ménit a tak o¢ekavame

— —

E = &(z,y)eikzwt) (49)

—

V analogii s elektrostatickym polem predpokldddme £(z,y) = Vi(x,y) (a ocekdvéme, ze 1) bude na
povrchu vodic¢u konstant{) a tedy

E = Vi(a,y)e'*=D (50)

Nezndmou funkci zna¢ime 1 proto, ze nepfedstavuje elektricky potencidl (ten napt. Coulombovské kalib-
raci vymiz{). Cvicent Naleznéte A a ® pro uvedené pole.

Obrézek 4: Dva rovnobézné vodice a jejich elektrické a magnetické pole. Silocary obou poli lezi u TEM
vlny v roviné kolmé ke sméru sifeni vlny. Jeden z vodi¢ti muze obklopovat ten druhy.

Pozadavek divE = 0 davé s pouzitim &,.V¢(x,y) = 0 rovnici
A(z,y) = 0. (51)
Magnetické pole nalezneme z rovnice —até =VxE pii pouziti 9y — —iw

B = Eé’z x Vap(x, y)etF==wt) (52)
w

To, ze elektrické i magnetické pole je pticné vzhledem ke sméru §ifeni viny vede k oznaceni tohoto pole
— TEM. Takovéto pole automaticky spliiuje V.B = 0 a z Ampérova zdkona 0, E = ¢>V x B dostdvame
dispersni vztah

w? = 2k? (53)

tedy stejnou rovnici jakou méame pro rovinné viny.
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Abychom mohli mluvit o vlnach sificich se podél vodice, musi elektrické pole E ~ V4 na povrchu
vodi¢e byt kolmé na jeho povrch. Timto povrchem tedy muze byt libovolnd vélcovéd plocha ¥ (z,y) =
konst. Z elektrostatiky zname feseni Laplaceovy rovnice uvniti koaxidlniho vedeni a z matematiky pak
konstrukci potencidlu skrze holomorfni funkce popisujici paralelni vedeni ze dvou vodi¢u kruhového
prufezu [Kvasnica, dloha II1.16]. Oba tyto piipady muzeme skrze (50,52) povysit na elektromagnetické
pole sitici se podél vedeni. Vyjme-li z koaxidlniho vedeni vnitini vodi¢, je pfislusné feseni Laplaceovy
rovnice ¢ = konst., Vi) = 0 a tedy TEM vlna se nemuze §itit vlnovodem.

Helmbholtzova rovnice

VInové rovnice ve frekvenénim obraze, tedy po nahrazeni 9y — —w?

2

(A + “) w(@,w) =0 (54)

se jmenuje po Helmholtzovi. Pokud by na pravé strané rovnice vystupoval zdroj vinéni, slo by o tlohu pfi
niz bychom hledali siteni vin dané frekvence na néjaké oblasti. Homogenni verse Helmholtzovy rovnice
predstavuje tdlohu na hledani vlastnich funkci a vlastnich hodnot Laplaceova operatoru na néjaké oblasti
za danych okrajovych podminek. Ty pii hledani feseni homogenni Helmhotzovy rovnice hraji klicovou roli
a tzce souviseji s tim, jaky fyzikaln{ problém resime. Pokud u(#,w) pfedstavuje vychylku membrany tvaru
Q, je obvyklé predpokladat, ze na kraji 02 membrany je vychylka nulova (v analogii s membrénou bubnu).
Reseni Helmholtzovy rovnice v tomto pifpadé mé pro obdélnikovou membranu = € (0,a), y € (0,b) tvar

. T . T w2, T\ 2 T 2
u(z,y) = uog sm(gmx) sm(gny) , 2 = (mg) + (ng) (55)
zatimco pro kruhovou membranu o poloméru a
. wQ
u(r,6) = woJm (k)™ S0 = )2 (56)

kde Ky, se voli tak, aby na okraji memrdny r = a vymizela Besselova funkce J,,, (knma), tzn., Ze soucin
akyy nabyva hodnoty n-tého kofene funkce J,,. Protoze tyto funkce predstavuji téz amplitudu stojatého
vlnéni ¢tvercové a kruhové membréany, lze jim dobie porozumét jsou-li znédzornény graficky, ako napt. na
Obrézku 7, kde je jasem znazornéna amplituda stojatého vinéni. Vidime, ze pocet uzli v obou smérech
je dan indexy m a n.

Obrézek 5: Piiklad stojatého vinéni membrény obdélnikového a kruhového tvaru.

Hledéani vlastnich funkci operatoru jako je ten Laplaceuv je dulezitou partii matematiky a ukazuje
se, ze klicovou roli hraji okrajové podminky. U vlnéni membrany (a také struny s pevnymi konci) jde o
tzv. Dirichletovu hraniéni podminku u(992) = 0. Budeme-li zkoumat $iFeni zvuku v objemu s pevnymi
sténami, zjistime, ze rychlost tekutiny (pfesnénji zrychleni, ale to pro v ¢ase harmonické prubéhy nenf
tFeba prilis odliSovat) je imérna gradientu tlaku. Popisuje-li tedy sifen{ zvuku vinova rovnice pro skaldrn{
veli¢inu (tlak) je hraniéni podminka takovd, ze derivace tlaku na hranici musi k ni byt teénd — tetnd musf
byt totiz rychlost tekutiny u stén nddoby. Napiiklad v dutiné tvaru kvadru z € (0,a),x € (0,b),z € (0,¢)
méme pak vlastn{ funkce (a piislusné rezonanéni frekvence)

u(w,y, z) = ug cos(gmx) cos(%ny) cos(%qz) , Ymng _ (mz)2 + (nz>2 + (qz)2 (57)
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Podminka 7.Vu(9€Q) = 0 se nazyva Neumannova hrani¢ni podminka.

Tyto odstavce maji za cil pfipomenout jisté partie mechaniky a souvisejici oblasti matematiky,
predevsim ale maji ilustrovat skutec¢nost, ze feSeni homogenni Helmholtzovy rovnice predstavuji sto-
jaté vlnéni. Frekvence stojatého vinéni v ruzné tvarovanych dutindch a membranédch pak velmi souviseji s
vlastnimi funkcemi Laplaceova operatoru na dané oblasti za konkrétnich okrajovych podminek. Pro kom-
plikovanéjsi tvary oblasti ¢asto neni mozné presnd feseni nalézt a prichazeji na fadu pfiblizné metody.

TM vlna
Oproti TEM vlné se lis{ jistou podélnou slozkou elektrického pole x(z,y)é,
. 1 ,
E = (Volen) + (e ) e (58)

pri¢emz to, ze pozadujeme neménny pii¢ny profil viny podél celého vedeni vede k tomu, ze obé funkce v
a x nezavisi na z.
Misto ¢ty Maxwellovych rovnic muzeme pozadovat splnéni nasledujicich ti{ rovnic

VE =0 (59)
UJ2 —
L1 _
B=_-VxE, (61)
w

kde (61) predstavuje Faradayuv zdkon pro harmonickd pole a automaticky vede na nedivergentni pole B.
Podminka (59) vede na
Ap+x =0 (62)

a vyjasiiuje pritomnost faktoru ik pied x v (58). Protoze na soufadnici z z&vis{ jen faze vlny, ve vztahu
Afg= fAg+2Vf.Vg+ gAf, kde g = /=t yymiz{ soucin gradienti a dostdvame

- . 1 X . 1
AE = A(Vye'™=me0) 4 o Aye' = 0)e, = V(A = k)70 4 (Ax = K2x) . (63)
Aby byla splnéna vlnova rovnice (60) musi platit
w2
Atp — ki + =0 (64)

a zaroven )
w
Ax—Fx+5x=0, (65)
protoze tyto dvé rovnice predstavuji vinové rovnice pro pii¢nou resp. podélnou slozku elektrického pole.

Nejprve vyfesime rovnici (64) tim, ze budeme pozadovat, aby funkce 9 byla feSenim homogenni Helmhol-
tzovy rovnice

A+ N2 =0 (66)
a platil dispersni vztah
2
w
Z rovnic (66) a (62) vidime, ze
X(x,y) = N(x,y) (68)
a x tedy samoziejmé spliiuje (65). Koneéné muzeme spocist prubéh magnetického pole z (61)
Lk A2 L
B = ;(1 + ﬁ)ez X E 5 (69)

nebot s pouzitim V x fA = (Vf) x A+ fV x A, V x Vf =0 a Veikz=wt) — jk ei(kz=w1) dostdvime

1 : 1 , _
V x (w(m, v) + - x(@, y)é’z) elkz=wt) — (jkE, x Vip+ —Vxx g )e' et — k(14 25)e, x E (70)
1 1
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Tato vina mé piredstavovat elektromagnetické pole §itici se podél pfimého dutého vodice. Hrani¢ni
podminky jsou a) vymizeni te¢nych slozek E b) kolmych slozek B. Prvni podminka vede na Dirichletovu
podminku pro

(@) = 0, Z € 00 (71)

a ze vztahu (69) vidime, Ze tatdz podminka zaruéi vymizeni kolmé slozka magnetického pole na hranici.
Tecéné slozka magnetického pole dava proudy tekouci po povrchu vodice.

Dosadime-li za 1 zndmé feSeni Helmholtzovy rovnice pro obdélnik (57) nebo kruh (56) dostaneme
tvar TM vlny ve vlnovodu s piislusnym prufezem.

Dispersni vztah (67) je tentyz jako pro dispersi v dasledku nenulové plasmové frekvence — opét exis-
vlnovodu, z rozmérovych divodi totiz plati, ze A ~ D~! kde D je charakteristicky rozmér prifezu
vlnovodu.

Obrézek 6: Pritné slozky elektrické intenzity (vlevo) a magnetického (vpravo) pole TMszse. Tyto slozky
jasné splnuji piislusné okrajové podminky.

TE vlna

Ve vakuu jsou Maxwellovy rovnice symetrické vuci dudlni transformaci

E — ¢B, (72)
S 1 =
B - —E. (73)

S pouzitim této transformace dostavame, ze také elektromagnetické pole

3] AQ — i(kz—w

B = (Vag) + 30w ) et (7a)
. 2} 22 .
E = _%(Hﬁ)gsz, (75)

je FeSenim polnich Maxwellovych rovnic, splituje-li ¢’ Helmholtzovu rovnici (66) a plati-li dispersn{ vztah
(67). Tentokrat je na smér siteni kolma elektricka slozka. Aby na povrchu vodi¢e vymizela teénd slozka, je
tFeba, aby zde vymizela normdlova derivace 7.V4'. To proto, Ze €, X 7i je vektor tecny k povrchu vodice
a B~ ¢, x V. Zéroven tato podminka je nezbytna pro vymizeni normalové slozky magnetického pole
na povrchu vodice. I kdyz ¢’ mus{ byt podobné jako u TM vlny fesenim Helmholtzovy rovnice, okrajové
podminky se lis{ — misto Dirichletovy ted mame podminku Neumannovu.

Uvéazime-li fesen{ reSenim Helmholtzovy rovnice na obdélntku = € (0,a),y € (0,b) za Neumannovy
okrajové podminky

R G R G (70

V() = v cos( Zma) cos

vidime, ze pies znaénou podobnost s feSenim (57), je tu podstatnd ta odlisnost, ze zatimco pro (57) a
tedy TM vlnu bylo potfeba aby sou¢in mn > 0, sta¢i pro nenulovost TE viny, aby m + n > 0. Specidlné
tedy existuje TEig vlna pro piipad m = 1,n = 0. Je-li a ten vétsi z rozméru obdélnikového prufezu,

Za zminku stoji, ze TE,,o vinu v obdélnikovém vlnovodu lze ziskat slozenim pouhych dvou rovinnych
vin shodné polarizace a amplitudy, ale s mirné odchylenymi vinovymi vektory Ei = k,€, + k,€, (viz
pifklad na cviéen{). To umoziuje chapat netrividln{ dispersni vztah pro sifeni vilny jako dusledek odrazi
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vln na sténdch vlnovodu — ¢ast pole podléha stojatému vinéni — pak nepiekvapi, ze vilny ve vlnovodu
souvisi s Helmohotzovou rovnici.

Poyntingtv vektor TE i TM vlny lze snadno spocist a pfredstavuje kombinaci toku vykonu podél osy
z vlnovodu a prelévani (jalové slozky vykonu) v pfiéném sméru.

Obrézek 7: Pricné slozky elektrické intenzity (vlevo) a magnetického (vpravo) pole TE3s.

Elektromagneticky rezonator

Podobné jako zvukové viny v uzaviené dutiné, mohou i elektromagnetické vlny vytvorit ve vodivé dutiné
stojaté vinéni. Pro jednoduchost budeme uvazovat duty vodi¢ konstantniho profilu. Ten tvoii vlnovod
délky h, jenz je na obou koncich uzavien kolmou vodivou rovinou. Okamzité vidime, ze vhodnym slozenim
TE resp. TM vln stejné polarizace ale s opaénymi vlnovymi vektory ky = —ks, jimz kvili piitomnosti k? v
dispersnim vztahu piislusi tataz frekvence, dostaneme stojaté vinéni. Proces je totiz naprosto tentyz jako
v pifpadé stojatého vinéni struny. Protoze pro TE i TM vlnu ve vlnovodu plati k2 = “CJ—; — A2 a zéroveil
pticna slozka elektrického pole stojatého vinéni podél vinovodu musi na koncich mit uzly, vychézi, ze
souéin kh = gm musi byt celo¢fselnym nasobkem 7, tedy w? = ¢? ((gm/h)? + A?). Pouzijeme-li vztah (57)
pro obdélnikovy vinovod A2 = (mx/a)? + (nm/b)? dostaneme

o= ()" () ) m

kde alespon dvé z celych ¢isel m,n,q museji byt nenulovd — TE vlna potiebuje aspon jedno nenulové,
druhé nenulové potiebujeme na rezonanci podél sméru sifeni této viny. Kvuli symetrii problému jsou
ovsem jednotlivé sméry zdménné a ne nezbytné musi byt ¢ nenulové a souviset s po¢tem uzli ve sméru
sifeni. Detaily naleznete napi. v [Kvasnica].
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Nehomogenni vlnova rovnice

Vidéli jsme, ze ve vakuu lze s pouzitim Lorentzovy kalibrace soustavu 4 Maxwellovych rovnic pievést na soustavu dvou

vlnovych rovnic
102 p(r,t)
A 2 - _£7
(a- z57) 20 =22 (1)

(a-Z27) 400 = -nosr.t) @)

Podobné jako tomu bylo v elektrostatice je mozné hledat feseni téchto rovnic ve tvaru integralu souc¢inu vhodné (Greenovy)
funkce soufadnic r a r’ a, feknéme, nadbojové hustoty v bodé r’. Jakkoli je mozné vzhledem k jedine¢nosti tohoto Feseni
pfimo vysledek napsat a poté ovérit (viz dilezity ptiklad X.1 v [1]), zkusime pouzit postup z [1] abychom vidéli, kde
se vezme znamy tvar Teseni s retardovanymi zdroji. I kdyz je v casové proménném piipadé tento pfistup v rozporu se
zachovanim naboje, budeme si Greenovu funkci i v tomto pfipadé predstavovat jako feseni polnich rovnic s bodovym
zdrojem na pravé strané.
Pouzivame-li nésledujici konvenci pro Fourierovu transformaci
== @ @)= o= f)ear 3)
V2T _s V2T oo

prejde ve frekvenénim obraze ¢asova derivace na nasobeni

<A + "2-5) B(r,w) = 20 (4)

€0

Po vzoru Greenovy funkce pro Poissonovu rovnici rozlozime zdroj na “bodové naboje”
p(r,w) = p(r’,w) (5(1”/ - T) dgr/ (‘5)

a budeme hledat potencidl Gy, (r, '), ktery kazdy z téchto “bodovych nadboji” (nachazi se v bodé r’) budi:

<A + U:—j) Gu(r,r)=—0(r' — 1) (6)
a pak TesSeni slozime z potenciali od jednotlivych “naboju”
O(r,w) = % G, (r,r")p(r',w) d®r' (7)
Pro w = 0 pfechazi problém na Poissonovu rovnici a pfislusnd Greenova funkce je
Go(ror') = ®)

S vyuzitim transla¢ni symetrie tlohy, mizeme hledat G, (r,7") = G, (r —r') a stejné jako v pfipadé w = 0 diky izotropii
d’Alembertova operdtoru pfedpokladat zévislost jen na G, (r — ') = G, (|r — r’|). MZeme tedy vzit v’ = 0 a za pouZiti
vztahu Af(r) = (rf)”/r psat pro r = 0, kde hleddme FeSeni homogenni rovnice,

PG ()" + GG )] =0 )
coz je znama diferencidlni rovnice s dvéma nezavislymi fesenimi

[rGu(r)] = AetiET 4 BeTtET (10)
Budeme uvazovat obé feseni zvlast a poloZzime A = B = 1/(4w) aby FeSeni byla spravné normovana Greenova funkce.

1 e:l:i%|'r7r/|

Gw(T,T/) = EW (11)
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Zvlasté v technickych vypoctech, kdy pro zdroje predpokladame harmonické casové zavislosti, mize predstavovat tato
Greenova funkce vlnové rovnice vychozi bod vypocti. Pro porozumeéni povaze feSeni nehomogenni vlnové rovnice ale
prevedeme tuto funkci zpét do ¢asového obrazu.

Specialni tvar zavislosti na w odpovida posunuti v case:

) 1 ) , 1 .
+iwT —iwt +iwT —iw(tFT)
w) = folw)e — t) = e w)e dw=— ¢ w)dw = tF 12
f(w) = fo(w) f() o fo(w) o fo(w) fotF7) (12)
Proto tedy
D(r,w) = E G, (r,r")p(r',w) d®r' = ! eii%h_r,lp(r' w) d3r’ (13)
’ €0 WA ’ 4meg |r — /| ’

maé ¢asovy obraz
1 p(r t¥ =)
4meg |r— 7|

b(r,t) = d3r' (14)

Podobé pro vektorovy potencidl mame

. |r—7'|
' tF =) 5,
—|T~r’| d’r

Ho
A(r,t) = o (15)

Rozdilné znaménka reprezentuji retardovany a avancovany potencial. Jakakoli jejich vhodné normované linearni kom-
binace spliiuje pivodni nehomogenni vinové rovnice. Pokud ale nemame zavazné duvody ¢init jinak, bereme vzdy za FeSeni
potencialy retardované, a naboje chapeme jako zdroje a pfi¢inu pole.

Jakkoli vzorce s retardovanym zdrojem vypadaji velmi podobné vztahim z elektro-magneto-statiky, je pro konkrétni
zdroje zavislé na Case Casto tézké spocist jiz jen retardovany Cas, natoz prislusny integral. Pro praktické vypocty se tak casto
musime pfejit do frekvenéniho obrazu (napf. pfedepiSeme harmonicky pritbéh proudi v anténé vysilajici elektromagnetické
vlny). Pro pohybujici se bodovou ¢astici 1ze ale uvedené potencidly spoéist.

Pole nerovnomérné se pohybujici nabité castice

Piikladem, na kterém se ¢asto ilustruje pojem J-funkce je bodovy naboj, zde navic ukdzeme, Ze spravna manipulace s
d-funkcemi pfinasi ziejmé usnadnéni vypocti, a tedy, Ze takovy popis je nékdy vyhodny.
Bodovy naboj ¢ pohybujici se po trajektorii ro(t) je popsan hustotou

p(r',t) = q 8°(r" —ro(t))

Pro potenciél tedy piSeme
1 g8 ot - =)

4reg |r— 7|

®(r,t) = d3r’ (16)

Abychom mohli integraci pfes prostorové soufadnice provést, museli bychom pocitat Jacobidn parametru J-funkce,
misto toho ale mtizeme tak jako dosud pouzit postup z [1]. Protoze

flrit=r/c)=  f(r,t)o(t —t —r/c)dt’

miuzeme psat

q (' —ro(t)) 6(t — ' — =)

®(r,t) = d3r at’ 17
(1) = — r (17)
tedy po jiz jednoduché integraci pies r’
q 5(t —t'— rrolt ) /
d(r,t) = < dt 18
(r?) 4reg |7 —ro(t)] (18)
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V tomto vztahu r a t oznacuji udélost kde+kdy “zkouméme” potencidl a r¢(t') a t’ oznacuji udalost “vyzafeni informace”
smérem k vyzkumnikovi potencidlu, tedy kde ten ¢astici v dobé vyzkumu “vidi” skrze vInéni $i¥ici se rychlosti ¢, jenz mu
o ni pfinési informaci. Udéalost ¢, r lezi na budoucim svételném kuzeli udélosti t',ro(t") , coz je popsano rovnici

r—ro(t)] _
C

t—t — 0 (19)

Misto vypocétu Jacobidnu ted vystac¢ime s jedinou derivaci, kterou dosadime do vztahu
5(f(2)) = —3(z — x0)
z)) = ——d0(x — x9
" (o)

kde pfedpokladdme, ze f(z) = 0 ma jediny kofen zo.
Protoze integra¢ni proménnd je ', musime spocist derivaci levé strany (19) podle ¢':

L -0 gy,
kde jsme pouzili vztah
o|X X 0X
&'Zﬁaag (20)
a zavedli oznaceni pro rychlost ¢astice a smér od jeji polohy v retardovaném case do bodu r
’
p=2=2ln() , n= %
Oznacime-li feSeni rovnice (19) t{,, pak dosazenim dostédvame
P P . G ) o Mt dt’ (21)
4meg [r —ro(t')] 4meg 1— B |r—ro(t)]
Pro elektromagnetické potencidly pohybujiciho se bodového néboje tedy dostavame
B(r 1) = — g ! (22)
dmey |r—ro(ty)] 1 — B.n
a
Ar 1) = o 2000 1 L gf/c _1 (23)

4 |r—ro(ty)l 1—B.n " drmeg |r—1o| 1— B.n
jenz lze spocist z proudu

J(r',t) =vop = quo(t) 8°(r" — ro(t))

ktery je sou¢inem nébojové hustoty a rychlosti a tak je vypocet vektorového potencialu az na faktor pgeqvg = vo/c? zcela
schodny.

Jak jsme prave videli znamend vyskyt retardovanych cast jistou komplikaci ve vypoctu, ktera se pak ve vysledku projevi
necekanym faktorem (1—3.n) L. Co vic, protoze pracujeme s obecné ¢asové zavislymi potencidly, nemame doste¢nou intuici
(jako tomu bylo v elektrostatice) abychom z tvaru potencidlt vidéli vlastnosti pole F, natoz B. Proto si jako ilustraci
zkusime spocist z vysSe uvedenych potencialu dulezitou ¢ast vyrazu pro F, jenz je imérna zrychleni ¢astice, a, jak uvidime,
ubyva se vzdalenosti mnohem pomaleji, nez vlastni Coulombické pole naboje.

Zarivé pole bodového naboje
Plati
E=-V®—- — B=VxA.
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V potencidlech (22-23) se vyskytuji nasledujici veliéiny zavislé na r a t:
ro = ro(to(r,1))

vo = vo(tgy(r,t)) = %r
)
Ir —ro(to(r,t))]

o(t)

Derivaci vztahu

p g =]
c
podle ¢asu za pouziti (20) dostavame
Lot 1 dro(t) oF
—— — —n. —
ot c dt’ Ot
tedy
ot 1
ot 1—p8n ’
zatimco gradient téze rovnice da
0 1 d(ro);(t') 0
=m0 - 2L ) =0
or; ' ( I dt’ Or;
tedy
v — e
1—pn

Derivace n nastésti nebudeme pottebovat, protoze klesaji jako 1/R, kde R = |r — r¢|. Prostorové a ¢asové derivace veli¢in
jako je napt. vy spoc¢teme podle vztahu

/ ¥af /;&f —?’L/C
VI = GV = G T
d .., _Oofot of 1
al = ww T W

Celkem t1i ¢leny ve vyrazu pro E obsahuji derivaci rychlosti, jenz da zrychleni. Zaroven si lze povSimnout, Ze ¢leny,
které zanedbavame ubyvaji s R rychleji, nez ty jenz uvazujeme. Detailné si to ale komentovat nebudeme, nebot vime, ze
pole nezrychleného naboje je jen Lorentzovsky transformované Coulombické pole a tedy kles4 jako 1/R2.

V potencialu @ se rychlost vyskytuje jednou

VeV 1 gq 1 1 ¢ 1V(1—B.n): n 1 2(—671)(71/0)

" Vimeo R1-Bn " dme R T (1-pBn32  4me R (1- Bn)

Pii vypoctu ¢asové derivace A narazime na rychlost v ¢itateli i jmenovateli

2
94 9 1 ¢ Ble _ L _4a mf/e + /el
ot Otdmey [r —710| 1—pB.n dmeg |[r—rol 1- B ot1—B.n
B_1 ; 1
0A . 1 q Elfﬁ.n ﬁ ﬁ'nlfﬂ.n
— =t =
ot dmeo [r—71o| |1—Bn ¢ (1—p.n)?
Sectenim ziskame
0A qg 1 1 ; . .
E=-V&— — =..— — —(B. 1-—5. . 24
Ve - — T T g (Gmn+ B0 = pin) + B(Bm)) (24)
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Protoze plati n x [(n — ) x ,8] = (n—B)(B.n) — B(1 — B.n) mizeme &st pole E zévislou na zrychleni Castice psat

q inx[(nfﬁ)xﬁ.]: g 1 nx[n—v/c)xi] . g~y

E=. = .. —_—
dmeg Re (1 — fB.n)3 4dmeg Re2 (1 —wv.n/c)3 4mey Rc?

(25)

kde jako posledni je uvedeno nerelativistické pfiblizeni, v némz je pouzito oznadeni v; = n X (n x v).
Podrobnym vypoctem lze ukazat, jak vypada cast pole nezavisejici na zrychleni a také, ze magnetické pole se Fidi
vztahem zndmym z rovinné elekromagnetické viny

B= %n x FE (26)
Diky tomu a faktu, Ze uvazovana cast elektrického pole je kolma na n, dostavame, ze Poyntingtiv vektor spliuje relaci
znamou pro viny S = cnw , kde w = (E.D + B.H)/2 je hustota energie elektromagnetického pole.
Navic faktor 1/R zarucuje, Ze tok energie pfes sféru o nekoneéném poloméru je nenulovy (to kvazistaciondrni pole
lokalizovanych nédboji a proudit nedokazi).
Zatimco vynechand ¢ast elektrického pole poybujiciho se naboje odpovidd Coulombickému poli a ubyva jako 1/R2
ndmi studovana slozka zavisla na zrychleni ubyvé jako 1/R. Z rozmérovych divodii musi jit elektrické pole psat jako

q 1 1

47eq (ﬁ + R_H> ’

kde H je veli¢ina s rozmérem délky néjak souvisi se zrychlenim ¢astice. Pro R < H prevlada coulombické pole, naopak
pro R > H prevlada zafeni. Pro takto velkd R mluvime proto o radiacni zéné, kde mizeme ostatni Cleny zanedbat.
Pokud stéale uvazujeme jednu ¢astici, z kinematiky zjistime, ze velikost H je zhruba vzdalenost na niz by s uvazovanycm
zrychlenim Céastice nabyla relativistickych rychlosti. I v pfipadé, Ze zareni vznika kolektivnim pfespénim mnoha naboji,
feknémé v anténé, ma smysl mluvit o radia¢ni zéné jako o oblasti, kde pole m4 jiz pfevazné podobu elektromagnetické
vilny. Jak uvidime v nésledujicim piikladé€, zacind radiacni zéna obvykle blize zdroji nez bychom z vyse uvedeného cekali.

~

Vyzaiovaci charakteristika a elektrické dipolové zareni

V radia¢ni z6né muzeme pro Poyntingtv vektor s psat
1 n 9 9
S=ExH=Ex—(nxE)=—I|E|*=cne¢ |E|",
Clo Clo

kde, stejné jako u rovinné vlny, jsme vyuzili kolmost E na n a vztahu c?eguo = 1. Dosazenim konkrétniho tvaru E

dostavame
15| = ¢ Inxln—v/gx9 > ¢ o, 2 (27)
1672¢9 R2c3 (1—-v.n/c)b 1672¢g R% ¢

Sest4 mocnina vyrazu 1 —v.n/c souvisi s aberaci a Dopplerovym jevem a mtize pfi vyssich rychlostech ¢4stice rozhodujicim

zplisobem urcovat smér, kterym je zafeni vysilano. V nerelativistickém piipadé je smér toku energie ddn vyrazem |0, |?> =
In x (n x v)|?> = |0|?sin® 9, kde 9 je tthel mezi (retardovanym) smérem k pozorovateli a smérem zrychlen.

Jako nejjednosussi piipad si vybereme vyzarovani nepohybujiciho se v case proménného dipdlu tvoreného opacné
nabitymi ¢asticemi. Protoze je vysledné pole linearni superpozici poli obou naboji, stejné jako dipdlovy moment soustavy,
mizeme pro zjednoduseni jeden z naboji ponechat v klidu v pocatku, zatimco druhy se bude v jeho blizkosti pohybovat
po ose z. P¥i tomto modelu bude dipdlovy moment systému p(t) = ¢r(t) = p(t)e.. Proto v nerelativistickém vztahu pro

elektrické pole v radia¢ni z6né mizeme kombinaci g0, nahradit j . Velikost [p, | = |p(¢) sin 6| tedy
1l 2
S=———= sin“fe
1672 R2c3 "

Protoze pro integral pies povrch koule o poloméru 7 plati sin®60dS = (8/3)nr?, bude za piedpokladu, Ze r = R, tedy
ze amplituda pohybu néboje v nasem modelu dipélu je mnohem mensi nez vinova délka, platit
1 2]

I= dS = ——
5.dS 4dmey 33
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Protoze plati princip superpozice, popisuje tento vysledek vykon zéfeni, jenz opousti velmi malou (v
porovnani s vlnovou délkou) soustavu naboju s dominujicim elektrickym dipélovym momentem a to i v
ptripadé, kdy se smér dipélového momentu libovolné méni, v nerelativistém ptiblizeni jsme vidéli, ze zafeni
je élenem sin? @ koncentrovano do roviny kolmé k vektoru zrychleni. Dilezité je vidét, ze zatimeo pole dipSlu
klesé jako 3, tedy dokonce rychleji, nez pole bodového néboje, radiaéni ¢dst pole stale prendsi energii
do nekonec¢na diky chovani E ~ 1/r. Podobné vyzaiuji zéfeni az do nekonecéna i systémy s dominujicimi
vysSimi multipélovymi momenty, kazdy chybéjici faktor 1/R se ve vztazich pro intezity pole, hustotu energie
¢i vyzéareny vykon nahradi ¢asovou derivaci (1/c)d/dt. Jestlize je zdroj nezanedbatelné velky dochdzi k
interferenci poli od jeho jednotlivych ¢ésti, coz obvykle vyrazné méni vyzafovaci charakteristiku oproti
dipslové |S| ~ sin®6. Za soucast zdroje také musime povazovat jakékoli vodice & napi. objekty s €, # 1
nachéazejici se v jeho blizkosti.

Hertzuv dipdl

Studium pole urychleného naboje ukazalo vznik elektromagnetického zareni z pohledu individualniho naboje.
Velmi ¢asto ovsem vlny vznikaji koordinovanym pohybem velkého mnozstvi ndboju. Dulezitym modelem
tohoto procesu je tzv. Hertzuv dipdl.

Piimy vodi¢ (Sedivé) dané délky je uprostied prerusen a je zde napéjen ze zdroje stfidavého proudu. Za zjednodusujicich
pfedpokladii ma proud podlél vodi¢e podobu stojatého vinéni (viz text). Vykresleny jsou prubéhy pro tii frekvence.

Vidéli jsme jiz u skinového jevu, zZe urceni prostorového rozlozeni proudu ve vodi¢i vyzaduje FeSeni
Maxellovych rovnic. Pro pochopeni chovani dratové antény ovSsem zkusime prepokladat, ze proud v tenkém
vodici se chova podobné jako proud doprovazejici TEM vInu a tedy, Ze na konci takového vodice se proudova
vlna odrazi a pozorujeme stojaté vinéni. Vodi¢ délky 2d je uprostied pferusen a je zde napajen ze zdroje
stfidavého proudu. Potom bude harmonicky proud podél vodice rozlozen podle

I(2,t) = Ipe"™"sin [k(d — |2|)] - (28)

Jako obvykle k = w/c. (Pozn. Rozmyslete si, ze pro malé frekvence popisuje toto rozlozeni u velmi tenkého
vodic¢e proud dopliujici smérem od piivodu uprostied naboj rozprostirajici se na vodici — z elektrostatiky
m.j. vime, Ze na takovém vodici je konstnatni linedrni ndbojova hustota.)

Budeme fesit vlnovou rovnici ve frekvenéni oblasti

OA = —puo], (29)
jejiz feseni ma, jak vime, podobu
A=K —eiklﬂﬁlj’(ﬁ) el K (GO (30)
Am | |7 =7 47r ’

Jiz zde jsme vyuzili toho, ze daleko od centra je |7 — 7| ~ r pomalu se ménici funkce. To ovSem neplati pro
komplexni exponencidlu. Zde uzijeme

7= = (F =) (F =) =1 4 =2 (31)
2 2\ /2 -
Lo o o
|r—r|—r<1—ﬁr r+r—2) Sreqer, A= (32)
Odsud .

Faktor pied integrdlem (zejména pak po doplnéni o casovou zavislost e~ ! jasné popisuje odchazejici
slabnouci sférickou vinu. Integrél jiz zavisi jen na sméru 77 a popisuje vyzafovaci charakteristiku nasi idea-
lizovné dipélové antény. Déle pokroéime nahrazenim j(7) d3r = I(2')dz'€. a dosazenim 7i - 7 = 2’ cos 0. Je
tedy tfeba spocist

an d/2
/ etk €080 i [k(d — |2'|)] d2’ = 2/ cos (kz' cos0) sin [k(d — 2')] d2’
—d/2 0
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2
=5 [cos(kd cos 6) — cos(kd)]
sin

Tak dostavame vektorovy potencial

Qe polo 7=t cos(kd cos‘ 92 — cos(kd) ;. (34)
2w kr sin” 6
Pracujeme v Lorentzovskzé kalibraci a pro naSe harmonicky ¢asové zavisla pole bychom mohli potencial ¢

dopocist z kalibraéni podminky. Protoze se ale stejné zajimame jen o radiéni zénu,
Lze snadno vidét s pouzitim V x [f(7)é,] = V f x €., ze jediny ¢len ubyvajici s 1/r vznikne derivovanim

exponencidly. Dale je Ve*" = ikii a 7 X €, = €, x €, = (sinfeg + cosfe,) x €, = —sind €y a tedy radiacni
¢ast magnetického pole je

S ply et =Y cos(kd cos ) — cos(kd)

Braa = = 2 r sin @ Ce- (35)

V radiaéni zéné je E = —ii x ¢B a Poyntingiv vektor S = E x H = ug' (=i x ¢B) x B = cug *|B|*7, tedy
pro vyzatovaci charakteristiku dostaneme

9 &._ dPaa  1pold (cos(kdcos 0) — COS(kd)>2 (36)

<S> =
" dQ 2 42 sin 6
Tato hodnota nezavisi na ¢ a lze ji tedy snadno zachytit graficky. Nezapomenime, Ze anténa je dlouha 2d,
tedy pro anténu dlouhou -ndsobek vinové délky 2d = X = £(27) /k, tedy kd = €.

OOCO K

Vyzafovaci charakteristika bodového dipélu (vlevo), idaelizované dratové dipdlové antény s délkou A/2 (uprostied), a 3/2A
(vpravo).

Jak se skutecnost, ze anténa vyzafuje energii jevi zdroji, jenz do antény dodava proud? Z jeho pohledu
m4 anténa redlnou ¢ast impedance. Pfipomenme, ze idedlni kondenzator (coz je limita malych frekvenci)
odebira ¢isté jalovy vykon. Pt rostoucich frekvencich bude z pohledu zdroje stfidavého proudu nutno pridat
do obvodového schématu sériovy odpor. Jeho hodnota bude takova, aby v ném doslo pravé ke ,spaleni®
vyzéreného vykonu. Protoze svorkami protékd proud, ktery dostanem dosazenim z = 0 do (28), uré¢ime tuto
hodnotu z rovnosti

1 1 . dP:aq

§Rrad13vork = §Rradlg sin® (kd) = / d—;‘;
Pro v praxi dulezity pulvinny dipdl vyjde 732. Pov§imnéte si, ze tato tivaha nefunguje pro celovinny dipdl,
pro néj by Isyork vyslo nulové. To proto, ze jsme proudové pole podél antény predepsali bez ohledu na splnéni
rovnic pole.

Q. (37)

Sila pusobici na vyzarujici ¢astici
Zatimco pole v radiacni z6né ma docela piehledny tvar
S =ciiw(d,¢) = ciw(f) (38)

v blizkosti zdroje zafeni je tvar Poyntingova vektoru velmi komplikovany. Kdybychom dokazali nalézt pole
v blizkosti zdroje spliiujici prislusné okrajové podminky (obvykle tam jsou néjaké vodice), dokédzali bychom
urcit kolik z energie privadéné, feknéme do rozlehlého deskového kondenzatoru se mota v jeho okoli a slouzi
jen k vyrobe blizkych poli (jalové proudy) a kolik energie systém opust{ a v podobé zafeni odleti pry¢. Nalézt
takové feseni lze v podstaté ale jen pro nejjednodussi problémy a to jen za silné omezujicich predpokladu,
napft., ze rozméry museji byt mnohem mensi, nez uvazovand vlnova délka. To znamena, ze tfeba rozlozeni
poli v okoli antény je analyticky nezvladnutelné, protoze dobrd anténa nemuze byt mnohem mensi nez
vlnova délka.

Podobé je ale velmi komplikovany i problém zdanlivé nejjednodussi — energetickd bilance v okoli urych-
lované bodové ¢éstice. Duvodem pro to je, ze klasickd bodové ééstice je fyzikdlnim obrazem matematického
objektu popsaného §-funkei a prislusnymi Greenovymi funkcemi. Ty maji velmi dobry smysl v ramci linedrni
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teorie svazujici pole a jeho zdoje. Energie a jeji toky jsou ale popsany kvadratickymi vyrazy a tam jistota s
niz pouzivame J-funkce atp. konéi.

Podobné, jako jsme provedli integraci odchazejictho vykonu u dip6lu, 1ze (s trikem, kdy pro integraci
zavedeme okamzité soufadnice tak, Ze osa z mif{ smérem okamzitého zrychleni) spocist celkovy vykon, ktery
vyzafuje v dany okamzik ¢astice s pfedepsanym pohybem Z(t). Vysledny vztah se zayvéa Larmorova formule

1 2¢%d?

= 39
4meg  3c3 (39)

To ale vyzaduje, aby na ¢éstici pusobilo odlétajici elektomagnetické pole silou, ktera ji odejme piislusnou
vyzafenou energii. Jeji vypocet vyzaduje pracny vypocet limity, kdy se stdle mensi ¢astice stava bobovou a
jeji pole stéle silnéjsi a jeho energie roste nade vSechny meze. Existuje pojem klasicky polomér elektronu, coz
je polomér sférické nabité slupky, jejiz energie je ekvivalentni pravé hmoté elektronu. Limita bodové ¢astice
pak vyzaduje pokracovat ve zmenSovani a néjak pracovat s energii pole prevysujici ekvivalent hmotnosti
castice, energii v limité nekone¢nou. Poté, co se vhodnym postupem takového nekoneéna zbavime, zbyde
v pohybové rovnici kone¢né sila imérnd druhé derivaci rychlosti. My si v nasledujicim zjednoduseném
odvozeni ukazeme, ze pravé takova sila by mohla byt odpovédné za vykon odnaseny elektromagnetickymi
vlnami.

Pro jednoduchost uvazujme nabitou ¢astici, ktera se nejdiive v ¢asech ¢ < t; nachézi v rovhomérném
piimoc¢arém pohybu, pak na ni chvili pusobi vselijaké sily, které ji urychluji a brzdi, aby ji nakonec v t > to
ponechaly ve stejném rovnomérném pifmocarém pohybu. Takové ¢éstice podle (39) vyzaii energii

o 2 . 2 2
E:/ kli)|2dt:k/ z}-z}dt:k<[z’)-ﬁ] */ b‘.ﬁdt>, (40)
—o0 t1 t1 tl

kde k = (¢?/(6meoc?)).
Predpokladame, Ze energii do systému dodava néjaka sila F' pusobici na ¢astici

E:/ F - #dt. (41)

Protoze okrajové ¢leny jsou za daného pocateéniho a koncového stavu nulové za predpokladu platnosti
zédkona zachovani energie dostavame

0:/ (fm5+13"+ki7> -7 dt. (42)

coz by mohlo vést k domnénce, ze pohybova rovnice pro nabitou ¢astici musi byt modifikovana do tvaru

—

m(d@—ra) = F, (43)

kde 7 = k/m je extrémné kratka charakteristicka doba, pro elektron je ~ 10724 s, coz je hodnota odpovidajici
casu, ktery svétlu trva prekonat klasicky polomér elektronu — to pfipomind, Ze zafeni souvisi s jevem
retardace.

To je ovSem jen stézi prijatelné: (1) je to diferencidlni rovnice t¥etiho fadu, (2) ta FeSeni na néz jsme z
Newtonovské dynamiky zvykli se ztraceji mezi velmi osklivymi feSenimi exponencialné rostoucimi v case,
(3) kdybychom chtéli vybrat mezi FeSenimi to spradvné (to pozndme podle toho, ze dobie dopadne — viz nase
podminky na koncovou rychlost ¢dstice) méame jasné nekausélni teorii.

Ukazuje se, ze rozumny smysl 1ze Abrahamové-Lorentzové sile

Forpa = ka (44)

dat, pokud tfeti derivaci polohy chapeme jako ¢asovou derivaci zrychleni vypocteného z puvodni pohy-
bové rovnice bez brzdné sily. Véci se komplikuji jesté nutnosti zahrnout specialni relativitu, nicméné pro
newtonovsky model vodikového atomu s pevnym centrem mame puvodni silu

q2

ey |

-

ﬁ:

| 3
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Po zderivovani vyrazu ka = kF /m podle ¢asu dostaneme pravou stranu (44) a tedy

¢ T|Z? - 3E(&- i)

4reg |Z]°

Fyrra =—TF = —1

Jde o silu, ktera u klasické kruhové trajektorie pusobi proti sméru rychlosti v souladu s obvyklym jevem
disipace. Misto vazkych efektti ma ale popisovat brzdéni v dusledku vyzafovanych elektromagnetickych vin.

Cwiceni: Vyjédiete u kruhové drahy zrychleni jako funkci energie a sestavte za pomoci (39) diferencidlnf
rovnici vyjadiujici ¢asovy vyvoj energie klasického vodikového atomu. Spoététe dobu jeho zivota.
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Poznamky k prednasce Klasicka elektrodynamika

Vybrané vztahy vektorové analyzy

Identity, Leibnizovo pravidlo
Vx(Vf)=0
V. (V X ff) =0

V(fg)=fVg+gVf

Gaussova véta

Stokesova véta
/(wg).d*szf A.di
Q o0

VixdS=¢ fdl
Q o0
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