Nabita sféra s klikou
(M&jovy priklad z klasické elektrodynamiky)

V nésledujicim textu budeme hledat feseni Maxwellovych rovnic pro jednoduchy problém rozlehlého zdroje. PovsSimnéte si,
které rovnice a jaké postupy pri feseni pouzijeme, zfejmé budou dilezité i u jinych podobnych tloh. Drobné vysazeny text

Ize pti prvnim ¢teni preskodit.

Zadani dlohy

V ramci kvazistacionarniho priblizeni budeme hledat pole, jaké vytvari otacejici se rovnomérné
nabita sféra o poloméru a. Vzhledem k symetrii budeme pouzivat obvyklé sférické souradnice r,
9, , stfed sféry polozime do pocatku souradnic, osu rotace stotoznime s osou z.

Nébojova hustota o = @Q/(4ma?) rovnomérné rozlozend na povrchu sféry samoziejmé bud{
sféricky symetrické elektrické pole
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Pro nas ptiklad je ale dulezité, ze pohybujici se nabojova hustota vytvari plosnou nabojovou hustotu

Js = Ol = 0W X T = owasin ¥e,. (2)

kde asin ¥ predstavuje vzdalenost bodu na sfére od osy rotace.

Magnetické pole

Zactneme tim, ze i kdybychom nedokézali najit pole blizko u sféry, u vzdéaleného pole lokalizo-
vaného proudu ve velkych vzdalenostech dominuje dipélové magnetické pole urcené magnetickym
momentem
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Pfi vypodtu integralu vektorové hustoty musime prejit ke kartézskym slozkam, protoze kiivoc¢ary bazovy vektor (napf. €y)
se méni z mista na misto. Nejsndze to uc¢inime tak, Ze spoc¢teme projekci m do vSech tri kartézskych sméru, které, jako
konstanty, lze pfevést pres integra¢ni znaménko. Pro &€, - m bude integrand imérny cos ¢ a integrace pfes ¢ € (0,27) vyjde

0. Protoze €, - €9 = —sind, nevymizi ovSem slozka m.. PFi jejim vypoctu jesté pouzijeme fsin2 QY = 8n/3, coz di
[ sin¥eydS = —8ma*/3 €, a nésledné
1
m= chﬁaQ. (4)

Pro dalsi postup je klicové, ze magneticky dipélovy moment miii ve sméru osy z, coz vidime i z
toho, ze proudové pole si lze predstavit jako mnoho na sebe naskladanych kruhovych proudovych
smycek (rovnobézek na sfére), kazda ocividné s dipélovym momentem ve sméru é,. Vektorovy
potencial dipolového pole je podle znamého vzorecku
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kde jsme pouzili dany smér m = m_e€,.



V tento okamzik je tedy vidét, ze mame nadéji postoupit dale nez jen k dipélovému priblizeni.
Rovnice, jejiz feseni hledame je Ampéruv zakon pro vektorovy potencial

AA = —Mof (6)

a vidime, Ze A i j maji stejné chovani ~ sin o €,. Proto budeme hledat v celém prostoru vektorovy
potencial ve tvaru

A= f(r)sindé,. (7)
Pro néj plati
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B=VxA=-fcosve,——(rf) sindeéy, (8)
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Vsimnéte si, ze vyraz v hranaté zavorce neni Af(r), protoze A(Agep) # (AAy)ep.

Mtzete se ptat, co je specidlniho na vyrazu sin v €,, ze beze zmény proleze laplacidanem. Tato vlastnost je spolecna tzv.
vektorovym harmonickym funkcim. Polovinu lze zapsat ve tvaru )_}l,ln =7 X VYim. Spoctéte Af(r)f/ﬁn

Posledni vztah potvrzuje nase nadéje, v rovnici (6) pujde zkratit jak smér pole, tak hlové zavis-
lost. Kromé uspésné separace proménnych v této polni rovnici (coz znamena prevedeni parcidlni
diferencidlni rovnice na diferencialni rovnici oby¢ejnou) potiebujeme, aby i rozhrani tuto separaci
dovolilo. V nasem pripadé tomu tak je — povrch sféry je dan rovnici r = a a lze tedy funkei f(r)
rozdélit na vnitini a vnéjsi feseni.

Protoze uvniti ani vné netecou zadné proudy (ty jsou jen plosné), musime hledat jen reseni

homogenni rovnice
2
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~(rf)" =5 f=0. (10)
Oby¢ejné diferencidlni rovnice Eulerova typu maji mocninnd feseni, konkrétné zde f = ar + Br==2.
Pohledem na rovnici (7) vidime, ze odpovidaji homogennimu a dipélovému magnetickému poli.
(Podobné tomu bylo i v elektrostatice.) Pro nase zadani budeme uvazovat homogenni pole uvnitt
sféry a dipolové magnetické pole vné, jinak by v poc¢atku resp. nekonec¢nu pole rostlo nade vSechny
meze

br r<a

f - a3 . (11)
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V této rovnici je jiz provedena takova volba konstant, aby f(r) bylo spojité v r = a. Spojity
vektorovy potencidl da podle (8) i spojitou normélovou slozku magnetického pole. Konstantu b
urcuje hodnota skoku tec¢né slozky

—

&, x [B] — o] (12)

Konkrétné €, x (—sinvey)[f'] = poowasinve,, tedy 3b = poowa, coz je v souladu s (4).
Magnetické pole je tedy (pii pouziti cos V€, — sin ey = €,)

. €, r<a
B=208 3 1 , 13
’ %(COS Ve, + 3 sinvéy) r>a (13)
kde hodnota magnetického indukce na pélu sféry (zevnitt i zvenku) je
By =t 9, (14)
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Elektromagneticka indukce

Protoze kvazistacionarni aproximace pripousti i dostatecné pomalu se ménici proudy, je mozné
v jejim ramci popsat, co se bude dit, kdyz ke sfére pridélame kliku a mechanickym ptisobenim
budeme ménit rychlost jejiho otaceni. Budeme predpokladat, Ze naboje jsou ke sfére prilepené a
pri takovém procesu museji respektovat, jak kouli otac¢ime. Moment sily ptsobici na tyto nédboje
se tedy prenese na kliku stejné jako mechanicky vykon. Za téchto predpokladi mame model
konzervativniho systému, (v opa¢ném piipadé by se ¢dst nasi prace mohla preménit na teplo) a
muzeme sledovat, jak se nase prace uklada do magnetického pole. V kvazistaciondrnim priblizeni
je hustota energie elektrického pole zanedbatelna.

Puvodni elektrostatické pole EO = —V &, nyni doplni jesté elektrické pole El, které se objevi
v dusledku zmény magnetického pole. To jsme vlastné jiz spocetli, protoze zname vektorovy
potencial a tedy E; = —0,A.

Alternatvné lze vyjit ze zdkladniho zédkona elektromagnetické indukce

I d/q .
E - dl=—— B-dS. 15
}ég dat Js (15)

V tomto “obvyklém”, ale pracnéjsim postupu k urceni elektrického pole z Faradayova indukéniho zédkona potrebujeme tytéz
predpoklady (konstantni ®; v dusledku symetrie tilohy) jako vySe. Symetrie dlohy ¥ikd, Ze indukované elektrické pole Ei
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Obrézek 1: Vlevo: silo¢ary magnetického pole (13) vzniklého rotaci nabité sférické slupky. Jasné vidime kombinaci
homogenniho pole uvniti a dipdlového venku. Vpravo: Poyntingiv vektor (21) p¥i roztdceni sféry, kdy se méni
magnetické pole a indukované pole elektrické spolu s magnetickym polem d& prave Sh. Proudocary tohoto vek-
torvého pole ukazuji, jak S, doplniuje energii magnetického pole, ktera pri roztdceni koule roste. Hustota energie
magnetického pole je zndzornéna stupni sedi — homogenni magnetické pole unvitt sféry odpovida bilé, vné sféry je
pole slabsi.



bude mit silo¢ary v podobé kruznic. Ty volime za hranice 9%, kazda takova kruznice je urcena 9 a r. Plochu, kterd mé
tuto kruznici za hranici pak ale zvolime tak, aby se ndm dobfe pocital prislusny plosny integral — tedy sféricky vrchlik s
vrcholovym polothlem ¢ a polomérem rsind. Pri této volbé je dS = &.r? sin 0dv dip a celd integrace probiha na konstatnim
7, tedy bud pouze unvitf nebo pouze vné sféry. Podle (8) je B - dS = (2/r) f cos 972 sin 0d d. Vztah (15) tak ma podobu

7{ E. l:27rrsin19E¢:fi/§-cz‘S:f£ (fr27rsin219). (16)
o5 dt Js, dt

Po vydéleni tedy ]
E, = —fsind. 17

I indukované elektrické pole tedy je

. . 1 roor<a
E) = —0,A = —-ppowasinde, { g3 : (18)
3 — r>a

V kvazistacionarnim priblizeni je toto indukované elektrické pole urcéeno okamzitou hodnotou w a
to i daleko od sféry.

Zachovani energie — diferencialni pohled

V kvazistacionarnim priblizeni ve vakuu ma zakon zachovani energie podobu
—j-E=0wy+V-5. (19)

Podivejme se, jak v nasem konkrétnim pripadé dochazi k “vzniku” Poyntingova toku S=ExHv
mistech “pracujicich” proudt, a jak tento tok pak v prostoru “doplnuje” energii magnetického pole
wyr = |B|?/(2p0). Piedeviim zdrojem vykonu je v naSem pi{padé pouze nabité sféra, ve zbytku
prostoru jde o obycejnou rovnici kontinuity. To zjednodusi interpretaci, protoze magneticka energie
energie na jednom misté vznika, jinde se jen ukldda. U zdroje s konecnym objemem bychom toto
v objemu zdroje na prvni pohled neodlisili.

Poyntingtiv vektor spoc¢teme snadno, pro dalsi diskusi jej ale rozdélime na S = go + 5’1, kde
50250Xﬁa§1251Xﬁ. Poté
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. B —Rép = —rsind(sinveé, + cosdéy) r<a
Si=——F—19a 1 o : (21)
3 —5(5 sin €, — cos ¥éy) sin v} r>a
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Vyznam Sy si ukdzeme pozdéji, vzhledem ke axidlni symetrii tlohy je V - Sy=0a tedy S, se nijak
neprojevi v ZZE. Pole Si miF{f uvnitt sféry primo k ose z (nikoli k pocatku), vné sféry miri také
k ose, ale oklikou, viz obrazek. V nasem pripadé pole S, podél prodoucar slabne, jak se V - S
spotfebovava na zménu magnetického pole.

Nespojitosti magnetického pole nas nuti v misté sféry pocitat v ZZE s plosnymi divergencemi

—J.-E=1-15]. (22)
Lze snadno ovéfit, ze vyraz levé strané, tj soucin (2) a (18) souhlasi se skokem

oa’wB

[S,] = sin? 9. (23)

Tato rovnost znamend, ze vykon, kterym tahneme za kousicek sféry je stejny, jako vykon, ktery
tento kousicek sféry dsti v podobé Poyntingova vektoru do svého okoli.



Zachovani energie — integralni pohled

Opét poznamenejme, ze v kvazistacionarnim priblizeni je prace potfebna pouze na vytvoreni mag-
netického pole. Nejprve spocteme vykon potiebny k otaceni klikou. Plosna hustota sily piisobici
na naboj na sfére je B B B
fs =o({ Lo} + En). (24)
Hustota momentu sily je
dM = o7 x ({E,} + E,)dS. (25)

Symbol {Eo} predstavuje prumeér hodnot na obou stranach sféry, ale protoze EO vzhledem ke
svému sméru otdceni nebrani (€, x €, = 0), potfebujeme k vypoc¢tu momentu sily pouze hodnotu

indukovaného elektrického pole E;. Celkovy moment sily je tedy
— — 1
M = /UFX EdS = —aaguoawa/sin Ve, x €,dS. (26)

Pouzijeme stejny postup jako pii vypoctu (4) a najedeme

M = —SEW/L00'2CL4

i (27)
vytvarené magnetické pole vzdoruje roztaceni & stejné jako setrvacnik, u kterého by platilo M =
—J.

Energii magnetického pole spo¢teme objemovou integraci |j§ 12/(240), kde podle (13) je

oy ) 1 r<a

B2 =B2{ 46 1 , 28

B 0 a—6(0082?9+zsin219) r>a (28)
r

coz po vyintegrovani da energii magnetického pole v celém objemu

3
Ta
Wy = —Bg, (29)
Ho
pro zajimavost: uvniti je dvakrat vice energie nez venku, proto jsou také v podobném poméru
(opa¢né mirici) radidlni slozky pole (21) nad a pod povrchem sféry.
Nyni je otdzkou delsiho nédsobeni ovérit, ze mechanicky vykon se spotifebuje na zménu magnet-
ického pole ‘ .
Wy =—w.M. (30)
7 hlediska pracovnika u kliky se kvazistacionarni rovnice redukuji na prostou variantu setr-
vafnosti — energie se chova podle Wy, = Jw?/2, kde

Ho 9 3
J 187 “ (3 )

Je takova predstava konzistentni? Kam se podél moment hybnosti L= Ik Mdt?

V Maxwellové teorii je elektromagnetickému poli prisouzena i hybnost s hustotou g = S /. Je
to pravé doposud ,zbyteénd” slozka §0, kterda da (s pouzitim predchazejicich zkusenosti a vztahu
pococ® = 1) lehce spocitatelny integral

ﬁ:/Fx gav = Ja. (32)

Je zajimavé, ze tento moment hybnosti je ulozen pouze vné sféry, Eya tedy i S uvniti stéry kvili
symetrii vymizi.



Zachovani energie — elektricky obvod

Magnetické pole obvykle nevytvarime klikou. V nasem pripadé lze otacejici plosny naboj nahradit
vodi¢em navinutym na povrch sféry. Abychom vinutim aproximovali plosnou proudovou hustotu
(2), musime zavity na povrch sféry navinout tak, aby pocet zaviti na jednotku délky poledniku
byl tmérny sin 9.

Obrazek 2: Vlevo: Ukézka, jak navinout vinuti u kterého pocet zavith na jednotku délky poledniku je tmérny
sind. Vpravo: Plocha vystupujici ve Faradayové indukénim zakoné. Napéti indukované v civce je ddno zménou
magnetického toku skrze tuto plochu. Pro nézornost jsou uvazovany jen 3 zavity.

V tomto pi{padé by ve vztazich bylo potfeba nahradit proud [(js),add = 20wa® po povrchu
vodice soucinem N/, kde N je pocet zavit a I je proud v navinutém vodi¢i. Pro energii magnet-
ického pole pak dostaneme alternativu vztahu (29) ve tvaru Wy, = LI?/2, podobné dynamickou
rovnici (27) nahradi vztah pro indukované napéti U; = — LI, zachovan{ energie pak ilustruje
Wi = —IU;. Pokud byste chtéli misto energie, kterd piedstavuje objemovy integral, pocitat in-
dukénost civky L jako magneticky tok vinutim civky pfi jednotkovém proudu, je tfeba magneticky
tok pocitat pres plochu ohranicenou zavity navinutého vodice, jak je vidét na obrazku.

Protoze v této situaci neni zdrojem magnetického pole nabojova hustota, neni moment hybnosti
pole primo svazan se zdrojem magnetického pole — v zavislosti na situaci mize a nemusi celkovy
moment hybnosti L vymizet. Na rozdil od kliky ale nejsou privody k civce uréeny k prenosu
momentu sily.

Zavér

Kvazistacionarni ptiblizeni jiz obsahuje velkou paletu déji. Okamzita souvislost poli a zdroju ale
umoznuje vystacit s jednoduchou mechanickou analogii. Je zajimavé, Ze jev elektromagnetické
indukce je podobny tomu, jak pfi roztaceni setrvacniku potiebujeme prekonavat jeho setrvacnost.

Vysokd symetrie tlohy umoznuje Tesit i kompletni Maxwellovy rovnice. Bohuzel toto feseni jiz
neni natolik prehledné, aby snadno popsalo, jak presné pri otaceni klikou vzniké elektomagnetické
vinéni.



