Poznamky k prednasce Klasicka elektrodynamika
Magneticka pole stacionarni a kvazistacionarni

Maxwellovy rovnice — stacionarni pole

.
V situaci, kdy vymizi ¢asové derivace polnich velicin F, B a ndbojové hustoty p, rozpadnou se Maxwellovy
rovnice ve vakuu na jiz znamou sadu rovnic elektrostatiky a sadu rovnic rovnic pro magnetické pole

I'Otg = u()j7 (1)
divB = 0. (2)

Pokud jediné zdroje pole jsou ty, jenz urcuji divergenci, mluvime o ziidlovém charakteru pole. Pokud
jediné zdroje pole jsou ty, co urcuji jeho rotaci, jde o pole virové. Elektrostatickd pole maji ten prvni
charakter, magneticka pole naopak ten druhy.

Je zajimavé, ze identity div rot A=0arot grad f = 0 umoznuji rozdélit libovolné pole na virovou
a ziidlovou c¢ast. Tento roklad je jednoznaény pro pole, které je definovdno v celém prostoru a ubyva
i derivacemi dostateéné rychle smérem k nekoneénu, jak lze ukdzat z jednoznaénosti feseni Laplaceovy
rovnice, na kterou se problém diky identitdm div grad f = Af a rot rot A= grad div A—AA prevede.

Integralni verse Ampérova ziakona

Ze Stokesovy véty okamzité plyne Ampéruv zdkon
?{ Budl = pols . (3)
Os

Za valcové symetrie (kdy jsou pole invariantni vuci posunuti a rotaci kolem osy z) lze za pouziti
Ampérova zakona ihned uréit pole proudové hustoty j = j(R)é,, jakd dobfe popisuje proudy v koaxidlnim
veden{. Specidlné tak dostdvame pole tenkého piimého vodice (ve vélcovych soufadnicich)

5 _ Mol ey
B = ——. 4
2t R )

Biotuv-Savartav-Laplaceuv vzorec

1. Studiem tuéinku tohoto pole na stielku nalezli jiz Biot, Savart a Laplace za pouziti analogie s polem
nabité piimky vyraz pro magnetické pole buzené proudem a tedy nalezli feSeni polnich rovnic magnetizmu,

které dnes zapisujeme
.

5 _ Mo 7 r—r
B- M/dJ < AT (5)
a kde podle povahy proudu bereme dJ = de pro objemovou proudovou hustotu f, dJ = fplogds pro
plosnou proudovou hustotu fplog pripadné dJ = Idl pro proud protékajici nekone¢né tenkym vodicem.
2. Lze opravdu magnetické pole staciondrniho proudu chépat jako soucet piispévku od jednotlivych
elementarnich proudiu dJ? Tazv. pomald Lorentzova transformace elektromagnetického pole rovnomérné
piimocaie se pohybujiciho bodového naboje vysvétluje, ze u takového naboje pozorujeme magnetickou
slozku pole. Z dvou opaénych naboju, z nichz jeden se pohybuje lze sestavit jednoduchy model elementu
proudu dJ. Uvazujeme-li superpozici poli takovychto dvou opacnych nabojiu @ a —@Q z nichz ten prvni
se pohybuje rovnomérné piimocaie rychlosti ¢, pro jejich pole plati
— = -
(5 B) = (B 0 — (B 0] = [Bos 5 x Bo] — [Bys0) = [0: 5 x oo T Ty [0 B0

!
4

ﬁ] , (6)

kde J = QT a py = (c?eg)~t. Ackoli proudova hustota takovéhoto zdroje neni staciondrni, preci jen
vysvétluje v jakém smyslu je magnetické pole staciondrniho proudu rovno souctu poli jednotlivych naboju.
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3. Protoze v pfiblizeni staciondrnich proudu musi 5 spliiovat stacionarni rovnici kontinuity div ; =0,
predstavuje staciondrni proudovéd hustota virové pole (jednoznaéné) urcené velicinou rotj, kterd je tedy
zéroven i zdrojem magnetického pole. Aplikaci rotace na (1) za pouziti (2) dostdvdme

AB = —pgrot (7)

a tedy s pouzitim jiz znamé metody pro feSeni Poissonovy rovnice

] V' x ] ’ _)/ ;1 =
47r |r—"’|dV 47r V' x |r— 7 Vfﬂ <V |F_7:7>><jdV. (8)
Ackoli Ize tedy magnetické pole spocist z rotace pole proudové hustoty, lze za situace, kdy proud vymizi
vné néjaké oblasti, prvni integral, ktery mé tvar dplné divergence tenzoru druhého Fadu, pievést na
integral po povrchu na kterém proudy vymizi a z druhého se po provedeni gradientu vyklube Biotuv-
Savartuv-Laplaceuv vzorec.
4. Splnéni rovnice div B =01z automaticky zajistit za pouziti vektorového potencidlu

—

B =rot A . ©))

Libovolné feSeni rovnice, =
AA—grad div A = —pup7 , (10)

jenz vznikne dosazenim definice A do (1), vede k feseni obou polnich rovnic pro B.
Nejprve zkusime predpokladat, ze vektorovy potenciédl spliiuje podminku div A = 0. Poté souvislost
vektorového potencidlu a proudové hustoty ziskd tvar

AA’: 7#03’7 (11)

a feSeni muzeme psat

> o i
A="— av . 12
4w / |7 — 7] (12)

Divergence takto spocteného pole
I > 1
div A / Vi dV——@ A v /v’ +— Yj av
4 |7 — | |7 — |

(13)

je nulova, pokud proudy vymizi v nekone¢nu (prvni integrél lze s pouzitim Gaussovy véty psat jako in-
tegrdl plosny pres velmi vzdalenou sféru) a pokud vSude maji nulovou divergenci (pfedpoklad stacionar-
ity), kdy vymiz{ druhy integral. Nyn{ vime, ze rot rot A = —AA a proto s pouzitim (9) A(1/|F —7]) =
—476@) (7 — ) magnetické pole spliiuje Amperuv zdkon (1).

V situaci, kdy mame vektorovy potencial A , ktery ma nenulovou divergenci divA’ # 0, nalezneme
nedivergentni vektorovy potencial A tak, ze vyTesime rovnici

Ax = divA’ (14)
pro nezndmou funkci x a A opravime dle predpisu
A=A -Vy (15)

V magnetostatice je vektorovy potencial veli¢ina, pro niz neni mozno uré¢it hodnotu v néjakém bodeé,
ovSem cirkulace po libovolné uzaviené kiivce mé hodnotu magnetického toku touto kiivkou a predstavuje
veli¢inu nezavislou na volbé kalibrace. Omezime-li se na vektorové potencialy spliiujici div A= 0, musi
se potencidly odpovidajici témuz magnetickému poli lisit o gradient harmonické funkce (funkce Fesici
Laplaceovu rovnici). Jedind harmonicka funkee, jejiz gradient vymiz{ v nekoneénu je konstanta. Proto za
podminky, ze rot B vymiz{ v nekonecnu, predstavuje vztah (12) jediny vektorovy potencidl, ktery vymizi
v nekonec¢nu a spliiuje uvedenou kalibra¢ni podminku.

Silové ucinky magnetického pole

7 Lorentzovy sily



vyplyva sila jiz pusobi magnetické pole na médium protékané proudem
P = / iix B . (17)

Silové pusobeni proudového pole j” uvniti télesa V' na téleso V uvnitf kterého tece proud jz Lorentzovy
sily vychazi

ﬁ:/dfxé = K ]x /f’deV' % (18)
47 / |7 — 73
tedy po upravé dvojného vektorového soucinu
= Ho 2 > =T / LS !
F = — = dV| dV' — ———— (j.) dV dV 19
V= T W= e 1)

ziskavame dva vyrazy. Ten prvni je ovSem nulovy, protoze

S T 1 i v.j
—_— . — = — 2
J i == [V v - /V<V 7] |Ff’|> W=0m0 0

kde prvni integral vymiz{ kvuli nepfitomnosti proudi vné télesa a druhy diky zachovani naboje. Proto
je sila mezi dvéma proudy popsdna symetrickym vyrazem

= _ _ @ F_T_V 22 ’
Fryac = 1 /,/ FoP (.4') dvV av'. (21)

Tento vyraz popisuje pusobeni “na dalku” a respektuje zékon akce a reakce. Diky jeho podobnosti s
elektrostatickou silou

7=
Fprsrar = 4“0///‘/ 7o mg pp’) dV av’ (22)

uhodl Ampére snad jiz béhem demonstrace Oesterdova experimentu, pfi¢emz permanentni magnetismus
materidlu si vysvétloval “molekuldrnimi proudy”. V piipadé proudovych smycek dostavame zadménou
(G.7) dv dv’ — II' di.dl' dvojndsobny kiivkovy integral popisujict sflu mezi dvéma vodiéi.

Skutecnost, ze princip akce a reakce neplati pro vzajemné silové pusobeni dvou proudovych element,
ale jen pokud vyintegrujeme podél celé smycky je pfipomenutim, ze tyto proudové elementy budi nesta-
cionarni pole a to vyzaduje pouziti uplnych Maxwellovych rovnic.

Pole daleko od lokalizovanych proudi

Vztah (4) zatim pfedstavuje zatim jediny piiklad magnetického pole proudu a poskytuje predstavu o
tvaru magnetického pole v blizkosti tenkého vodice. ( Mimochodem, pfi praktickych vypoétech muzeme
tvar obecné proudové smycky priblizit pomoci lomené ¢ary, pricemz prispévek od kazdé usecky lze presné
spocist. )

Jak vypadd pole daleko od proudové smycky ¢ permanentniho magnetu? Zapiseme-li Biot-Savartuv
vzorec ve slozkach

Ho g T — T Ho 1
B; = E_/Eijk]; GE av’ = - Z17.‘./61Jkak| 7| ]J av’, (23)
muZzeme pouZit piiblizen{ platné pro r > r’

1 rlrl
— -t 24

Protoze pod integralem je tfeba ponechat jen ¢arkované veliciny, staci spocist za prvé celkovy proud

']j = /J;dvl = /a, Jj’VL dvl = fds ]-]’L - ’ (25)

ktery vymizi pokud proudy spliujici rovnici kontinuity vymizi vné néjakého objemu. Za druhé pak
moment proudové hustoty [ J; LrdV’. Tento tenzor druhého fadu, 1ze rozdélit na symetrickou a anitisy-
metrickou Cast,

1 ) . 1 ) .
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pricemz podobné jako u (25) je symetrickd ¢dst nulova, nebot ji Ize psat jako tiplnou divergenci j}r]+jjr =
Oy, (rir14y,). Proto predstavuje Jj; antisymetricky tenzor a ten vyjadifme za pomoci vektoru 1

le = /];T{dvl = eljnmn s (27)
jehoZ vyznam se ukdze po zizeni této rovnice s €y, kdy dostavame
exij i = /lejjs-rfdvl = €k1j€LinMn = —€k1j€jinMn = —(0k101n — Opn i) My = —(1—3)my, = 2my, , (28)
tedy m predstavuje magneticky dipdlovyj moment zdroje
- 1 — =1 !
m=g 7 ox g dV’. (29)
Vzpomeneme-li si, ze plochu rovinné smycky muzeme psét S = % $ X dlj je magneticky moment proudové

smycky B
m=15". (30)

S pouzitim vysledku, ze z prvnich dvou ¢lent rozvoje pole (23) v 1/r je a7 ten druhy nenulovy dostdvame

. Mo i1 Ho Ti€ljn M
B; = ——¢€ijiOk rgj = _Efijkak% ; (31)
tedy po pifslusném prerovnani indexu dostaneme vektorovy potencial magnetického pole dip6lu
e Mo mx 7
Adip = — 32
dip = g 3 (32)
a jeho rotaci magnetické pole
T
= - Lo 3TT.M — mr
Bgyip =rot Agip = ———7F——, (33)

47 rd

které je k nerozliSeni od pole dipélu, jaky zname z elektrostatiky — v tomto ptipadé by ale §lo o dvo-
jici velmi blizkych magnetickych naboju. Protoze velkou proudovou smycku si muzeme piedstavit, jako
slozenou z mnoha malych, jejichz proudy se uvniti navzdjem rusi tak, jak jsme to vidéli u “dukazu”
Stokesovy véty, je pole velké proudové smycky souctem poli vSsech téch malych. Jde o pouhé sc¢itani
ploch ve vztahu (30). Protoze kazdd takova smycka budi stejné pole jako dvojice opaénych magnetickych
naboju, budi velkd smycka pole stejné jako tzv. magnetickd dvojvrstva — dvé opacné plosné (magnet-
icky) nabité plochy tésné nad sebou. Pfislusné odvozeni nejdete v ucebnicich pod nézvem “ekvivalence
proudové smycky a magnetické dvojvrstvy”. Zajimaveéjsi je ale naskladat hodné smycek a nebo hodné
dvojvrstev na sebe a ukdzat, ze vnéjs pole solenoidu (a jak uvidime tak i idedlniho vdlcového perma-
nentnfho magnetu) je totozné s vnéjsim polem dvou rovnomérné (magneticky) nabitych kruhovych desek.

Silové pisobeni na magneticky dipodl

Zatimco v elektrostatice predstavuji elementarni objekty bodové néboje, zékladnim magnetickym objek-
tem je magneticky dipdl, napt. mald proudova smycka. Silové pusobeni magnetického pole na magneticky
dipdl ziskdme opét rozvojem, tentokrat vnéjsiho pole v misté malé proudové smycky

F, = /GijkjjBde = /Gijkjj (Brjreo + 1101 Brji=) AV = €ij (J;Brjrzo + JjOBrjr—o) - (34)
Opét nulty moment proudu je nulovy a prvni moment Jj; je dan (27), tedy

F, = €jk€ijnmpn OBy = (640kn — 0indki)my O, By (35)

Protoze druhy ¢len (imérny dx;) je timérny div B , je sila na pusobici na magneticky dip6l ddna neho-

mogenitami magnetického pole vztahem . .
F = grad m.B (36)

Tento zapis prepokladd, ze pii derivovani se magneticky dipdl chova jako konstanta. To nemusi ale byt
vzdy pravda, pokud magneticky dipélovy moment vzniké reakei na na magnetické pole, napt. skrze vztah

m = an B, (37)
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Obrézek 1. Pole vilce s nabitymi podstavami a pole plogného proudu tekouciho po plasti tehoz valce.
Pole vné valce se nijak nelisi. To souvisi i s tim, ze levy resp. pravy obréazek piedstavuje pole H resp. B
vné i uvniti permanentniho magnetu s konstantni magnetizaci rovnobéznou s osou vélce.

=
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ktery popisuje proces magnetizace objeku po jeho vlozeni do externiho pole. Poté bychom museli pouzit
zapis ve slozkach
Fi = mkain. (38)

Pokud v misté, kde se dipél nechazi netecou proudy, je rot B =0 a muze tentyz vztah zapsat
F=(m-V)B. (39)
Moment sil pusobici na magneticky dipdl spocteme podobné
M; = €pmi /deFi = €mi / Tmé€ijk)iBrdV = €mi€ijkBrdjm = €mi€ijkBremjnMn , (40)
pficemz po pouziti ee = 60 — 00 a za nulové stopy dpj€mjn vychazi
M=mmxB. (41)

Tato rovnice popisuje moment sil, ktery v homogennim poli “otaci” stfelkou kompasu. Zkoumanim jejiho
rovnovazného sméru a frekvence kmita stielky okolo néj méfili Biot a Savart veli¢inu B, aniz by tou
dobou existoval pojem magnetické pole.

Tyto vztahy byly odvozeny za piredpokladu, Ze za magneticky moment télesa a za silové pusobeni
vnéjstho magnetického pole na néj jsou odpovédné proudy uvniti télesa. Pii zkoumani zdkona zachovani
hybnosti a momentu hybnosti elektromagnetického pole zjistime, ze veli¢ina m charakterizujici magnetické
pole buzené télesem je tataz, jako velicina m charakterizujici silové pusobeni vnéjsitho pole na téleso
nezavisle na materidlu télesa, tedy i v pripadé, ze puvod magnetismu télesa nepatii do klasické fyziky.

Elektrické a magnetické pole v prostiedi

Uvazime-li, ze vidény svét je vlastné obrazem elektromagnetickych vlastnosti materialu, je z jeho pestrosti
ziejmé, ze nasledujici odstavce budou jen velmi zjednodusenym vykladem. Pfedevsim se budeme zabyvat
prostiedim ve stacionarnim ptiblizeni Maxwellovych rovnic. Déle pouzijeme naivni predstavu, ze latka je
slozena z velmi malych atomu a jejichz vlastnosti jsou dostateéné presné zapsatelné v podobé (po ¢édstech)
spojitych prostorovych funkci.

Nejprve stoji za povsimnuti, Ze jsou-li takovéto neutralni “atomy” o rozméru a zdroji elektrického a
magnetického pole, jsou to jen jejich dipélové momenty, které prirozené pfispivaji k makroskopickému
poli. Uvazujme téleso o hrané délky L = Na. K poli vné takovéhoto télesa prispiva [-ty multipdlovy ¢len
rozvoje zhruba jako Ey (a/r)!*? piicemz uvniti télesa je cca N3 atomt a Ey predstavuje velikost pole na
atomové skéle. Celkové pole v typické makroskopické vzdalenosti L mé tedy velikost zhruba

E ~ N3 Ey (a/L)""2 = Ey N*71. (42)

Zatimco prispévek napf. kvadrupdélového momentu atomu je na makroskopickych skalach tedy zaned-
batelny, mikroskopické dipdlové pole se na makroskopickych skaldch projevi.
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Elektrické naboje stojici na pravé strané vakuovych Maxwellovych rovnic rozdélime na dva typy.
Néaboje vazané budou tvorené svazanymi kladnymi a zdpornymi navzajem posunutymi naboji, které
budou vytvaret v kazdém malém objemu dV elektricky dipdl

dp = P(F)dV . (43)

Zbylé ndboje nebudou takto sparované a jsou popsdny ndbojovou hustotou p, (7). Dip6l v misté 7 budi

elektrické pole
~ 1 p(r—7 1
B = —Vu, = —v—P=7) SV BV (44)

dmeqy |7 — 7|3

kde ¢» = 1/|# — #|. Elektrické pole buzené ndbojovou hustotou je

F- _ve- v @ :—lew. (45)

dmeq |7 — 7| 47eg

Slozenim obou poli pii pouziti Q@ — p,dV’' a p — P'dV’ 1ze ziskat pole vytvaiené volnymi a vézanymi
naboji dohromady

—

E(F) = -V ! /[p;¢+13’.V’z/J av’, (46)

47meg

Predpokladame, ze télesa uvniti kterych se vyskytuji vazané nédboje jsou konetna a lze je tedy obklopit
plochou, na které P vymiz{. Proto ipravou P'.V't¢p = V'.(P'¢) — ¢ V'.P’ dostdvdme

B0 = -V [l =V-Phw v, (47)
47eg
jako feseni Maxwellovy rovnice . .
div e = p, —div P, (48)
tedy L .
div (egE+ P) = divD = p,, (49)

kterymzto vztahem je definovana elektrickd indukce D. Rozdéleni na volné a vzané néboje je na vasem
uvazeni, obvykle ale vektor polarizace chdpeme jako vlastni danému prostiedi (fero- a piezo-elektrika)
nebo jako projev reakci prostiedi na elektrické pole — nejsnaze a nejcastéji vyjadiitelny linedrnim vztahem

D = ¢E+P = ¢, E . (50)

Podobné i proudy stojici na pravé strané vakuovych Maxwellovych rovnic rozdélime na dva typy.
Véazané budou tvofené malymi proudovymi smyckami a budou vytvafet v kazdém malém objemu dV
magneticky dipol

dim = M(7)dV . (51)

Ostatni proudy jsou popsany proudovou hustotou fv (7). Magneticky dipdl v misté 7 bud{ pole

_ VX@M’X(F—F’)

B(F) = VXAdip I "/_"—’Fl|3

- v%‘;m X V' (52)

kde opét ¢ = 1/|7 — 7|. Slozenim tohoto pole s magnetickym polem buzenym proudovou hustotou j, ()
pii pouziti m — M'dV’ lze ziskat celkové magnetické pole

B(f) = V x Zi/ [j;wﬂﬁf x V' | dV', (53)
™
Predpokladame, ze télesa jsou konecnd a lze je tedy obklopit plochou, na které M vymizi. PovSimneme-

li si, ze V x (M 1) predstavuje uplnou divergenci jistého tenzoru druhého fadu, tpravou M x Vi =
-V x (M) + ¢V x M dostdvéme

B(f) = — v% /(5‘; +V x My dv', (54)
tedy feseni Maxwellovy rovnice . .
rot B = pg(jy +rot M) | (55)
a tedy konecné L .
rot (ug'B— M) = rot H = j, . (56)
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Timto vztahem je definovana magnetickd intenzita H. Opét vektor magnetizace M chapeme jako vlastni
danému prostiedi (tvrdd feromagnetika) nebo jako projev reakci prostiedi na magnetické pole — v nej-
jednodussim piipadé vyjadritelny linedrnim vztahem

B = po(H+ M) = popH . (57)

Je tieba dodat, ze takto definované velic¢iny vystupuji i v plnych Maxwellovych rovnicich, ve kterych
casova derivace polarizace vystupuje jako dalsi proud, pro pochopeni zavedeni DaH je ale stacionarni
problém dostacujici.

Alternativné lze napt. pii zavedeni D postupovat tak, ze polozime p 4. = —divP, kde P je zatim
neznamé vektorové pole nenulové uvniti télesa. Tuto volbu lze zduvodnit tak, ze celkovy naboj télesa da
az na znaménko z Gaussovy véty tok pole P plochou za hranicemi télesa. Zde je P=0a tedy takovéto
zavedeni je vhodné pro popis polarizovanych ale celkové elektricky neutralnich téles. Poté spocteme
dipélovy moment buzeny takovouto nabojovou hustotou v libovolném objemu V'

pi:/ i (faij)dV = /*aj (T7PJ)dV+/ (ajm) dev = /5¢ijdV, (58)
1% |4 14 1%

kde integral z Uplné divergence tenzoru r; P; pies objem zahrnujici celé téleso vymizi (plodny integral za
hranicemi télesa je nulovy) a tedy

7= /ﬁdv. (59)
14

Tento vztah tika, ze P predstavuje objemovou hustotu dipélového momentu.
Cviceni: Ukazte analogické zavedeni H.

Maxwellovy rovnice na rozhrani prostiedi

Na rozhrani dvou prostiedi s ruznymi materidlovymi vztahy nebo pokud zdroje pole maji plosny charakter
vyplyvaji z Maxwellovych rovnic podminky pro nespojitosti poli. Vznik téchto podminek lze snadno
pochopit z tvahy, ze kdyz ztraceji kvuli neexistenci derivaci vyznam operace div a rot, integralni verse
Maxwellovych rovnic museji zustat v platnosti.

Alternativné lze pole v okoli plochy nespojitosti u(7) = 0 rozdélit na reguldrni a nespojitou ¢ast,
napftiklad

D = Do+ [DlO(u(7)) , (60)
kde _
0w =1{ 15} (1)

je Heavisideova skokovd funkce. Funkce prostorovych souradnic u(7) predstavuje (obecné kiivocarou)
soufadnici na jejiz souradnicové plose u = 0 dochézi ke skoku polnich veli¢in.

Protoze budeme chtit popisovat plogné hustoty zdroju, vyplati se predpokladat, ze funkce u(7) je
zvolena tak, ze normélovy vektor k plose u(7) = 0, ktery spoc¢teme podle predpisu

7i = grad u(7F) (62)
je jednotkovy, tedy Laméuv koeficient h, = 1. Kdyz totiz napf. ploSnou ndbojovou hustotu zapiseme
p = o(Ms(u(r) (63)

a zavedeme spolu s u jesté dalsi dvé ortogonalni soufadnice v a w, snadno se presvéd¢ime, Ze vyraz pro
naboj uvniti néjakého objemu

du dv dw dv dw
— dV = o(u) ——— = 0 _ = s 64

dokazuje, ze o(7) predstavuje plosnou ndbojovou hustotu. (Pouzito bylo vztahu dV = hyhshsdq dgadys,
dSy1 = hahsdgadgs, |Va;| = 1/h; a specidlni volby soufadnice u takové, ze h, = 1.)

Jak vypadé derivace Hevisideovy skokové funkce? Samoziejmé, prave vatah d/dzO(x) = §(x) predstavuje
nejsrozumitelnéjsi definici Diracovy d-funkce. Protoze V(/_l'f) = fV.ff+ /T.Vf

V.D = V.Dy + V.([D]O(u)) = V.Dy+ O(u)V.[D] +7.[D)d(u) = po+od(u) . (65)
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Posledni rovnost v tomto vztahu tika, ze regularni ¢ast nabojové hustoty je uréena divergenci D v mistech,
kde derivace existuje, zatimco d-funkci imérné ¢leny vedou k druhé z nasledujicich Maxwellovych rovnic
na nepohybujicim se rozhrani dvou prostiedi

— -

Rot H = #Ax[H = Jpos (66)
DivD = #@[D] =o (67)
Rot E = @x[E] =0 (68)
DivB = #[B] =0. (69)

Pokud se rozhrani ¢i plosny zdroj pohybuji, je ptislusnd nespojitost tvaru [X 1©(u—wt) a parcidln{ derivace
podle ¢asu, které stoji v uplnych Maxwellovych rovnicich, pfispéji také ¢lenem imérnym J-funkci, ktery
nesmime opomenout.

Na rozhrani prostredi dévajf tyto vztahy hodnoty plosnych vézanych néboju o = —Div Pa proudu.
]ploq = Rot M. Pokud oviem vychézime z veli¢in Da H jsou v mistech skoku polarizace ¢i magnetizace
plosnym zdrojem téchto poli naopak Rot P a Div M.

Priklad. Hledame-li pole permanentniho magnetu vyrobeného z materialu s pevné danou konstantni
magnetizaci, muzeme postupovat dvéma cestami. Jednak lze spoéist magnetickou indukci buzenou
plo§nym proudem fploé =iix M , ktery netece po povrchu permanentniho magnetu jen v mistech, kde je
magnetizace kolmd k jeho povrchu. Proto pole B vypada jako pole solenoidu piislusného tvaru.

Také ovSem mizeme za hledanou velicinu vzit H a Fesit rovnice

rot H=0 div (H+ M) =0.

Pro uvazovany magnest s konstantni magnetizaci vymizi objemovy zdroj —div M a jedinym zdrojem
(nevifivé) magnetické intenzity je skok kolmé slozky magnetizace na povrchu télesa, Div H = —Div M.
Tento vztah je analogicky s elektrostatickou tlohou pro pole plosného nédboje na povrchu polarizovabného
télesa. Silocary poli B i H vélcového permanentniho magnetu jsou na obr. 1.

Cwiceni: Odvodte rovnici (66).

Cviceni: Zjistéte, kdy je E= E()@(z—vt) aB = EOG(z—vt) FeSenim uplnych vakuovych Maxwellovych
rovnic bez (plognych) ndboju i proudu.

Cuiceni: Presvédcte se, ze permanentni magnet ve tvaru koule s M = konst. bud{ okolo sebe presné
dipélové pole, zatimco uvniti je pole homogenni.

Silové pusobeni na plosné proudy a naboje

Protoze v mistech, kde tecou plosné proudy, neni magnetické pole spojité, neni jasné, jaky vyznam ma
vztah urcéujici silu

—

F = / Jolos X B dS (70)

a podobné je to i plosnym ndbojem. Vime, ze kdyz poc¢itdme silu ptisobici na bodovy naboj, rozdélime
elektrické pole na pole tohoto bodového ndboje (divergujici v misté ndboje) a na pole zbylych ndboju.
Jen jejich pole pak pouzijeme k vypoctu sily. Protoze plosny proud ¢i ndbojovéa hustota jsou zdrojem
skoku pole, zapiseme pole v okoli plosného zdroje

B = L(ButBo) o (Bo — Brsign(u(7) (71)

Bez dikazu uvedme, Zze druhy élen lze chdpat pole jako buzené plosnym proudem v daném misté a
tedy jej lze vyloucit z vypoctu sily pusobici na dany kus plosného proudu. Ten se tedy z hlediska
vypoctu sily jakoby nachdz{ v pruméru poli z obou stran. Proto zavedeme pruméry {é} = %(él + ég)
a {E} = %(El + EQ) a Lorentzovu silu na plosné naboje a proudy zapiSeme

P / (LB} + Fonos x {B}) dS . (72)

Cwviceni: Spoctéte silu, jiz na sebe pusobi desky idealizovaného rovinného kondenzatoru. Totéz
spoctéte s pouzitim zakona zachovani energie, pfi¢emz uvazujte jak kondenzéator pfipojeny ke zdroji
napéti, tak kondenzator odpojeny.

Cuiceni: Spoctéte silu, jiz je namahano vinuti idealizovaného solenoidu.

Cwviceni: Po nastudovani zdkona zachovéni hybnosti elektromagnetického pole dokazte (72). Pii
integraci toku Maxwellova tenzoru plochou obepinajici rozhrani prostiedi 1 a 2 se muze hodit identita

2P BY — oY BY = [H{B;} + {H;}[B)] a odpovidajici viraz pro D;E;.
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Kvazistacionarni priblizeni

Kvazistacionarni priblizeni

rot H = § (73)
divD = p (74)

rot E+8B = 0 (75)
divB = 0 (76)

(77)

svazuje elektrické pole s magnetickym. Jesté doneddavna bylo zanedbani c¢lenu 0,D (tzv. Maxwellova
proudu) mozné ve vétsiné aplikaci Maxwellovych rovnic. Rozhodnout, do jaké miry 1ze konkrétni problém
resit v kvazistaciondrnim pfiblizeni neni snadné. To, zda je Maxwelluv proud zanedbatelny oproti os-
tatnim proudim se obvykle pozna tak, ze charakteristické rozmeéry tlohy jsou po vydéleni rychlosti svétla
zanedbatelné proti charakteristickym ¢astum, jenz se v tloze vyskytuji.

Predpokladejme nejprve, ze proudy a nédboje jsou urceny predem a nejsou ovlivnény jimi buzenym
polem. Protoze v kvazistacionarnim pfiblizeni jsou rovnice urcujici magnetické pole totozné s rovnicemi
pro pole stacionéarni, lze pfi zadaném proudu pouzit tytéz metody feSeni. Elektrické pole oviem nyni ma
pfedepsanou jak divergenci, tak i nenulovou rotaci.

I kdyz bychom mohli takovou tlohu rozdélit na dvé — tedy poéitat zvlast virovou a ziidlovou éast
elektrického pole, lze si problém zjednodusit automatickym vyfesenim homogenni rovnice (75). Protoze
B = rot /_f, dostavame

rotE + d;rotA = rot (E + 3t/_f) =0 (78)

protoze rotace E + 0,A je nulovd musi to byt gradient néjaké skaldrni funkce. Pfi téchto dpravach
jsme nevyuzili zanedbani Maxwellova proudu a tedy i v obecném ptipadé zavadime elektromagnetické
potencidly vztahy

B = rot A4, (79)
E = —grad®—9, A. (80)
Pti pouziti kalibra¢ni podminky div A = 0 tak ze zbylych Maxwellovych rovnic dostavame pro potencidly
AL = — #oj ) (81)
AD = — L (82)
€0

Tyto rovnice pro elektromagnetické potencidly v kvazistaciondrnim ptiblizeni za predpokladu, ze proudy
a naboje jsou dany, predstavuji dvé (eliptické) rovnice popisujici okamzité vytvafeni pole zdroji v celém
prostoru najednou (pusobeni na dalku).

Elektromagnetické pole v kvazistaciondrnim pfiblizeni nemé vlastni dynamické stupné volnosti, jen
poslouchd co mu naboje a proudy porouci.

Energie pole stacionarnich proudu

Zatimco v elektrostatice jsme energii soustavy naboju uhodli na zdkladé préace nutné k jejich preneseni
z nekonecna, je v magnetismu tfeba proudy pomalu zapinat. Tento proces ale vede k vzdjemné i vlastni
indukci a tedy energii magnetického pole lze odvodit az v rdmci kvazistacionarniho pfiblizeni. Tehdy je
vykon potfebny k vzniku magnetického pole — f;E_" dV za pouziti V(FI X E) = E(V X ﬁ) — ﬁ(V X E)
a zékona indukce (75)

f/fEdV = —/(Vxﬁ).ﬁdv = —/v.(ﬁxﬁ) de/H.(VXE_") v = /v.(Exﬁ) dV+/ﬁ.8t§dV.

(83)
Za pouziti stejného postupu, jaky budeme pouzijeme u uplnych Maxwellovych rovnic a za stejného
prepokladu linearity vztahu B = pH dostavame, ze z kvazistacionarniho ptiblizeni Maxwellovych rovnic
vyplyva jisty zdkon zachovani energie

o (;ﬁ.§>+div (Bx i) = —Ej. (84)

Zanedbén{ élenu 8, D jednak zpusobi, ze pole izolovanych zdroju sldbnou pro r — oo natolik, ze plosny
integral lze pfi integraxci pies cely objem zanedbat. V kavzistaciondrnim pfiblizeni maji zdroje energii
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jimi buzeného pole beze zbytku “pod kontrolou”. Absence Maxwellova proudu také zpusobila, ze v
(84) neni zahrnuta energie eklektického pole. Kvazistaciondrni priblizeni tedy popisuje problémy, kde
elektrickd slozka hustoty elektromagnetické energie je zanedbatelnd. (Kondenzdtory, v jejichz dielektriku
z principu tato nerovnost neplati, se do kvazistacionarniho ptiblizeni zavedou jako prvky, u nichz je ¢asova
zména energie popsina pravou stanou této rovnice — [ E.de =-UIl = -9,CU?/2.)

Podobné jako v elektrostatice, 1ze i u magnetického pole ustalenych proudu misto energie pole mluvit
o potencidlni energii zdroje. S pouzitim V.(H x A) = A.(V x H) — H.(V x A) a (73) dostavéme

1 - 1 = - 1 = e | -

5/H.de - 5/H.(V><A) v = _if(Hx ).dS+§/A.j qv . (85)
a tedy po zanedbani povrchového ¢lenu
AFadv . (86)

Winag = /ﬁ.é v =

N | =
[N

Indukénost

Spolu s elektromagnetickou indukef se objevuji pojmy vlastni a vzdjemnd indukénost. Napéti indukované
podél uzaviené proudové smycky Cy ohranic¢ujici plochu S4 je rovno zméné magnetického toku —W 4

UiA:f Edl = —W, = fat/ B.dS = fat/ rot A.dS = fat/ A(Ip).dl = —Laplp .
Ca Sa Sa Ca

(87)
Linearni zavislost pole na zdroji tedy podobné jako v elektrostatice vede na matici koeficientu L 4p.
Konkrétne,

Yoo I 7 . dil.dl’
UiA = —6t Adl = — 6t/ Ho’b / _,dl = dl = LAB = / / — —l», 88)
Ca ca |57 4T Jep |7 — 7| ca oy 7=

Ze vztahu (86) déle pro linedrni proudy vyplyva, ze

- 1

A,B

Bohuzel, diagonalni prvky takto definované matice indukénosti soustavy nekoneéné tenkych vodi¢u jsou
nekonecné. Zdrojem potizi je nekoneéné silné pole v blizkosti takto tenkého dratu. Naptiklad na dseku
primého vodice Ize ukazat, ze proudem buzeny magneticky tok stejné taj jako energie tohoto pole logar-
itmicky diverguje s polomérem vodice jdoucim k nule.

Za povsimnuti stoji, ze zdkon zachovani energie vyzaduje jev vlastni indukénosti: Magnetické pole je
kvli linearité polnich rovnic imérné budicimu proudu, a tedy energie pole % Ik H.B dV musi byt amérna
kvadratu proudu. Je-li proudova smycka chéapana jako ¢ést elektrického obvodu, musi zménu proudu
smyckou doprovazet vznik indukovaného napéti tak, aby dodavany vykon souhlasil s rychlosti zmény
energie pole.

Cwviceni: Jak vypadaji pole ff, B, Eadv homogennim stiidavém magnetickém poli?

Cuiceni: Ukazte, Ze (86) je invariantni v rdmci kalibraéni volnosti kvazistaciondrniho pfiblizeni.

Cvic¢eni: Jak zhruba vypadaji pole /f, E, E a ®, kdyz do homogenniho stiidavého magnetického
pole vlozite (hodné dlouhou) spirdlu z tenkého vodice , kterym neprotékd proud a tedy tecéné slozky
elektrického pole (coz u tenkého vodice je jedind slozka podélnd) jsou nulové? Hledejte jako superpozici
puvodniho pole a nového pole @’.

Cviceni: Studujte elektrické a magnetické pole v transformatoru. Za nejjednodussi model muzete
vzit dva koaxidlni idedlni dlouhé solenoidy. Jaky vyznam méa pouziti jadra s p, >> 1 7 Uvazujte
transformator naprédzdno (ten mé sekundarni obvod rozpojeny) a nakritko (zde lze pro jednoduchost
sekundarn{ vinut{ povazovat za plosny vodi¢, tedy kazdy zavit zkratovat zvl4st).

Skinovy jev

Charakter prvni z rovnic se ale zméni, pokud proud zavisi na elektrickém poli. Nejjednodussim a
pritom naprosto béznym piipadem je linedrni zavislost popsand Ohmovym zakonem v nepohybujicim
se izotropnim a homogennim prostiedi .

j=E. (90)
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Zanedbame-li volné naboje a tedy polozime ® = 0, stéle je pritomno indukované elektrické pole —0,A.
Jsou-li proudy uréeny Ohmovym zdkonem dostdvdme (v kalibraci div A = 0) pro vektorovy potenciél
rovnici

AL = +ppyd,A (91)

Rotaci této rovnice ziskavame rovnici pro difuzi magnetického pole
AB = + upyd:B , (92)

naprosto stejné povahy. Tyto rovnice v mistech, kde v > 0 maj{ charakter evoluéni (parabolické) rovnice,
zatimco tatdz rovnice v mistech s v = 0 pfedstavuje (eliptickou) Laplaceovu rovnici okamzitého nabyvan{
rovnoviahy pole se zdroji. Tento dvoji charakter lze chapat téz tak, ze (91) i (92) neptredstavuji evoluén{
rovnice pro magnetické pole, nybrz pohybové rovnice pro jakousi kapalinu nosi¢i naboje podléhajici
Ohmovu zdkonu. To nejsndze uvidime z ¢asové derivace (91)

Aj = + povdg (93)

kterd predstavuje rovnici difuze pole proudové hustoty. Ani v této situaci tedy nema elektromagnetické
pole vlastni dynamické stupné volnosti, ty nédlezi jen proudovému poli ve vodic¢ich.

Jako nejjednodussi piiklad poslouzi tenkd (z €< —a,a >) vodivé desticka vlozend podélné do mag-
netického pole B = B, (z)e..

Problém muzeme chapat jako evoluéni tlohu se zadanou pocatecni konfiguraci magnetického pole.
Piedpoklad B = B.(x)€, znamend vné desticky, kde netecou zddné proudy zavislost B.(x) = konst.
Budeme zkoumat situaci, kdy desticka je vlozena v homogennim magnetickém poli Bye,, které je nahle
vypnuto. V kvazistaciondrnim pfiblizeni pole vné desticky po vypnuti proudu (napt. v budicim elek-
tromagnetu) okamzité zmiz{ a tak za pocatetni podminky vezmeme nulové pole vné a konstantni pole
uvnit? (oprdvnénost bude diskutovédna pozdéji).

Diky velmi zjednodusSené situaci je vnéjsi magnetické pole nulové a uvnitt zbyva splnit jedinou skalarni
rovnici

AB.(z,t) = + poy0yB.(z,t) . (94)
Pii jejim feSeni, si pov§imneme, ze
2
Af, = Acos(n%x) =— (%) n? cos(n%x) = —\f,, (95)

pricemz tyto funkce byly vybrany proto ze, (1) jsou to vlastni funkce Laplaceova operdtoru, (2) spliuji
hrani¢n{ podminku danou nulovym vnéjsim polem a (3) tvoii tiplnou bézi (ve smyslu iplnosti Fourierovych
fad).

Zbyva rozvinout pociteéni data do této baze s pomoci zndmé Fourierovy rady

1 1 1 1
cos(t) — 3 cos(3t) + 3 cos(bt) — - cos(7t) + ) cos(9t) F ... = %sign(cos t) . (96)
Konkrétnée i
=4 (1) ™
B,(t=0,2) = 30;;2k+1cos [(Qk—l—l)%x} (97)

Koeficienty nyni prohldsime za funkce ¢asu,
> T
B.(t,z) = ;Oak(t) cos [(2k+ 1)%4 (98)

a dosazenim do rovnice (94) dostaneme evoluén{ rovnici pro jednotlivé koeficienty rozvoje

—(%)2(2“1)2%@) = HoyBhan(t) . (99)

Reseni této jednoduché linearni rovnice prvntho fddu maji charakter

_t T 2a\°
ap(t) = ax(t =0) e 7* Tk = (%%1)2 To = KoY (ﬂ) (100)

a popisuji disipaci jednotlivych fourierovskych slozek poc¢ateéniho magnetického pole. Pouziti slova disi-
pace je na misté nejen kvuli tomu, ze studujeme rovnici difuze, ale téz proto, zZe energie pole se pfeménuje
na jouleovské teplo. V souladu s ocekavanim, se prodluzuje doba zaniku pole s jeho rostoucimi rozmeéry
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Obréazek 2. Rozlozeni podélné slozky magnetického pole v tenké vodivé desce v ¢asech
t/70 =0,0.1,0.2,...,1.9,2 od vypnuti budiciho pole.

télesa. Zde jde o tloustku vodivé desky, oviem 7y roste s jeji druhou mocninou a tak u rovnice difuze nelze
mluvit o rychlosti sifeni informace (o zméné pole na kraji desky). Podobné se relaxaéni doba prodluzuje
s rostouci vodivosti (az na nekoneéno u supravodicii).

Nyni jsme odhalili ¢asovou skalu 7y, na niz pole uvniti vodivé desticky zanika. Pokud zdnik budiciho
pole je mnohem rychlejsi, byl predpoklad o po¢atecnich podminkach difuzni rovnice opravnény.

Reseni ve frekvenénim obraze spocivd v piechodu k harmonickym casovym zévislostem. To mé
smysl jak pii teoretickych ivahach tak i v praxi. Skrze Fourierovu transformaci lze takto popsat i slozity
¢asovy vyvoj, zde budeme ale zkoumat situaci, kdy budici pole m& harmonicky prubéh a po odeznéni
prechodovych jevu (to se odehraje na casové skédle 79) maji harmonicky prubéh i ostatni veli¢iny

—

B(rt) = B e ™ i) = j) e (101)

Predpokladame kvili symetrii opét jedinou nenulovou komponentu magnetického pole. Pole vné musi
byt kvili rot B = 0 konstantni

B.(7) = B lz| > a (102)

Uvniti se f{d{ rovnici (94), tedy
Oz B.(2) = —iwpoyB.(x) lz| <a. (103)
Hleddme tedy sudd feseni rovnice f” = —kf (naSe hrani¢ni podminky (102)jsou sudé) coz jsou funkce

AcosVEz a tedy .
B.(x) = Acos/iwpgyx . (104)

Zavedeme-li realné ¢islo 6 vztahem

141 2
Viwpey = ;—Z = d =4/ . (105)
WY ko

a splnfme-li okrajové podminky, které ziskdme dosazenim xz = +a do (104), dostdvédme

o =

|z] < a. (106)

e olg

| o8

| ols

ole| oy
o

= Do i i

SIS ]

e ses fese
e se's fese

Uvniti vodivé desky v okoli pravého okraje & = a dominuje ¢len e, zatimco u druhého okraje
e~ 55, Je vidét, ze vnéjsi harmonické pole pronika dovniti vodice jen do hloubky ~ § a proto se této
veli¢iné zavislé na frekvenci a vodivosti fika hloubka vniku. Je vidét, Ze smérem dovnitf vodic¢e nejen
exponencialné klesa amplituda magnetického pole, ale téz se méni faze. Pokud uvazujeme frekvence, kdy
d >> 2a, vitivé proudy jen nepatrné méni magnetické pole ve vodi¢i. Naopak, pro velmi malé hloubky
vniku muzeme uvazovat plosné proudy tekouci jen na povrchu vodicu.

Doposud jsme mluvili o magnetickém poli ve vodi¢i. Protoze stejnou parabolickou rovnici se #idi i
proudova hustota, je proud harmonického prubéhu ve vodici také soustiedén u povrchu. Jako piiklad
uvazujme vodic¢ ve tvaru valce. Protoze vlastni funkce Laplaceova operatoru respektujici valcovou symetrii
problému je Besselova funkce Jo(kR), splitujici AJo(kR) = —k%Jo(kR), po vynéasoben{ vhodnou konstan-
tou, jejiz hodnotu uréime z celkového proudu vodicéem, dostdvame pole proudové hustoty

1+ido(1+0)E) -
2mad Jy (1+1)%)

j = (107)

odpovidajici celkovému proudu I tekoucimu ve valcovém vodi¢i o poloméru a. Protoze pro mald § plati
Ju(2) = /2 cos (2 - Z(v+3)), proud tekouci vodicem se soustfedf v blizkosti povrchu stejné, jako
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Obrézek 3. Efektivni a vybrand okamzitd hodnota podélné slozky magnetického pole v tenké vodivé
desce pii hloubce vniku 6/2a = 1,0.3,0.1,0.03,0.01.

v jednoduchém piikladé s destickou. Magnetické pole lze uréit piimo z Ampérova zdkona s pouzitim

[ zJo(z)dz = xJi ()
I+ E]
B = %W% fi<a (108)

%% R>a
V obou vys8e uvedenych ptipadech bylo magnetické pole te¢né k povrchu vodice. Takovéto magnetické
pole muze lokalné vyrusit povrchovy proud a skinovy jev lze tedy chépat jako lokdlni jev. Ukazuje se
ovSem, ze i kolmé slozka magnetického pole je z vodice vytlacovana. V tomto piipadé je vnéjsi pole
odstinéno slozenym polem proudt tekoucich blizko povrchu vodice. Jako nejjednodussi model popisujici
tento jev lze vzit dokonale vodivou kouli. V tomto piipadé sta¢i uvazovat nulové pole uvniti a vné vzit
superpozici budiciho homogenniho magnetického pole a magnetického pole dipdlu. Zvolime-li takovy
magneticky dipdlovy moment, jenz vyrusi budici pole na obou pdlech, zaruc¢i symetrie tlohy splnéni
podminky DivB = 0 véude na povrchu koule.
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