Domaci tloha z Klasické elektrodynamiky

Uvod

V iterferometrickych detektorech gravitacnich vin je tfeba velmi jemné pohybovat zrcadly in-
terferometru. Vyuziva se elektrostatického pusobeni mezi sadou elektrod a kfemennym dielek-
trikem zrcadla (Obr 1.).

V rdamci domaci ulohy naleznéte silu, jakou pusobi soustava rovnobéznych paskovych elek-
trod na dielektricky objekt. Problém je zjednodusen do podoby modelu na Obr. 2, kdy plosné
péaskové elektrody tvori pravidelné rozlozené pruhy nulové vysky (tloust’ky) v celé roviné z = 0.
Kladnd a zéporna elektroda se nachdzeji na potencidlu +U, jsou Siroké A\/4 a stejné Siroka
je 1 mezera mezi nimi. Pro jednoduchost zvolime pocatek souradnic na ose kladné elektrody.
Dielektrickd prosttedi jsou zjednodusena do podoby poloprostoru z < 0 (na jehoz hranici jsou
umistény elektrody) a poloprostoru z > w (ktery predstavuje zrcadlo). Obé prostiedi jsou vy-
plnéna stejnym homogennim dielektrikem s relativni permitivitou €,. Misto celkové sily, ktera
by byla nekonecnd, budeme hledat jeji plosnou hustotu tedy tlak.
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Obr. 1. Principidlni schéma (vlevo), skutecny tvar elektrod u detektoru Advanced LIGO (uprostied)
a zjednoduseny model pro tuto domdci tdlohu (vpravo).
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Obr. 2. Ekvipotencidly elektrického pole v nasem modelu. V doln{ ¢dsti obrdzku jsou (v roviné z = 0)
pravidelné rozmistény plosné vodivé elektrody uvedené na hodnotu potencidlu £U (Cervend +U, modrd —U).
V hodni (z > 1/2) i dolni ¢asti (z < 0) vidime pole uvniti dielektrika s €, > 1. Zejména na hornim rovinném
rozhrani se nespojitost elektrického pole projevuje zalomenim ekvipotencidl.

Polni rovnice

Vyjdeme z toho, ze uvazovana periodicky usporadand nekonecna soustava elektrod budi jednodussi
pole, nez napt. jedind dvojice elektrod. To proto, ze periodické funkce lze rozlozit do Fourierovy
rady. Proto:

1. Naleznéte funkci h tak, aby pro z # 0 elektrostaticky potenciél

O(x, z) = [pr cos(kx) + qx sin(kz)] h(|z])

spliioval Laplaceovu rovnici a podminku zliénoo@k (x,z) =0.

Pro z # 0 se zjednodus{ derivovéni absolutni hodnoty a vyjde A[f(z)h(|z])] = f"h+ fh".
ProtoZe pro dany tvar f(z) mame f” = —k%f dostavame A[f(z)h(|z])] = f(—=k*h+1") = 0.
Vyraz v zavorce predstavuje zndmou obyéejnou diferencidlni rovnici s fesenimi h(|z]) = e**l.
Jen jedno z feseni, h(|z|) = e |, splituje pozadované hraniéni podminky.

2. Pokud uvazite, ze |z|" = 26(x) a ze |z|" = £1, jaky vyznam mda ndbojova hustota spoctena
z Poissonovy rovnice pro uvazované ¢ ?



Tentokrat musime vzit vazné chovéani funkce |z| v nule. Pouzijeme navrhované rovnosti a
dostaneme (opét s pouzitim f” = —k?f)

A (f(x)e_km) = (K*(sgn®(z) — 1) — 2kd(2)) f(x)e A

Protoze sgn?(z) — 1 je skoro vSude nula, je ndbojova hustota déna jen ¢lenem s d-funkei. Ta
odpovida plosné nédbojové hustoté rozlozené na plose z = 0

o(x) = 260k f(x) = 2€ok [pr, cos(kx) + qx sin(kx)] .

Symetrie

Zkoumejte omezeni, jaka pro hodnoty k, pr, qx vyplyvaji ze symetrii

T: ®(x+n\z)=99(x,2), neZ (1)
P: O(—x,2)=d(x, 2), (2)
C: O(x+2/2,2) =—D(x,2). (3)

3. Jaky maji symetrie T, P a C vyznam? Z kterych tvrzeni v zadani jednotlivé symetrie
vyplyvaji?
T — & je periodicka funkce souradnice x. P — & je sudd funkce souradnice z. Vyplyva
to z volby pocatku soutradnic na ose kladné elektrody. C' — kladné a zaporné casti ¢ jsou
stejné, protoze kladné i zaporné elektrody jsou stejné, jen posunuté o polovinu A a s opacnym
znaménkem potencidlu.

4. Co vyplyva z téchto symetrii pro smér elektrického pole vz =0a v x = \/47

Derivaci (2) dostaneme —®,(0,z) = ®,(0, 2), tedy E.(0,2) = —E,(0,z), coz znamend, ze
E,(0,2) =0, tedy E zde mif{ ve sméru z.

Postupnou aplikaci 7', P, C' dostaneme ®(\/4, 2) = &(—3\/4, z) = ®(3N\/4,2) = —P(N\/4, 2),
tedy ®(\/4,z) = 0. Z toho také vyplyvé, ze E.()\/4,z) = 0, tedy E zde mii{ ve sméru .

5. Jak vypada nejobecnéjsi feseni Oy (x, z) splnujici vSechny tyto symetrie?
Symetrie T' urcuje, ze k = 2mn/\, kde n € Ny. Symetrie P davd ¢ = 0. Symetrie C' pak,
omezi k =271 (2n — 1)/\, kde n € N.

6. Jak vypadd mnozina K tvofena vSemi piipustnymi hodnotami £ tak, aby ®; byly navzajem
linedrné nezavislé funkce? Zvolte bézi teseni Wy(z, z) tak, aby bylo mozno pro superpozici
pouzivat zapis ve tvaru souctu

d(x,2) = Z apVi, (2, 2), (4)

k€K, ieN

tedy, ze lze pripustné hodnoty k ocislovat celymi ¢isly ¢ = 1,2, ... a tedy psat k;.

Mnozinu ptipustnych hodnot k jsme nalezli vyse
K=A{k=2n(2i—1)/\, i € N}.

Nezavislost funkci vyzaduje uvazovat jen kladna i. Funkce ¥; maji tedy tvar

W;(z, z) = cos (kyz) e kil



Rozhrani prostredi

Uvazovany problém znamena tesit rovnici A® = 0 ve tiech oblastech a = 1,2, 3 odpovidajicich
Q{7 2<0},Q: {7 | 0< 2z <w}aQy:{T]|z>w}, kde na rozhranich je potieba splnit
podminky
7 x [E] —0, 7. [5} —0,
kde D@ = 6067(~a) E@. Vlastnosti prostiedi jsou e = ¥ = € a ¢ = 1. Pouzivame oznacen{
pro nespojitost pole [E] = lir% E(%y+ en) — E(Zy — enl) v bodé Zy lezicim na rozhrani ve sméru
€E—>
normaly 77 k tomuto rozhrani.
Kvuli existenci dvou vyznaénych ploch z = 0 a z = w budeme od ted’ predpokladat, ze
elektrostaticky potencial vznikne superpozici poli zdroju na rovinach z = 0 a z = w a ma tak

tvar
O(z,2) = Z a;Vy, (x, z) + Z bV, (x, 2z —w). (5)

ki€k,ieN ki€K,ieN
Pro pohodli si tuto rovnici prepiseme za po uziti nalezeného tvaru ¥
oo
O(x,2) = Z (aie_k”Z' + bie_k”z—“”) cos(k; x) (6)
i=1
7. Jakd rovnice R; pro potencidl ®(z, z) plati v mistech, kde jsou elektrody?

Jako obvykle pritomnost elektrod v elektrostatice znamend hrani¢ni podminku pro potencial.
Zde tedy

P(z,z2=0)=2U, ze(—tA+n+1AFDNIA+n+1I1F1)N), neZ

8

Protoze nase bazové funkce jiz spliuji pozadované symetrie, stac¢i tuto podminku vyzadovat
jen na jedné elektrodé

O(r,2=0)=U, z€(—g\gN).
tedy po dosazni do (6)
Ry : Z(ai +bie Y cos(kir) = U, € <_%,\’ %)\>.
i=1

8. Jakd rovnice Ry pro potencidl ®(z,z) vyplyvd z podminek na rozhrani z = 0 v mistech,
kde nejsou elektrody?

V téchto mistech nejsou volné néboje, takze pifslusné rovnice je &, - [D] = 0 v roviné z = 0.
Pov§imnéme si ze rovnice 7 x [E] = 0 je splnéna v dusledku spojitosti potencialu na obou
rozhranich. Potencidl je pak spojity proto, ze viechny v ném se objevujici funke véetné |z|
jsou spojité. Zderivujeme (6) a dostaneme

o0

E.(x,z)= Z (a; sgn(z) e il L b, sgn(z — w) e‘kilz_w‘) k; cos(k; x). (7)

i=1
Dale
ii-[D] = D,(x,z=0") = D.(x,2=07) = E.(x,2 = 07) — e, B, (x, 2 = 07),

E.(z,z=0%) = Z (j:ai —b; e‘k””) k; cos(k; x).

=1




tedy

By Z [(1+e)a; + (e — 1)b; e "] kjcos(kiz) =0, x € (2N 2N).
i=1

9. Jakd rovnice Rz pro potencidl ®(x, z) vyplyvéd z podminek na rozhrani z = w?

Vyjdeme z rovnice (7) a spocteme €, - [13] =0 v roviné z = w:

- [ﬁ] =D.(z,z2=w") = D,(x,2=w") = epe, E.(z,2 = w") — B, (x,2 = w™),

Ez(CU, z = wi) — Z (e_kiwai 4+ bz ) kz COS(kZZ‘ I) (8)
i=1
tedy
Rs: Z [(er — 1)ay e kv 4 (e, + 1)b;] kicos(k;z) =0, z € (=i 1N).
i=1

10. Jaké feseni méa rovnice R3, ma-li byt splnéna podél celého rozhrani z = w, pokud za neznamé
povazujeme koeficienty b;?

Protoze funkce cos(k; x), pokud Rj plati pro viechna z, z (—%/\, %/\> jsou navzajem nezavislé,
musi byt kazdy z koeficientu Fourierovy fady R3 rovny nule. Proto
ET‘ - 1 —k

bi:— iw - 9
eT—i—le “ 9)

Znaménko minus pfed vyrazem znamenad, ze indukovand vazana nabojova hustota ma opacné
znaménko, nez naboje na protéjsi elektrodé. To v dusledku da pritazlivou silu mezi objekty.

Pozn. Rovnice R; a Ry neplati pro vSechna x a proto pfislusné zavorky nejsou nulové.
Jinak feceno, zatimco R3 predstavuje Fourierovu radu pro identicky nulovou funkci a ta ma
tedy nulové koeficienty, rovnice R, a Ry prestavuji Fourierovu fadu pro funkce, které jsou
nulové jen na jistych intervalech. Takové funkce pak maji (az na vyjimku identicky nulové
funkce) netrividlni koeficienty.

Sila

11. Spoctéte plosnou hustotu z-slozky sily (tlak), kterou pusobi elektrické pole na (vézané)
néboje v roviné z = w. Jakd je tato hodnota p po zprumérovani pies periodu x € (0, \)? Jaka
je vyslednd sila pusobeni naboju v roviné z = w na tytéz ndboje? Lze to zduvodnit néjakou
symetrii ve vztazich pro jejich elektrické pole?

Z prednasky vime, ze plosna sila v misté nespojitého pole se pocita podle vztahu
F = = 1 — —
fploé - U{E}, kde {E} = 5 (El -+ E2> .

Plosnou hustotu vazaného naboje ¢ na rozhrani z = w a prumérnou hodnotu {E} tamtéz
spocteme s pouzitim (8)

o=¢€y- [E] = € Z 2b; k; cos(k; x)

i=1

{E.} = Z aikie """ cos(k; x)
i=1

Vyslednd f, je soucinem téchto dvou funkeci. Stfedovani nam vztah zjednodusi, protoze




(vSechna k; # 0)
1=

0 1#y

N[

cos(k; x) cos(k; x) =

a tedy

— —k; T —2k;
D =€ E a;b; k2e MY = —¢ g a? ke~
; €+ 14
i=1 =1

Otazka na pusobeni indukované plosné nédbojové hustoty na sebe samu méla zejména
motivovat ke kontrole, zda ndhodou ve vysledném vztahu v dusledku chybnych tprav nezbyl
prislusny clen imeérny kvadratu b;.

Intenzitu zapricinénou koeficienty b; oznacime E©@ a silu, jiz tato cast elektrického pole
pusobi na plosny naboj v z = w, ktery ji zpusobuje, pak f(") . Slozka plosné hustoty sily
f» = oE7 vymizi, protoze {Eﬁ")} = 0. To proto, ze prumér {sign(z —w)} = 0. Slozka sily

7 = J{Eg(gg)} ovsem vyjde nula az po vystfedovani, v dusledku toho, ze cos(k; z) sin(k; z) =
0. Protoze se zadani pta na slozku f,, nebylo to potfeba uvazovat pii uréovani p.

Priblizné reseni
Za neznamé nyni uvazujte pouze hodnoty a; a by, ostatni zanedbejte (polozte rovny nule).
12. Spoctéte ay, by, p pokud budete pozadovat splnéni Ry ve=2=0a R3vae =0,z =w.
Nejprve vycislime
Iy

A

Hodnotu b; ziskdme ze vztahu (9), ktery predstavuje feseni rovnice R3 pro libovolné z,

€ — 1
€ +1

—kiw aq.

b, =
Rovnice Ry pak v nasem zjednoduseném problému ma tvar

=1
(a1 + bie™™") = a, (1 B G_lew) =U.
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