
Řešeńı 2. domáćı úlohy z Klasické elektrodynamiky

Spočtěte śılu, j́ıž se přitahuj́ı dvě souosé polokoule vyrobené z materiálu s konstatńı mag-
netizaćı M⃗ = Me⃗z. Nejprve za předpokladu, že se svými podstavami dotýkaj́ı a dohromady
vytvářej́ı kouli o poloměru a, později i v situaci, kdy je mezi podstavami větš́ı vzduchá mezera.

Ilustrace k bod̊um 1 - 3. Dva těsně přiléhaj́ıćı polokulové permanentńı magnety se shodnou magnetizaćı.

Pro účel výkladu k bodu 2 je též znázorněna velmi malá vzduchová mezera δ mezi nimi.

1) Za předpokladu, že magnetické pole je homogenńı uvnitř obou magnet̊u 1 a 2

B⃗1 = B⃗2 = B0e⃗z = B0 (cos θ e⃗r − sin θ e⃗θ)

a dipólové vně (v oblasti 3)

B⃗3 = B0

(a
r

)3
(
cos θ e⃗r +

1

2
sin θ e⃗θ

)
ukažte, že pro δ = 0 a jistou hodnotu B0 lze na rozhrańı r = a dosáhnout spojitosti př́ıslušných
složek magnetické indukce B⃗ a intenzity

H⃗ = µ−1
0 B⃗ − M⃗ .

Jaká hodnota B0 odpov́ıdá dané magnetizaci M?

Podmı́nky na rozhrańı jsou jednak spojitost normálových složek B⃗

n⃗ · [B⃗] = Br 3 −Br 1,2 = 0,

a pak tečných složek H⃗
n⃗× [H⃗] =⇒ Hθ 3 −Hθ 1,2 = 0

Prvńı je automaticky splněna (protože a/r = 1 na rozhrańı), ze druhé dostáváme

µ−1
0 Bθ 1,2 −Mθ = µ−1

0 Bθ 3

(B0 − µ0M) (− sin θ) = B0
1

2
sin θ.

Tak ze spojitosti Hθ dostáváme magnetickou indukci uvnitř koule

B0 =
2

3
µ0M.

2) Použijte dimenzinálńı argumenty a určete exponenty p, q ve vztahu pro śılu Fz = κµ0 a
pM q,

kde κ je bezrozměrná konstanta.

Obecný postup spoč́ıvá v dosazeńı SI jednotek [F ] = kg.m.s−2, [µ0] = kg.m.s−2.A−2 a
[M ] = A.m−1, č́ımž dostaneme rovnici

kg.m.s−2 = kg.m1+p−q.s−2.A−2+q,

s řešeńım p = q = 2.



Pokud nemáme po ruce tabulky, můžeme s použimı́mWmag =
∫
wmagdx

3 =
∫

1
2µ0H

2d3x
źıskat [µ0] = [wmag]/[H

2].

Středoškolská metoda určeńı
”
śıly magnetu“ předpokládá, že téměř veškerá energie pole

śıdĺı ve vzduchové mezeře δ mezi magnety, kde lze pro velmi malé δ magnetické pole určit ze
zachováńı magnetického toku. Derivace této energie podle δ dá pak śılu. Určete, jak velká je
śıla spočtená touto metodou. Uved’te, jaká hodnota bezrozměrné konstanty κ2 j́ı odpov́ıdá.

Využijeme spojitost Bz v mezeře mezi magnety, fakt, že ve vzduchu bereme přibližně B⃗ =
µ0H⃗ a energii odhadneme jako

Wmag =

∫
1

2
µ0|H⃗|2d3x .

=
1

2
µ0H

2
zπa

2ϵ

Po dosazeńı Hz =
2
3M do Fz = −dWmag/dϵ tak dostaneme

κ2 = −2

9
π.

Znaménko jsme vybrali tak, abychom se připravili na daľśı úkoly, kde se mluv́ı o śıle na
vrchńı polokouli. Na spodńı polokouli p̊usob́ı śıla v kladném směru osy z.

3) Obklopte horńı magnet plochou Σ a spočtěte tok Maxwellova tenzoru Tij touto plochou.

Protože Σ celá lež́ı mimo magnet, plat́ı v mı́stech integrace lineárńı vztah B⃗ = µ0H⃗. Označ́ıme-
li dS⃗ = n⃗ dS je př́ıspěvek k toku

dF⃗ = dSiTij e⃗j =

[
H⃗(B⃗.n⃗)− 1

2
n⃗(B⃗.H⃗)

]
dS

Nalezněte složku śıly rovnoběžnou s M⃗

Fz = e⃗z.

∮
Σ
dF⃗ ,

uved’te zvlášt’, jaký je tok podstavou a polosférou, jež tvoř́ı Σ. Jaká hodnota bezrozměrné
konstanty κ3 j́ı odpov́ıdá?

Zadáńı požaduje spoč́ıst dva plošné integrály. Prvńı F
(1−2)
z ve vzduchové mezeře mezi mag-

nety 1, 2, kde n⃗ = −e⃗z vyžaduje dosadit

nzB⃗.H⃗ = −µ0H2
z , Hz(B⃗.n⃗) = −µ0H2

z , Hz =
2

3
Mz

a tedy

F (1−2)
z =

∫ (
−µ0H2

z +
1

2
(−µ0H2

z )

)
dS = −1

2
µ0H

2
z (πa

2) = −2

9
πµ0M

2a2.

Źıskali jsme tedy stejný výsledek jako v bodě 2, přičelmž záporné znaménko ř́ıká, že na
horńı magnet p̊usob́ı śıla směrem dol̊u.

Druhý integrál F
(1−3)
z vně polo-sféry mezi magnetem 1 a okoĺım 3, kde n⃗ = e⃗r vyžaduje

dosadit e⃗z.e⃗r = cos θ, e⃗z.e⃗θ = − sin θ,

B⃗.H⃗ = µ−1
0 B2

0

(
cos2 θ +

1

4
sin2 θ

)
, B⃗.n⃗ = Br, Bz = B0(cos

2 θ − 1

2
sin2 θ)

nzB⃗.H⃗ = cos θµ−1
0

(
cos2 θ +

1

4
sin2 θ

)
B2

0 , Hz(B⃗.n⃗) = µ−1
0 B0(cos

2 θ − 1

2
sin2 θ)(B0 cos θ).



Dı́ky axiálńı symetrii můžeme položit dS = 2πa2 sin θdθ, použ́ıt substituci cos θ a psát

F (1−3)
z = µ−1

0 B2
0

∫ [
(
3

2
cos2 θ − 1

2
)− 1

2
(
3

4
cos2 θ +

1

4
)

]
cos θdS =

= 2πa2µ−1
0 B2

0

1∫
0

[
9

8
c3 − 5

8
c

]
dc = − 1

16
πa2µ−1

0 B2
0 .

S použit́ım B0 =
2
3µ0M tak vyjde

F (1−3)
z = − 1

36
πa2µ0M

2

a sečteńım faktor̊u −2/9 a −1/36 dostaneme

Fz = −1

4
πa2µ0M

2,

tedy

κ3 = −1

4
π.

4) Ukažte, že v mı́stech, kde tečou plošné proudy, a kde tedy je magnetické pole nespojité, plat́ı
pro plošnou śılu vztah f⃗ploš = j⃗ploš×{B⃗}, kde {B⃗} = 1

2(B⃗1+B⃗2) je pr̊uměr poĺı z obou stran.
Intuitivně je faktor 1

2 dán plochou lichoběžńıka jenž tvoř́ı profil objemové hustoty śıly, která
vznikne zespojitěńım při uvážeńı konečné tloušt’ky plošného proudu s konstantńım profilem
proudové hustoty. Nalézněte přesný d̊ukaz spočteńım toku Maxwellova tenzoru přes uzavřenou
plochu tvaru velmi ńızkého válce těsně obklopuj́ıćıho malou plošku rozhrańı. Dokažte kĺıčový
vztah

H2iB2j −H1iB1j = [Hi]{Bj}+ {Hi}[Bj ]

a poté při vědomı́ opačné orientaci podstav válce a za užit́ı vztahu pro dvojný vektorový
součin dokažte, že f⃗ploš = j⃗ploš × {B⃗}.
Začneme dosazeńım do

2[Hi]{Bj}+ 2{Hi}[Bj ] = (H2i −H1i)(B2j +B1j) + (H2i +H1i)(B2j −B1j) =

= 2H2iB2j − 2H1iB1j +H2iB1j −H2iB1j −H1iB2j +H1iB2j = 2H2iB2j − 2H1iB1j

V daľśım kroku spočteme śılu vyvěraj́ıćı z plochy rozhrańı těsně obklopené plochami d⃗S12 =
±n⃗dS (tedy n⃗ = n⃗2 = −n⃗1)

dFj = dSiTij =

(
H2j(B2in2i)−

1

2
n2j(B2iH2i)

)
dS +

(
H1j(B1in1i)−

1

2
n1j(B1iH1i)

)
dS

= [Hj ]{Bi}ni + {Hj}[Bi]ni −
1

2
nj({Bi}[Hi])−

1

2
nj([Bi]{Hi}).

Z opačného konce dostaneme

dFj = ϵjkl (ϵkimni[Hm]{Bl}) = (δjmδli − δjiδml)ni[Hm]{Bl} = ni[Hj ]{Bi} − nj [Hi]{Bi}

Po uvážeńı, že [Bi]ni = n⃗ · [B⃗] = 0 je dáno plošnou variantou rovnice ∇ · B⃗ = 0 vid́ıme,
že oba výrazy se budou shodovat, pokud bude

{Bi}[Hi] = [Bi]{Hi},



tedy zejména pokud v obou prostřed́ıch platit stejná lineárńı úměra mezi B⃗ a H⃗, např́ıklad
ve vakuu, kde M⃗ = 0 a B⃗ = µ0H⃗ a tedy {Bi}[Hi] = [Bi]{Hi} = µ0[Hi]{Hi}. To souviśı s
t́ım, že i na vázané proudy p̊usob́ı Lorentzova śıla.

5) Uvažujte, že magnet 1 je mı́sto objemové magnetizace magnetický v d̊usledku existence
povrchových plošných proud̊u j⃗ploš = n⃗× [M⃗ ] daných nespojitost́ı magnetizace M⃗ na povrchu
magnetu, kde uvažujeme pole jednotkových normál n⃗. Určete tyto proudy na podstavě a po-
losféře, jež tvoř́ı povrch magnetu. Jaká je v tomto př́ıpadě magnetická intenzita H⃗1?

Ilustrace k bod̊um 5 a 6: Dva těsně přiléhaj́ıćı polokulové permanentńı magnety se shodnou magnetizaćı,

přičemž vrchńı je mı́sto magnetizace tvořen povrchovými proudy.

Hledáme tedy proudové pole, které stoj́ı za nespojitosmi tečných složek H⃗. Protože na
podstavě jsou tečné složky H⃗ nulové, proudy j⃗ploš jsou př́ıtomné jen jen na sféře r = a (kde
n⃗ = e⃗r je pole vněǰśıch normál),

j⃗ploš = µ−1
0 n⃗× (B⃗3− B⃗1) = µ−1

0 B0e⃗r × (
1

2
sin θ− (− sin θ))e⃗θ =

3

2
µ−1
0 B0 sin θe⃗ϕ =M sin θe⃗ϕ.

Pokud použijeme vztah j⃗ploš = n⃗ × [M⃗ ] navržený v zadáńı vyjde (pro magnetizaci vně a
uvnitř bereme M3 = 0,M1 =M)

j⃗ploš = n⃗× [M⃗ ] = e⃗r × (−Me⃗z) =M sin θe⃗ϕ

s použit́ım rozkladu e⃗r = cos θe⃗z + sin θe⃗R ve válcových souřadnićıch, kde je také e⃗R × e⃗z =
−e⃗ϕ.

6) Spočtěte śılu

F⃗ =

∫
j⃗ploš × {B⃗}dS ,

j́ıž p̊usob́ı magnetické pole na tyto povrchové proudy. Jaká hodnota bezrozměrné konstanty
κ6 j́ı odpov́ıdá?

Nejprve spočteme pr̊uměrnou hodnotu

{B⃗} =
1

2
(B⃗1 + B⃗3) = B0

(
cos θ e⃗r −

1

4
sin θ e⃗θ

)
Dále ověř́ıme, že kartézské složky Fx, Fy jsou nulové protože

e⃗x ·
∫
e⃗ϕ × cos θe⃗r dS =

∫
... dθ

2π∫
0

cosϕdϕ = 0

a podobně pro daľśı tři integrály

e⃗x ·
∫
e⃗ϕ × sin θe⃗θ dS, e⃗y ·

∫
e⃗ϕ × cos θe⃗r dS, e⃗y ·

∫
e⃗ϕ × sin θe⃗θ dS.



Proto

Fz = e⃗z ·
∫
M sin θe⃗ϕ ×B0

(
cos θ e⃗r −

1

4
sin θ e⃗θ

)
dS

=

∫
M sin θB0

(
cos θ e⃗z · (e⃗ϕ × e⃗r)−

1

4
sin θ e⃗z · (e⃗ϕ × e⃗θ)

)
dS.

Po dosazeńı e⃗z · (e⃗ϕ × e⃗r) = e⃗z · e⃗θ = − sin θ a e⃗z · (e⃗ϕ × e⃗θ) = e⃗z · (−e⃗r) = − cos θ

Fz =MB02πa
2

∫
sin θB0

(
−3

4
sin θ cos θ

)
sin θ dθ = −3

4
MB02πa

2 1

4
= −1

4
πµ0a

2M2.

To potvrzuje, že jsme v bodě 3 neudělali chybu a že

κ6 = −1

4
π.

7) Nalezněte přesný vztah určuj́ıćı śılu mezi polokoulemi pro libovoně velké δ. Spočtěte
př́ıslušný bezrozměrný faktor κ7(δ/a) numericky pro δ = 3a a δ = 10a. (Inspirace: Jupy-
ter, Mathematica)

Protože jsme v bodě 5 nalezli plošné proudové pole reprezentuj́ıćı magnetizačńı proudy na
severńı polokouli, použijeme tetntýž výsledek i pro polokouli jižńı a silové p̊usobeńı spočteme
jako (viz přednáška)

F⃗ = −µ0
4π

∫ ∫
r⃗ − r⃗′

|r⃗ − r⃗′|3
j⃗ploš · j⃗′ploš dS dS′

Poč́ıtáme samozřejmě jen z-složku śıly, takže dosad́ıme

z − z′ = a(δ + cos θ − cos θ′).

|r⃗−r⃗′|3 = a3
[
(sin θ cosϕ− sin θ′ cosϕ′)2 + (sin θ sinϕ− sin θ′ sinϕ′)2 + (δ + cos θ − cos θ′)2

]3/2
Tento výraz jde zjednodušit zavedeńım ψ = ϕ− ϕ′

|r⃗ − r⃗′|3 = (
√
2a)3

(
1 +

1

2
δ2 + δ(cos θ − cos θ′)− cos θ cos θ′ − sin θ sin θ′ cosψ

)3/2

Součin proudových hustot dá

j⃗ploš · j⃗′ploš =M2 sin θ sin θ′ e⃗ϕ · e⃗ϕ′ =M2 sin θ sin θ′ cosψ

a čtyřrozměná integrace se zavedeńım ψ zjednodušila na

dS dS′ = 2πa4 sin θ sin θ′ dθ dθ′ dψ.

Odsud vyjde vytknut́ım př́ıslušných faktor̊u

κ7 =
−1

4
√
2

∫
(δ + cos θ − cos θ′) (sin θ sin θ′ cosψ) sin θ sin θ′(

1 + 1
2δ

2 + δ(cos θ − cos θ′)− cos θ cos θ′ − sin θ sin θ′ cosψ
)3/2 dθ dθ′ dψ,

kde ψ ∈ (0, 2π), θ ∈ (0, π/2), θ′ ∈ (π/2, π).

Bylo by náročné numerickou integraćı ověřovat lim
δ→0

κ7 = π/4, proto se v následuj́ıćım bodě

zaměř́ıme jen na numerický výpočet pro větš́ı δ.

8) Jak moc (vyjádřeno v procentech) se lǐśı śıla pro δ = 3a a δ = 10a podle 7) od śıly mezi
dvěma bodovými dipóly?

https://colab.research.google.com/drive/1xWnXQA4dZTNFnA2KpOKIjiEyHGFYNd8H
https://colab.research.google.com/drive/1xWnXQA4dZTNFnA2KpOKIjiEyHGFYNd8H
https://utf.mff.cuni.cz/~ledvinka/big/Uloha2024-2.nb


Śılu mezi dvěma souosými dipóly spočteme snadno z pole dipólu

Bdip =
µ0
4π

3(m⃗ · r⃗)r⃗ − m⃗(r⃗ · r⃗)
r5

a śıly kterou toto pole p̊usob́ı na jiný dipól

F⃗ = (m⃗(1) · ∇)B⃗
(2)
dip =⇒ Fz =

µ0
4π
m(1)

z m(2)
z

d

dz

2

z3

∣∣∣∣
z=d

Za dipólový moment dosad́ıme součin magnetizace M a objemu polokoule 2/3πa3 a dosta-
neme

Fz = − µ0
4π

(
2πa3M

3

)2
6

z4

∣∣∣∣∣
z=d

=

[
−2π

3

(
d

a

)−4
]
µ0a

2M2,

kde výraz v hranatých závorkách představuje odhad κ8 v situaci, kdy δ ≫ a. Stoj́ı si za
to uvědomit, že lepš́ım přibĺıžeńım než je d = δ je d = δ + 2(2a/5), protože (2a/5) je
vzdálenost těžǐstě polokoule od základny. Tuto lepš́ı aproximaci označ́ıme κ̃8. V následuj́ıćı
tabulce vid́ıme, že jej́ı chyba je pro δ/a = 10 menš́ı než 1%.

δ/a −κ7 −κ8 −κ̃8 δ8 δ̃8

3 0.008559 0.0259 0.0100 67-200% 15-17%

10 0.000153 0.000209 0.000154 27-37% 0.7%


