Reseni 2. domdci tdlohy z Klasické elektrodynamiky

Spoctéte silu, jiz se pritahuji dvé souosé polokoule vyrobené z materialu s konstatni mag-
netizaci M = Me,. Nejprve za predpokladu, Ze se svymi podstavami dotykaji a dohromady
vytvareji kouli o poloméru a, pozdéji i v situaci, kdy je mezi podstavami vétsi vzduchd mezera.

Tlustrace k bodam 1 - 3. Dva tésné pfiléhajici polokulové permanentni magnety se shodnou magnetizaci.
Pro ucel vykladu k bodu 2 je téz zndzornéna velmi mald vzduchovd mezera ¢ mezi nimi.

1) Za ptedpokladu, ze magnetické pole je homogenni uvniti obou magnett 1 a 2
By =By = Byé, = By (cosf €, —sinf ép)

a dipdlové vné (v oblasti 3)

= a\ 3 . 1 . .

Bs = By (7) cosf €. + =sinf €y

r 2
ukazte, ze pro § = 0 a jistou hodnotu By 1ze na rozhrani r = a dosdhnout spojitosti piislugnych
slozek magnetické indukce B a intenzity
H B0l

Jakda hodnota By odpovidd dané magnetizaci M?

Podminky na rozhrani jsou jednak spojitost normalovych slozek B
ii-[B] = By3 — Br12 =0,

a pak te¢nych slozek H
i x [H] = Hgz— Hp12=0

Prvni je automaticky splnéna (protoze a/r = 1 na rozhrani), ze druhé dostavéame

tio *Bg12 — My = ' By

1
(Bo — poM) (—sin0) = Boi sin 6.
Tak ze spojitosti Hy dostavame magnetickou indukci uvniti koule

2
By = gMOM.

2) Pouzijte dimenzinaln{ argumenty a urcéete exponenty p, ¢ ve vztahu pro silu F, = k pg a? M9,
kde k je bezrozmérné konstanta.

Obecny postup spoéivd v dosazeni SI jednotek [F] = kg.m.s™2, [uo] = kg.m.s72.A"2 a
[M] = A.m~!, éfmz dostaneme rovnici

kg.m.s 2 = kg.m! TP 4572 A72Hq

s feSenim p = q = 2.




Pokud nemdme po ruce tabulky, miizeme s pouzimim Wiag = [ Wmagda® = [ JuoH?*d3z
siskat, [io] = [wmagl/ [H?]

Stredoskolskda metoda urceni ,sily magnetu“ predpokladd, ze témér veskerd energie pole
sidli ve vzduchové mezefe § mezi magnety, kde lze pro velmi malé § magnetické pole urcit ze
zachovani magnetického toku. Derivace této energie podle § dé pak silu. Urcete, jak velkd je
sila spoctend touto metodou. Uved'te, jakd hodnota bezrozmérné konstanty ko ji odpovida.

Vyuzijeme spojitost B, v mezefe mezi magnety, fakt, ze ve vzduchu bereme ptiblizné B =
uoH a energii odhadneme jako

1 _ 1
Winag = / §HO‘H’2d3x = §M0H37TCL2€
Po dosazeni H, = 2M do F, = —dWnag/de tak dostaneme

3

2
Ko = —=T.
Ty
Znaménko jsme vybrali tak, abychom se pfipravili na dalsi tdkoly, kde se mluvi o sile na

vrchni polokouli. Na spodni polokouli pusobi sila v kladném sméru osy z.

3) Obklopte horni magnet plochou ¥ a spoctéte tok Maxwellova tenzoru Tj; touto plochou.

Protoze X celd lezi mimo magnet, plati v mistech integrace linedrni vztah B= uoﬁ . Oznacime-
li dS' =1n dS je prispévek k toku

dF = dS;Tyé; = [ﬁ(é.ﬁ)— ﬁ(é.ﬁ)] ds

| =

Naleznéte slozku sily rovnobéznou s M

F, = @.%dﬁ,
b

uved'te zvlast, jaky je tok podstavou a polosférou, jez tvoii . Jakd hodnota bezrozmérné
konstanty k3 ji odpovidd?
)

PRI iy NP [ ; a(1-2 ) . .
Zadani pozaduje spoc¢ist dva plosné integraly. Prvni F. Z( ve vzduchové mezefe mezi mag-

nety 1, 2, kde 7 = —€, vyzaduje dosadit

5 5 = 2
noB.H = —poH2,  H.(B.i) = —poH2, H. = M.

a tedy

PO = [ (S + G (ot?) ) dS = = ppotna?) = -~ Smpod e

Ziskali jsme tedy stejny vysledek jako v bodé 2, pficelmz zaporné znaménko k&, Ze na
horni magnet ptsobi sila smérem doli.

Druhy integral F 2(1—3) vné polo-sféry mezi magnetem 1 a okolim 3, kde 77 = &, vyzaduje
dosadit €,.€, = cosf, €,.69g = —sinb,

_ o 1 - 1
B.H = ,ug_lBg <cos29 + ) sin? 9> , B#ni=B, B,= 30(00829 — §sin2 0)

= o 1 = 1
n,B.H = cosfuy* <C082 0+ 1 sin? 0> B3, H,(B.i) = py ' Bo(cos? 6 — 3 sin? 0)(By cos 6).




Diky axidlni symetrii miizeme polozit dS = 2ma?® sin df, pouzit substituci cos 6 a psat
3 1 1,3 1
FU=3) — ,ualBg/ [(2 cos® ) — 5) — 5(1 cos® 6 + Z) cos0dS =

1
9 ) 1
= 27ra2ualB§/ [803 — c] dec = ——ma’uy ' B.
S pouzitim By = %qu tak vyjde
F-3) _ _iwa2M0M2

z 36

a sectenim faktora —2/9 a —1/36 dostaneme
Lo 2
F, = —47@ oM~

tedy

1
K3 = ——T.

4

4) Ukazte, ze v mistech, kde tecou plosné proudy, a kde tedy je magnetické pole nespojité, plati

pro plosnou silu vztah fplog = ;plog X {E }, kde {é } = %(él —|—§2) je prumeér polf z obou stran.

Intuitivné je faktor % dén plochou lichobéznika jenz tvoii profil objemové hustoty sily, ktera

vznikne zespojiténim pii uvaZeni kone¢né tloustky plosného proudu s konstantnim profilem
proudové hustoty. Naléznéte presny dukaz spoctenim toku Maxwellova tenzoru pies uzavienou
plochu tvaru velmi nizkého valce tésné obklopujicitho malou plosku rozhrani. Dokazte klicovy
vztah

Hy;Byj — Hy;Bij = [Hi|{ B;} + {H;}|Bj]

a poté pii védomi opa¢né orientaci podstav valce a za uziti vztahu pro dvojny vektorovy
soucin dokazte, ze fplos = Jplos X {B}.

Zatneme dosazenim do
2[H;{Bj} + 2{Hi}|Bj] = (Ha; — H1i)(Baj + Buj) + (Hai + H1i) (B — Buj) =
= 2H3;By; — 2H1;B1j + H2;B1j — H2iB1j — H1,Baj + H1iBgj = 2Hg; By — 2H1; By

V dalsim kroku spocteme silu vyvérajici z plochy rozhrani tésné obklopené plochami dSis =
+7dS (tedy n= T_I:Q = —T_I:l)

1 1
dF; = dSiT;; = <H2j(B2in2i) - 2n2j(BZiH2i)> dS + <H1j(Blin1i) - 2n1j(BliHli)> ds

= [H;){Bi}ni + {H;}[Biln; — %nj({Bi}[Hi]) - %nj([Bi]{Hi})-
7 opa¢ného konce dostaneme
dF; = €ji (ekimni[Hm][{B1}) = (0jm0 — 05i0mi) ni[Hm|{Bi1} = ni[H;|{ B} — nj[H;]{B;}

Po uvéien, Ze [Biln; = i - [B] = 0 je déno plosnou variantou rovnice V - B = 0 vidime,
ze oba vyrazy se budou shodovat, pokud bude

{Bi}[Hi] = [Bi]{Hi},




tedy zejména pokud v obou prostredlch platit stejnd linedrni iméra mezi Ba H napfiiklad
ve vakuu, kde M = 0 a B = poH a tedy {B;}[Hi] = [Bi]{H;} = po[H;]{H;}. To souvisi s
tim, Ze i na vazané proudy pusobi Lorentzova sila.

5) Uvazujte, Ze magnet 1 je misto objemové magnetizace magneticky v dusledku existence
povrchovych plosnych proudu jp]og =17 X [M ] danych nespojitosti magnetizace M na povrchu
magnetu, kde uvazujeme pole jednotkovych normal 77. Uréete tyto proudy na podstavé a po-
losfére, jez tvori povrch magnetu. Jakd je v tomto piipadé magnetickd intenzita H?

// ' ~
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Tlustrace k bodum 5 a 6: Dva tésné ptiléhajici polokulové permanentni magnety se shodnou magnetizaci,

pricemz vrchni je misto magnetizace tvoren povrchovymi proudy.

Hleddme tedy proudové pole, které stoji za nespojitosmi teénych slozek H. Protoze na
podstaveé jsou tecné slozky H nulové, proudy jples jsou piitomné jen jen na sféfe r = a (kde
i = €, je pole vnéjsich normél),

- — — 1 3
Jplos = Malﬁ X (Bs—Bj1) = ,ualBoé',« X (5 sinf — (—sinf))ey = 5/16130 sin @€y, = M sin fe.

—

Pokud pouzijeme vztah jplog = 7 X [M] navrzeny v zadani vyjde (pro magnetizaci vné a
uvniti bereme Mz = 0, M; = M)

—

Jolos = 7 x [M] = &, x (—M&.) = Msin6é,

s pouzitim rozkladu &, = cos 6é, + sin e ve valcovych soufadnicich, kde je také €g x €, =

—Ey.

6) Spoctéte silu

F = /jploé X {B}dS,

jiz pusobi magnetické pole na tyto povrchové proudy. Jaka hodnota bezrozmérné konstanty
K¢ ji odpovida?

Nejprve spoc¢teme prumérnou hodnotu

- 1 = - 1
{B} = 5(31 + B3) = By <cos0 € — Zsin& é’g)

Daéle ovéfime, zZe kartézské slozky I, Fy jsou nulové protoze

2m
€m~/€¢><cos€€r dS—/...dH/cos¢d¢—O
0

a podobné pro dalsi t¥i integraly

&, - / &y x sin 0y dS, e, - / & x cos0E, dS, &, - / & x sin 6y ds.




Proto
R PN I
F,=¢,- /MSID9€¢ X By <c080 e — Zsm@ 69> ds

1
= /MsinOBo <cos€ €. - (€p x &) — Zsin@ €. - (€p x é’g)) ds.

— —

Po dosazeni €, - (€4 X €,) =€, - €p = —sinf a €, - (€4 X €p) =

—

€, (—€.) = —cosb

3 3 1 1
F, = M By2ma® / sin 6By <—4 sinf cos 9) sinfdf = —ZMBO27ra2Z - _ZWOCRM?.
To potvrzuje, ze jsme v bodé 3 neudélali chybu a ze

1
Re = —Z'ﬂ'.

7) Naleznéte presny vztah urcujici silu mezi polokoulemi pro libovoné velké 4. Spoctéte
prisludny bezrozmérny faktor x7(d/a) numericky pro 6 = 3a a § = 10a. (Inspirace: Jupy-
ter, Mathematica)

Protoze jsme v bodé 5 nalezli plosné proudové pole reprezentujici magnetizacni proudy na
severni polokouli, pouzijeme tetntyz vysledek i pro polokouli jizni a silové ptisobeni spocteme

jako (viz prednaska)
- r—7 < ,
F = —— ‘F ,F/|3 jplOS ]plOS dS dS

Pocitame samoziejmé jen z-slozku sily, takze dosadime

z—2 =a(d +cosh —cost).
|7—|3 = a3 [(sin 6 cos ¢ — sin 6’ cos #')? + (sinfsin ¢ — sin §' sin ¢')? + (§ 4 cos § — cos 9’)2]3/2
Tento vyraz jde zjednodusit zavedenim ) = ¢ — ¢’

1 3/2
|7 — 7> = (V2a)? (1 + 552 + 8(cos @ — cos ') — cos B cos @' — sin O sin ¢’ cos¢>

Soucin proudovych hustot da
Jplos * Jolos = M?sin @ sin@' & - €y = M?sin @ sin ¢’ cos
a Ctyfrozmeénd integrace se zavedenim ¢ zjednodusila na
dS dS' = 2ra*sin 6 sin 0’ do do’ dip.
Odsud vyjde vytknutim pfislusnych faktoru

-1 (0 4 cosf — cosf) (sin sin@ cosp) sinf sin 6’
42 (14 262+ 6(cos — cos0') — cos 0 cos @ — sin fsin 6’ cos w)?’/

Ky = 5 do do’ dy,

kde ¢ € (0,27), 6 € (0,7/2), ¢ € (7/2, ).

Bylo by naro¢né numerickou integraci ovérovat %im k7 = /4, proto se v néasledujicim bodé
—0
zaméiime jen na numericky vypocet pro vétsi 4.

8) Jak moc (vyjaddieno v procentech) se lisi sila pro § = 3a a § = 10a podle 7) od sily mezi
dvéma bodovymi dipdly?


https://colab.research.google.com/drive/1xWnXQA4dZTNFnA2KpOKIjiEyHGFYNd8H
https://colab.research.google.com/drive/1xWnXQA4dZTNFnA2KpOKIjiEyHGFYNd8H
https://utf.mff.cuni.cz/~ledvinka/big/Uloha2024-2.nb

Silu mezi dvéma souosymi dipdly spocteme snadno z pole dipélu

o o 30 77— (i )
dip = Y 7o

a sily kterou toto pole pusobi na jiny dipdl

F=m" B = F.= %mgl)mgz)d%%

Za dipSlovy moment dosadime sou¢in magnetizace M a objemu polokoule 2/3ma® a dosta-

neme 9 4
1o <27ra3M> 6| _ [_271' <d> ] oM
y 3 \a

4w 3 24
kde vyraz v hranatych zavorkach predstavuje odhad kg v situaci, kdy & > a. Stoji si za
to uvédomit, ze lepsim piiblizenim nez je d = 0 je d = 0 + 2(2a/5), protoze (2a/5) je
vzdalenost tézisté polokoule od zdkladny. Tuto lepsi aproximaci oznacime Kg. V nasledujici
tabulce vidime, ze jeji chyba je pro 6/a = 10 mensi nez 1%.

F, =

(5/(1 —K7 —KS8 —/238 58 gg
3| 0.008559 | 0.0259 0.0100 67-200% | 15-17%
10 | 0.000153 | 0.000209 | 0.000154 | 27-37% | 0.7%




