Klasicka elektrodynamika

Reseni tlohy ¢.1 — Dielektricky vilec

Spoctéte moment sily, kterym pusobi elektrostatické pole na velmi dlouhy tenky vdlec poloméru a a délky L >> a.

Materidal vdlce lze popsat izotropni relativni permitivitou €,..

1. Spoctéte A pro
O(R,p,z) = AR" cosm¢ + Bz,

kde R, ¢, z jsou vdlcové souradnice a A, B,m a n jsou konstanty
Ackoli 1ze pouzit piimo vzorecek pro laplacidn ve valcovych souradnicich, spocteme nejprve

E=-V®=—nAR" ' cos meo €r + mAR™ sinme €y — Be,
Nasledné

A® = -V . E = (n? —m?)AR" % cos m¢

2. Jaké hodnoty téchto konstant je treba zvolit, aby

a) ®, predstavovalo homogenni pole E=E.e,

(1)

Zde je tiplné nejsnazsi pouzit potencial tohoto vektorového pole &, = —zF, a srovnanim s (1) ur¢it A =0,B =

-E,.

b) @, predstavovalo homogenni pole E = E.e,

Opét vezmeme potencidl tohoto vektorového pole ®, = —zF, = —E,Rcos¢ a srovnanim s (1) urcit A

—FE.,,B=0m=n=1.

¢) @, predstavovalo homogenni pole EO =FE,e,+ E.é,
Staci secist pole z predchazejicich dvou bodu.

d) @4 predstavovalo pro a < R < oo fefend Laplaceovy rovnice, které spliiuje okrajové podminky ®(R = a, ¢, 2)

Ucos¢ a (R = 00) =0.

v ev 9y

Zde ptijde na fadu “vnéjsi” feseni Laplaceovy rovnice, pro kterd je n < 0. Z otazky je patrné, ze m = 1 a proto

bude n = —1 a tedy
a
b, = UE cos .

3. Ukazte, Ze vhodnym sloZenim téchto poli

[ @ R<a
‘I’(R’¢’Z>_{ P+ @y R>a

lze popsat pole nekonecne dlouhého dielektrického vdlce vlioZeného do elektrického pole EO. Uvedte,

a) které konstanty v potencidlu urcuji, do jakého homogenniho pole byl vdlec vioZen.
Pole ®,; v nekonetnu vymizi a proto to je pole

®¢ = —E% — E°Rcos ¢.

b) co vyplgvd ze spojitosti potencidlu na rozhrand pro hodnoty konstant
Nejprve shrneme, ze pole v prostoru ma tvar

—FElz — ElRcos¢ R<a

(I)(R,(;S,Z) = a2
FE cos¢ — B0z — EYRcos¢ R>a

Zavedeni konstanty F je zvoleno tak, aby méla stejny rozmér jako EO a E, povede to na hezéi rovnice. Spojitost

potencidlu znamena dosadit R = a do obou vyrazu a testovat jejich rovnost,

Elz — Elacos¢ = Facosp — E°2 — E%acos ¢.



Jde o rovnost dvou funkei dvou proménnych (¢ a z, tedy souradnic na povrchu vélce). Upravou této rovnice
ziskdme
(EY —ENz = (F - E>+ E)acos ¢.

7 této separace proménnych je vidét, ze rovnici lze splnit jen pokud jsou obé stany nulové, tedy

Bl =EZ, (2)
El!=E'—F (3)

¢) cemu mus? bijt rovno T X [E] a co z toho plyne pro hodnoty konstant
Nejprve je tfeba pripomenout, ze spojitost te¢nych slozek elektrického pole je automaticky zarucena, kdyz bude
spojity potencidl. Jako cviceni si to ale muzeme ovérit. Na to nejprve potiebujeme normélu k vélci, coz je
samoziejmeé €.

cl) Vélcové souiadnice. Elektrické pole m4 tvar

El €, 4+ El(cos¢ er —sing €,) R<a

E=-Vd= ) )

. a . a’. .,

ESez—|—(Eg+Fﬁ)cos¢eR—(Eg—F?)smgbqu R>a

Z toho dostdvame .
iix[E]=—(E?—~FE}é,— (B~ F—FE})sing &, =0

T

¢2) Kartézské soutadnice. Potencidl v téchto soufadnicich je

—El2 - Elz R<a
(R, ), 2) = (4)
Fa®— 2 ~E% -E% R>a
2 + g2
Elektrické pole pak
Elé.+Eleé, R<a
E=-Vo= a? €y + YE, (5)
Y &+ (E) — F ) &+ 2Pt TV Ry

Polozenim 7t = (z€, + y€,)/R pak samoziejmé vyjde tatdz podminka, jako v bodé b) a cl).

d) éemu musi byt rovno .[D] a co z toho plyne pro hodnoty konstant
Piedchozimi vypocty jsme stanovili hodnoty konstant E! a E!, tedy pole uvniti dielektrického valce. Zbyva

—

zjistit, kolik je hodnota F. To d& pravé podminka 7.[D] = 0. Vypocet zde provedeme jen ve vélcovych
soutadnicich, kde jde o spojitost radidln{ slozky D, tedy (opét pokldaddme R = a)

7 - [5] =€ [(E;)—FF)COS(b—GTE; cosqﬁ} =0 (6)
Odsud je videét, ze
F=¢E — E°. (7)
Rovnice (3) a (7) maji Fesenf
2 € — 1
E!=E) El = E? F=—"—F 8
z z x ET + 1 x? ET + 1 x ( )

4. Naleznéte vizanou ndbojovou hustotu na povrchu vdlce
Vypocet mame vlastné jiz hotovy (viz (6)), jde o nespojitost radialni slozky E, tedy

o =1 [eE] = eo(EY + F — E}) cos ¢ = 260 F cos b,



coz po dosazeni z (8) dé

o=2

€ — 1 0 T

€l cosp =og—.

(10 ¢ %q

Clen cos ¢ = x/a odpovidd zndmé vlastnosti polarizovaného objektu, kdy se na opaénych strandch objevi vézané
néboje opacného znaménka.

5. Spoctéte hustotu momentu sily, kterd pusobi na vdzany plosniy ndboj na povrchu wdlce. Spoctéte celkovy mo-
ment sily za predpokladu, Ze délka vdlce L je konecénd. (ProtoZe L >> a, muZete uvaZovat pole z predchoziho Tesent a
zanedbat nehomogenity pole u podstav vdlce. Nezapomerite, Ze pri vypoctu silovych pusobeni plosngch zdroju je treba
brdat primeér poli na obou strandch rozhrant.)

Nejprve si zopakujme vzorec ,ktery fikd, ze v mistech nespojitého pole je pro vypocet silovych u¢inku potieba brat
prumeér z obou stran. Také vime, ze podobné integraly je potieba pocitat v kartézskych soufadnicich, hodi se pouzit
mezivysledek (5)

B+ B - F P 2,
ﬁiwgm_,_pa?mr e

: — }ds.

M = /Fx o{BVdS = /Fx a[EZ e +
Déle vyuzijeme, Ze o ~ x, takze kdyz umistime stied soutadnic do stiedu vélce, je [zy dS = [xz dS = [2?2 dS =0,
a pouze [ 22 dS = ma®L. Ani prvni ¢ast posledniho ¢lenu vzhledem k vektorovému souéinu nepiispéje. Proto se z
X uplatni jen Cast xé, x a integrace se znacné zjednodusi

Ms = @/xzé; X [Ezé'z + ()é’w} dV = —ma’LooE,é, = —2¢y ma’L & —1 E.E%,.
a € +1
To, ze vétSina ¢lent vypadne neni ndhoda a ilustruje to alternativni moznost vypo¢tu momentu sily — protoze stat-
ické rozlozeni néboje samo na sebe zddnou silou (momentem sily) neptisobi, lze silové tcinky spoéist jako interakci
puvodniho pole Ej a indukovaného ndboje. (Pozor, je tieba brat préve Eo, nikoli vnéjsi pole, které obsahuje piispévek
od nébojové hustoty na povrchu vélce.)

6. Spoctéte u valce délky L téz celkovy elektricky dipdlovy moment zpiusobeny polarizaci dielektrika a poté i mo-
ment sily.
Uvniti valce je homogenni pole, takze

p= VP = V(ﬁ — eoﬁl) = eo(e, — 1)ma’L E,.

Jakgm na takovy elektricky dipdl pusobi vnéjsi homogenni pole Eo,
Jak vime, moment sily je dan vztahem

M = x Ey = eo(e, — V)wa’L Ey x Ey = eo(e, — 1)mwa’L (ELé, + EL&.) x (E%8, + EY¢.)
S pouzitim Elé, + Ele, = (EL — EV)é, + EVé, + EY¢, vyjde

— r 1 -
Mg = —&,¢0(er — )ma?L(EL — EO)E° = eo(e, — 1) ma2L Gﬁ E°EY€,

€r

7. Cim je zpusobeno, ze oba vysledky jsou tak rozdilné? Vychézi

Mg — M = co(er +1) ma’L el EgEgé'y.
€+ 1 ‘

Protoze se oba vysledky lisi t{im, Ze jsme v bodé 5) neuvazovali vdzané nédboje na podstavach koneéného valce,
zkusime nalézt prvni pfiblizeni vnéjsiho pole v blizkosti podstav. Spojita by zde méla byt normalova slozka elektrické
indukce D tedy D,. Pokud bychom tedy ptredpokladali, ze pole vné véalce bude v okoli podstavy respektovat spiSe
pole uvnitt valce nez daleké vnéjsi pole, bylo by Dg/ = D! = ¢pe, EY. Tomu by odpovidala plosnd nabojova hustota
o' = e(EY — E!) = eg(on, — 1)EY a moment sily

€ — 1
e+ 1

M, = ma®Leo(e, — 1)EYEY = ma®Leg (e, + 1) E°EY,

tedy pfesné ta hodnotaMg — ]\7[5.
V tomto smyslu je onen pohodInéjsi vypocet dle bodu 6) tim, ktery je blize realité.



