Poznamky k prednasce Klasicka elektrodynamika
Elektromagnetické viny

Skalarni vlnova rovnice - opakovani

Rovnice )

je tzv. vlnova rovnice. I kdyz je na pravé strané této rovnice nula, ma tato rovnice nenulové reseni. V
teoretické mechanice jste probrali jeji jednorozmérnou verzi a seznamili jste se s feSenim ¢asového vyvoje
kmitan{ struny. Ve tfech dimenzich je tentyz problém feSeni vlnové rovnice na omezené oblasti popsan
strucné takto:

u(Z,t) = Re Zunfn(f)e_i“”t,

Afo(Z) = —k2 f(Z),  w, = cky,

kde U,, jsou amplitudy (komplexni kvili zapocteni fize) n-tého mdédu. Casovy prubéh je harmonicky,
oviem jeho zdvislost na prostorové souradnici je uréena funkcemi f,, (Z). Jsou to vlastni funkce Laplaceova
operatoru pii vhodné okrajové podmince, kterd zaru¢i iplnost a redlnost spektra vlastnich hodnot a
frekvenci. Ackoli jde o matematicky problém, je zde mozno uplatnit fyzikalni intuici, garantuj-li hrani¢ni
podminky zachovéni energie viny, musi se funkce u(Z,t) vyvijet jako superpozice oscilaci. (Tyto vlastn{
funkce jsou feSeni Helmholtzovy rovnice a pifiklady hrani¢nich podminek a pfislusnych vlastnich funkci
budou nésledovat v ¢dsti vénované Helmholtzové rovnici.)

Vlnové rovnice se nicméné jmenuje vinovéd kvuli jiné tiidé feSeni. D’Alembertrovo feseni mé v jedné
dimenzi tvar

u(z,t) = gz — ct) + h(xz + ct),

a predstavuje 1ipIné feseni vlnové rovnice (94, —c 20y )u(z,t) = 0 pro z € IR, tedy, kdyz nejsou piftomny
odrazy na koncich struny.

Ve trech dimenzich se toto feseni vyuzije pro konstrukci tzv. rovinné viny. Nyni je

u(fat) :g(ﬁ-f—ct), (2)

opa¢ny smér Sifeni dosdhneme zménou sméru jednotkového vektoru 7. Dulezité je, ze funkce jedné
proménné g muze byt libovolnd. S ménicim se ¢asem da (2) tentyz tvar ovSem posunuty o vektor fict
oproti ¢t = 0. Odsud vidime, Ze jednotkovy vektor 7 uddva smér a c rychlost sifeni viny. (Ne tplné kazda
funkce g(s) ovSem svym tvarem pfipomind vlnu, porovnejte napt. e® oproti 6_52,6“.)

Za zminku stojf, Ze ve tfech dimenzich piedstavuji funkce 7~ 1g(r F ct) sféricky symetrické rozbfhavé
(sbihavé) feseni vlnové rovnice. V elektromagnetismu ale nabyva sférickd vina mnohem komplikovanéjsi
tvar, protoze potiebujeme tranzversalni vektorova pole.

Maxwellovy rovnice jako vlnova rovnice pro pole

Jiz jsme vidéli, ze zejména v Lorenzoveé kalibraci lze Maxwellovy rovnice chapat jako sadu vlnovych rovnic.
Vlnovou rovnici lze ale sestavit i pro E nebo B. Snazs{ je druhy piipad (protoze div B = 0):

—AB = rot rot B = rot (,uof+ C*Q&E) = porot j + ¢~ 2d;rot E= porot j — ¢ 20,B, (3)

tedy
(A= c%0y) B = pgrot J, (4)
div B = 0. (5)

Elektrické pole lze ziskat vyfesenim Maxwellovy rovnice pro 8,5E s prislusnou pocateéni podminkou

zdroju pak v obou ptipadech dostaneme sadu vlnové rovnice pro pole doplnénou o vazbu v podobé nulové
divergence.
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Rovinna elektromagneticka vina

V Maxwellovych rovnicich vystupuji vektory. Oproti velmi snadnému vypoctu Af(7i - Z) se véci ponékud
zesloziti.

Maxwellovy rovnice pfedstavuji v Lorenzoveé kalibraci vlnovou rovnici pro oba potencialy. Mezi nepfebernym
mnozstvim feSeni vlnové rovnice vynikd svoji jednoduchosti tzv. rovinnd vlna. Na ni uvidime, ze splnéni
vlnovych rovnic nestaci. Jak vime, Maxwellovy rovnice dévaji volnost jen virové slozce obou poli a tak
urcuji, jak uvidime, ze vlnéni je piicné.

Na zékladé poznamky o Siroké moznosti volby Lorenzovky kalibrovaného potencidlu bude rovinng
elektromagneticka vina urcena jen vektorovym potencidlem

—

AFt) = @AF—ct), a OF1)=0. (6)

Samoziejmeé, to ze jsme A zvolili ve tvaru rovinné viny automaticky zarucuje, ze zvoleny potenciél splituje

vlnovou rovnici

r 1 ¥ 12 (=)
AAfcjattA = |i|*a” — = a’” =0, (7)

pokud velikost vektoru 7 urc¢ujicitho smér sifeni viny je jedna.
Lorenzova kalibra¢ni podminka vyzaduje, aby
| -
div A+ S0P = diai(ngry —ct) = nja; =n.a" = 0, (8)
c

kde @’ predstavuje derivaci podle parametru vektorové funkce jedné proménné a. Integraci této podminky
dostavame, ze pokud @ = 0 nebo a@.77 = 0 aspon v jediném bodé prostoru, musi pak jiz v celém prostoru
musi platit

A =0. (9)

Pokud spoc¢teme
E = —9,A ca’ (10)
B=-VxA = qdxa, (11)

vidime, ze v kazdém bodé prostoru jsou 1, E a B na sebe navzajem kolmé a plati ¢B = it x E. Tato
umeéra mezi elektrickym a magnetickym polem obsahuje jako koeficient smér ifeni 7. Proto, pokud je
elektromagnetické pole superpozici rovinnych vln vice smértu, tento vztah nemusi platit. Napiiklad u
nejjednodussi verze stojatého vinéni jsou sméry dvou harmonickych rovinnych vln opacné a magnetické
pole v daném misté vymizi pravé v okamzicich, kdy je elektrické pole maximalni a naopak.

Pozn. Mluvime o rovinné viné proto, ze mista, kde E aB nabyvaji stejné hodnoty, tedy mista kde
parametr 7.7 — ct nabyva konstantni hodnoty, jsou ur¢ena rovnici 7.7 = konst., coz je rovnice roviny.
Maxwellovy rovnice tedy zaroven urcuji analytické (jde o vlnéni) i algebraické vlastnosti feseni (vlnénf je
pricné).

Smér vektoru E charakterizuje polarizaci vlny. Pokud je neménny, mluvime o linedrni polarizaci. U
vlny harmonického prubéhu se zavadi téz kruhova piip. eliptickd polarizace (viz optika).

Pro rovinnou vlnu je snadné spocist jak hustotu energie

1 /= 1 - 1 /- .
w = —€ <E2—|—B2> = —¢ <E2—|—CQBZ) = ec?la']?, (12)
2 [Soy 2] 2
i Poyntinguv vektor
- 1
S = cax (ﬁxﬁ’) = Sj@'Pa = we. (13)
Ho Ho

Tuto iméru lze chéipat tak, ze rovinnd vina predstavuje transport energie w rychlosti ¢ = 7ic doprovézeny
hybnosti elektromagnetického pole § = wii/c.

Rovinna harmonicka vlna

Pro o
i iez\ﬁuﬁ Fct) (14)
clk|
dostavame harmonickou rovinnou vlnu
E = Eeilki—wb) cB = ffeiki—wt) (15)
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Za pozornost stoji, ze predepsani prubéhu elektromagnetického pole ve tvaru rovinné monochroma-
tické viny
E(7t) = Ee'kreh B(7,t) = Be'(hFm=1) (16)
umoznuje vyuzit faktu, ze (ovéfte sil) V.(gei(E'F)) = (ik).( ei(E‘F)) a 'V x (c‘fei(’g'?)) = (ik) x (gei(E‘T)).
Proto pro harmonickou rovinnou vlnu méme

VX§=?@E ikxB=-—2FE (17)

VxE=-0,B ik x E = +iwB (18)

V-E=0 ik-E=0 (19)

V.-B=0 ik-B=0 (20)

Po zkrédcenf faktoru e!(F7=<t) dostaneme podminky transversality
k=0, Bk=0, (21)
dispersni relaci

w? = 2k? (22)

a souvislost sméru ffen{ viny i = k / |E| a polf (zde se vracime zpét od amplitud k polim, plati samoziejmé
oboji)

cB=nxFE, FE=-nxcB. (23)

Hodnota elektrické a magnetické slozky hustoty energie této elektomagnetické viny byla stejna a tak

w=el|E?, S=ExH=iicw, g:ﬁxézﬁ%. (24)

w

Tyto vztahy si vykldddme, jako ilustraci pfesnosu hustoty energie (w €) a hustoty hybnosti (% ¢) v poli
rovinné vlny.

Elektromagnetické harmonické viny na rozhrani prostiedi

Chovani elektromagnetické harmonické viny na rozhrani prostiedi jste si vysvétlili v optice. Pfipomene si,
ze v optice se uvazuji zejména prostiedi s pu,. = 1, takze index lomu je dan relativni permitivitou prostiedi
n = /€, a kompletné urcuje smér i amplitudy proslé a odrazené viny. Pro naSe potfeby pochopeni tohoto
jevu nebudeme nezbytné predpokladat u, = 1.

Nejprve si pripomenme, ze rozhrani je plocha a splnéni rovnic pozadujeme v kazdém bodé rozhrani.
Pro rovinnou harmonickou vlnu a rovinné rozhrani to dd podminku na dhly odrazu a lomu. Pfii jejich
splnéni pak spravné spojitd pole v jednom bodé vykazuji tutéz vlastnost podél celého rozhrani (jde o
spolecny faktor e*I'¥). Komplikace nastava v pifpadé totalniho odrazu nebo napi. plazmy, kde se vina s
danou frekvenci nemusi mit dovoleno §ifit, presnéji EH je nutno doplnit komplexnim k. tak, aby vysledny
vektor splioval disperzni relaci daného prostiredi.

Jakmile mame vyteseny uhly a piipadné zminéné komplikace, ma pole podobu superpozice zndmych
feseni do kterych dosadime libovolny bod na rozhrani a zkouméame splnéni spojitosti elektromagnetického
pole, tedy polni problém pfechdzi na soustavou algebraickych rovnic. Na jedné strané rozhrani mame
pole dopadajici a odrazené, na druhé strané rozhrani pole proslé. Obvykle povazujeme za znamé pole
dopadajici. Po dosazeni vlastnosti prostfedi mame tedy ¢tyii neznamé veli¢iny, polni rovnice ale pii znamé
fazové rychlosti viny ¢ a sméru jejiho Sifeni umoznuji nalézt napt. magnetické pole z pole elektrického.
Tak ndm zustavaji neznamé jen vektory elektrické intenzity odrazené a proslé viny. Pro Sest slozek téchto
dvou vektoru mame spravny pocet rovnic vyplyvajici ze spojistosti te¢nych slozek E, Ha normalovych
slozek 57 B.vV pripadé odrazu na dokonalém vodi¢i méme sice jen pole odrazené, zbyvajici stupné volnosti
potifebné k vyfeSeni rovnic nyni ale predstavuji plosné ndboje a proudy na povrchu vodice.

Telegrafni rovnice

vy 2

Budeme uvazovat pri¢né viny V - E= 0, kdy dava rotace Faradayova indukéniho zdkona

1 0%\ = 0~
(A - CQatg> E= Hoaj (25)
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a po uvazeni ohmické vodivosti ; = 7E ziskame telegrafni rovnici
0 1 0%\ =
A— ——=—|E=0. 26
( T c2£%2) (26)

Nez prikrocime ke studiu této rovnice z hlediska sifeni vIn, stoji za zminku pfipomenout jeji podobnost
s rovnici tlumeného harmonického oscildtoru. Tato analogie platf tehdy, kdyz okrajové podminky zajistuj,
7€ mame co do ¢inéni se stojatymi vlnami. To nastane za situace, kdy AE = —K2E a tedy prostorovy
prubéh E j je vlastni funkci Laplaceova operdtoru. Rovnice pro amplitudu £ takového stojatého vinéni ma
pak jednoduchy tvar

1 . .
?£+uw£+ﬁgzo. (27)

Pti nulové vodivosti tato rovnice popisuje harmonicky oscilator s frekvenci ck a detailnéji se mu budeme
vénovat v posledni ¢asti této prednasky. Kdyz v > 0 a vlnova rovnice piejde na rovnici telegrafni a
evolu¢ni rovnice (27) vede na v ¢ase exponencidlné tlumené oscilace elektromagnetického pole v dutiné
vyplnéné vodivym prostiedim.

Rovnice (26) se z historickych duvodu nazyva rovnice telegrafni, jeji spravné chdpéni totiz ucinilo z W.
Thomsona lorda Kelvina a nejspi$ nejbohatsiho fyzika své doby. Nejen proto neni bez zajimavosti, jak se
tato rovnice objevi pii studiu &feni signdlu podél fenomenologicky chépaného elektrického vedeni. Necht
jeho parametry na jednotku délky jsou: Kapacita C7, indukénost L, odpor R; a svod G;. Rodélime-li
vedeni na kousky délky dz pak pro kazdy kousek plati L = Lidz, C = Cidz atd. Pro napéti ve vedeni
muzeme psat

0 0
Un — Un+1 = (R + Lat) n+l1 = dZ(Rl + Ll ot )In+1 (28)
a pro proud podél vedeni
L= I = G+cy0, = e+ 2y (29)
n n+l1 — 8t n - 1 1815 n
a tedy po vydéleni obou rovnic délkou useku vedeni mame
ou 0
— = —(Ri+1L1—)I 30
P (B +Lig)) (30)
ol 0
— = —(Gi+Ci==)U 31
e (G1+Crgp) 31
kde jsme pouzili piiblizeni U, — U,4+1 = —dz%—g. Zderivovanim prvni z rovnic podle z a néslednym
pouzitim druhé rovnice dostavame
02U U ou
- 11C —(RiC1+L1G1)— —-RGU=0. 32
922 Y (11+11)8t (32)

L K L 3

Iw va\

UV\-\ p— G u'\ Uwr\

Obrazek 1: Ndhradn{ schéma kratkého tiseku dlouhého (koaxidlniho) vedeni se spojité rozlozenymi para-
metry.

Az v oddile o TEM vlnach zjistime, Ze podél dokonalého vedeni konstatniho prufezu se vlny Siti
rychlost{ svétla ¢, porovnanim s touto rovnici zjistime, ze L;C; = 1/c%. Podminkou je, aby proudy ve
vedeni tekly po povrchu, coz pro idedlni vedeni je jasny dusledek skinového jevu.

Pouzitim predpisu

_' g EF wt) (33)
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prejde telegrafni rovnice na dispersni vztah
w2
—k* + — +iwyno = 0 (34)

Ten lze chépat jako rovnici pro komplexni proménné k a nebo w. Nejuzite¢néjsi je ptipad, kdy w je redlna
frekvence uréend harmonickym zdrojem s pevnou amplitudou, zatimco vlny se §ifi s komplexnim vinovym

vektorem
. 2 Ao\ 2
F=ioyi+i =20 — g2 i (22) 0 5=/ (35)
c w c 216 Lo yw

kde § je hloubka vniku (elektro-)magnetického pole do vodivého matridlu dle skinového jevu. V optice se
studuje dopad elektromagnetické viny na rovinné rozhrani mezi vakuem a vodivym materidlem. Zatimco
ve vakuu dopadajici i odrazend vina vykazuje netlumené §iteni s redlnym vinovym vektorem k= fiw/c,
prochézejici vina je charakterizovana vySe uvedenym komplexnim vlnovym vektorem. Zajimavé jsou dvé
limity, A > 4, kdy jde vlastné o skinovy jev a pifipad A < §, kdy je vlna tlumena jen pomalu. Tehdy s
pouzitim 1+ x ~ 1+ z/2 méme

- w i gy w i { o 2
k7 ~nr—(14+-——) = nr— |1+ =—= 36
" nTc( +2 w ) e +2<27r5) (36)
a tedy
ei(E.F—wt) ~ ez’(ﬁ.F—ct)w/c e—ﬁ.Fcug'y/Q ) (37)

Faktor e~ ¢#07/2 yréuje, na jaké charakteristické vzdélenosti je uvniti (.7 > 0) vodivého materidlu
vlna utlumena.

Plasmova frekvence

.....

Piedpokldddme, Ze v prostiedi jsou s koncentraci n pfitomny ndboje ¢ s hmotnosti m,, ovsem
jsou vyvazeny stejné koncentrovanymi nehybnymi naboji opa¢ného znaménka. Budeme predpokladat,
ze uvazované naboje nevytvareji podstatnou ndbojovou hustotu (pouzitim Gaussovy véty lze vidét, ze
tedy potfebujeme také predpoklddat priénost uvazovanych elektromagnetickych vin). Pohybova rovnice
pro zrychleni ¢astice pod vlivem elektrického pole mé tvar

my 0 = Eq. (38)
Pripomenme si zde, ze v rdmci Drudeho modelu

mg (z’?+ iv) = Eq. (39)
lze porozumét Ohmovu zdkonu jako disipac¢nimu jevu, kde se elektrony brzdi s charakteristickou ¢asovou
konstantou 7 — pfi malych frekvencich lze zanedbat akceleraci a pozorujeme imeéru mezi elektricky polem
a proudem.

Déle popisované chovani plasmy pak odpovida situaci, kdy tento ¢as je mnohem delsi nez frekvence a
jejich koordinovany pohyb nosi¢ti ndboje vytvaii proudovou hustotu

J = nqu, (40)
a misto obvyklého Ohmova zdkona je prava strana rovnice (25) ddna vztahem

0 - pong?® =
—j = E 41
Ho 87,‘] Mg (41)

a nehomogenni vlnova rovnice (25) poté prejde na rovnici

2 2
(A—la—”‘)”q>E=0. (42)

Té po ndhradé A — —k? a 9%/0t? — —w? odpovid4 rovnice
2 2
2, W W)=
(—k +62—62>E—0 (43)
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Obrazek 2: Sifeni vlny v prostedi bez disperse a v prostiedi s dvéma ruzné vysokymi plasmovymi frek-
vencemi.

a tedy dispersni vztah
2

_ 2
2o T W2 = 2honaT e

, . 44
2 P my €0myq (44)

Z tohoto vztahu vidime, Ze prostfedi s ndboji dovoluje sifen{ elektromagnetickych vin (k redlné) pouze
nad plasmovou frekvenci, jez roste s koncentraci téchto naboju. Na Obréazku 2 je vidét jak v prostiedi, v
némz neplati iméra w = ck dochdzi k rozsirovani vinovych baliki. Skute¢nost, ze na nejvyssich frekvencich
w > w, dodrzuje dispersnf relace (44)tuto dmeéru, vede k tomu, ze Cela vln na obrdzku se Sif{ stejnou
rychlosti — rychlosti svétla.

Vztah (44) lze zapsat také v podobé

w(k) = /w2 + k2. (45)

Lze si snadno predstavit, ze i u dalsich prostfedi bude vztah mezi frekvenci a vlnovym vektorem odlisny
od w = c|k| a tak se zde budou odliovat fazové rychlost vy = w(k)/k a rychlost grupova v, = dw(k)/dk
(zdvisi-li w 1 na sméru l; je situace jesté komplikovanéjsi). Vyznam téchto rychlosti si ilustrujeme prave
na piikladé naseho modelu odvozeni plazmové frekvence.

Piedpoklddejme, ze puvodni rovinnd vlna e**(*=vst) = ¢i(k2=wt) yykazujici fazovou rychlost v 7 (expo-
nent mé vyznam fize), kterd puvodné rovnomérné vyplnovala cely prostor, je nyn{ modulovéna obalkou
g(z — v4t) posouvajici se rychlosti vy, takze

E(z,t) =Eg(z — vgt)ehEort), (46)

Pro vlnovou rovnici (napi. kdyz w, = 0), ktera nevykazuje disperzi, polozime vy = vy = w/k a dostaneme
d’Alembertrovo feSeni. My ovSem pfedpokldddme rovnici (42) a dosazenim harmonické viny s obalkou
po provedni druhé derivace soucinu funkci dostaneme

1 62 w2 . ’ Z E’ t
(A - == - p) E(x,t) = {(kz (UJ% —c?) fwf)) + 2ik (¢ — vyvy) I 4 (c* — vg)g} (:1; ) =0
g g c
(47)
Pokud predpokldaddme, Ze se obédlka méni na délce podstatné vétsi, nez je vinova délka 27/k muzeme
zanedbat |g”|. Splnén{ rovnice je pak mozné doséhnout vhodnou volbou konstant vy a vg. Vyjde

2 2 2 2
2_ 2 YW W _¢ _ “p
'Uf—C +ﬁ_ﬁ’ UQ—E—C ].—E, (48)

tedy presné podle navodu vy = w(k)/k, vy = dw(k)/dk. Opét vidime, ze §ifeni vin vyzaduje w® > w? a
ze v prostfedi (41) spliiuje rychlost sifeni vlnovych baliku (informace) v, < ¢, zatimco fazové rychlost
vf > C.

TEM vlna podél vedeni

7

Rovinna vlna, lhostejno zda harmonického ¢i obecného profilu, pro nas predstavuje zatim jediné znamé
feSeni dplnych Maxwellovych rovnic ve vakuu. Kolmo ke sméru sifeni je ovéem hodnota poli E a

sa ]
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Obréazek 3: Ilustrace vyvoje vinového klubka s harmonickym pribéhem a obédlkou ve tvaru impulsu v
prostiedi s odlisnou grupovou a fazovou rychlosti.

rovinné vlny konstantni. Chceme-li nalézt vlnu §itici se podél pitimého vedeni tvofeného dvéma vodici,
bude se elektricka intezita v kolmém sméru ménit a tak ocekavame

— —

E = &(z,y)eikzwt) (49)

—

V analogii s elektrostatickym polem predpokldddme £(z,y) = Vi(x,y) (a otekdvdme, Ze 1) bude na
povrchu vodic¢u konstant{) a tedy

E = Vi(z,y)et=D (50)

Nezndmou funkei znac¢ime v proto, ze nepiedstavuje elektricky potencidl (ten napf. Coulombovské kalib-
raci vymiz{). Cvicent Naleznéte A a ® pro uvedené pole.

Obréazek 4: Dva rovnobézné vodice a jejich elektrické a magnetické pole. Silo¢ary obou poli lezi u TEM
vlny v roviné kolmé ke sméru sifeni vlny. Jeden z vodi¢t muze obklopovat ten druhy.

Pozadavek divE = 0 dav4 s pouzitim €,.Vi(z,y) = 0 rovnici
A(z,y) = 0. (51)
Magnetické pole nalezneme z rovnice ~,B=V x E pii pouziti 0y — —iw

Lk ,
B = ;é’z X Vip(z, y)e' ==t (52)

To, ze elektrické i magnetické pole je pfitné vzhledem ke sméru sifeni viny vede k oznaceni tohoto pole
—~ TEM. Takovéto pole automaticky splituje V.B = 0 a z Ampérova zakona O;F = ¢V x B dostdvame
dispersni vztah

w? =2k, (53)

tedy stejnou rovnici jakou méme pro rovinné viny.
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Abychom mohli mluvit o vlnach §ificich se podél vodi¢e, musi elektrické pole E ~ V4 na povrchu
vodice byt kolmé na jeho povrch. Timto povrchem tedy muze byt libovolnd vélcovéd plocha ¥ (z,y) =
konst. Z elektrostatiky zname feseni Laplaceovy rovnice uvniti koaxidlniho vedeni a z matematiky pak
konstrukeci potencidlu skrze holomorfni funkce popisujici paralelni vedeni ze dvou vodi¢u kruhového
prufezu [Kvasnica, dloha II1.16]. Oba tyto piipady muzeme skrze (50,52) povysit na elektromagnetické
pole sitici se podél vedeni. Vyjme-li z koaxidlniho vedeni vnitini vodi¢, je pfislusné feseni Laplaceovy
rovnice ¢ = konst., Vi) = 0 a tedy TEM vlna se nemuze §itit vlnovodem.

Helmholtzova rovnice

VInova rovnice ve frekvenénim obraze, tedy po nahrazeni 9, — —w?

(A + ‘Cf) u(@,w) =0 (54)

se jmenuje po Helmholtzovi. Pokud by na pravé strané rovnice vystupoval zdroj vinéni, slo by o tlohu pfi
niz bychom hledali siteni vin dané frekvence na néjaké oblasti. Homogenni verse Helmholtzovy rovnice
predstavuje tdlohu na hledani vlastnich funkci a vlastnich hodnot Laplaceova operatoru na néjaké oblasti
za danych okrajovych podminek. Ty pti hledani feseni homogenni Helmhotzovy rovnice hraji klicovou roli
a Uzce souviseji s tim, jaky fyzikaln{ problém resime. Pokud u(#,w) pfedstavuje vychylku membrany tvaru
Q, je obvyklé predpokladat, ze na kraji 092 membrany je vychylka nulova (v analogii s membrénou bubnu).
Reseni Helmholtzovy rovnice v tomto pifpadé mé pro obdélnikovou membréanu = € (0,a), y € (0,b) tvar

. T . T w2, T\ 2 T 2
u(z,y) = uog sm(gmw) sm(gny) ) 2 = (mg> + (ng) (55)
zatimco pro kruhovou membranu o poloméru a
. wQ
u(r, ¢) = UOJm(kan)ezm(z) » ;};n = ki ) (56)

kde Ky, se voli tak, aby na okraji memrdny r = a vymizela Besselova funkce J,,, (knma), tzn., Ze soucin
akym nabyva hodnoty n-tého kofene funkce J,,. Protoze tyto funkce predstavuji téz amplitudu stojatého
vlnéni ¢tvercové a kruhové membréany, lze jim dobie porozumét jsou-li znédzornény graficky, ako napt. na
Obrazku 7, kde je jasem znazornéna amplituda stojatého vIinéni. Vidime, Zze pocet uzli v obou smérech
je dan indexy m a n.

Obrézek 5: Piiklad stojatého vinéni membrény obdélnikového a kruhového tvaru.

Hledéani vlastnich funkci operatoru jako je ten Laplaceuv je dulezitou partii matematiky a ukazuje
se, ze klicovou roli hraji okrajové podminky. U vlnéni membrany (a také struny s pevnymi konci) jde o
tzv. Dirichletovu hraniéni podminku u(992) = 0. Budeme-li zkoumat $iFeni zvuku v objemu s pevnymi
sténami, zjistime, ze rychlost tekutiny (pfesnénji zrychleni, ale to pro v ¢ase harmonické prubéhy nen{
tFeba prilis odlisovat) je imérna gradientu tlaku. Popisuje-li tedy sifeni zvuku vinova rovnice pro skaldrn{
veli¢inu (tlak) je hraniéni podminka takovd, ze derivace tlaku na hranici musi k ni byt teénd — tetnd musf
byt totiz rychlost tekutiny u stén nddoby. Napfiklad v duting tvaru kvadru z € (0,a),z € (0,b),z € (0,¢)
méme pak vlastn{ funkce (a piislusné rezonanéni frekvence)

T T T Wrn T\ 2 T\ 2 T\ 2
u(z,y,2) = ug cos(amx) cos(gny) cos(ng) , 2 1 = (mf) + (nf) + (qf) (57)
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Podminka 7.Vu(9€Q) = 0 se nazyva Neumannova hrani¢ni podminka.

Tyto odstavce maji za cil pfipomenout jisté partie mechaniky a souvisejici oblasti matematiky,
predevsim ale maji ilustrovat skutec¢nost, ze feSeni homogenni Helmholtzovy rovnice predstavuji sto-
jaté vlnéni. Frekvence stojatého vinéni v ruzné tvarovanych dutindch a membranédch pak velmi souviseji s
vlastnimi funkcemi Laplaceova operdtoru na dané oblasti za konkrétnich okrajovych podminek. Pro kom-
plikovanéjsi tvary oblasti ¢asto neni mozné presnd feseni nalézt a prichazeji na fadu piiblizné metody.

TM vlna
Oproti TEM viné se lis{ jistou podélnou slozkou elektrického pole x(z,y)é,
. 1 ,
E = (Volen) + gpxle)e ) e (59)

pri¢emz to, ze pozadujeme neménny pricny profil viny podél celého vedeni vede k tomu, ze obé funkce v
a x nezavisi na z.
Misto ¢ty Maxwellovych rovnic muzeme pozadovat splnéni nasledujicich ti{ rovnic

VE =0 (59)
w2\ =
L1 -
iw

kde (61) predstavuje Faradayuv zdkon pro harmonickd pole a automaticky vede na nedivergentni pole B.
Podminka (59) vede na

AYp+x =0 (62)
a vyjasiiuje pritomnost faktoru ik pied x v (58). Protoze na soufadnici z z&vis{ jen faze viny, ve vztahu

Afg= fAg+2Vf.Vg+ gAf, kde g = /=t yymiz{ soucin gradienti a dostdvame

o ) 1 . . 1
AE = A(Vye'™=me0) 4 o Aye'=7e0)e, = V(A = k2)e! ™70 4 (Ax = k2x) . (63)

Aby byla splnéna vlnova rovnice (60) musi platit

2
A — K + ‘z—?w =0 (64)
a zaroven
w2
Ax—k2x+cfzx=07 (65)

protoze tyto dvé rovnice predstavuji vinové rovnice pro pii¢nou resp. podélnou slozku elektrického pole.
Nejprve vyfesime rovnici (64) tim, ze budeme pozadovat, aby funkce 9 byla fesenim homogenni Helmhol-
tzovy rovnice

A+ N2p =0 (66)
a platil dispersni vztah
2
w
A2 = = = (67)
Z rovnic (66) a (62) vidime, ze
X(x,y) = A(z,y) (68)
a x tedy samoziejmé spliiuje (65). Koneéné muzeme spocist prubéh magnetického pole z (61)
Lk A2 L
B = 5(1 + ﬁ)ez X E 5 (69)

nebot s pouzitim V x fA = (Vf) x A+ fV x A, V x Vf =0 a Veilkz=wt) — jie_ei(kz—w1) dostdvime

1 ) 1 . _
V x (vqp(x, y) + X, y)é’z) elkz=wt) — (jkE, x Vip+ —Vxx g e et — k(14 2)e, x E (70)
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Tato vina mé predstavovat elektromagnetické pole §itici se podél pfimého dutého vodice. Hrani¢ni
podminky jsou a) vymizeni te¢nych slozek E b) kolmych slozek B. Prvni podminka vede na Dirichletovu
podminku pro

(@) = 0, Z € 00 (71)

a ze vztahu (69) vidime, Ze tatdz podminka zaruéi vymizeni kolmé slozka magnetického pole na hranici.
Tecéné slozka magnetického pole dava proudy tekouci po povrchu vodice.

Dosadime-li za ¢ zndmé Feseni Helmholtzovy rovnice pro obdélnik (57) nebo kruh (56) dostaneme
tvar TM vlny ve vlnovodu s piisluSnym prufezem.

Dispersni vztah (67) je tentyz jako pro dispersi v dasledku nenulové plasmové frekvence — opét exis-
vlnovodu, z rozmérovych divodi totiz plati, ze A ~ D~! kde D je charakteristicky rozmér prifezu
vlnovodu.

Obrézek 6: Pricné slozky elektrické intenzity (vlevo) a magnetického (vpravo) pole TMszq. Tyto slozky
jasné splnuji piislusné okrajové podminky.

TE vlna

Ve vakuu jsou Maxwellovy rovnice symetrické vuci dudlni transformaci

E — ¢B, (72)
S 1=
B - —E. (73)

S pouzitim této transformace dostdvame, ze také elektromagnetické pole

53 A2 > i(kz—w

B = (V) + 30 ) et (1)
. 2} 22 .
E = _%(Hﬁ)gsz, (75)

je feSenim polnich Maxwellovych rovnic, splituje-li ¢’ Helmholtzovu rovnici (66) a plati-li dispersn{ vztah
(67). Tentokrat je na smér siteni kolma elektricka slozka. Aby na povrchu vodi¢e vymizela te¢nd slozka, je
tFeba, aby zde vymizela normdlova derivace 7.V4'. To proto, Ze €, X 7i je vektor tecny k povrchu vodice
a B~ ¢&, x V. Zéroven tato podminka je nezbytna pro vymizeni normalové slozky magnetického pole
na povrchu vodice. I kdyz v’ musi byt podobné jako u TM vlny fesenim Helmholtzovy rovnice, okrajové
podminky se lisi — misto Dirichletovy ted médme podminku Neumannovu.

Uvézime-li feSeni FeSsenim Helmholtzovy rovnice na obdélniku = € (0,a),y € (0,b) za Neumannovy
okrajové podminky

2 2 2
/ _ / ™ T w’m,n — ( ﬂ-) ( 7T)

x,Yy) = Yy cos(—ma) cos(—ny) , — = |m— n—|J| , 76
V(wy) = dheos(oma) cos(Tny) . B2 = (mI) 4 (n] (76)
vidime, ze pfes znaénou podobnost s feSenim (57), je tu podstatnd ta odlisnost, ze zatimco pro (57) a
tedy TM vlnu bylo potfeba aby sou¢in mn > 0, sta¢i pro nenulovost TE viny, aby m + n > 0. Specidlné
tedy existuje TEiq vlna pro pfipad m = 1,n = 0. Je-li a ten vétsi z rozméru obdélnikového prufezu,

Za zminku stoji, ze TE,,o vinu v obdélnikovém vlnovodu lze ziskat slozenim pouhych dvou rovinnych
vln shodné polarizace a amplitudy, ale s mirné odchylenymi vlnovymi vektory ky = k., £+ k€, (viz
piiklad na cviéen{). To umoziuje chapat netrividln{ dispersni vztah pro sifeni vilny jako dusledek odrazi

62



vln na sténdch vlnovodu — ¢ast pole podléha stojatému vinéni — pak nepiekvapi, ze viny ve vlnovodu
souvisi s Helmohotzovou rovnici.

Poyntingtiv vektor TE i TM vlny lze snadno spocist a pfedstavuje kombinaci toku vykonu podél osy
z vlnovodu a prelévani (jalové slozky vykonu) v pfiéném sméru.

——~ s
a
"

Obrézek 7: Pricné slozky elektrické intenzity (vlevo) a magnetického (vpravo) pole TEj3s.

Elektromagneticky rezonator

Podobné jako zvukové viny v uzaviené dutiné, mohou i elektromagnetické vlny vytvorit ve vodivé dutiné
stojaté vinéni. Pro jednoduchost budeme uvazovat duty vodi¢ konstantniho profilu. Ten tvoii vlnovod
délky h, jenz je na obou koncich uzavien kolmou vodivou rovinou. Okamzité vidime, ze vhodnym slozenim
TE resp. TM vln stejné polarizace ale s opaénymi vlnovymi vektory k; = —ko, jimz kvtli pfitomnosti k2 v
dispersnim vztahu piislusi tataz frekvence, dostaneme stojaté vinéni. Proces je totiz naprosto tentyz jako
v pifpadé stojatého vinéni struny. Protoze pro TE i TM vlnu ve vlnovodu plati k2 = “CJ—; — A2 a zéroveil
pticna slozka elektrického pole stojatého vinéni podél vinovodu musi na koncich mit uzly, vychézi, ze
sou¢in kh = ¢m musi byt celoéiselnym ndsobkem 7, tedy w? = ¢? ((q7r/h)2 + )\2). Pouzijeme-li vztah (57)
pro obdélnikovy vinovod A2 = (mn/a)? + (nw/b)? dostaneme

ngq B N 2 N 2 N 2

5t =(mg) + () +(a3) (77)
kde alespon dvé z celych ¢isel m,n,q museji byt nenulovd — TE vlna potiebuje aspon jedno nenulové,
druhé nenulové potiebujeme na rezonanci podél sméru sifeni této viny. Kvuli symetrii problému jsou
ovsem jednotlivé sméry zdménné a ne nezbytné musi byt ¢ nenulové a souviset s poc¢tem uzli ve sméru
sifeni. Detaily naleznete napf. v [Kvasnica].
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