
Poznámky k přednášce Klasická elektrodynamika

Elektromagnetické vlny

Skalárńı vlnová rovnice - opakováńı

Rovnice (
∆− 1

c2
∂tt

)
u(~x, t) = 0 (1)

je tzv. vlnová rovnice. I když je na pravé straně této rovnice nula, má tato rovnice nenulové řešeńı. V
teoretické mechanice jste probrali jej́ı jednorozměrnou verzi a seznámili jste se s řešeńım časového vývoje
kmitáńı struny. Ve třech dimenźıch je tentýž problém řešeńı vlnové rovnice na omezené oblasti popsán
stručně takto:

u(~x, t) = Re
∑
n

Unfn(~x)e−iωnt,

∆fn(~x) = −k2nfn(~x), ωn = ckn,

kde Un jsou amplitudy (komplexńı kv̊uli započteńı fáze) n-tého módu. Časový pr̊uběh je harmonický,
ovšem jeho závislost na prostorové souřadnici je určena funkcemi fn(~x). Jsou to vlastńı funkce Laplaceova
operátoru při vhodné okrajové podmı́nce, která zaruč́ı úplnost a reálnost spektra vlastńıch hodnot a
frekvenćı. Ačkoli jde o matematický problém, je zde možno uplatnit fyzikálńı intuici, garantuj-li hraničńı
podmı́nky zachováńı energie vlny, muśı se funkce u(~x, t) vyv́ıjet jako superpozice oscilaćı. (Tyto vlastńı
funkce jsou řešeńı Helmholtzovy rovnice a př́ıklady hraničńıch podmı́nek a př́ıslušných vlastńıch funkćı
budou následovat v části věnované Helmholtzově rovnici.)

Vlnová rovnice se nicméně jmenuje vlnová kv̊uli jiné tř́ıdě řešeńı. D’Alembertrovo řešeńı má v jedné
dimenzi tvar

u(x, t) = g(x− ct) + h(x+ ct),

a představuje úplné řešeńı vlnové rovnice (∂xx−c−2∂tt)u(x, t) = 0 pro x ∈ IR, tedy, když nejsou př́ıtomny
odrazy na konćıch struny.

Ve třech dimenźıch se toto řešeńı využije pro konstrukci tzv. rovinné vlny. Nyńı je

u(~x, t) = g(~n · ~x− ct), (2)

opačný směr š́ı̌reńı dosáhneme změnou směru jednotkového vektoru ~n. Důležité je, že funkce jedné
proměnné g může být libovolná. S měńıćım se časem dá (2) tentýž tvar ovšem posunutý o vektor ~nct
oproti t = 0. Odsud vid́ıme, že jednotkový vektor ~n udává směr a c rychlost š́ı̌reńı vlny. (Ne úplně každá

funkce g(s) ovšem svým tvarem připomı́ná vlnu, porovnejte např. es oproti e−s
2

, eis.)
Za zmı́nku stoj́ı, že ve třech dimenźıch představuj́ı funkce r−1g(r ∓ ct) sféricky symetrické rozb́ıhavé

(sb́ıhavé) řešeńı vlnové rovnice. V elektromagnetismu ale nabývá sférická vlna mnohem komplikovaněǰśı
tvar, protože potřebujeme tranzversálńı vektorová pole.

Maxwellovy rovnice jako vlnová rovnice pro pole

Již jsme viděli, že zejména v Lorenzově kalibraci lze Maxwellovy rovnice chápat jako sadu vlnových rovnic.
Vlnovou rovnici lze ale sestavit i pro ~E nebo ~B. Snazš́ı je druhý př́ıpad (protože div ~B = 0):

−∆ ~B = rot rot ~B = rot
(
µ0
~j + c−2∂t ~E

)
= µ0rot ~j + c−2∂trot ~E = µ0rot ~j − c−2∂tt ~B, (3)

tedy (
∆− c−2∂tt

)
~B = µ0 rot ~j, (4)

div ~B = 0. (5)

Elektrické pole lze źıskat vyřešeńım Maxwellovy rovnice pro ∂t ~E s př́ıslušnou počátečńı podmı́nkou
splňuj́ıćı Gauss̊uv zákon. Podobnou strukturu má i vlnová rovnice pro ~E, jen zdroje jsou složitěǰśı. Beze
zdroj̊u pak v obou př́ıpadech dostaneme sadu vlnové rovnice pro pole doplněnou o vazbu v podobě nulové
divergence.
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Rovinná elektromagnetická vlna

V Maxwellových rovnićıch vystupuj́ı vektory. Oproti velmi snadnému výpočtu ∆f(~n · ~x) se věci poněkud
zesložit́ı.

Maxwellovy rovnice představuj́ı v Lorenzově kalibraci vlnovou rovnici pro oba potenciály. Mezi nepřeberným
množstv́ım řešeńı vlnové rovnice vyniká svoj́ı jednoduchost́ı tzv. rovinná vlna. Na ńı uvid́ıme, že splněńı
vlnových rovnic nestač́ı. Jak v́ıme, Maxwellovy rovnice dávaj́ı volnost jen v́ırové složce obou poĺı a tak
určuj́ı, jak uvid́ıme, že vlněńı je př́ıčné.

Na základě poznámky o široké možnosti volby Lorenzovky kalibrovaného potenciálu bude rovinná
elektromagnetická vlna určena jen vektorovým potenciálem

~A(~r, t) = ~a(~n.~r − ct) , a Φ(~r, t) = 0 . (6)

Samozřejmě, to že jsme ~A zvolili ve tvaru rovinné vlny automaticky zaručuje, že zvolený potenciál splňuje
vlnovou rovnici

∆ ~A− 1

c2
∂tt ~A = |~n|2~a ′′ − (−c)2

c2
~a ′′ = 0 , (7)

pokud velikost vektoru ~n určuj́ıćıho směr š́ı̌reńı vlny je jedna.
Lorenzova kalibračńı podmı́nka vyžaduje, aby

div ~A+
1

c2
∂tΦ = ∂iai(nkrk − ct) = nia

′
i = ~n.~a ′ = 0 , (8)

kde ~a ′ představuje derivaci podle parametru vektorové funkce jedné proměnné ~a. Integraćı této podmı́nky
dostáváme, že pokud ~a = 0 nebo ~a.~n = 0 aspoň v jediném bodě prostoru, muśı pak již v celém prostoru
muśı platit

~n. ~A = 0 . (9)

Pokud spočteme

~E = −∂t ~A = c ~a ′ (10)

~B = −∇× ~A = ~n× ~a ′ , (11)

vid́ıme, že v každém bodě prostoru jsou ~n, ~E a ~B na sebe navzájem kolmé a plat́ı c ~B = ~n × ~E. Tato
úměra mezi elektrickým a magnetickým polem obsahuje jako koeficient směr š́ı̌reńı ~n. Proto, pokud je
elektromagnetické pole superpozićı rovinných vln v́ıce směr̊u, tento vztah nemuśı platit. Např́ıklad u
nejjednodušš́ı verze stojatého vlněńı jsou směry dvou harmonických rovinných vln opačné a magnetické
pole v daném mı́stě vymiźı právě v okamžićıch, kdy je elektrické pole maximálńı a naopak.

Pozn. Mluv́ıme o rovinné vlně proto, že mı́sta, kde ~E a ~B nabývaj́ı stejné hodnoty, tedy mı́sta kde
parametr ~n.~r − ct nabývá konstantńı hodnoty, jsou určena rovnićı ~n.~r = konst., což je rovnice roviny.
Maxwellovy rovnice tedy zároveň určuj́ı analytické (jde o vlněńı) i algebraické vlastnosti řešeńı (vlněńı je
př́ıčné).

Směr vektoru ~E charakterizuje polarizaci vlny. Pokud je neměnný, mluv́ıme o lineárńı polarizaci. U
vlny harmonického pr̊uběhu se zavád́ı též kruhová př́ıp. eliptická polarizace (viz optika).

Pro rovinnou vlnu je snadné spoč́ıst jak hustotu energie

w =
1

2
ε0

(
~E2 +

1

ε0µ0

~B2

)
=

1

2
ε0

(
~E2 + c2 ~B2

)
= ε0c

2|~a ′|2 , (12)

i Poynting̊uv vektor

~S = c ~a ′ ×
(

1

µ0
~n× ~a ′

)
=

c

µ0
|~a ′|2~n = w~c . (13)

Tuto úměru lze chápat tak, že rovinná vlna představuje transport energie w rychlost́ı ~c = ~nc doprovázený
hybnost́ı elektromagnetického pole ~g = w~n/c.

Rovinná harmonická vlna

Pro

~A =
~E
c|~k|

ei|
~k|(~n.~r−ct) (14)

dostáváme harmonickou rovinnou vlnu

~E = ~Eei(~k.~r−ωt) c ~B = ~n~Eei(~k.~r−ωt) (15)
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Za pozornost stoj́ı, že předepsáńı pr̊uběhu elektromagnetického pole ve tvaru rovinné monochroma-
tické vlny

~E(~r, t) = ~Eei(~k.~r−ωt) ~B(~r, t) = ~Bei(~k.~r−ωt) (16)

umožňuje využ́ıt faktu, že (ověřte si!) ∇.(~Eei(~k.~r)) = (i~k).(~Eei(~k.~r)) a ∇ × (~Eei(~k.~r)) = (i~k) × (~Eei(~k.~r)).
Proto pro harmonickou rovinnou vlnu máme

∇× ~B =
1

c2
∂t ~E i~k × ~B = − iω

c2
~E (17)

∇× ~E = −∂t ~B i~k × ~E = +iω ~B (18)

∇ · ~E = 0 i~k · ~E = 0 (19)

∇ · ~B = 0 i~k · ~B = 0 (20)

Po zkráceńı faktoru ei(
~k.~r−ωt) dostaneme podmı́nky transversality

~E .~k = 0 , ~B.~k = 0 , (21)

dispersńı relaci
ω2 = c2k2 (22)

a souvislost směru š́ı̌reńı vlny ~n = ~k/|~k| a poĺı (zde se vraćıme zpět od amplitud k poĺım, plat́ı samozřejmě
oboj́ı)

c ~B = ~n× ~E , ~E = −~n× c ~B . (23)

Hodnota elektrické a magnetické složky hustoty energie této elektomagnetické vlny byla stejná a tak

w = ε0| ~E|2 , ~S = ~E × ~H = ~ncw , ~g = ~D × ~B = ~n
w

c
. (24)

Tyto vztahy si vykládáme, jako ilustraci přesnosu hustoty energie (w ~c) a hustoty hybnosti ( wc2 ~c) v poli
rovinné vlny.

Elektromagnetické harmonické vlny na rozhrańı prostřed́ı

Chováńı elektromagnetické harmonické vlny na rozhrańı prostřed́ı jste si vysvětlili v optice. Připomene si,
že v optice se uvažuj́ı zejména prostřed́ı s µr = 1, takže index lomu je dán relativńı permitivitou prostřed́ı
n =
√
εr a kompletně určuje směr i amplitudy prošlé a odražené vlny. Pro naše potřeby pochopeńı tohoto

jevu nebudeme nezbytně předpokládat µr = 1.
Nejprve si připomeňme, že rozhrańı je plocha a splněńı rovnic požadujeme v každém bodě rozhrańı.

Pro rovinnou harmonickou vlnu a rovinné rozhrańı to dá podmı́nku na úhly odrazu a lomu. Při jejich
splněńı pak správně spojitá pole v jednom bodě vykazuj́ı tutéž vlastnost podél celého rozhrańı (jde o

společný faktor ei
~k‖·~x). Komplikace nastává v př́ıpadě totálńıho odrazu nebo např. plazmy, kde se vlna s

danou frekvenćı nemuśı mı́t dovoleno š́ı̌rit, přesněji ~k‖ je nutno doplnit komplexńım ~k⊥ tak, aby výsledný
vektor splňoval disperzńı relaci daného prostřed́ı.

Jakmile máme vyřešeny úhly a př́ıpadně zmı́něné komplikace, má pole podobu superpozice známých
řešeńı do kterých dosad́ıme libovolný bod na rozhrańı a zkoumáme splněńı spojitosti elektromagnetického
pole, tedy polńı problém přecháźı na soustavou algebraických rovnic. Na jedné straně rozhrańı máme
pole dopadaj́ıćı a odražené, na druhé straně rozhrańı pole prošlé. Obvykle považujeme za známé pole
dopadaj́ıćı. Po dosazeńı vlastnost́ı prostřed́ı máme tedy čtyři neznámé veličiny, polńı rovnice ale při známé
fázové rychlosti vlny c a směru jej́ıho š́ı̌reńı umožňuj́ı nalézt např. magnetické pole z pole elektrického.
Tak nám z̊ustávaj́ı neznámé jen vektory elektrické intenzity odražené a prošlé vlny. Pro šest složek těchto
dvou vektor̊u máme správný počet rovnic vyplývaj́ıćı ze spojistosti tečných složek ~E, ~H a normálových
složek ~D, ~B. V př́ıpadě odrazu na dokonalém vodiči máme sice jen pole odražené, zbývaj́ıćı stupně volnosti
potřebné k vyřešeńı rovnic nyńı ale představuj́ı plošné náboje a proudy na povrchu vodiče.

Telegrafńı rovnice

Budeme uvažovat př́ıčné vlny ∇ · ~E = 0, kdy dává rotace Faradayova indukčńıho zákona(
∆− 1

c2
∂2

∂t2

)
~E = µ0

∂

∂t
~j (25)
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a po uvážeńı ohmické vodivosti ~j = γ ~E źıskáme telegrafńı rovnici(
∆− µ0γ

∂

∂t
− 1

c2
∂2

∂t2

)
~E = 0 . (26)

Než přikroč́ıme ke studiu této rovnice z hlediska š́ı̌reńı vln, stoj́ı za zmı́nku připomenout jej́ı podobnost
s rovnićı tlumeného harmonického oscilátoru. Tato analogie plat́ı tehdy, když okrajové podmı́nky zajǐst’uj́ı,
že máme co do činěńı se stojatými vlnami. To nastane za situace, kdy ∆ ~E = −k2 ~E a tedy prostorový
pr̊uběh ~E je vlastńı funkćı Laplaceova operátoru. Rovnice pro amplitudu E takového stojatého vlněńı má
pak jednoduchý tvar

1

c2
Ë + µ0γĖ + k2E = 0 . (27)

Při nulové vodivosti tato rovnice popisuje harmonický oscilátor s frekvenćı ck a detailněji se mu budeme
věnovat v posledńı části této přednášky. Když γ > 0 a vlnová rovnice přejde na rovnici telegrafńı a
evolučńı rovnice (27) vede na v čase exponenciálně tlumené oscilace elektromagnetického pole v dutině
vyplněné vodivým prostřed́ım.

Rovnice (26) se z historických d̊uvod̊u nazývá rovnice telegrafńı, jej́ı správné chápáńı totiž učinilo z W.
Thomsona lorda Kelvina a nejsṕı̌s nejbohatš́ıho fyzika své doby. Nejen proto neńı bez zaj́ımavosti, jak se
tato rovnice objev́ı při studiu š́ı̌reńı signálu podél fenomenologicky chápaného elektrického vedeńı. Necht’

jeho parametry na jednotku délky jsou: Kapacita C1, indukčnost L1, odpor R1 a svod G1. Roděĺıme-li
vedeńı na kousky délky dz pak pro každý kousek plat́ı L = L1dz, C = C1dz atd. Pro napět́ı ve vedeńı
můžeme psát

Un − Un+1 = (R+ L
∂

∂t
)In+1 = dz(R1 + L1

∂

∂t
)In+1 (28)

a pro proud podél vedeńı

In − In+1 = (G+ C
∂

∂t
)Un = dz(G1 + C1

∂

∂t
)Un (29)

a tedy po vyděleńı obou rovnic délkou úseku vedeńı máme

∂U

∂z
= −(R1 + L1

∂

∂t
)I (30)

∂I

∂z
= −(G1 + C1

∂

∂t
)U , (31)

kde jsme použili přibĺıžeńı Un − Un+1 = −dz ∂U∂z . Zderivováńım prvńı z rovnic podle z a následným
použit́ım druhé rovnice dostáváme

∂2U

∂z2
− L1C1

∂2U

∂t2
− (R1C1 + L1G1)

∂U

∂t
−RG U = 0 . (32)

Obrázek 1: Náhradńı schéma krátkého úseku dlouhého (koaxiálńıho) vedeńı se spojitě rozloženými para-
metry.

Až v odd́ıle o TEM vlnách zjist́ıme, že podél dokonalého vedeńı konstatńıho pr̊uřezu se vlny š́ı̌ŕı
rychlost́ı světla c, porovnáńım s touto rovnićı zjist́ıme, že L1C1 = 1/c2. Podmı́nkou je, aby proudy ve
vedeńı tekly po povrchu, což pro ideálńı vedeńı je jasný d̊usledek skinového jevu.

Použit́ım předpisu
~E = ~Eei(~k.~r−ωt) (33)
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přejde telegrafńı rovnice na dispersńı vztah

−k2 +
ω2

c2
+ iωγµ0 = 0 (34)

Ten lze chápat jako rovnici pro komplexńı proměnné k a nebo ω. Nejužitečněǰśı je př́ıpad, kdy ω je reálná
frekvence určená harmonickým zdrojem s pevnou amplitudou, zat́ımco vlny se š́ı̌ŕı s komplexńım vlnovým
vektorem

~k = ~n
ω

c

√
1 + i

c2µ0γ

ω
= ~n

ω

c

√
1 + i

(
λ0

2πδ

)2

, δ =

√
2

µ0γω
(35)

kde δ je hloubka vniku (elektro-)magnetického pole do vodivého matriálu dle skinového jevu. V optice se
studuje dopad elektromagnetické vlny na rovinné rozhrańı mezi vakuem a vodivým materiálem. Zat́ımco
ve vakuu dopadaj́ıćı i odražená vlna vykazuje netlumené š́ı̌reńı s reálným vlnovým vektorem ~k = ~nω/c,
procházej́ıćı vlna je charakterizována výše uvedeným komplexńım vlnovým vektorem. Zaj́ımavé jsou dvě
limity, λ � δ, kdy jde vlastně o skinový jev a př́ıpad λ � δ, kdy je vlna tlumena jen pomalu. Tehdy s
použit́ım

√
1 + x ∼ 1 + x/2 máme

~k.~r ∼ ~n.~r
ω

c
(1 +

i

2

c2µ0γ

ω
) = ~n.~r

ω

c

(
1 +

i

2

(
λ0

2πδ

)2
)

(36)

a tedy

ei(
~k.~r−ωt) ∼ ei(~n.~r−ct)ω/c e−~n.~r cµ0γ/2 . (37)

Faktor e−~n.~r cµ0γ/2 určuje, na jaké charakteristické vzdálenosti je uvnitř (~n.~r > 0) vodivého materiálu
vlna utlumena.

Plasmová frekvence

Z rovnice (25) vyplývá ještě jeden d̊uležitý př́ıpad š́ı̌reńı elektromagnetické vlny v prostřed́ı.
Předpokládáme, že v prostřed́ı jsou s koncentraćı n př́ıtomny náboje q s hmotnost́ı mq, ovšem

jsou vyváženy stejně koncentrovanými nehybnými náboji opačného znaménka. Budeme předpokládat,
že uvažované náboje nevytvářej́ı podstatnou nábojovou hustotu (použit́ım Gaussovy věty lze vidět, že
tedy potřebujeme také předpokládat př́ıčnost uvažovaných elektromagnetických vln). Pohybová rovnice
pro zrychleńı částice pod vlivem elektrického pole má tvar

mq ~̇v = ~Eq . (38)

Připomeňme si zde, že v rámci Drudeho modelu

mq

(
~̇v +

1

τ
~v

)
= ~Eq . (39)

lze porozumět Ohmovu zákonu jako disipačńımu jevu, kde se elektrony brzd́ı s charakteristickou časovou
konstantou τ – při malých frekvenćıch lze zanedbat akceleraci a pozorujeme úměru mezi elektrický polem
a proudem.

Dále popisované chováńı plasmy pak odpov́ıdá situaci, kdy tento čas je mnohem deľśı než frekvence a
jejich koordinovaný pohyb nosič̊u náboje vytvář́ı proudovou hustotu

~j = nq~v , (40)

a mı́sto obvyklého Ohmova zákona je pravá strana rovnice (25) dána vztahem

µ0
∂

∂t
~j =

µ0nq
2

mq

~E (41)

a nehomogenńı vlnová rovnice (25) poté přejde na rovnici(
∆− 1

c2
∂2

∂t2
− µ0nq

2

mq

)
~E = 0 . (42)

Té po náhradě ∆→ −k2 a ∂2/∂t2 → −ω2 odpov́ıdá rovnice(
−k2 +

ω2

c2
−
ω2
p

c2

)
~E = 0 (43)
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Obrázek 2: Š́ı̌reńı vlny v prosřed́ı bez disperse a v prostřed́ı s dvěma r̊uzně vysokými plasmovými frek-
vencemi.

a tedy dispersńı vztah

k2 =
ω2 − ω2

p

c2
, ω2

p = c2
µ0nq

2

mq
=

nq2

ε0mq
. (44)

Z tohoto vztahu vid́ıme, že prostřed́ı s náboji dovoluje š́ı̌reńı elektromagnetických vln (k reálné) pouze
nad plasmovou frekvenćı, jež roste s koncentraćı těchto náboj̊u. Na Obrázku 2 je vidět jak v prostřed́ı, v
němž neplat́ı úměra ω = ck docháźı k rozšǐrováńı vlnových baĺık̊u. Skutečnost, že na nejvyšš́ıch frekvenćıch
ω � ωp dodržuje dispersńı relace (44)tuto úměru, vede k tomu, že čela vln na obrázku se š́ı̌ŕı stejnou
rychlost́ı – rychlost́ı světla.

Vztah (44) lze zapsat také v podobě

ω(k) =
√
ω2
p + c2k2. (45)

Lze si snadno představit, že i u daľśıch prostřed́ı bude vztah mezi frekvenćı a vlnovým vektorem odlǐsný
od ω = c|~k| a tak se zde budou odlǐsovat fázová rychlost vf = ω(k)/k a rychlost grupová vg = dω(k)/dk

(záviśı-li ω i na směru ~k, je situace ještě komplikovaněǰśı). Význam těchto rychlost́ı si ilustrujeme právě
na př́ıkladě našeho modelu odvozeńı plazmové frekvence.

Předpokládejme, že p̊uvodńı rovinná vlna eik(z−vf t) = ei(kz−ωt) vykazuj́ıćı fázovou rychlost vf (expo-
nent má význam fáze), která p̊uvodně rovnoměrně vyplňovala celý prostor, je nyńı modulována obálkou
g(z − vgt) posouvaj́ıćı se rychlost́ı vg, takže

~E(x, t) = ~Eg(z − vgt)eik(z−vf t). (46)

Pro vlnovou rovnici (např. když ωp = 0), která nevykazuje disperzi, polož́ıme vf = vg = ω/k a dostaneme
d’Alembertrovo řešeńı. My ovšem předpokládáme rovnici (42) a dosazeńım harmonické vlny s obálkou
po provedńı druhé derivace součinu funkćı dostaneme(

∆− 1

c2
∂2

∂t2
−
ω2
p

c2

)
~E(x, t) =

[
(k2
(
v2f − c2

)
− ω2

p) + 2ik
(
c2 − vfvg

) g′
g

+ (c2 − v2g)
g′′

g

] ~E(x, t)

c2
= 0

(47)
Pokud předpokládáme, že se obálka měńı na délce podstatně větš́ı, než je vlnová délka 2π/k můžeme
zanedbat |g′′|. Splněńı rovnice je pak možné dosáhnout vhodnou volbou konstant vf a vg. Vyjde

v2f = c2 +
ω2
p

k2
=
ω2

k2
, vg =

c2

vf
= c

√
1−

ω2
p

ω2
, (48)

tedy přesně podle návodu vf = ω(k)/k, vg = dω(k)/dk. Opět vid́ıme, že š́ı̌reńı vln vyžaduje ω2 > ω2
p a

že v prostřed́ı (41) splňuje rychlost š́ı̌reńı vlnových baĺık̊u (informace) vg < c, zat́ımco fázová rychlost
vf > c.

TEM vlna podél vedeńı

Rovinná vlna, lhostejno zda harmonického či obecného profilu, pro nás představuje zat́ım jediné známé
řešeńı úplných Maxwellových rovnic ve vakuu. Kolmo ke směru š́ı̌reńı je ovšem hodnota poĺı ~E a ~B
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Obrázek 3: Ilustrace vývoje vlnového klubka s harmonickým pr̊uběhem a obálkou ve tvaru impulsu v
prostřed́ı s odlǐsnou grupovou a fázovou rychlost́ı.

rovinné vlny konstantńı. Chceme-li nalézt vlnu š́ı̌ŕıci se podél př́ımého vedeńı tvořeného dvěma vodiči,
bude se elektrická intezita v kolmém směru měnit a tak očekáváme

~E = ~E(x, y)ei(kz−ωt) . (49)

V analogii s elektrostatickým polem předpokládáme ~E(x, y) = ∇ψ(x, y) (a očekáváme, že ψ bude na
povrchu vodič̊u konstant́ı) a tedy

~E = ∇ψ(x, y)ei(kz−ωt) . (50)

Neznámou funkci znač́ıme ψ proto, že nepředstavuje elektrický potenciál (ten např. Coulombovské kalib-

raci vymiźı). Cvičeńı: Nalezněte ~A a Φ pro uvedené pole.

Obrázek 4: Dva rovnoběžné vodiče a jejich elektrické a magnetické pole. Siločáry obou poĺı lež́ı u TEM
vlny v rovině kolmé ke směru š́ı̌reńı vlny. Jeden z vodič̊u může obklopovat ten druhý.

Požadavek div ~E = 0 dává s použit́ım ~ez.∇ψ(x, y) = 0 rovnici

∆ψ(x, y) = 0 . (51)

Magnetické pole nalezneme z rovnice −∂t ~B = ∇× ~E při použit́ı ∂t → −iω

~B =
k

ω
~ez ×∇ψ(x, y)ei(kz−ωt) . (52)

To, že elektrické i magnetické pole je př́ıčné vzhledem ke směru š́ı̌reńı vlny vede k označeńı tohoto pole
– TEM. Takovéto pole automaticky splňuje ∇. ~B = 0 a z Ampérova zákona ∂t ~E = c2∇ × ~B dostáváme
dispersńı vztah

ω2 = c2k2 , (53)

tedy stejnou rovnici jakou máme pro rovinné vlny.

59



Abychom mohli mluvit o vlnách š́ı̌ŕıćıch se podél vodiče, muśı elektrické pole ~E ∼ ∇ψ na povrchu
vodiče být kolmé na jeho povrch. T́ımto povrchem tedy může být libovolná válcová plocha ψ(x, y) =
konst. Z elektrostatiky známe řešeńı Laplaceovy rovnice uvnitř koaxiálńıho vedeńı a z matematiky pak
konstrukci potenciálu skrze holomorfńı funkce popisuj́ıćı paralelńı vedeńı ze dvou vodič̊u kruhového
pr̊uřezu [Kvasnica, úloha III.16]. Oba tyto př́ıpady můžeme skrze (50,52) povýšit na elektromagnetické
pole š́ı̌ŕıćı se podél vedeńı. Vyjme-li z koaxiálńıho vedeńı vnitřńı vodič, je př́ıslušné řešeńı Laplaceovy
rovnice ψ = konst., ∇ψ = 0 a tedy TEM vlna se nemůže š́ı̌rit vlnovodem.

Helmholtzova rovnice

Vlnová rovnice ve frekvenčńım obraze, tedy po nahrazeńı ∂tt → −ω2(
∆ +

ω2

c2

)
u(~x, ω) = 0 (54)

se jmenuje po Helmholtzovi. Pokud by na pravé straně rovnice vystupoval zdroj vlněńı, šlo by o úlohu při
ńıž bychom hledali š́ı̌reńı vln dané frekvence na nějaké oblasti. Homogenńı verse Helmholtzovy rovnice
představuje úlohu na hledáńı vlastńıch funkćı a vlastńıch hodnot Laplaceova operátoru na nějaké oblasti
za daných okrajových podmı́nek. Ty při hledáńı řešeńı homogenńı Helmhotzovy rovnice hraj́ı kĺıčovou roli
a úzce souvisej́ı s t́ım, jaký fyzikálńı problém řeš́ıme. Pokud u(~x, ω) představuje výchylku membrány tvaru
Ω, je obvyklé předpokládat, že na kraji ∂Ω membrány je výchylka nulová (v analogii s membránou bubnu).
Řešeńı Helmholtzovy rovnice v tomto př́ıpadě má pro obdélńıkovou membránu x ∈ (0, a), y ∈ (0, b) tvar

u(x, y) = u0 sin(
π

a
mx) sin(

π

b
ny) ,

ω2
mn

c2
=
(
m
π

a

)2
+
(
n
π

b

)2
(55)

zat́ımco pro kruhovou membránu o poloměru a

u(r, φ) = u0Jm(knmr)e
imφ ,

ω2
mn

c2
= k2n , (56)

kde knm se voĺı tak, aby na okraji memrány r = a vymizela Besselova funkce Jm(knma), tzn., že součin
aknm nabývá hodnoty n-tého kořene funkce Jm. Protože tyto funkce představuj́ı též amplitudu stojatého
vlněńı čtvercové a kruhové membrány, lze jim dobře porozumět jsou-li znázorněny graficky, ako např. na
Obrázku 7, kde je jasem znázorněna amplituda stojatého vlněńı. Vid́ıme, že počet uzl̊u v obou směrech
je dán indexy m a n.

Obrázek 5: Př́ıklad stojatého vlněńı membrány obdélńıkového a kruhového tvaru.

Hledáńı vlastńıch funkćı operátor̊u jako je ten Laplace̊uv je d̊uležitou partíı matematiky a ukazuje
se, že kĺıčovou roli hraj́ı okrajové podmı́nky. U vlněńı membrány (a také struny s pevnými konci) jde o
tzv. Dirichletovu hraničńı podmı́nku u(∂Ω) = 0. Budeme-li zkoumat š́ı̌reńı zvuku v objemu s pevnými
stěnami, zjist́ıme, že rychlost tekutiny (přesněnji zrychleńı, ale to pro v čase harmonické pr̊uběhy neńı
třeba př́ılǐs odlǐsovat) je úměrná gradientu tlaku. Popisuje-li tedy š́ı̌reńı zvuku vlnová rovnice pro skalárńı
veličinu (tlak) je hraničńı podmı́nka taková, že derivace tlaku na hranici muśı k ńı být tečná – tečná muśı
být totiž rychlost tekutiny u stěn nádoby. Např́ıklad v dutině tvaru kvádru x ∈ (0, a),x ∈ (0, b),z ∈ (0, c)
máme pak vlastńı funkce (a př́ıslušné rezonančńı frekvence)

u(x, y, z) = u0 cos(
π

a
mx) cos(

π

b
ny) cos(

π

b
qz) ,

ω2
mnq

v2
=
(
m
π

a

)2
+
(
n
π

b

)2
+
(
q
π

c

)2
(57)
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Podmı́nka ~n.∇u(∂Ω) = 0 se nazývá Neumannova hraničńı podmı́nka.
Tyto odstavce maj́ı za ćıl připomenout jisté partie mechaniky a souvisej́ıćı oblasti matematiky,

předevš́ım ale maj́ı ilustrovat skutečnost, že řešeńı homogenńı Helmholtzovy rovnice představuj́ı sto-
jaté vlněńı. Frekvence stojatého vlněńı v r̊uzně tvarovaných dutinách a membránách pak velmi souvisej́ı s
vlastńımi funkcemi Laplaceova operátoru na dané oblasti za konkrétńıch okrajových podmı́nek. Pro kom-
plikovaněǰśı tvary oblast́ı často neńı možné přesná řešeńı nalézt a přicházej́ı na řadu přibližné metody.

TM vlna

Oproti TEM vlně se lǐśı jistou podélnou složkou elektrického pole χ(x, y)~ez

~E =

(
∇ψ(x, y) +

1

ik
χ(x, y)~ez

)
ei(kz−ωt) , (58)

přičemž to, že požadujeme neměnný př́ıčný profil vlny podél celého vedeńı vede k tomu, že obě funkce ψ
a χ nezáviśı na z.

Mı́sto čtyř Maxwellových rovnic můžeme požadovat splněńı následuj́ıćıch tř́ı rovnic

∇ ~E = 0 (59)(
∆ +

ω2

c2

)
~E = 0 (60)

~B =
1

iω
∇× ~E , (61)

kde (61) představuje Faradaẙuv zákon pro harmonická pole a automaticky vede na nedivergentńı pole ~B.
Podmı́nka (59) vede na

∆ψ + χ = 0 (62)

a vyjasňuje př́ıtomnost faktoru ik před χ v (58). Protože na souřadnici z záviśı jen fáze vlny, ve vztahu
∆fg = f∆g + 2∇f.∇g + g∆f , kde g = ei(kz−ωt), vymiźı součin gradient̊u a dostáváme

∆ ~E = ∆(∇ψei(kz−ωt)) +
1

ik
∆(χei(kz−ωt))~ez = ∇(∆ψ − k2ψ)ei(kz−ωt) +

1

ik
(∆χ− k2χ) . (63)

Aby byla splněna vlnová rovnice (60) muśı platit

∆ψ − k2ψ +
ω2

c2
ψ = 0 (64)

a zároveň

∆χ− k2χ+
ω2

c2
χ = 0 , (65)

protože tyto dvě rovnice představuj́ı vlnové rovnice pro př́ıčnou resp. podélnou složku elektrického pole.
Nejprve vyřeš́ıme rovnici (64) t́ım, že budeme požadovat, aby funkce ψ byla řešeńım homogenńı Helmhol-
tzovy rovnice

∆ψ + λ2ψ = 0 (66)

a platil dispersńı vztah

λ2 =
ω2

c2
− k2 . (67)

Z rovnic (66) a (62) vid́ıme, že
χ(x, y) = λ2ψ(x, y) (68)

a χ tedy samozřejmě splňuje (65). Konečně můžeme spoč́ıst pr̊uběh magnetického pole z (61)

~B =
k

ω
(1 +

λ2

k2
)~ez × ~E , (69)

nebot’ s použit́ım ∇× f ~A = (∇f)×A+ f∇×A, ∇×∇f = 0 a ∇ei(kz−ωt) = ik~eze
i(kz−ωt) dostáváme

∇×
(
∇ψ(x, y) +

1

ik
χ(x, y)~ez

)
ei(kz−ωt) = (ik~ez×∇ψ+

1

ik
∇χ×~ez)ei(kz−ωt) = ik(1+

λ2

k2
)~ez× ~E (70)
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Tato vlna má představovat elektromagnetické pole š́ı̌ŕıćı se podél př́ımého dutého vodiče. Hraničńı
podmı́nky jsou a) vymizeńı tečných složek ~E b) kolmých složek ~B. Prvńı podmı́nka vede na Dirichletovu
podmı́nku pro ψ

ψ(~x) = 0 , ~x ∈ ∂Ω (71)

a ze vztahu (69) vid́ıme, že tatáž podmı́nka zaruč́ı vymizeńı kolmé složka magnetického pole na hranici.
Tečná složka magnetického pole dává proudy tekoućı po povrchu vodiče.

Dosad́ıme-li za ψ známá řešeńı Helmholtzovy rovnice pro obdélńık (57) nebo kruh (56) dostaneme
tvar TM vlny ve vlnovodu s př́ıslušným pr̊uřezem.

Dispersńı vztah (67) je tentýž jako pro dispersi v d̊usledku nenulové plasmové frekvence – opět exis-
tuje nejnižš́ı frekvence, jež se vlnovodem může š́ı̌rit. Mı́sto koncentrace náboj̊u nyńı rozhoduj́ı rozměry
vlnovodu, z rozměrových d̊uvod̊u totiž plat́ı, že λ ∼ D−1, kde D je charakteristický rozměr pr̊uřezu
vlnovodu.

Obrázek 6: Př́ıčné složky elektrické intenzity (vlevo) a magnetického (vpravo) pole TM32. Tyto složky
jasně splňuj́ı př́ıslušné okrajové podmı́nky.

TE vlna

Ve vakuu jsou Maxwellovy rovnice symetrické v̊uči duálńı transformaci

~E → c ~B , (72)

~B → −1

c
~E . (73)

S použit́ım této transformace dostáváme, že také elektromagnetické pole

~B =

(
∇ψ′(x, y) +

λ2

ik
ψ′(x, y)~ez

)
ei(kz−ωt) (74)

~E = −c
2k

ω
(1 +

λ2

k2
)~ez × ~B , (75)

je řešeńım polńıch Maxwellových rovnic, splňuje-li ψ′ Helmholtzovu rovnici (66) a plat́ı-li dispersńı vztah
(67). Tentokrát je na směr š́ı̌reńı kolmá elektrická složka. Aby na povrchu vodiče vymizela tečná složka, je
třeba, aby zde vymizela normálová derivace ~n.∇ψ′. To proto, že ~ez × ~n je vektor tečný k povrchu vodiče
a ~B ∼ ~ez ×∇ψ′. Zároveň tato podmı́nka je nezbytná pro vymizeńı normálové složky magnetického pole
na povrchu vodiče. I když ψ′ muśı být podobně jako u TM vlny řešeńım Helmholtzovy rovnice, okrajové
podmı́nky se lǐśı – mı́sto Dirichletovy ted’ máme podmı́nku Neumannovu.

Uváž́ıme-li řešeńı řešeńım Helmholtzovy rovnice na obdélńıku x ∈ (0, a), y ∈ (0, b) za Neumannovy
okrajové podmı́nky

ψ′(x, y) = ψ′0 cos(
π

a
mx) cos(

π

b
ny) ,

ω2
mn

c2
=
(
m
π

a

)2
+
(
n
π

b

)2
, (76)

vid́ıme, že přes značnou podobnost s řešeńım (57), je tu podstatná ta odlǐsnost, že zat́ımco pro (57) a
tedy TM vlnu bylo potřeba aby součin mn > 0, stač́ı pro nenulovost TE vlny, aby m+ n > 0. Speciálně
tedy existuje TE10 vlna pro př́ıpad m = 1, n = 0. Je-li a ten větš́ı z rozměr̊u obdélńıkového pr̊uřezu,
určuje tato vlna nejnižš́ı frekvenci ω10, jež se může obdélńıkovým vlnovodem š́ı̌rit.

Za zmı́nku stoj́ı, že TEn0 vlnu v obdélńıkovém vlnovodu lze źıskat složeńım pouhých dvou rovinných
vln shodné polarizace a amplitudy, ale s mı́rně odchýlenými vlnovými vektory ~k± = kz~ez ± kx~ex (viz
př́ıklad na cvičeńı). To umožňuje chápat netriviálńı dispersńı vztah pro š́ı̌reńı vlny jako d̊usledek odraz̊u
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vln na stěnách vlnovodu – část pole podléhá stojatému vlněńı – pak nepřekvaṕı, že vlny ve vlnovodu
souviśı s Helmohotzovou rovnićı.

Poynting̊uv vektor TE i TM vlny lze snadno spoč́ıst a představuje kombinaci toku výkonu podél osy
z vlnovodu a přeléváńı (jalové složky výkonu) v př́ıčném směru.

Obrázek 7: Př́ıčné složky elektrické intenzity (vlevo) a magnetického (vpravo) pole TE32.

Elektromagnetický rezonátor

Podobně jako zvukové vlny v uzavřené dutině, mohou i elektromagnetické vlny vytvořit ve vodivé dutině
stojaté vlněńı. Pro jednoduchost budeme uvažovat dutý vodič konstantńıho profilu. Ten tvoř́ı vlnovod
délky h, jenž je na obou konćıch uzavřen kolmou vodivou rovinou. Okamžitě vid́ıme, že vhodným složeńım
TE resp. TM vln stejné polarizace ale s opačnými vlnovými vektory k1 = −k2, jimž kv̊uli př́ıtomnosti k2 v
dispersńım vztahu př́ısluš́ı tatáž frekvence, dostaneme stojaté vlněńı. Proces je totiž naprosto tentýž jako

v př́ıpadě stojatého vlněńı struny. Protože pro TE i TM vlnu ve vlnovodu plat́ı k2 = ω2

c2 − λ
2 a zároveň

př́ıčná složka elektrického pole stojatého vlněńı podél vlnovodu muśı na konćıch mı́t uzly, vycháźı, že
součin kh = qπ muśı být celoč́ıselným násobkem π, tedy ω2 = c2

(
(qπ/h)2 + λ2

)
. Použijeme-li vztah (57)

pro obdélńıkový vlnovod λ2 = (mπ/a)
2

+ (nπ/b)
2

dostaneme

ω2
mnq

c2
=
(
m
π

a

)2
+
(
n
π

b

)2
+
(
q
π

h

)2
, (77)

kde alespoň dvě z celých č́ısel m,n, q musej́ı být nenulová – TE vlna potřebuje aspoň jedno nenulové,
druhé nenulové potřebujeme na rezonanci podél směru š́ı̌reńı této vlny. Kv̊uli symetrii problému jsou
ovšem jednotlivé směry záměnné a ne nezbytně muśı být q nenulové a souviset s počtem uzl̊u ve směru
š́ı̌reńı. Detaily naleznete např. v [Kvasnica].
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