
Poznámky k pøedná¹e Klasiká elektrodynamika
ÚvodFyzikální pole je následníkem prinipu pùsobení na dálku. V klasiké pøedstavì zprostøedkovává pole vytvá-øené jedním zdrojem pùsobení na druhý zdroj. Ji¾ v této primitivní verzi musí polní teorie popsat jak zdrojpole vytváøí, jak se pole ¹íøí z bodu do bodu a jak pùsobí pole na jiný zdroj. Hezká teorie pak musí toto v¹euèinit v souladu s obenými fyzikálními prinipy. V této pøedná¹e budeme zkoumat jak detailní vlastnostipolní teorie popsané Maxwellovými rovniemi, tak nalézat øe¹ení tìhto polníh rovni pro rùzné situae.Obené vlastnosti jste z hledisek nejvzne¹enìj¹íh probírali pøedev¹ím v pøedná¹e Speiální Teorii Relati-vity. My nastoupíme do konkrétní ineriální soustavy a v ní budeme hledat detailnìj¹í pohopení významutìhto polníh rovni.Pro zvý¹ení zmatku ale èasto budeme polem mínit i pouhou funki tøí prostorovýh a pøípadnì je¹tìjedné èasové souøadnie. Napøíklad budeme mluvit o poli bázovýh vektorù abyhom zvýraznili, ¾e v rùznýhbodeh prostoru mají uva¾ované bázové vektory rùzné smìry.Skalární poleje tedy v nejvìt¹í obenosti termín oznaèujíí skalární funki tøí prostorovýh a jedné èasové souøadnie. Vtéto pøedná¹e budeme a¾ na výjimky praovat v 3+1 notai, vektory budeme rozumìt vektory tøírozmìrné,èas bude samostatnou \souøadnií", podobnì jako tomu bylo tøeba v teoretiké mehanie. Skalární pole jetedy nìjaká funke �(~x; t).V pøedmìteh, které se nìjak odkazují na dynamiku, je zapotøebí studovat zmìny pole. V na¹em 3+1 pojetíodli¹ujeme èasové a prostorové zmìny. Proto v teoriíh budou vystupovat èasové derivae �t a prostorovéderivae, napøíklad �x; �y; �z . Proto¾e souøadnie v prostoru budeme èasto volit i jiné, ne¾ kartézské, budemese sna¾it u¾ívat pro prostorové derivování symbol r. To, ¾e vystaèíme s tímto symbolikým zápisem místoexpliitního derivování podle jednotlivýh souøadni je dùsledek kvalit studované teorie. Má-li být teorienezávislá na volbì souøadného systému, nemohou v ní vystupovat libovolné kombinae �x; �y a �z, ale jentakové, které lze zapsat s pomoí r. Pro pøipomenutí: ze speiální teorii relativity víte, ¾e v lorentzovskyinvariantní teorii se i prostorové a èasové derivae musejí vyskytovat ve vhodnýh kombinaíh.Isoploha (Ekvipoteniála)Znázoròovat hodnoty skalárního pole lze rùznì, nejstar¹í a pro vìdeké úèely nejintuitivnìj¹í je zakreslenítzv. isoploh (ekvipoteniál) { míst stejné hodnoty pole. Ve tøeh dimenzíh pøedstavuje rovnie �(~x) = �0rovnii plohy. Èasto zakreslujeme prùseèíky isoploh odpovídajíí rùzným hodnotám �0 s nìjakou jinouplohou, èím¾ dostáváme sadu èar spojujíí místa se stejnou hodnotu.Vektorové poleVektorové pole se od skalárního odli¹uje tím, ¾e jde o vektorovou funki. To znamená, ¾e jde o tøi funkeskalární popisujíí slo¾ky pole v nìjaké bázi. Formálnì pí¹eme ~E(~x; t). Pøi prái budeme ale potøebovat umìt1



zapsat hodnoty konkrétnì. První mo¾ností je konstruovat výraz pro hodnotu jako vektorový výraz z vektoruprùvodièe, øeknìme ~E(~x) = q04��0 ~xj~xj3 : (1)Jiná mo¾nost je pou¾ít zápisu kartézskýh slo¾ek pole~E(~x) = � q04��0 x(x2 + y2 + z2)3=2 ; q04��0 y(x2 + y2 + z2)3=2 ; q04��0 z(x2 + y2 + z2)3=2 � : (2)Z praktikýh dùvodù budeme ale nejèastìji postupovat tak, ¾e pou¾ijeme nekartézskou souøadnii (øeknìmedélka prùvodièe r) a také pomoná vektorová pole (v tomto pøípadì ~er = ~r=j~rj { pole jednotkovýh vektorùmíøííh ve smìru prùvodièe) a výslednou vektorovou funki zapí¹eme pomoí jejih kombinae~E(~x) = q04��0r2~er : (3)
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Obrázek 1: Ekvipoteniály a siloèáry elektrostatikého pole dvou vodivýh koulí. Pravá je uzemnìná.Rovnie siloèáryPøi znázoròování vektorového pole je nejobvyklej¹ím zpùsobem kreslení siloèar. Tento termín není zelapøesný, kdy¾ mluvíme o poli, pro které nejsou silové úèinky rovnobì¾né s vektorem polní velièiny, tøeba upole vektorù ryhlosti mluvíme o proudoèáráh. Jde o køivky ~x(s), které jsou v ka¾dém bodì rovnobì¾né svektorovým polem: dds~x(s) = �(s) ~E(~x(s)) : (4)Koe�ient úmìrnosti �(s) je libovolná funke a volíme ji tak, aby tato soustava tøí obyèejnýh diferenálníhrovni byla o nejsnáze øe¹itelná.Je-li vektorové pole gradientem nìjakého skalárního poteniálu, jsou siloèáry na ekvipoteniály kolmé, jakuvidíme a¾ se budeme zabývat operaí grad. 2



Slo¾ky nebo nabla teèka?Pøi obenýh úvaháh v elektromagnetismu mù¾eme v¾dy volit mezi dvìma zápisy. To ¾e, napøíklad, velektrostatie je elektriké pole nevíøivé mù¾eme ekvivalentnì zapsat jako�ijk�jEk = 0 (5)nebo rot ~E = r� ~E = 0 : (6)Proto¾e druhá variata je obvykle èitelnìj¹í, budeme ji pøi obenýh úvaháh upøednostòovat, zatímo prvnípøijde vhod pøi hápání podstaty nìkterýh úprav, øeknìmerot grad � � 0 oproti �ijk�j�k� � 0 : (7)Postupnì si ale vybudujeme seznam identit, pøi jejih¾ u¾ití ji¾ nebudeme muset pøeházet do slo¾ek. Napø.grad fg = r(fg) = grf + frg = g grad f + f grad g (8)nebo div f ~A = r:(f ~A) = fr: ~A+ ~A:rf = f div ~A+ ~A: grad f : (9)Mnohé vztahy lze naví odvodit, ani¾ byhom pøeházeli do slo¾kového zápisu. Oznaèíme-li ~ei, i = 1::3vektory kartézské báze, mù¾eme psát r = ~ei�i : (10)a tedy grad � � r� = ~ei�i� = [�x�; �y�; �z�℄ (11)div ~A � r: ~A = ~ei�i:(~ejAj) = (~ei:~ej)�iAj = Æij �iAj = �iAi = �xAx + �yAy + �zAz (12)rot ~A � r� ~A = ~ei�i � (~ejAj) = (~ei � ~ej)�iAj = �ijk~ek �iAj = �ijk�jAk ~ei = (13)= [�yAz � �zAy; �zAx � �xAz ; �xAy � �yAz ℄ (14)Naví tvar výrazu (10) jasnì ukazuje, ¾e r ve výrazeh projevuje jak svoji vektorovou, tak difereniálnípodobu.Pøíklady:div f ~A = r:(f ~A) = (~ei�i):(f ~A) = [(~ei�i)f ℄: ~A+ f(~ei�i): ~A = ~A:rf + fr: ~A = f div ~A+ ~A: grad f : (15)rot rot ~A = r�r� ~A = (~ei�i)� h(~ej�j)� ~Ai = (~ej�j) h(~ei�i): ~Ai� [(~ei�i):(~ej�j)℄ ~A = rr: ~A�� ~A (16)V druhém pøíkladì jsme pou¾ili pravidlo ~A � ( ~B � ~C) = ~B( ~A: ~C) � ~C( ~A: ~B), pøièem¾ musíme respektovatto, ¾e znak pariální derivae pùsobí smìrem napravo a proto pí¹eme :::� ( ~A: ~B)~C . Naví se pro kvadrát rzavádí symbol � = r2 = (~ei�i):(~ej�j) = �xx + �yy + �zz . Podobnì lze ukázat, ¾erot (f ~A) = f rot ~A� ~A� grad f ; (17)div ( ~A� ~B) = ~B : rot ~A� ~A : rot ~B : (18)Cvièení: Doka¾te obì vý¹e uvedené identity.
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Obrázek 2: Maxwelùv objev rot ~H = ~j + �t ~D v pùvodním znìní.Elektrostatika ve vakuuProto¾e úplné Maxwellovy rovnie rot ~H � �t ~D = ~j (19)div ~D = � (20)rot ~E + �t ~B = 0 (21)div ~B = 0 (22)~H = ~H( ~B; :::) ; ~D = ~D( ~E; :::) (23)pøedstavují relativnì komplikovanou soustavu lineárníh pariálníh difereniálníh rovni, soustøedímese nejdøíve na dùle¾itou souèást Maxwellovy teorie { popis nemìnnýh èistì elektrikýh polí ve vakuu. Jakvíme je tato reduke mo¾ná jen v konkrétním ineriálním systému, nebo» rozdìlení na elektriké a magnetiképole je dáno projekí tenzoru elektromagnetikého pole na ètyøryhlost pozorovatele.Základní velièinou v elektrostatie je elektriká intezita ~E. Jde o velièinu, která bývá obvykle de�novánaoperaionistiky: vlo¾íme-li v místì ~x do elektrikého testovaí(!) náboj q, je polem tlaèen silou~F = q ~E(~x) : (24)Elektriká intezita tedy pøedstavuje velièinu polní (mù¾e se li¹it bod od bodu) a vektorovou (má velikost asmìr; nesmíme ov¹em zapomenout, ¾e o vektoru mluvíme jen z hlediska prostorovýh transformaí).Jak se li¹í elektriká intenzita bod od bodu? To urèují polní rovnie { pro elektrostatiká pole ve vakuumají tvar div ~E = 1�0 � (25)rot ~E = 0 (26)Tyto rovnie pøedstavují soustavu 4 rovni pro 3 neznámé slo¾ky vektorového pole ~E(~x) a nabádají k otázkám:Je mo¾né aby taková soustava nebyla pøeurèená? Jak se dìlí operátorem div?Pøi hledání øe¹ení tìhto rovni uvá¾íme nejdøíve naivní ale velmi u¾iteènou pøestavu zdrojù jako seskupeníspousty bodovýh nábojù.Zaènìme obvyklým uvá¾ením Coulombova zákona ve vakuu~E(~x) = q�1 ~F = q04��0 ~x� ~x0j~x� ~x0j3 : (27)4



Tento vztah popisuje jednak sílu ~F , jí¾ na náboj velikosti q naházejíí se v místì ~x pùsobí náboj q0 naházejííse v místì ~x0. Zároveò ale také popisuje elektrikou intezitu v místì místì ~x ji¾ zde budí náboj q0 naházejííse v místì ~x0. Pro urèení elektriké intezity tu ale ji¾ máme rovnie (25-26). Budeme tedy muset zkoumat,zda jsou obì urèení v souladu.Nejdøíve si pov¹imneme, o mají oba vztahy spoleèné { tzv. prinip superpozie. Pro polní rovnie platí,¾e elektriké pole zpùsobené nábojovou hustotou �1(~x) + �2(~x) je souètem polí ~E1(~x) + ~E2(~x), kde ~E1(~x) jeøe¹ení (25-26) s pravou stranou danou nábojovou hustotou �1(~x) a podobnì pro ~E2(~x). Podobnì Colombùvzákon zobeníme tak, ¾e elektriké pole buzené sousavou nábojù je souètem polí od jednotlivýh nábojù.Pøi zkoumání souladu Coulombova zákona a polníh rovni nará¾íme na pøeká¾ku danou rozdílnou po-vahou nábojù v obou pøístupeh. V polníh rovniíh je zdrojem v prostoru rozlo¾ená nábojová hustota, vCoulombovì zákonì je to bodový náboj. Pro pøipomenutí nejdøíve velmi struènì zopakujeme postup obvyklýv uèebniíh pro úvodní kurz, zhruba odpovídajíí [SeSt℄. Nábojovou hustotu si pøedstavíme tvoøenou vel-kým mno¾stvím bodovýh nábojù. Souèet elektrikýh intenzit od jednotlivýh nábojù je pak místo sumydán integrálem ~E(~x) = 14��0 Z dq0 ~x� ~x0j~x� ~x0j3 = 14��0 Z �(~x0)d3x0 ~x� ~x0j~x� ~x0j3 : (28)Nyní je tøeba ovìøit, ¾e takovéto pole splòuje polní rovnie. Kupodivu to ale není pøímoèaré { matematiinám toti¾ nepovolí prohodit derivae z operátorù divergene a rotae a integrál vyskytujíí se v (28). Kdy-byhom jejih zákaz ignorovali dostaneme, ¾e takto de�nované elektriké pole má divergeni nulovou. Protopøihází na øaduGaussova vìtaNení bez zajímavosti, ¾e Gaussovu vìtu (pro gravitaèní pole) objevil o padesát let døíve Lagrange. S pou¾itímmoderního znaèení ji zapisujeme taktoZ
 div ~E(~x)d3~x = I�
 ~E(~x) : d~S : (29)Slovy øeèeno: objemový integrál skalární velièiny dané divergení vektorového pole pøes objem 
 je rovenplo¹nému integrálu, tj. toku této vektorové velièiny skrze plohu �
, která tvoøí hranii uva¾ovaného objemu.V elektrostatie se rovnost tìhto velièin lépe vyjádøí vztahemQ
 = Z
 �(~x)d3~x = Z
 div �0 ~E(~x)d3~x = I�
 �0 ~E(~x) : d~S ; (30)který øíká, ¾e náboj Q
 libovolnì rozlo¾ený uvnitø objemu 
 vytváøí takové elektriké pole, jeho¾ tok skrzehranii uva¾ovaného objemu je roven tomuto náboji.V limitì vìt¹íh a vìt¹íh objemù majííh tvar koule s povrhem rostouím jako kvadrát jejího polomìrudostáváme tak známé hování oulombovského pole � 1=r2, v limitì nekoneènì malýh kryhlièek èi kulièek
~x obsahujííh bod ~x, jejih¾ objem oznaèíme V
, pak dostáváme alternativní de�nii divergene vektorovéhopole div ~E(~x) = limV
!0 1V
 I�
~x ~E(~x0) : d~S0 : (31)S její pomoí je Gaussova vìta velmi názorná: Velký objem si pøedstavíme jako hromadu velmi malýhkryhlièek. Levá strana (29) má význam souètu pøes objem v¹eh kryhlièek, pravá souètu pøes orientovanýpovrh v¹eh kryhlièek. Právì to ¾e, jde o orientované plo¹ky zpùsobí vyru¹ení pøíspìvkù uvnitø velkéhoobjemu, zùstane jen integrál pøes jeho povrh. To, ¾e (31) opravdu pøedstavuje difereniální operai tvarur: ~E, uká¾eme v èásti vìnované køivoèarým souøadniím.Aplikaí takto de�nované divergene za pou¾ití Gaussovy vìty pro bodový náboj (35) snadno nahlédneme,¾e elektriká intenzita urèená vztahem (28) splòuje rovnii div ~E = �=�0. Splnìní vztahu (26) lze podobnì5



Obrázek 3: Ilustrae ke Gaussovì vìtì { vyru¹ení se pøíspìvkù pøes vnitøní plo¹ky.ovìøit po zavedení alternativní de�nie operátoru rotae, o¾ v¹ak odlo¾íme. Místo toho se spokojíme spøirozeným argumentem, ¾e superpozií polí s nulovou irkulaí (tzv. polí nevíøivýh) dostaneme také nevíøivépole. Naví v urèitýh situaíh lze elektromagnetikou induki hápat jako zdroj pro rot~E a tak budemepozdìji tuto èást diskutovat podrobnìji.Víme ji¾, ¾e elektriká intenzita spoètená podle (28) splòuje rovnie elektrostatiky. Ignorujeme-li prozatímotázku existene pøíslu¹nýh integrálù, znamená to, ¾e polní rovnie nejsou pøeurèené: pro v¹ehny pravéstrany { nábojové hustoty existuje pole v souladu s polními rovniemi. Jsou tu je¹tì nìjaká dal¹í øe¹eníodpovídajíí stejné nábojové hustotì, nejsou náhodou polní rovnie nedourèené? A pokud ano, o rozhoduje,které øe¹ení \ve skuteènosti" opravdu nastane?Jsou-li E1 a E2 dvì øe¹ení odpovídajíí té¾e nábojové hustotì �, mù¾eme pøi uplatnìní linearity polníhrovni dojít k závìru, ¾e obì øe¹ení se mohou odli¹ovat o libovolné øe¹ení homogenníh polníh rovni po-pisujííh pole bez nábojù. Existují taková pole v elektrostatie? Uká¾e se, ¾e jih jsou spousty. Abyhomo nih mohli poøádnì mluvit budeme ale muset poèkat. Spokojíme se s jediným pøíkladem, jím¾ je homo-genní elektriké pole vyplòujíí elý vesmír, a budeme doufat, ¾e i ostatní øe¹ení homogenní rovnie poházejíod nábojù pøesunutýh za hranie vesmíru. Polní rovnie zde pou¾ívané jsou zbyteènì slo¾ité na pøesnìj¹íformulai jednoznaènosti øe¹ení a tak uzavøeme na¹e zkoumání: poèítáme-li eletrikou intenzitu jako super-pozii oulombovskýh polí vztahem (28), dostaneme jedno z øe¹ení polníh rovni { to, které pøedpokládáneexisteni dal¹íh nábojù a to i za hraniemi vesmíru.Na vièeníh poslou¾í Gaussova vìta jako nástroj pro urèení pole v symetrikýh situaíh. Naleznemepole rovnomìrnì nabité koule, nekoneènì dlouhého vále a nekoneènì veliké rovnomìrnì nabité vrstvy.Diraova Æ-funkeUkazuje se, ¾e hápání bodového náboje jako¾to speiálního prùbìhu nábojové hustoty a následujíí zobe-nìní tohoto vede k dùle¾itým metodám pro øe¹ení lineárníh (pariálníh) difereiálníh rovni. Pøedev¹ím,nábojová hustota jednotkového bodového náboje není slu¹ná funke { samá nula a v jednom bodì nekoneèno.To nekoneèno ale není jen tak obyèejné, je jednotkové. Nábojová hustota dvakrát takového bodového nábojemá to nekoneèno dvakrát vìt¹í ( . . . poèítání s nekoneèny je výzva pro matematiky).Cheme-li tedy praovat s tìmito zobenìnými funkemi, budeme muset obìtovat jednu dùle¾itou vlastnostfunkí { funkèní hodnotu. Za tuto enu bude mo¾no ponehat v platnosti jiné dùle¾ité vlastnosti funkí,pøedev¹ím pravidla je¾ funke splòují pøi integrai. To není náhoda { náboj, tedy integrální velièina je jistìdùle¾itìj¹í, ne¾li hodnota nábojové hustoty v nìjakém konkrétním bodì. V následujíím ryhlokursu zavedemetzv. zobenìné funke neboli distribue:� Nábojovou hustou jednotkového bodového náboje v poèátku souøadni oznaèíme Æ3(~x), nìèím, o je6



Obrázek 4: Ilustrae k zavedení Æ-funke jako nábojové hustoty bodového náboje.nula pro v¹ehna ~x 6= 0 a vhodnì nekoneèné v poèátku.� Sídlí-li takový jednotkový náboj v bodì ~x0, bude nábojová hustota popsána distribuí Æ3(~x� ~x0), právìpro ~x = ~x0 bude toti¾ argument Æ-funke nulový. Pøi posunutí souøadni se Æ-funke hová jako obyèejnáfunke.� Integrál nábojové hustoty pøes objem 
Z
 Æ3(~x� ~x0)d3x = 8<: 1 ~x0 uvnitø 
0 ~x0 vnì 
nedef: x0 na hranii 
 (32)� Nebude-li náboj jednotkový, ale bude mít velikost q0, vyjádøíme hustotu jako q0 Æ3(~x� ~x0).� Proto¾e Æ-funke je nulová s výjimkou bodu, kde má nulový argument, jsou toto¾né následujíí nábojovéhustoty f(~x) Æ3(~x� ~x0) a g(~x) Æ3(~x� ~x0) právì kdy¾ se dvì (obyèejné) funke f a g rovnají v bodì ~x0,t.j. f(~x0) = g(~x0).� Násobení Æ-funke obyèejnou funkí se tedy shoduje s násobením obyèejnou konstantou a tedyZR3 f(~x)Æ3(~x� ~x0)d3x = ZR3 f(~x0)Æ3(~x� ~x0)d3x = f(~x0) ZR3 Æ3(~x� ~x0)d3x = f(~x0) (33)� Hezké funke jsou distribue, Æ-funke je distribue, distribue vynásobená hezkou funkí je distribue,souèet distribuí je distribue. Pozor { souèin distribuí nikoli.� Pøi integrai distribue splòují vìtu o substitui, o souètu integrálù atp.� Vystupuje-li distribue v integráleh násobená dostateènì hezkou funkí, splòuje pravidla integrae perpartes a jí podobná víerozmìrná zobenìní.� Rovnost dvou distribuí se pozná podle rovnosti jejíh vlastností pod integrálem.7



� Prostor zobenìnýh funkí je úplnìj¹í. Speiálnì platí, ¾e bodový náboj jako výsledek zmen¹ovánínapø. homogennì nabitýh kulièek má mezi distribuemi obdobu v Æ-funki jako limitì na jednotkunormovanýh funkí úmìrnýh harakteristiké funki tìhto kulièek { viz. Obr. 4.Polní rovnie s distribuí na pravé stranìJe snadné se pøesvìdèit, ¾e elektriké pole bodového náboje splòuje v¹ude podmínku nulové divergene,jakkoli pou¾ité úpravy nedávají smysl v místì, kde tento bodový náboj le¾í { tam musí být nábojová hustotanekoneèná. Tuto vlastnost mù¾eme zapsat vztahemdiv q04� ~x� ~x0j~x� ~x0j3 = q0 Æ3(~x� ~x0) : (34)Tento vztah je tvrzením o rovnosti dvou distribuí a nedokazuje se porovnáváním funkèníh hodnot, nýbr¾rovností obou stran pod integraèním znaménkem, pøípadnì dùvìrujeme-li v úplnost prostoru distribuí jakolimita polí nebodového náboje.Význam rovnosti dvou distribuí si pøiblí¾íme z pohledu a) fyzikálnì motivovaného a b) matematiètìjipøesnìj¹ího. a) V jednom z bodù, jimi¾ jsme zavedli distribue se bez dal¹íh podrobností øíká, ¾e rovnostdistribuí se pozná podle jejih rovnosti pod integraèním znaménkem. Budeme-li na distribue nahlí¾et jakona jistý druh nespojitého rozlo¾ení náboje, lze kritérium rovnosti distribuí hápat tak, ¾e pakli¾e poèítámemno¾ství náboje v nìjakém objemu (o¾ je integrál z tìhto distribuí) dají obì distribue stejné výsledkypro stejné objemy. Levá strana má tvar úplné divergene, tak¾e ji pøevedeme na plo¹ný integrál a proto¾eplatí I�V 14� ~x� ~x0j~x� ~x0j3 : d~S = I�V 14� dS?j~x� ~x0j2 = I�V 14�d
 = 8<: 1 ~x0 uvnitø V0 ~x0 vnì Vnedef ~x0 na hranii V (35)vidíme, ¾e levá strana se hová jako bodový náboj v bodì ~x0, tedy jako strana pravá.b) Proto¾e je prostor distribuí bohat¹í, ne¾ jen kombinae prostoru spojitýh funkí a Æ-funkí je veskuteènosti rovnost distribuí f a g potøeba dokazovat slo¾itìji { pro v¹ehny \hezké" funke  musí platitRR3  (~x)f(~x)d3x = RR3  (~x)g(~x)d3x. Nám jak uvidíme staèí aby funke  byla hladká a nulová v nekoneènu,pro seriózni prái potøebují matematii testovaí funke je¹tì o nìo hezèí. Zatímo pravá strana (34) okam¾itìdává R  (~x)q0Æ3(~x � ~x0)d3x = q0 (~x0), levou stranuZ  (~x)div q04� ~x� ~x0j~x� ~x0j3 d3x = (36)upravíme pomoí identity r: ~A = ~A:r +  r: ~A na rozdíl dvou integrálù, pøièem¾ první má tvar úplnédivergene: = Z div � (~x) q04� ~x� ~x0j~x� ~x0j3 � d3x� q04� Z grad (~x) : ~x� ~x0j~x� ~x0j3 d3x (37)Proto¾e podle Gaussovy vìty pøejde první integrál na plo¹ný integrál pøes hranii integraèní oblasti, jí¾ jenekoneènì veliká sféra na ní¾  vymizí, zbyde jen druhý z integrálù. Po zavedení posunutýh souøadni~y = ~x � ~x0 (jakobián této transformae je jedna) a zápisu integrae d3y = r2dr d
 a zavedení funke�(~y) =  (~y + ~x0) =  (~x) se uká¾e, ¾e skalární souèin gradientu  a radiálního vektorovho pole ~y=j~yj3 dásouèin radiální derivae (�r�) a velikosti zmínìného vektorového pole, tj. r�2. Proto mù¾eme psát= � q04� Z �r�(r; �; �) : dr d
 = � q04� Z �r�(r; �; �) dr Z d
 = � q0 [�(r)℄10 = q0  (~x0) (38)Proto¾e se tedy oba integrály rovnají pro v¹ehny hezké funke  (~x) (je¾ splòují  (1) = 0), pøedstavují obìstrany (34) tuté¾ zobenìnou funki. Pozn. Pov¹imnìte si význam dùkazu, kdy¾ ve v¹eh vztazíh polo¾íteq0 = 1 a  (~x) = �(~x)=�0. 8



Aplikaí divergene na (28) pak za pou¾ití rovnosti (34) dostáváme potvrzení splnìní polníh rovnidiv ~E(~x) = div 14��0 Z d3x0 �(~x0) ~x� ~x0j~x� ~x0j3= 1�0 Z d3x0 �(~x0)div 14� ~x� ~x0j~x� ~x0j3= 1�0 Z d3x0 �(~x0)Æ3(~x� ~x0)= 1�0 �(~x) :Jinak øeèeno, zji¹tìní, ¾e divergene pole bodového náboje je distribue úmìrná Æ-funki nám umo¾òujeprohazovat difereniální operátor div a integraèní znaménko.Obdobnì byhom zji¹tením, ¾e elektriké pole bodového náboje má nulovou rotai ve smyslu distribuídokázali, ¾e i druhá polní rovnie je øe¹ením (28) splnìna.Poteniál elektrostatikého poleRovnie rot ~E = 0 znamená, ¾e elektrostatiké pole je gradientem nìjaké skalární funke. S pøihlédnutím kekonveni se zavádí ~E(~x) = � grad �(~x) (39)Toto tvrzení je silnìj¹í ne¾ pouhá identita rot grad u(~x) � 0, proto¾e øíká, ¾e v elektrostatie lze ka¾déelektriké pole psát jako gradient jisté skalární funke. Zda je to opravdu mo¾no uèinit v elém prostoruje nelehká otázka, její¾ vyjasnìní spadá do pokroèilé matematiky. Budeme zatím pøedpokládat, ¾e v rámielektrostatiky jsou pøíslu¹né matematiké po¾adavky splnìny a pøi výkladu elektromagnetiké induke siuká¾eme, jak tyto po¾adavky souvisí s fyzikou.Samozøejmì také vidíme, ¾e rovnie (39) neurèuje poteniál �(~x) jednoznaènì, pøi jeho výpoètu z ~E mámedán jen rozdíl poteniálu mezi libovolnými body vztahem�(~x2)��(~x1) = � Z ~x2~x1 ~E : d~l : (40)Libovùle budeme vyu¾ívat k tomu, ¾e dùle¾itým místùm, jako je nekoneèno nebo povrh jistého vodièepøiøadíme nulový poteniál.Vý¹e uvedenou pøímou integraí elektriké intenzity lze nalézt, ¾e poteniál eletrostatikého pole bodovéhonáboje je �(~x) = q04��0 1j~x� ~x0j : (41)Zavedením poteniálu jsme jednu polní rovnii splnili automatiky (tu homogenní), z druhé pak dosazenímza ~E podle (39) dostáváme rovnii Poissonovu��(~x) = � 1�0 �(~x) : (42)Proto¾e víme, ¾e nábojová hustota bodového náboje je úmìrná Æ-funki, nepøekvapí, ¾e Laplaeùv operátor� = r:r pùsobíí na 1=j~x� ~x0j je opìt distribue a ¾e platí následujíí dùle¾itý vztah� 1j~x� ~x0j = � 4� Æ3(~x� ~x0) : (43)Stoji za to pohopit tento vztah z hlediska limitního proesu. Pøedev¹ím s vyu¾itím translaèní invarineoperátoru � staèí kdy¾ budeme zkoumat pùsobení laplaiánu na funki 1=r. Abyhom se vyhli nekoneènu9



v bodì r = 0 nahradíme v blízkosti nuly (uvnitø koule o polomìru a) funki 1=r kvadratikou fukí tak,abyhom mohli bez potí¾í spoèíst druhé derivae obsa¾ené v laplaiánuu(r) = � 3a2�r22a3 r < a1r r � a : (44)Takto de�nované vylep¹ení (funke u(r) má spojité funkèní hodnoty a první derivae) pøejde pro a = 0 vefunki 1=r. Víme-li, ¾e �u(r) = (ru(r))00=r, snadno spoèteme, ¾e�u(r) = � �3a3 = �4� 1Vk(a) r < a0 r � a ; (45)kde Vk(a) oznaèuje objem koule o polomìru a, tedy oblasti, kde je �u(r) nenulové a nabývá konstantníhodnoty �4�=Vk(a). Z toho je vidìt, ¾e tato funke pøedstavuje pøiblí¾ení funke �4� Æ3(~x). Na vièenítentý¾ pøíklad øe¹íme jako problém prùbìhu poteniálu �(r) = � Q4�u(r) rovnomìrnì nabité koule a jejílimity jako bodového náboje { pøi zahování elkového náboje Q musí jít v této limitì nábojová hustota donekoneèna jako Q=Vk(a).S pou¾itím (43) v souladu s pøedstavou o spojitém nábojovém rozlo¾ení jako soustavì bodovýh nábojùdostáváme z poteniálu jednoho bodového náboje poteniál buzený spojitým rozlo¾ením náboje�(~x) = Z dq04��0 1j~x� ~x0j = Z �(~x0)4��0 1j~x� ~x0j d3x0 : (46)Místo integrálu z vektorové velièiny nyní staèí pøi hledání pole buzeného nábojovou hustotou � poèítatji¾ jen jediný trojný integrál. Pøesto je díky pøítomnosti odmonin ve jmenovateli jeho analytiké nalezenívzáné. A to i v pøípadì, kdy uva¾ujeme plo¹né ( a nìkdy dokone jen lineární ) nábojové hustoty.Metoda Greenovy funkeAèkoli (46) pøedstavuje známý vztah, je vhodné zmínit, ¾e patøí do jisté dùle¾ité tøídy formulek. V lineárníalgebøe se zkoumá øe¹ení koneènì-rozmìrné úlohyA~x = ~b (47)mimo jiné lze tuto úlohu øe¹it tak, ¾e pro v¹ehny bázové vektory ~ei nalezneme konkrétní øe¹ení úlohyA~gi = ~ei : (48)Rolo¾íme-li pak vektor ~b = bi~ei, kde bi pøedstavují koe�ienty ~b v dané bázi, mù¾eme pro øe¹ení psát~x = bi ~gi : (49)Øe¹íme-li v elektrostatie úlohu (42), pøedstavují funke �~x0(~x) = Æ3(~x� ~x0) obdobu bázovýh vektorù ~eis tím, ¾e diskrétní index i je pro tento problém nahrazen \spojitým indexem" ~x0. Rozklad pravé strany dobáze má pak místo sumy tvar integrálu�(x) = Z �(~x0) Æ3(~x� ~x0) d3x0 (50)Za pov¹imnutí stojí, ¾e bázové funke Æ(~x� ~x0) jsou jistou obdobou diskrérního Æij , nebo» koe�ienty v tétobázi jsou rovny pøímo funkèním hodnotám. Nalezneme-li pro ka¾dou bázovou funki �~x0(~x) pøíslu¹ný poteniál�~x0(~x) takový, ¾e ��~x0(~x) = � 1�0 �~x0(~x) ; (51)10



mù¾eme jejih slo¾ením získat øe¹ení Poissonovy rovnie�(~x) = Z �(~x0)�~x0(~x) d3x0 = Z d3x0 �(~x0)4��0 1j~x� ~x0j : (52)Funke �~x0(~x) = 14��0 1j~x� ~x0j (53)tedy poteniál buzený jednotkovým bodovým nábojem se proto té¾ nazývá Greenovou funkí (difereniálního)operátoru ��0�. Pozdìji uvidíme, ¾e rùzné hranièní podmínky povedou k jeho rùzným Greenovým funkím.Lineární operae jí¾ z nábojové hustoty získáváme poteniál je nelokální: zatímo k urèení nábojové hustoty zelektrikého poteniálu staèí znát jeho hodnoty v libovolnì malém okolí, k urèení poteniálu v nìjakém bodìpotøebujeme znát rozmístìní v¹eh nábojù.Plo¹né a lineární nábojové hustotyV integráleh, které jsme doposud napsali je mírou pøíspìvku k integrai mno¾ství náboje, nikoli samotnýobjem a tak kromì nábojové hustoty � zavádíme je¹te hustotu plo¹nou � a lineární � vztahemdq0 = �(~x0)dV (~x0) = �(~x0)dS(~x0) = �(~x0)dl(~x0) : (54)Napøíklad ploha nabitá danou plo¹nou nábojovou hustotou budí pole�(~x) = Z �(~x0)4��0 1j~x� ~x0j dS0 : (55)Pole buzené soustavou objemovýh, plo¹nýh, lineárníh a bodovýh nábojù tak dostaneme jako souèet pøí-slu¹nýh tøí, dvou, jedno-rozmìrnýh integrálù a poteniálù pøíslu¹nýh bodovýh nábojù. Pojem distribuejsme zavedli abyhom dokázali reprezentovat bodové náboje jako zvlá¹tní druh objemové nábojové hustotyÆ3(~x � ~x0). Podobnì je mo¾no distribuemi popsat i plo¹né a lineární nábojové hustoty. Uká¾eme si, jak tovypadá pro plo¹né rozlo¾ení náboje.Ploha na ní¾ je náboj rozlo¾en neh» je pro jednoduhost popsána expliitní rovnií r = a tedy ploha jetoto¾ná se souøadniovou plohou v nìjakýh køivoèarýh souøadniíh (pro jednoduhost vybrány souøadniesfériké). Nábojová hustota je pak popsána distribuí �(�; �)Æ(r � a), tedy nula v¹ude kromì sféry r = a. Svyu¾itím vztahu R Æ(x� a)f(x)dx = f(a) 1 mù¾eme pro elkový náboj psátQ = Z �(~x0) d3x0 = Z �(r; �; �) r2 dr d
 = Z �(�; �)Æ(r � a) r2 dr d
 (56)= Z �(�; �) d
 Z Æ(r � a) r2 dr = a2 Z �(�; �)d
 = 4�a2�� ; (57)tedy náboj je (samozøejmì) roven souèinu povrhu koule a prùmìrné nábojové hustoty ��. Pokud je plohapopsána impliitní rovnií napø. f(x; y; z) = 0 je výpoèet komplikovanìj¹í (viz Prosemináø teoretiké fyziky).Je¹tì jedna vlastnost jednorozmìrnýh Æ-funkí nám pøijde vhod { jsou to toti¾ derivae skokovýh funkí.Ve smyslu distribuí toti¾ platí12 ddx sgn(x� a) = ddx �(x� a) = Æ(x� a) : (58)Provést dùkaz této rovosti opìt znamená ukázat rovnost obou stran pod integraèním znaménkemZ 1�1  (x) ddx �(x�a)dx = [ (x) �(x�a)℄1�1�Z 1�1[ ddx (x)℄ �(x�a)dx = 0�Z 1a [ ddx (x)℄dx =  (a) ;(59)1Vztahy platíí pro jednorozmìrné Æ-funke jsou pøehlednì uvedeny v dodatku II v [Kvas℄11



pro pohopení je ale lep¹í studovat limitu spojitýh aproximaí skokové funke a jejíh derivaí, (hápánajako limita plo¹ného náboje popisuje tento limitní proes ztenèování nabité oblasti pøi zahování elkovéhonáboje).Víme-li, ¾e nábojová hustota nabité roviny z = 0 je �Æ(z), vidíme, ¾e elektriké pole nabité roviny uvedenév následujíím odstavi má divergeni rovnou této zobenìné funki.Nabitá rovina z = 0 s konstantní nábojovou hustotou � budí v prostoru pole popsané�(~x) = � �2�0 jzj ; ~E(~x) = �2�0 sgn(z) ~ez : (60)Proto¾e rozumnou plohu a na ní sídlíí nábojovou hustotu si v dostateèné blízkosti mù¾eme nahraditrovinou s konstantní nábojovou hustotou má pøedházejí øe¹ení ¹ir¹í význam. Speiálnì je ilustraí známéhodùsledku Gaussovy vìty: elektriký poteniál pøi pøehodu nabitou plohou je spojitá funke, jeho derivaese ale skokem mìní o �=�.V úvodní pøedná¹e Elektøina a Magnetismus jste zavedli plo¹nou divergeniDiv ~E = ~n:( ~E2 � ~E1) ; (61)kde ~n je jednotková normála k plo¹e oddìlujíí oblasti 1 a 2 míøíí z oblasti 1 do 2. S její pomoí se pak pí¹eDiv ~E = 1�0� : (62)I v pøípadnì plo¹nýh náojù zùstává v platnosti vztah ~E(~x) = � grad �(~x) pouze je výsledná elektrikáintenzita nespojitá. Podrobnìji se budeme zabývat nespojitostmi polí pøi studiu hování Maxwellovýh rovnina rozhraní dvou prosøedí. V pøedná¹e se naopak nesetkáme s nespojitým elektrikým poteniálem, kterýsi názornì mù¾eme pøedstavit jako limitu kondezátoru s nekoneènì tenkým dielektrikem, kdy pøi ztenèovánínemìníme napìtí a tedy zvy¹ujeme náboj. Výsledkem je nekoneèná elektriká intezita v místì skoku poteniálu{ víe napø. v [SeSt, odst. Elektriká dvojvrstva℄.Lineární náboje jsou na rozdíl od plo¹nýh obklopeny nekoneènì silým polem. V jistém pøiblí¾ení mù¾emena lineární náboj zblízka pohlí¾et jako na pøímku s konstantní nábojovou hustotou a tak stojí uvést vlastnostipolí zde.Nabitá pøímka tvoøená osou z na ní¾ je rozprostøena konstantní nábojová hustota � je obklopena polem�(~x) = � �2��0 lnR ; ~E(~x) = �2��0 1R ~eR : (63)Oba vztahy lze snadno získat z Gaussovy vìty zvolíme-li integraèní objemy respektujíí symetrii problému.Oproti bodovému náboji E � r�2 jde intenzita pole do nekoneèna s pøevráenou hodnotou vzdálenosti.Na vièeníh spoèteme za pou¾ití pøímé integrae poteniál rovnomìrnì nabité úseèky a kru¾nie, tatopole nám pøi výkladu multipólového rozvoje poslou¾í jako pøíklady axiálnì symetrikýh polí.Vodièe v elektrostatieVymizení magnetikýh polí v elektrostatie je svázáno s vymizením proudù. Proto v elektrostatie musíuvnitø vodivého tìlesa být elektriká intenzita nulová. Po zavedení elektrikého poteniálu tak máme uvnitøa na povrhu vodièù �(~x) = UA ~x 2 VA : (64)Jednotlivé, navzájem izolované vodièe VA jsou oèíslovány indexem A. Poissonova rovnie zde nabývá novéhosmyslu { hledáme takový poteniál, aby jeho hodnota byla na povrhu vodièù konstantní (roz¹íøení tohotokonstantního poteniálu dovnitø vodièù nestojí za øeè). I pøi jinak nepøítomné nábojové hustotì mezi vodièipøestává být metoda pøímé integrae u¾iteèná { nevíme jak se náboje po povrhu vodièù rozdìlí. To, ¾epovrh vodièe je ekvipoteniální ploha znamená, ¾e d� = grad �:d~l = � ~E:d~l = 0 pro v¹ehna posunutí d~l12



po povrhu vodièe, tedy, ¾e elektriká intezita je kolmá k povrhu (známá relae siloèar a ekvipoteniál). ZGaussovy vìty pak za uvá¾ení nulového pole uvnitø vodièe vyplývá~E = ��0~n ; (65)kde ~n je vnìj¹í normála k povrhu vodièe. S výjimkou dostateène jednoduhýh situaí lze pole buzenénabitými vodièi hledat jen pøibli¾nými (obzvlá¹tì numerikými) metodami. Na této pøedná¹e se soustøedímena vý¹e uvedené výjimky. Pùjde obvykle o \kulatá" tìlesa, a øe¹ení nedoká¾eme nalézt s pou¾itím kartézskýhsouøadni.Pøíklad: Konentriké vodivé sféry s vyu¾itím ��(r) = r�1(r�(r))00 . Význam integraèníh konstant.SymetrieSymetrie daného problému je dána operaemi, které mù¾e nìkdo s poli a zdroji uèinit, kdy¾ na hvilkupøestaneme dávat pozor, ani¾ byhom to mohli poznat. Tolik de�nie symetrie dle Prof. Kvasniy. Z tétode�nie je zøejmé, ¾e symetrie problému tvoøí grupu { lze neudìlat ni, uèinìnou zmìnu mohu vrátit a nebok ní pøidat dal¹í. Pro na¹e potøeby nebude pøíli¹ významná sama strukrura symetrií, spí¹e dopad jistýhsymetrií na tvar polí. Víme, ¾e pole mù¾eme znázoròovat pomoí ekvipoteniálníh ploh a siloèar. Symetriese pak projeví tím, ¾e tyto geometriké útvary pøeházejí pøíslu¹nou transformaí samy na sebe.V této pøedná¹e vystaèíme s nìkolika symetriemi: translaèní, axiální a sférikou.Translaèní symetrie odpovídá situai, kdy po posunutí zdrojù a polí o libovolný násobek jistého smìru~n dostaneme tuté¾ situai. Jde o pøípad, kdy je pole vytváøeno objemovou nábojovou hustotou splòujíípodmínku �(~x + s~n) = �(~x), o¾ je mj. pøípad pole buzeného soustavou navzájem rovnobì¾nýh vodièùnemìnného prùøezu. Výsledné pole (nevnuují-li nám okrajové podmínky nìo jiného) bude mít podobnouvlastnost. Zapí¹eme ji snadno jak pro poteniál �(~x+ s~n) = �(~x), tak pro elektrikou intenzitu ~E(~x+ s~n) =~E(~x). Rovnost dvou vektorù v rùznýh bodeh znamená m.j. rovnost jejih kartézskýh komponent. Obvyklevolíme smìr ~n = ~ez a tak mù¾eme psát �(x; y), �(x; y) a ~E(x; y), tedy, ¾e ¾ádná velièina nezávisí na souøadniiz. Zde je vidìt význam tzv. adaptae souøadni: Pøi volbì souøadni jsme vzali v úvahu symetrii problému,o¾ se odrazilo ve sní¾ení poètu souøadni, na nih¾ pole závisí. Naví { ménì promìnnýh znamená ménìnetriviálníh pariálníh derivaí v polníh rovniíh a to usnadòuje jejih øe¹ení.Axiální symetrie odpovídá situai, kdy po otoèení zdrojù a polí o libovolný úhel kolem dané osy dosta-neme tuté¾ situai. Tentokrát je pole vytváøené nábojovou hustotou, která splòuje �(Rs~x) = �(~x), kde Rspøedstavuje otoèení konového bodu prùvodièe ~x0 = Rs~x o úhel s kolem dané osy. Poteniál splòuje stej-nou rovnii �(Rs~x) = �(~x), ov¹em symetrie vektorového pole elektriké intezity je nyní popsána vztahem~E(Rs~x) = Rs ~E(~x) { vektor pole je tøeba pøi pøehodu z bodu do bodu otoèit. Hned vidíme, ¾e vìi sevelmi komplikují neprohází-li osa poèátkem souøadni { jen tehdy je otáèení konového bodu prùvodièe Rs~xtoto¾né s operaí otáèení vektorù Rs ~E.Adaptaí souøadni tak aby respektovaly axiální symetrii si opìt mù¾eme zjednodu¹it prái. Osu otáèeníztoto¾níme s osou z a jako souøadnie pou¾ijeme souøadnie válové R; � a z. Pak pro skalární velièinypodmínka symetrie zní �(R; � + s; z) = �(R; �; z), a øíká, ¾e skalární velièina nezávisí na souøadnii �, tj.pí¹eme �(R; z).Pro snadné zapsání symetrikýh vlastností vektorovýh polí ale musíme uèinit o krok ví. Není toti¾pravda, ¾e ~E nezávisí na �, mìní toti¾ svùj smìr. Zde pomù¾e adaptae bázovýh vektorù: zvolíme bázi,je¾ respektuje axiální symetrii, v ní¾ slo¾ky axiálnì symetrikého pole nebudou záviset na �. Napøíklad veválovýh souøadniíh (lze pou¾ít i souøadnie sfériké) má obené axiálnì symetiké pole tvar~E(R; �; z) = ER(R; z)~eR(R; �) +E�(R; z)~e�(R; �) +Ez(R; z)~ez : (66)(Víe o bázovýh vektoreh jako je napø. ~eR a o souvislosti polí bázovýh vektrù a pøíslu¹nýh souøadni vevýkladu o køivoèarýh souøadniíh). Vidíme, ¾e dùsledky obou vý¹e uvedenýh symetrií lze shrnout tak, ¾etranslaèní a axiální symetrie vedou ke zmizení závislosti polí na jedné, vhodnì zvolené souøadnii.13



Sfériká symetrie, která pøipou¹tí libovolné otoèení polí a zdrojù okolo støedu symetrie, se pak odrazíve zmizení dvou souøadni. Tedy alespoò pokud zvolíme souøadnie vhodné pro popis takto symetrikýhpolí { souøadnie sfériké. Skalární sfériky symetriká funke je pouze funkí radiální souøadnie r, tj. napø.poteniál �(r), její isoplohy jsou konentriké sféry. Sfériky symetriká vektorová pole pak jsou obzvlá¹tìjednoduhá ~E(r; �; �) = Er(r)~er(r; �; �) ; (67)nebo» existuje jen jediné sfériky symetriké bázové pole ~er = ~r=r { radiální bázové pole sférikýh souøadni.zbylá dvì sfériká bázová pole ~e� a ~e� jsou pouze axiálnì symetriká. Ani ¾ádné jiné pole teènýh vektorù kesféøe nemù¾e tvoøit sfériky symetrikou bázi (lze snadno nahlédnout z Hairy Ball Theorem { ka¾dé spojitépole teènýh vektorù na sféøe je nìkde nulové, sfériky symetriké musí být nulové v¹ude a není to tedy báze).Køivoèaré souøadniePolohu bodu mù¾eme udávat pomoí vhodné trojie souøadni { ne nezbytnì kartézskýh (napø. zemìpisnésouøadnie + \nadmoøská" vý¹ka tvoøí doela komplikované, niménì praktiké souøadnie). V elektrody-namie a¾ na výjimky vystaèíme se souøadniemi kartézskými, válovými a sférikými. Proto¾e budemepotøebovat v danýh souøadniíh vyjadøovat i vektorové velièiny a také umìt poèítat s nabla, nevystaèíme spouhým zavedením souøadni. Nejdøíve pøipomeneme zavedení válovýh a sférikýh soøadni kde uvedemei velièiny jejih¾ význam se vyjasní a¾ poté, o se vrátíme k vektorové analýze v libovolnýh ortogonálníhkøivoèarýh souøadniíh.Vektory a køivoèaré souøadnieVíme, ¾e pøizpùsobení souøadni symetrii problému vede k zjednodu¹ení rovni. Proto¾e v na¹ih rovniíhvystupují také vektorová pole, je potøeba zavést bázová vektorová pole a symetriká vektorová pole popisovatkoe�ienty vzhledem k této bázi.Dùle¾itým poznatkem bude skuteènost, ¾e narozdíl od kartézskýh bázovýh vektorovýh polí bázovápole respektujíí symetrie nemusí být konstantní vektory, jen jejih velikost budeme po¾adovat rovou jedné.V dùsledku toho pole s konstantními koe�ienty v køivoèaré bázi není konstantní vektorové pole! A naopak,konstantní vektorové pole obvykle nemá v køivoèaré bázi konstantní koe�ienty.Oznaème køivoèaré souøadnie obenì q1; q2; q3. Jaké máme kandidáty na na¹e bázová pole v køivoèarýhsouøadniíh?(1) Mìníme-li vybranou souøadnii qi opisuje bod pøíslu¹nou souøadniovou èáru. Pro trojii souøadnitak máme v ka¾dém bodì 3 teèné vektory k souøadniovým èarám proházejíím tímto bodem �~x�q1 , �~x�q2 , �~x�q3(2) Proto¾e souøadnie q1; q2; q3 lze hápat jako skalární pole máme tu i druhou sadu vektorù { gradientykøivoèarýh souøadni rq1;rq2;rq3.Jak spolu obì sady vektorù souvisí objasní jejih zápis ve slo¾káh�xi�qj vs: �qj�xi (68)tedy jde o Jakobiány navzájem inverzníh transformaí q1; q2; q3 ! x; y; z resp. x; y; z ! q1; q2; q3, tedy264 �x1�q1 �x1�q2 �x1�q3�x2�q1 �x2�q2 �x2�q3�x3�q1 �x3�q2 �x3�q3 375 vs: 264 �q1�x1 �q1�x2 �q1�x3�q2�x1 �q2�x2 �q2�x3�q3�x1 �q3�x2 �q3�x3 375 : (69)To, ¾e jde o navzájem inversní matie se dá zapsat té¾ jako rqi : �~x=�qj = Æij . Z tohoto vztahu vyplývajííkolmost, øeknìme, rq1 a �~x=�q2 neøíká ov¹em ni o tom jestli vektory rq1 a �~x=�q1 jsou navzájem rovno-bì¾né. Abyhom vektory vzniklé derivaí polohy podle parametru (tøeba ryhlost) a vektory (formy) vznikléderivaí podle polohy (gradient poteniálu) nemuseli odli¹ovat a mohli je vyjadøovat pohodlnì ve stejné bázi14



budeme po¾adovat aby i v køivoèarýh souøadniíh zùstala pøee jen zahována nìjaká vlastnost kartézskýhsouøadni { rovnobì¾nost gradientù souøadni a teèen k souøadniovým èarám. Abyhom toho dosáhli, po-tøebujeme aby souøadniové èáry byly na sebe navzájem kolmé. Platí toti¾, ¾e jsou-li ~v1 ? ~v2 ? ~v3 ? ~v1 pakpro matii slo¾enou z vektorù ~v1; ~v2; ~v3 platí[~v1 ~v2 ~v3℄�1 = 264 1j~v1j2~v11j~v2j2~v21j~v3j2~v3 375 ; (70)z èeho¾ je srovnáním s vý¹e uvedenými Jaobiho matiemi zøejmé, ¾e v ortogonálníh køivoèarýh souøadiíh,pro nì¾ platí, ¾e v ka¾dém bodì jsou souøadniové èáry na sebe navzájem kolmé �~x=�q1 ? �~x=�q2 ? �~x=�q3 ?�~x=�q1 se vektory �~x=�qi a rqi li¹í jen svou velikostí. Jejih shodný smìr oznaèíme ~ei a zvolíme jej za bázovývektor. Pí¹eme �~x�qi = hi~ei rqi = 1hi~ei (71)a tìmito vztahy zavádíme Laméovy koe�ienty hi, které urèují skuteènou velikost posununí pøi zmìnì køi-voèaré souøadnie o dqi. (Také platí, ¾e pokud je nìjaká køivoèará souøadnie bezrozmìrná, má pøíslu¹nýLaméùv koe�ient rozmìr délky.)Pro vektor posunutí pøi zmìnì køivoèarýh souøadni platíd~l = �~x�q1 dq1 + �~x�q2 dq2 + �~x�q3 dq3 = h1 ~e1 dq1 + h2 ~e2 dq2 + h3 ~e3 dq3 ; (72)a pro kvadrát velikosti tohoto posunutí pakdl2 = h21 dq21 + h22 dq22 + h23 dq23 : (73)Na tomto vztahu je pozoruhodné, ¾e hápeme-li Laméovy koe�ienty jako funke køvoèarýh souøadni,nejsou v tomto vztahu patrné ¾ádné pozùstatky kartézského souøadného systému z nìj¾ jsme vyházeli apøitom popisuje vzdálenosti v prostoru. V kontextu této pøedná¹ky tato metrika tøírozmìrného euklidovskéhoprostoru v køivoèarýh souøadniíh pøedstavuje pøedev¹ím nejkompaktnìj¹í zpùsob jak si pro dané souøadniezapamatovat jejih Laméovy koe�ienty.Samozøejmým dùsledkem ortogonality souøani je také mo¾nost transformovat vektory z jedné báze dodruhé prostøednitvím skalárního souèinu s bázovými vektory { skalární souèiny bázovýh vektorù s rozklá-daným vektorem toti¾ dávají pøíslu¹né koe�ienty, napøíklad~ez = (~ez:~er) ~er + (~ez :~e�) ~e� + (~ez:~e�) ~e� = os �~er � sin �~e� + 0~e� : (74)Samozøejmá vlastnost køivoèarýh bázovýh polí { to, ¾e nejsou konstantní, ale jde o funke souøadni{ zpùsobí bázové vektory nemù¾eme vytýkat pøed derivae a integrály, jak jsme zvyklí u báze kartézské. Vpøípadì derivaí nám toto nepohodlí vynahradí dále uvedené vzore pro výpoèet gradientu, divergene atd.,pøi integrai vektorové velièiny nám ov¹em nezbyde ne¾ se tím èi oním zpùsobem vrátit k integrai slo¾ekvzhledem k nìjaké konstantní bázi.Pøíklad: Pokud pøi výpoètu polohy tì¾i¹tì polokoule poèítáme R ~r dV = R (r~er) r2 dr d
 = ~er 2� R r3 dr = :::dospìjeme ryhle k výsledku, ov¹em ¹patnému. Pole ~er mìní v objemu tìlesa (i mimo nìj) smìr.V následujííh tabulkáh jsou pro sfériké souøadnie a válové souøadnie shrnuty tranformaemezi tìmito souøadniemi a souøadniemi kartézskými, kartézské komponenty bázovýh vektorù, Laméovykoe�ienty a vztahy pro výpoèet gradientu, divergene a Laplaeova operátoru na skalární funki.Pro úplnost je je¹tì tøeba uvést, ¾e èasto budeme ve sférikýh souøadniíh poèítat plo¹né integrály pøesplohu sféry r = konst:, kde má plo¹ný element smìr a velikost d~S = dS ~er = r2 sin � d� d� ~er. Objemovýelement ve sférikýh souøadniíh je dV = r2 d
 = r2 sin � dr d� d�. Ve válovýh souøadniíh jsouplo¹né elementy na plo¹e R = konst: pøípadnì z = konst: rovny d~S = dS~eR = R d� dz ~eR, resp.d~S = dS~ez = R d� dR ~ez. 15



Obrázek 5: Bázové vektory a délky obloukù souøadniovýh èar ve sférikýh souøadniíh.
x = r sin � os� r =px2 + y2 + z2 r 2<0;1)y = r sin � sin� � = aros zpx2+y2+z2 � 2<0; � >z = r os � � = arg(x + iy) � 2<0; 2�)d~l = �~x�r dr + �~x�� d� + �~x��d� = dr~er + rd�~e� + r sin �d�~e�dl2 = dr2 + r2 d�2 + r2 sin2 � d�2hr = 1 ~er = [sin � os� ; sin � sin� ; os �℄h� = r ~e� = [os � os� ; os � sin� ; � sin �℄h� = r sin � ~e� = [� sin� ; os� ; 0℄grad � = ���r ~er + 1r ���� ~e� + 1r sin � ���� ~e�div ~E = 1r2 ��r (r2Er) + 1r sin � ��� (sin �E�) + 1r sin � ���E��� = 1r �2�r2 (r�) + 1r2 h 1sin � ��� (sin � ����) + 1sin2 � �2��2�iTabulka 1: Sfériké souøadnie a souvisejíí vztahy.
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x = R os� R =px2 + y2 R 2<0;1)y = R sin� � = arg(x+ iy) � 2<0; 2�)z = z z = z z 2 (�1;1)d~l = �~x�R dR+ �~x�� d�+ �~x�z dz = dR ~eR +Rd� ~e� + dz ~ezdl2 = dR2 +R2d�2 + dz2hR = 1 ~eR = [os� ; sin� ; 0℄h� = r ~e� = [� sin� ; os� ; 0℄hz = 1 ez = [0 ; 0 ; 1℄grad � = ���R ~eR + 1R ���� ~e� + ���z ~ezdiv ~E = 1R ��R (RER) + 1R ��� (E�) + ��zEz�� = 1R ��R (R ��R�) + 1R2 �2��2� + �2�z2�Tabulka 2: Válové souøadnie a souvisejíí vztahy.GradientOperae oznaèovaná grad se objevuje pøirozenì v prvním difereniálu skalární funke souøadnif(~x0 + d~x) = f(~x0) + dxi �f�xi j~x=~x0 = f(~x0) + d~x:r� = f(~x0) + d~x:grad� (75)a tedy oznaèuje-li ~n jednotkový vektor má ~n:grad� význam derive v tomto smìru. V této pøedná¹e ne-odli¹ujeme vektory a formy a tak r� mù¾eme hápat jako vektorové pole vzniké ze skalárního. V ka¾démbodì má gradient smìr nejvìt¹ího vzrùstu skalárního pole a velikost rovnou derivai v tomto smìru. Pokudposunutý bod ~x+ d~x le¾í na stejné ekvipoteniální plo¹e (isoplo¹e) jako bod ~x, máme d~x:r� = 0 a tedy r�je k ekvipoteiální plo¹e kolmý.S vyu¾itím vìty o úplném difereniálu dostáváme výraz pro gradient v køivoèarýh souøadniíhrf (qi(xj)) = Xi �f�qi rqi = Xi �f�qi � 1hi~ei� = 1h1 �f�q1 ~e1 + 1h2 �f�q2 ~e2 + 1h3 �f�q3 ~e3 (76)Pøítomnost Laméovýh koe�ientù ve jmenovateli si zapamatujeme tak, ¾e gradient je zmìna na jednotkudélky ne na radián.Pøíklad: Pro funki f = z = r os � dostáváme tato alternativní návod na transformai ~ez = rz dosférikýh souøadni~ez = r(r os �) = 11 �(r os �)�r ~er+ 1r �(r os �)�� ~e�+ 1r sin � �(r os �)�� ~� = os � ~er� sin � ~e�+0 ~e� : (77)DivergeneDivergeni je mo¾no hápat jako objemovou hustotu výtoku pole z okolí nìjakého bodudiv ~E(~x) = limV
!0 1V
 I�
~x ~E(~x0) : d~S0 : (78)Za tìleso V
, jeho¾ objem po¹leme k nule zvolíme kvádøík < q1� �q12 ; q1+ �q12 > � < q2� �q22 ; q2+ �q22 >� < q3��q32 ; q3+�q32 > v prostoru køivoèarýh souøadni u nìj¾ se pøi limitním proesu nebude mìnit pomìrstran, tedy �q1 = Q1�; :::�q3 = Q3� pøi � ! 0. Jemu v prostoru odpovídá objem ohranièený ¹esti (obenì17
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Obrázek 6: Pøíklad ve dvou dimenzíh: funke a vektorové pole jejího gradientu.køivými) souøadniovými plohami q0i = qi� �qi2 . Normály k tìmto plohám jsou právì vektory køivoèaré bázea tak na ka¾dé ze stìn k toku pektorového pole pøispìje právì jedna z (køivoèarýh) komponent vektorovéhopole ~E. Pro takto zvolený objem bude pøímo vidìt geometriký význam vztahu pro divergeni vektorovéhopole v køivoèarýh souøadniíh.Pøi odvození difereniálního výrazu pro divergeni v ortogonálníh køivoèarýh souøadniíh pou¾ijemevlastnost støední hodnoty hladké funke na obdélníku 
 =< x � �x2 ; x + �x2 > � < y � �y2 ; y + �y2 >o stranáh �x a �y se støedem v bodì [x; y℄Z
 f(x; y) dx dy = (f(x; y) + o(�)) �x �y (79)kde o(�) popisuje limitní hování, kdy¾ polo¾íme �x = X�; �y = Y � a jdeme s �! 0.Pøi výpoètu toku pole podle (78) budeme integrovat pøes ¹est stìn ohranièujííh uva¾ovaný kvádrI�
~x ~E(~x0) : d~S0 = Z1+~E : d~S+1 + Z1�~E : d~S�1 + Z2+~E : d~S+2 + Z2�~E : d~S�2 + Z3+~E : d~S+3 + Z3�~E : d~S�3 (80)Indexy u integálù oznaèují, která z souøadniovýh èar k ní tvoøí normálu a jak je orientovaná. Napøíkladd~S+1 = �~x�q02 � �~x�q03 dq02 dq03 = h2 ~e2 � h3 ~e3 dq02 dq03 = h2h3 ~e1 dq02 dq03 (81)zatímo ~dS�1 = � h2h3 ~e1 dq2 dq3 se li¹í orientaí. Ov¹em R1+ poèítámì pøes pravou stìnu kvádru, zatímoR1� pøes levou. Proto nesmíme zapomenout, ¾e Laméovy koe�ienty se rùznýh koníh kvádru li¹í. V ka¾démz bodù stìn 1� je vnìj¹í normála rovna �~e1 a tak jen první komponenta pole ~E bude pøi integrai hrát roli.Pro integrandy mù¾eme psát ~E : d~S+1 = (E1 h2h3 dq02 dq03)j~x=[q1+�q12 ;q02;q03℄ (82)a výsledek integrae pøes obdélník [q02; q03℄ 2< q2 � �q22 ; q2 + �q22 > � < q3 � �q32 ; q3 + �q32 > budeZ1+~E : d~S+1 = h(E1h2h3)j~x=[q1+�q12 ;q2;q3℄ + o(�)i �q2 �q3 (83)18



Obrázek 7: K odvození divergene v køivoèarýh souøadniíh.a je tedy a¾ na zanedbatelné opravy urèen hodnotou E1h2h3 ve støedu stìny 1+. PodobnìZ1�~E : d~S�1 = � h(E1h2h3)j~x=[q1��q12 ;q2;q3℄ + o(�)i �q2 �q3 (84)je urèeno hodnotou E1h2h3 ve støedu stìny 1�. Cyklikou zámìnou pak dostáváme hodnoty toku pole pøeszbylé stìny kvádruI ~E:d~S = [E1h2h3℄[q1+�q12 ;q2;q3℄[q1��q12 ;q2;q3℄�q2 �q3+ [E2h1h3℄[q1;q2+�q22 ;q3℄[q1;q2��q22 ;q3℄�q1 �q3+ [E3h1h2℄[q1;q2;q3+�q32 ℄[q1;q2;q3��q32 ℄�q1 �q2 :(85)Pro urèení hustoty potøebujeme znát hodnotu objemu kvádøíku, která je jak snadno nahlédnemeV
 = Z dV = Z h1 h2 h3 dq1 dq2 dq3 = h(h1h2h3)j~x=[q1;q2;q3℄ + o(�)i �q1 �q2 �q3 (86)Nyní se uká¾e proè je mo¾no v limitì pøiblí¾it tok stìnami hodnotou souèinu délky stran a normálové slo¾kypole. Po vydìlení objemem tìlesa je tøeba zanedbat výrazo(�) �q2 �q3[(h1h2h3) + o(�)℄ �q1 �q2 �q3 � o(�)�q1 � o(�)� ! 0 ; (87)kde je pou¾it pøedpoklad o stejnomìrném smr¹»ování kvádru ve v¹eh smìreh. Za pou¾ití de�nie pariálníderivae f(q1 + �q12 ; q2; q3)� f(q1 � �q12 ; q2; q3)�q1 ! �f�q1 j~x=[q1;q2;q3℄ (88)dostaneme limitu støední hodnoty toku pole z objemu 
 jakodiv ~E = 1h1h2h3 � ��q1 (E1h2h3) + ��q2 (E2h1h3) + ��q3 (E3h1h2)� (89)Tento vzore vyjadøuje návod ke spoètení divergene vektorového pole známe-li slo¾ky pole v køivoèaré anikoli kartézské bázi. Samozøejmì v pøípadì kartézskýh souøadni s hx = hy = hz = 1 dostáváme �xEx +�yEy + �zEz. 19



Pøíklad: Divergeni vektorového pole ~er mù¾eme spoèíst jak pøímodiv ~er = r:~rr = r:(~r 1r ) = r:(~r)1r + (~r):r1r = 3r + ~r:�~err2 = 2r (90)a nebo s pou¾itím právì odvozeného vztahudiv ~er = 1hrh�h� � ��r (1h�h�) + ��� (0hrh�) + ��� (0hrh�)� = 1r2 sin � ��r (r2 sin �) = 2r (91)RotaeVyjdeme ze Stokesovy vìty Z� rot ~E : d~S = I�� ~E : d~l : (92)Pokud plohu � rozdìlíme na mnoho \ètvereèkù" tak, ¾e ty sousední spolu sdílejí opaènì orientované strany,je mo¾no Stokesovu vìtu hápat jako dùsledek vyru¹ení se v¹eh pøíspìvkù k irkulai pole ~E pøes tyto sdílenéstrany. Jen ty strany ètvereèkù, je¾ le¾í na hranii � se nemají s èím vyru¹it a \pospojováním" dají irkulai~E pøes hranii �.Projeki rotae do smìru ~n pole tedy mù¾eme spoèíst jako plo¹nou hustotu irkulae pole~n : rot ~E(~x) = limS�!0 1S� I��~x;~n ~E(~x0) : d~l0 (93)kolem plo¹ky �~x;~n s normálou ve smìru ~n, je¾ se v limitì smr¹»uje do bodu ~x.Pro nazlezení (difereniálního) výrazu pro rotai pole v køivoèarýh souøadniíh zvolíme za plo¹kou S�obdélník (v prostoru køivoèarýh souøadni) � =< q1 � �q12 ; q1 + �q12 > � < q2 � �q22 ; q2 + �q22 > jen¾ vprostoru le¾í na plo¹e q3 = konst:, je ohranièen pøíslu¹nými úseky souøadniovýh èar a v ka¾dém bodì mánormálu ~n = ~e3. Pro zjednodu¹ení budeme opìt pøedpokládat nemìnný pomìr stran bìhem limitního proesu�qi � �.

Obrázek 8: K odvození rotae v køivoèarýh souøadniíh.20



Cirkulai pole okolo této plohy vyjádøíme jako souèetI�� ~E(~x0) : d~l0 = Z1+ ~E : d~l+1 + Z1� ~E : d~l�1 + Z2+ ~E : d~l+2 + Z2� ~E : d~l�2 (94)Proto¾e d~l�1 = �h1~e1dq1 je køivkový integrál podél protilehlýh stran 1�Z1� ~E : d~l�1 = � h(E1 h1)j~x=[q1;q2��q22 ;q3℄ + o(�)i�q1 (95)a podél protilehlýh stran 2�Z2� ~E : d~l�2 = � h(E2 h2)j~x=[q1��q12 ;q2;q3℄ + o(�)i�q1 (96)Po dosazení plo¹ky obdélníèka S� = h1h2 �q1 �q2 + o(�) máme plo¹nou hustotu ve smìru ~e3~e3 : rot ~E = 1h1h2 �q1 �q2 �[E1h1�q1℄��q22+�q22 + [E2h2�q2℄+�q12��q12 + o(�)�q1 + o(�)�q2� (97)tedy po limitì, která vede k pariálním derivaím, vlo¾ení jednotky ve tvaru 1 = ~e3:~e3 a roz¹íøení zlomkukoe�ientem h3 ~e3 : rot ~E = ~e3 : 1h1h2h3 h3~e3 �� ��q2 (E1h1) + ��q1 (E2h2)� (98)Tento vztah mù¾eme zapsat s pou¾itím determinantu jako~e3 : rot ~E = ~e3 : 1h1h2h3 ������ 0 0 h3~e3��q1 ��q2 0h1 E1 h2 E2 0 ������ (99)a nepøekvapí, ¾e v¹ehny slo¾ky rotae získáme vyèíslením determinanturot ~E = 1h1h2h3 ������ h1 ~e1 h2 ~e2 h3 ~e3��q1 ��q2 ��q3h1 E1 h2 E2 h3 E3 ������ (100)Tento vzroze také ilustruje axiální harakter pole r� ~E { prohozením souøadni a pøíslu¹nýh vektorù bázezmìní rotae znaménko. Proto¾e jsme pøi odvození pøedpokládali, ¾e køivka na obrázku má orinetovanounormálu ve smìru ~e3, platí tento vztah pouze pro orientovanou bázi splòujíí ~e1 � ~e2 = ~e3. To znamená, ¾eu souøadni je dùle¾ité poøadí. Proto volíme q1; q2; q3 jako x; y; z pro kartézské , r; �; � pro sfériké a R; �; zpro válové souøadnie.Laplaeùv operátor na skalární funkiV eletrostatie budeme praovat pøedev¹ím s operátorem ��� = r:r� = div grad � (101)slo¾ením ji¾ známého køivoèarého vyjádøení obou operátorù dostáváme�� = div grad� = 1h1h2h3 � ��q1 �h2h3h1 ���q1�+ ��q2 �h1h3h2 ���q2�+ ��q3 �h1h2h3 ���q3�� (102)21



Pøíklad: Pole nabitého kruhového diskuZavedeme zplo¹tìlé elipsoidální souøadniex = ps2 + a2 sin v os�y = ps2 + a2 sin v sin�z = s os vjejih jméno je dáno faktem, ¾e ploha s = konst: je rotaèní elipsoid s polárním polomìrem men¹ím ne¾rovníkovým � xps2 + a2�2 +� yps2 + a2�2 + �zs�2 = 1 : (103)V nekoneènu, kde ps2 + a2 � s pøeházejí v souøadnie sfériké (s ! r ; v ! �). Ploha s = 0 je disk opolomìru a. Inverzní transformae s(x; y; z) resp. os v(x; y; z) získáme seètením resp. odeètením výrazùp(x2 + y2 + z2 � a2)2 + 4z2a2 = s2 + a2 os2 vx2 + y2 + z2 � a2 = s2 � a2 os2 vTeèné vektory k souøadniovým èarám jsou�~x�s = hs ~es = � sps2 + a2 sin v os� ; sps2 + a2 sin v sin� ; os v� (104)�~x�v = hv ~ev = hps2 + a2 os v os� ; ps2 + a2 os v sin� ; � s sin vi (105)�~x�� = h� ~e� = h�ps2 + a2 sin v sin� ; ps2 + a2 sin v os� ; 0i (106)Laméovy koe�ienty jsou hs = �����~x�s ���� = rs2 + a2 os2 vs2 + a2 (107)hv = �����~x�v ���� = ps2 + a2 os2 v (108)h� = �����~x�� ���� = ps2 + a2 sin v (109)Budeme hledat obdobu pole bodového náboje ve sférikýh souøaniíh, kde �(r), tedy poteniál �(s)závisejíí jen na souøadnii s. A¾ uspìjeme, získáme pole tvøené vodièi ve tvaru zplo¹tìlého rotaèního elipsoidu,pøípadnì kruhového disku, proto¾e to je tvar ploh s = konst: a poteniál, jen¾ závisí jen na této souøadniimusí mít ekvipoteniální plohy stejné.Laplaeova rovnie pro poteniál �(s) má tvar0 = ��(s) = 1hshvh� ��s �hvh�hs ��s�(s)� (110)tedy po dosazení Laméovýh ke�ientù a vykráení faktoru hshvh���s �(s2 + a2) ��s�(s)� = 0 : (111)22
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Obrázek 9: Elipsoidální souøadnie v polorovinì x�z. Souøadnie v prostoru vzniknou jejih rotaí, tj pøidánímsouøadnie �. Pùlky elips na obrázku pøejdou na rotaèní elipsoidy a pro �(s) tvoøí ekvipoteniální plohy.Proto¾e uva¾ujeme závislost poteniálu na jediné souøadnii musíme øe¹it jen obyèejnou difereniálnírovnii a její øe¹ení s dvìma integraèními konstantami � a � je�(s) = � �artan sa + �� (112)Na rozdíl od øe¹ení obyèejnýh difereniálníh rovni o významu pohybovýh rovni, kde integraèní konstantyslou¾ily k naroubování øe¹ení na poèáteèní podmínky, pøedstavují zde integraèní konstanty potøebné neznáméke splnìní okrajovýh podmínek.Hodnotu � = ��=2 urèíme z podmínky �(s = 1) = 0. Urèit hodnotu � mù¾eme nìkolika zpùsoby.Pøedev¹ím byhom mohli � urèit z dané hodnoty poteniálu na povrhu disku. Dal¹í mo¾ností je urèit tutokonstantu z náboje na disku. Náboj lze toti¾ vyèíslit jako tok elektrikého pole skrze plohu s = konst:obklopujíí disk. Zde je d~S = (hvdv) (h�d�)~es a elektriké pole spoèteme známým vztahem pro gradient azískáme tak Q = I (�0r�):d~S = ::: = Z �a�0� sin v dv d� = �4��0a� (113)V okolí nekoneèna se tyto rotaèní elipsoidy víe a víe podobají sféøe a tak je druhou mo¾ností rozvinoutv okolí nekoneèna funkiartan x = Z x dxx2 + 1 = Z xdxx2 11 + 1x2 = Z x dxx2 �1� 1x2 + :::� = Z xdx � 1x2 � 1x4 + :::� = �2� 1x+ 13x3�:::(114)tedy �(s) � � �� + �2 � as + :::� (115)a uvá¾it, ¾e poteniál se zde musí hovat jako 14��0 1s nebo» pro velká s tato souøadnie splývá se sférikousouøadnií r. Tedy výsledný poteniál má tvar�(s) = Q4��0a ��2 � artan sa� (116)23



Budeme-li uva¾ovat, ¾e ploha s = s0 je vyplìnena vodièem a spoèteme skok elektriké intenzity na jehopovrhu dostáváme plo¹nou nábojovou hustotu� = �0Div ~E = �0~es: ~Evn = � �0 1hs ��s�(s)s=s0 = Q4� 1ps20 + a2 1ps20 + a2 os2 v (117)Pøípad s0 6= 0 popisujíí pole nabitého rotaèího elipsoidu nabízí vièení: jak souvisí plo¹ná nábojovéhustota na rovníku a na póleh s poloosami elipsoidu? Zde si v¹imneme situae, kdy se pro s0 = 0 elipsoidredukuje na nabitý vodivý disk. Tehdy roste nábojová hustota na kraji disku do nekoneèna�(x; y) = Q4�a 1pa2 � x2 � y2 (118)Integraí mù¾eme ovìøit, ¾e elkový náboj na disku je stále Q, pøièem¾ tak jak disk vznikl zplo¹tìním tìlesa,je uvedená nábojová hustota pøítomna z obou stran disku.Kapaitu kruhového disku dostáváme C = Q�(s = 0) = 8�0a (119)tedy �=2 krát men¹í ne¾ je kapaita koule stelného prùmìru. Cavendish roku 1773 experimentálnì urèil tentopomìr jako 1.541 ! (Zájemi o zavedení o nejvìrnìj¹í repliky toho experimentu do praktika neh» kontaktujípøíslu¹ná vy¹¹í místa.)Greenovy vìtyKdy¾ v identitì div f ~A = ~A:grad f + fdiv ~A polo¾íme ~A = grad g dostávámef�g = r:(frg)�rf : rg (120)s pou¾itím Gaussovy vìty pak první Greenovu vìtu (identitu) IGV[f,g℄Z
 f�g d3x = I�
 frg : d~S � Z
rf : rg d3x : (121)Druhá Greenova vìta vznikne jako rozdíl IIGV[f,g℄=IGV[f,g℄-IGV[g,f℄Z
(f�g � g�f) d3x = I�
(frg � grf) : d~S : (122)Støední hodnota øe¹ení Laplaeovy rovnieNeh» funke � splòuje Laplaeovu rovnii �� = 0. S pou¾itím druhé Greenovy identity doká¾eme, ¾ehodnota � ve støedu koule 
 = Ka(0) je rovna prùmìru hodnot na jejím povrhu, tedy sféøe �
 = Sa(0).Pak IIGV[1=r,�℄ dává Z
(1r�����1r ) d3x = I�
(1rr���r1r ) : d~S : (123)Pøíslu¹né ètyøi integrály (zleva doprava) jsou 0, +4��(0) (proto jsme volili funki 1=r), 0 (dùsledek nepøí-tomnosti náboje v kouli) a 1a2 R �dS, a tedy platí�(0) = ISa(0)� dS4�a2 : (124)24



Samozøejmì tato zajímavá vlastnost øe¹ení Laplaeovy rovnie platí i pro sféry se støedem mimo poèáteksouøadni a má za dùsledek, ¾e øe¹ení Laplaeovy rovnie na nìjaké oblasti mù¾e nabývat extrému jen na jejíhranii. (Jednoduhý dùkaz sporem).Na rozdíl od vìty o støední hodnotì je "harmoniènost" øe¹ení Laplaeovy rovnie viditená i bez poèítání:Neh» se extrém øe¹ení Laplaeovy rovnie nahází uvnitø nìjaké oblasti. V okolí místa extrému musí vektorygradientù smìøovat od pøípadnì k místu extrému. Spoèteme-li tok tìhto gradientù malou sférou obklopujíímísto extrému, dostáváme tedy nenulový tok { v¹ehny pøíspìvky mají stejné znaménko. To ale znamená, ¾euvnitø této sféry se naházejí nìjaké zdroje, o¾ je v rozporu s pøedpokladem, ¾e uva¾ovaná funke je øe¹enímLaplaeovy rovnie.Formulae úlohy v elektrostatieProto¾e pøedem nevíme jak se náboje ve vodièi rozmístí, vyjmeme oblast vyplnìnou vodièem z prostoru aPoissonovu rovnii øe¹íme jen na zbytku, oblasti 
, kde je nábojová hustota známa. Na hranii (okraji) tétooblasti, ji¾ tvoøí nekoneèno (nebeská sféra) a hranie jednotlivýh vodièù pak pøedepí¹eme hodnoty poteniálu{ urèíme okrajové podmínky.Existene øe¹ení takto zadané úlohy není samozøemá. Jako pøíklad ¹patnì zadané úlohy mù¾e poslou¾ithledání poteniálu je¾ v nekoneènu vymizí ale v poèátku souøadni má koneènou hodnotu. Proto¾e symetrieúlohy dává øe¹ení �(r) = A + B=r, vidíme, ¾e pro B 6= 0 nemù¾e být v poèátku souøadni øe¹ení koneèné.Podobnì ze vièení známé øe¹ení popisujíí pole protáhlého rotaèního elipsoidu jasnì øíká, ¾e ani na úseèkanení dobrou oblastí, kde byhom mohli urèit poteniál. Jako pouèení z toho plyne, ¾e z ploh, je¾ tvoøí hraniioblasti 
 a na nih¾ heme zadat poteniál (obvykle to jsou povrhy vodièù), nesmìjí vyèuhovat úseèkámpodobné hroty.JednoznaènostMáme-li dvì øe¹ení �1 a �2 stejné elektrostatiké úlohy, víme ¾e jejih rozdíl splòuje Laplaeovu rovnii avymizí na hrani. Tyto dvì vlastnosti anulují dva ze tøí integrálù v první Greenovì vìtì IGV[�1��2,�1��2℄a tak platí, ¾e integrál kvadrátu gradientu rozdílu obou poteniálù pøes objem oblasti R jr(�1 ��2)j2d3x jenulový. Proto¾e se oba poteniály hranii shodují, jsou tedy stejné i kdekoli uvnitø.Matie kapait soustavy vodièùPokud se mimo povrh vodièù nenaházejí ¾ádné náboje jsou pøi daném tvaru a poloze vodièù jedinýmvolným parametrem hodnoty poteniálu na povrhu vodièù VA. Ka¾dé z øe¹ení � mù¾eme slo¾it kombinaíPA UA	A \bázovýh" øe¹ení 	A(~x) splòujííh okrajové podmínky 	A(~x 2 �VB) = ÆAB . Samozøejmì, nalézttato bázová øe¹ení je stejnì obtí¾né jako vyøe¹it pùvodní zadání. Pomohou nám ale pohopit význam matiekapait. Ta popisuje souvislost napìtí na vodièíh a kapait na nih.QB = I�VB (��0r�):d~S = I�VB (��0rXA UA	A):d~S = XA UA I�VB (��0r	A):d~S = XA CBA UA ;(125)kde jsme zavedli matii kapait CBA = H�VB (��0r	A):d~S. A-tý sloupe matie kapait udává, jaký nábojje tøeba umístit na vodièe urèené indexem B, aby na vodièi VA byl jednotkový poteniál a na ostatníhnula. Tato souvislost koe�ientù matie kapait a funkí 	A umo¾òuje nahlédnout, ¾e diagonální koe�ientymusejí být kladné, zatímo koe�ienty nediagonální musejí být náporné, pøípadnì nulové. To proto, ¾e øe¹eníLaplaeovy rovnie 	A nabývá extrému na vodièíh. V okolí toho z vodièù, na nìm¾ je jednotkový poteniál,je poteniál ni¾¹í ne¾ na jeho povrhu a nábojová hustota na jeho povrhu musí být kladná, v okolí vodièùs nulovým poteniálem je naopak vy¹¹í poteniál ne¾ na jejih povrhu a nábojová hustota zde musí býtzáporná (pøíp. nulová, je-li elý obklopen jiným uzemnìným vodièem). Jinými slovy, siloèáry pole 	A vedou25



z jediného vodièe s nenulovým poteniálem VA do nekoneèna nebo na nìkterý z jinýh vodièù. Pokud nìkteréze siloèar konèí na vodièi B, musí tento být nabit zápornì.S vyu¾itím vztahu 	A(~x 2 �VB) = ÆAB a druhé Greenovy identity je vidìt, ¾e matie kapait je symetrikáCBA�CAB = I�VB (��0r	A):d~S�I�VA(��0r	B):d~S = IS �VX	B (��0r	A):d~S�IS �VX	A (��0r	B):d~S =(126)= + �0 Z
 (	B �	A �	A �	B) d3x = 0 ; (127)pøièem¾ zmìna znaménka pøed objemovým integrálem je zapøíèinìna opaènou orientaí hranie oblasti �
 ahranie vodièù S �VX .Energie eletrostikého poleEnergie soustavy bodovýh nábojù se v rámi elektrostatiky konstruuje jejih postupným stìhovánímz nekoneèna, kde pøedpokládáme, ¾e jsou od sebe natolik vzdáleny abyhom mohli poèáteèní energii taktorozptýlené soustavy zanedbat. Pøi stìhování A-tého náboje z nekoneèna do bodu xA na nìj pùsobí ji¾ pøe-stìhovanýh A� 1 nábojù a vykonáme prái (díky rot ~E = 0 nezávislou na estì) proti silám pole na nábojjen¾ stìhujemeWA = � Z xA1 qA ~EA : d~l = Z xi1 qA(+grad �A�1) : d~l = Z xi1 qA d�A�1 = qA �A�1 : (128)Pro pøestìhování v¹eh nábojù je potøeba vykonat práiW = XA qA XB<A qB4��0 1j~xA � ~xB j = 12XA XB 6=A 14��0 qA qBj~xA � ~xB j (129)Tentý¾ vztah lze psát W = 12XA qA �0A(~xA) (130)kde �0A(~xA) oznaèuje elektriký poteniál v bodì ~xA pokud by tam nebyl náboj qA.Vyjádøit energii elektrostatikého pole spojitého rozlo¾ení nábojù mù¾eme po náhradì qA ! �(~x0)d3x0W = 12 Z �(~x0) �(~x0) d3x0 = 12 ZZ 14��0 �(~x0) �(~x)j~x� ~x0j d3x0 d3x (131)pøièem¾ pro spojité rozlo¾ení nemáme zapotøebí vynehávat z poteniálu �(~x0) vliv nábojové hustoty vbodì ~x0. Toto nevynehání je ov¹em zdrojem rozdílù mezi tímto vztahem a vý¹e uvedeným vztahem prosoutavu bodovýh nábojù. Napøíklad soustava tvoøená jediným náboje má kvùli PA6=B nulovou energii.Ov¹em, pokusíme-li se spoèíst energii tohoto jediného náboje integraí (singulární) nábojové hustoty Æ(~x�~x0),neuspìjeme.Pokud místo bodového náboje zkoumáme pole rovnomìrnì nabité kulièky o polomìru a a náboji Q budííokolo sebe pole �(r) = ( Q4��0 3a2�r22a3 r < aQ4��0r r � a ; (132)dostáváme energii W = 12 R ��d3x = 12 Q253��0 1a !1 :Bodové náboje tedy podle tohoto vztahu mají nekoneènou vlastní energii a to i kdy¾ sedí opu¹tìnyv nekoneènu. Tak lze hápat nesoulad mezi spojitým a diskrétním vztahem pro energii v elektrostatie.Proto¾e proes vzniku reálnýh protìj¹kù bodovýh nábojù { tøeba elektronù { nespadá do elektrostatiky26



nepøedstavuje zde nekoneèná vlastní energie vá¾nìj¹í komplikai. Upozoròuje ale na fakt, ¾e bodový nábojby mìl pøedev¹ím slou¾it jako pomùka pøi øe¹ení lineárníh rovni pole, napø. �POLE = ZDROJ , kde jímbuzené pole naví mù¾eme nazývat Greenovou funkí { ale do nelineárníh vztahù, napø. R (ZDROJ �POLE)nezapadá.V místì bodovýh a lineárníh nábojù je hodnota poteniálu nekoneèná a tak mù¾eme oèekávat nekoneè-nou energii takovýhto objektù. Energie plo¹ného rozlo¾ení náboje ji¾ mù¾e být koneèná. Dobøe to vidíme uenergie soustavy vodièù popsanýh matií kapaityW = 12 Z ��d3x = 12XA XB CABUAUB = 12XA XB C�1ABQAQB (133)Energie elektrostatikého poleProzatím jsme mluvili o energii nábojù. S pou¾itím Poissonovy rovnie a IGV[�,�℄ dostávámeW = 12 ZIR3 �� d3x = 12 ZIR3 �(��0��) d3x = 12 Z�IR3 � (��0r�):d~S� 12 ZIR3 r� : (��0r�) d3x : (134)Pokud platí, ¾e �(1) = 0, vymizí pøíslu¹ný plo¹ný integrál a energii mù¾eme vyjádøit jako objemový integrálhustoty energie elektrostatikého pole w = �0j ~Ej2W = �02 ZIR3 jr�j2d3x (135)V rámi elektrostatiky nelze rohodnout, zda tato energie pole má samostatný význam { pole bude v ka¾démokam¾iku svázáno s náboji.Zajímavá je tato rovnost napøíklad pro soustavu vodièù, kdy energie je popsána jednak kvadratikouformou poteniálù na vodièíh (133), jednak integrálem z hustoty enegie elektrikého pole { nabízí se tuanalogie z mehaniky, kde energie deformae tìlìsa R (deformae)2dV dává poteniální energii soustavypru¾inami pospojovanýh tìles PVABxAxB harakterizovanou posunutími z rovnová¾né polohy xA.Pøíklad: Spoètìte energii pole nabité sféry obìma zpùsoby. Mù¾ete zkusit i pro pole nabitého disku.Pøiklad: Síla mezi deskami konenzátoru (kde se vezme faktor 1=2, pole jedné nabité desky a jeho pùsobenína druhou desku).Nehomogenní úlohaVlo¾íme-li do blízkosti vodièe náboj, pøeskupí se nosièe náboje ve vodièi tak aby jejih pole vyru¹ilo teènouslo¾ku elektrikého pole buzeného nábojem. Proto je za pøítomnosti vodièù øe¹ení Poissonovy úlohy mnohemobtí¾nìj¹í. Pokud byhom znali hodnoty pole G(~r; ~r0) v bodì ~r, jaké budí jednotkový bodový náboj s � =Æ3(~r � ~r0) umístìný do bodu ~r0, mù¾eme výsledné pole popsat jako jejih superpozii. Poteniál bodovéhonáboje G(~r; ~r0) splòuje Poissonovu (Greenovu) rovnii�G(~r; ~r0) = � 1�0 Æ3(~r � ~r0) (136)s nulovými okrajovými podmínkami G(~r 2 �
; ~r0) = 0 Øe¹ení Poissonovy rovnie s hustotou �(~x) pak získámejako �(~r) = Z �(~r0) G(~r; ~r0) d3r ; (137)o¾ pøedstavuje obdobu vztahu (46), pøièem¾ ov¹em takto spoètený poteniál nyní naví splòuje nulovéokrajové podmínky na hranii uva¾ované oblasti.Problém: Jaká zajímavá vlastnost vyplyne z IIGV[G(~r;~a),G(~r;~b)℄ ?27



O funki G víme, ¾e proto¾e jde o pole bodového náboje ovlivnìné pøítomností nábojù vnì 
 je mo¾nopsát G(~r; ~r0) = 14�j~r � ~r0j + F (~r; ~r0) (138)kde F (~r; ~r0) popisuje pole od nábojù ve vodièíh.Metoda zradleníHledání funke F není snadné a analytiké výsledky je mo¾né získat jen pro speiální tvar vodièù. V pøípadìbodového náboje v blízkosti nekoneèné uzemnìné roviny z = 0 je mo¾né za funki F zvolit pole bodovéhonáboje s opaèným znaménkem v místì zradlového obrazu bodu ~r0, ~r00 = [x0; y0;�z0℄. Takto zvolená poloha�ktivního náboje zpùsobí, ¾eG(~r; ~r0) = 14� " 1p(x� x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2 � 1p(x� x0)2 + (y � y0)2 + (z + z0)2 # (139)je nulová v z = 0 nezávise na ~x0.Cvièení: uka¾te, ¾e na povrhu roviny z = 0 sídlí nábojová hustota�(x; y) = � Q4� 2z0[(x � x0)2 + (y � y0)2 + z02℄3=2 (140)umístíme-li do bodu ~r0 náboj Q.Kulová inverzeJe¹tì jeden tvar vodièe umo¾òuje expliitnì nalézt G(~r; ~r0) { koule. Máme-li funki 	(r; �; �) splòujíí rovnii�	 = � (141)splòuje fukne �(r; �; �) = ar 	(a2r ; �; �) (142)rovnii ��(r; �; �) = a5r5 �(a2r ; �; �) (143)Speiálnì tak kulovou inversí ~r0 = � aj~rj�2 ~r (144)pøehází jedno øe¹ení Laplaeovy rovnie na druhé tak, ¾e vnitøek pøejde na vnìj¹ek a naopak a naví sehodnoty na povrhu koule nezmìní (proto faktor a=r).Pøíklad: Funke 	 = 1 je triviální øe¹ení Laplaeovy rovnie, jeho kulová inverse � = a=r pak pøedstavujeCoulombiké pole. Zatímo funke 	 = z = r os � popisuje homogenní elektriké pole. Její kulová inverse� � os �=r2 je poteniál elektrikého dipólu.Cvièení: V¹imnìte si, ¾e rozdíl 	� � je nulový na sféøe o polomìru a. Nenehají-li se zdroje poteniálu	 ovlivnit vlo¾ením vodivé koule, lze výsledný poteniál nalézt právì jako tento rozdíl. Uka¾te, ¾e po vlo¾enívodivé koule o polomìru a do homogenního pole 	 = Er os � má výsledný poteniál tvar 	 � � = E(r �a3=r2) os �. Spoètìte plo¹nou nábojovou hustotu na povrhu této vodivé koule.Je zajímavé, ¾e kulovou inverzí pole bodového náboje vznikne té¾ pole bodového náboje a takG(~r; ~r0) = 14� " 1j~r � ~r0j � aj~r0jj~r � ~r00j# ~r00 = � aj~r0j�2 ~r0 (145)28



kde ~r00 je poloha �ktivního náboje naházejíího se uvnitø koule. S rostouí vzdáleností od vodièe klesá i jehonáboj aj~r0j . To lze popsat tak, ¾e s rostouí vzdáleností od vodièe klesá poèet siloèar, které skonèí na vodièi snulovým poteniálem a roste poèet tìh, které skonèí v nekoneènu.Øe¹ení Laplaeovy rovnie ve sférikýh souøadniíhVelký praktiký význam má studovat pole vytváøené zdrojem s omezeným objemem. Tu¹íme, ¾e daleko odzdroje si takové mù¾eme pøedstavit jako známé øe¹ení Laplaeovy rovnie { pole bodového náboje 1=r. Jakopromìnná harakterizujíí vzdálenost od tìlesa se zde pøirozenì objeví sfériké souøadnie. Ne¾ zjistíme jakvypadá dal¹í èlen, jeho¾ pøítomnost mù¾eme v poteniálu daleko od zdroje oèekávat, zkusíme se blí¾e seznámits prostorem funkí, které pøedstavují dal¹í øe¹ení Laplaeovy rovnie ve sférikýh souøadniíh.Úloha s pøedepsaným poteniálem na sféøePøedpokládejme, ¾e uvnitø jednotkové koule splòuje pole � Laplaeovy rovnii. Víme, ¾e zadáme-li jehohodnoty na její hranii { jednotkové sféøe, máme nejvý¹e jedno øe¹ení. Pøedpokládejme, ¾e hranièní podmínkazní �(�; �) = U os2 � ; (146)tedy zvolili jsme konkrétní hladkou funki na sféøe. Platí, ¾e na sféøe je zadaný poteniál roven�(�; �) = Uz2 ; (147)tedy je úmìrný kvadrátu souøadnie z. Za pokus tedy stojí hledat øe¹ení �(x; z; y) na prostoru polynomùstupnì � 2 v kartézskýh souøadniíh. Vyøe¹ení téhle úlohy vy¾aduje nalézt v¹ehny rovnie pro neznámékoe�ienty. Pro polynomy takto nízkého stupnì vyjde jen jedna rovnie z podmínky �� = 0, zatímozbylé jsou dány prùbìhem hodnoty poteniálu na hranii, kde je tøeba sféru parametrizovat pomoí � a � apo¾adovat rovnost koe�ientù u v¹eh nezávislýh trigonometrikýh funkí. Po urèení v¹eh koe�ientù jakoøe¹ení soustavy lineárníh rovni nalezneme øe¹ení uvnitø koule�(x; y; z) = U3 (1 + 2z2 � x2 � y2) : (148)Proto¾e kulovou inversí se v¹e, o bylo uvnitø dostane ven a zároveò se hodnoty na povrhu koule nezmìní,tento invertovaný poteniál �(x; y; z)0 = U3 � 1jrj + 2z2 � x2 � y2jrj5 � (149)popisuje pole vnì koule s vý¹e pøedepsanými okrajovými podmínkami.Poèet polynomù ve tøeh promìnnýh x; y a z stupnì právì L je nL = (L + 1)(L + 2)=2. Napøíkladmáme 6 polynomù stupnì právì 2 { x2; y2; z2; xy; yz a zx. Poèet polynomù stupnì � L je NL = PnL =(L+1)(L+2)(L+3)=6. Laplaeùv operátor sní¾í øád polynomu od dva, a tak Laplaeova rovnie pøedstavujenL�2 resp.NL�2 podmínek. Uva¾ujeme-li polynomy stupnì právì L, bude mezi nimi právì nL�nL�2 = 2L+1nezávislýh polynomù øe¹ííh Laplaeovu rovnii. Pùsobení Laplaeova operátoru na kvadratiké polynomydává konstantu a tedy dimenze oboru hodnot na tomto prostoru je 1. Proto máme 6 � 1 = 5 nezávislýhkvadratikýh polynomù splòujííh Laplaeovu rovnii, napø. 2z2� x�y2; x2 � y2; xy; yz a zx. Uva¾ujeme-lipolynomy stupnì � L bude mezi nimi(L+ 1)2 = LXl=0(2l + 1) = 1 + 3 + 5 + :::+ (2L+ 1) (150)nezávislýh øe¹ení Laplaeovy rovnie. 29



Tato øe¹ení nelze katalogizovat ve tvaru s rovnoprávnì zastoupenými souøadniemi x,y a z. Napøíklad tøifuknke x2+y2�2z2, y2+z2�2x2 a z2+x2�2y2 dají nulový souèet a pøi vyluèování \té závislé" vneseme doseznamu asymetrii. Nejúspornìj¹í je pak následujíí zápis katalogu polynomiálníh øe¹ení Laplaeovy rovnie�00 = 1�10 = z �1�1 = x� iy�20 = 2z2 � x2 � y2 �2�1 = z(x� iy) �2�2 = (x� iy)2::: (151)v nìm¾ je vyu¾ito komplexní kombinae x � iy pro dosa¾ení o nej¹etrnìj¹ího zápisu. Samozøejmì Re�lma Im�lm pøedstavují alternativu k �lm a ��lm = �l�m. Komplexní zápis ale pøijde vhod pøi poèítání ��lm,proto¾e �u(x + iy) = 0 pro ka¾dou holomorfní fukni u, tedy i m-tou moninu (x + iy)m. Naví v taktouspoøádaném seznamu je tvar ka¾dé z bázovýh funkí �lm a¾ na její normování jednoznaènì urèen, proto¾emá tvar souèinu polynomu (x+ iy)jmj stupnì jmj a polynomu Qjmjl (z; x2+ y2) stupnì l� jmj a pro takovétofunke pøedstavuje Laplaeova rovnie právì odpovídajíí poèet rovni pro neznámé koe�ienty polynomuQjmjl .Separae Laplaeovy rovnie ve sférikýh souøadniíhLaplaián ve sférikýh souøadniíh má tvar�� = 1r �2�r2 (r�) + 1r2 � 1sin � ��� (sin � ����) + 1sin2 � �2��2�� = 1r �2�r2 (r�) + 1r2�
� ; (152)zde de�nujeme úhlovou èást Laplaiánu �
. Oddìlíme závislost na jednotlivýh promìnnýh do tvaru souèinu�(r; �; �) = f(r) g(�) h(�) : (153)èím¾ Laplaeova rovnie získá tvar�(f(r) g(�) h(�)) = 1r (rf)00gh+ 1r2 � 1sin � (sin �g0)0fh+ 1sin2 �h00fg� = 0 : (154)Rovnii vydìlime souèinem fgh a v souladu s prinipem separae promìnnýh funki h(�) zvolíme tak, abysplòovala rovnii h00=h = konst: tedy h = e��. Pro nutnì periodikou funki h(�) periodiké souøadnie �zvolíme � = im, tedy h(�) = eim�. Poté pøepí¹eme Laplaovu rovnii �� do tvaru1f r(rf)00 = � 1g � 1sin � (sin �g0)0 � m2sin2 � g� : (155)Na levé stranì vystupují pouze funke (a derivae podle) r, na pravé stranì pouze funke (a derivae podle) �,obì tedy musí pøedstavovat nìjakou konstantu. Její zápis je zøejmý z faktu, ¾e levá strana 1f r(rf)00 = konst:pøedstavuje difereniální rovnii s polynomiálními øe¹eními a tak tuto konstanu zapí¹eme jako l(l+1) a øe¹eníi s integraèními konstantami má tvar fl(r) = arl + brl+1 : (156)Oèividnì jde o dvì navzájem kulovì inverzní funke.Naopak pravá strana (155) pøedstavuje netriviální Legenderovu difereniální rovnii a nalézt a analyzovatjejí øe¹ení není snadné. Proto mají svoje oznaèení Pml (os �). Výsledné separované øe¹ení má tvar� = �arl + brl+1� Pml (os �) eim� (157)30



Zatímo pro ka¾dé l existuje alespoò jedno v poèátku nedivergujíí øe¹ení fl(r), funke sin � vystupujííve jmenovateli èlenù v Legenderovì rovnii je nulová na obou póleh � = 0; � a po¾adavek na nedivergujííg(�) omezuje hodnoty l na elá nezáporná èísla a m na elá èísla taková, ¾e jmj � l. Místo øe¹ení difereniálnírovnie mù¾eme Legederovy funke Pml (os �) a¾ na normalizaèní faktor nalézt srovnámím separovanéhoøe¹ení s ji¾ døíve nalezenými polynomiálními øe¹eními, je¾ odpovídají volbì f(r) = rl. Napøíklad pro l =2,m = 1 máme�21 = z(x+ iy) = (r os �) (r sin � os�+ ir sin � sin�) = (r2)(os � sin �)(os�+ i sin�) (158)kde mù¾eme jasnì identikovat funke f(r); g(�) a h(�), tedy i hledaný tvar P 12 (os �) � os � sin �.Pøipomeòme, ¾e nalezení separovaného øe¹ení má praktiký význam. Bude-li mno¾ina øe¹ení fl(r) tvoøithustou bázi ve vhodném prostoru funkí jedné promìnné r, mno¾ina øe¹ení gk(#) tvoøit hustou bázi v prostorufunkí jedné promìnné # a podobnì pro hm(�), budou funke 	klm(~r) = fl(r) gk(#) hm(�) tvoøit hustoubázi v prostoru funkí v¹eh tøí promìnnýh. Nalezení separovanýh øe¹ení laplaeovy rovnie pak umo¾ní proka¾dé l;m nalézt takové k(l;m), ¾e �km(~r) = fl(r) glm(#) hm(�) je hustou bází prostoru øe¹ení Laplaeovyrovnie. V následujííh odstavíh uká¾eme, ¾e tato separovaná øe¹ení mají je¹tì hlub¹í matematiký ifyzikální význam, speiálnì, ¾e koe�ienty v pole splòujíího Laplaeovu rovnii vnì omezeného zdroje jsoupøímo urèeny rozlo¾ením náboje uvnitø zdroje.Pole daleko od zdrojeØe¹ení Poissonovy rovnie v elém prostoru má známý tvar4��0�(~r) = ZV �(~r 0)j~r � ~r 0jd3r0 : (159)V situai, kdy jsou zdroje umístìny v ohranièené oblasti V , pro ni¾ platí j~rj � j~r 0j 8 ~r 0 2 V , se nabízípou¾ít Taylorùv rozvoj funke 1=j~r � ~r 0j1j~r � ~r 0j = 1j~rj + 11! �0i 1j~r � ~r 0j ����~r 0=0 r0i + 12! �0ij 1j~r � ~r 0j ����~r 0=0 r0i r0j + 13! �0ijk 1j~r � ~r 0j ����~r 0=0 r0i r0j r0k + ::: (160)Pøíslu¹né pariální derivae�0i 1j~r � ~r 0j ����~r 0=0 = M(1)i (~r)r3 ; M (1)i (~r) = ri;�0ij 1j~r � ~r 0j ����~r 0=0 = M(2)ij (~r)r5 ; M (2)ij (~r) = 3rirj � r2Æij ;�0ijk 1j~r � ~r 0j ����~r 0=0 = M(3)ijk(~r)r7 ; M (3)ijk (~r) = 15rirjrk � 3(Æijrk + Æjkri + Ækirj)r2 = 15rirjrk � 9 Æ(ijrk) r2;pøestávají být pro vìt¹í øády l pou¾itelné pro praktiké poèítání. Proto¾e jsou to úplnì symetriké tenzorymù¾e být z jejih s 3l slo¾ek, nanejvý¹ (l+ 1)(l + 2)=2 nezávislýh. Naví splòuje ka¾dý z polynomù-tenzorùM (l)ijk:::(~r) podmínku nulové stopy, nebo» v uva¾ované oblasti j~rj � j~r 0j je splòuje (160) Laplaeovu rovnii,o¾ sní¾í poèet nezávislýh komponent tohoto tenzoru na pouhýh 2l + 1. To je vidìt nejsnáze z toho, ¾ekulovou inverzí funke M (l)ijk:::(~r)=r2l+1 dostáváme polynom M (l)ijk:::(~r) stupnì l. Poèet nezávislýh polynomùtohoto stupnì, je¾ splòují Laplaeovu rovnii jsme ji¾ døíve urèili jako 2l+ 1.Nulovost stop mù¾eme vyu¾ít k tomu, ¾e taylorovské polynomy napø. r0i r0j r0k nahradíme 1=15M (3)ijk(~r 0)atp., èím¾ rozvoj získá symetriký tvar1j~r � ~r 0j = 1r + M (1)i (~r)M (1)i (~r 0)r3 + 12!:3M (2)ij (~r)M (2)ij (~r 0)r5 + 13!:15M (3)ijk (~r)M (3)ijk (~r 0)r7 + ::: (161)31



Pøesto¾e pro vy¹¹í øády jde o velmi neefektivní vzore, mù¾eme rozvoj dosadit do (159). Zavedeme oznaènípro tenzorové momenty nábojové hustoty, tedy pro integrály souèinu polynomù v souøadniíh a nábojovéhustoty Q(l)ijk::: = R M (l)ijk:::(~r 0)�(~r 0)d3r0 a poté pro poteniál daleko od zdroje mù¾eme psát4��0�(~r) = Qr + Q(1)i M (1)i (~r)r3 + Q(2)ij M (2)ij (~r)r5 + Q(3)ijkM (3)ijk (~r)r7 + ::: : (162)Jde o souèet, v nìm¾ l-tý èlen ubývá do nekoneèna jako 1=rl+1 a koe�ienty v tomto rozvoji jsou:� koe�ient u èlenu s l = 0 je skalár a má význam elkového náboje Q = R �(~r 0)d3r0.� koe�ient u èlenu s l = 1 je vektor a jde o elkový dipólový moment zdroje Q(1)i = R r0i�(~r 0)d3r0� koe�ient u èlenu s l = 2 je tenzor druhého øádu (symetriký, bezestopý) a jde o tzv. kvadrupólovýmoment soustavy Q(2)ij = 16 R (3r0ir0j � r02Æij)�(~r 0)d3r0Poznámka. èleny v¹eh vý¹e uvedenýh rozvojù pro 1=j~r � ~r 0j splòují Laplaeovu rovnii v ~r v¹ude kromìpoèátku. Jak je mo¾né, ¾e jejih poskládáním vznikne funke 1=j~r � ~r 0j, která nesplòuje Laplaeovu rovniipro ~r = ~r 0? Za tímto nesouladem stojí otázka konvergene uva¾ovanýh øad. Jak mnohem zøetelnìji uvidímedále, rozvoje 1=j~r � ~r 0j konvergují jen vnì (èi uvnitø) koule o polomìru j~r 0j a tedy rozvoje poteniálu majísmysl jen vnì koule obsahujíí v¹ehny náboje.Multipólový rozvoj v kulovýh funkíhStále platí, ¾e v rozvoji (162) jsou pøíslu¹né souèiny tenzorù formálnì souètem 3n èlenù, i kdy¾ se dá ukázat,¾e v ka¾dém takovém souètu je jen 2l + 1 nezávislýh sèítanù. Pøi jejih hledání byhom museli uèinitvelkou spoustu objevù, abyhom nakone zjistili, ¾e klíè le¾í v následujíí formuli, která pøedstavuje koneènýdokonale optimalizovaný tvar Taylorova rozvoje funke 1=j~r � ~r 0j1j~r � ~r 0j = 1r 1Xl=0 �r0r �l 4�2l + 1 lXm=�lY�lm �~r 0r0 �Ylm �~rr� (163)kde kulová funke Ylm(#; �) je a¾ na normalizai dána vztahem�lm = Ql�jmj(z; x2 + y2) (x � iy)jmj � rl Ylm �~rr� ; (164)kde �lm jsou ji¾ døíve zmínìná báze polynomù v kartézskýh souøadniíh x; y; z stupnì právì l, je¾ splòujíLaplaeovu rovnii.Integraí (163) s nábojovou hustotou dostáváme4��0�(~r) = 1Xl=0 lXm=�l qlm r 4�2l+ 1 Ylm (#; �)rl+1 (165)s koe�ienty qlm udávajíími jak rozlo¾ené jsou náboje vytváøejíí poleqlm = ZV �(~r 0)r 4�2l+ 1 r0l Y�lm (#0; �0) d3~r 0 (166)Význam tohoto rozvoje tý¾ jako u (162), pouze místo tenzorovýh, ve vy¹¹íh øádeh silnì nadbyteènýh,koe�ientù Q(l)ijk:: máme koe�ienty multipólové qlm Díky vhodnému normování kulovýh funkí je koe�ientq00 roven elkovému náboji Q tìlesa a první èlen rozvoje tak øíká, ¾e � � Q=(4��0 r). Podobnì s kvadrátemvzdálenosti ubývá pøíspìvek dipólového momentu náboje daného trojií velièin q1;�1; q1;0 a q1;1.32



Kulové funkePøedev¹ím, kulové funke jsou komplexní funke reálnýh sférikýh promìnnýh # a �. Dùvod je stejný, jakov pøípadì fourierovské báze na intervalu x 2< 0; 2� >, kterou v teoretikýh úvaháh volíme einx spí¹e ne¾1;p2 os(nx);p2 sin(nx) a to kvùli jednoduhosti. V pøípadì kulovýh funkí je to závislost tvaru eim�.Ji¾ v oddíle vìnovaném separai promìnnýh v kulovýh souøadniíh jsme vidìli, ¾e nalézt èást øe¹enízávisejíí na # znamenalo zkoumat slo¾itou difereniální rovnii. Její øe¹ení Pml (os �) lze vyjádøit pomoíRodriguesovy formule Pml (x) = (1� x2)m=22ll! dl+mdxl+m (x2 � 1)l (167)Pøidáním separované èásti závislé na � a dodáním normovaího a fázového koe�ientu dostáváme z pøidru-¾eného Legenderova polynomu kulovou funkiYlm(#; �) = (�1)m� (2l+ 1)(l �m)!4�(l +m)! �1=2 Pml (os#)eim� (168)Pro takto normované kulové funke platíYl�m(#; �) = (�1)m Y �lm(#; �) : (169)Pozn. Pøi hledání separovaného øe¹ení Laplaeovy rovnie jsme zjistili ¾e Pml (os#)eim� je vlastní funkíúhlové èásti Laplaiánu �
 s vlastní hodnotou �l(l+1). To má za následek, ¾e kulové funke tvoøí ortonor-mální bázi na prostoru funkí na sféøe.Pøíklad Pou¾ijeme pøedházejíí vztahy k výpoètu tvaru funke Y32. Pro zjednodu¹ení budeme poèítatnejdøíve Y3�2 k èemu¾ nám staèí jen jedenkrát derivovat pøi výpoètu Pml podle (167).P�23 = (1� x2)�1233! [(x2 � 1)3℄0 = 18(x2 � 1)x (170)Y3�2 =r 7 : 5!4 � 1! 18 sin2 # os# e�2i� =r 10532 � sin2 # os# e�2i� (171)Tedy Y32 =r 10532 � sin2 # os# (os�+ i sin�)2 =r 10532 � z (x+ iy)2r3 (172)Poznámka: Vykreslíme-li na povrh koule znaménko reálné èi imaginární èásti této funke uvidíme ètyøikladné a ètyøi záporné oblasti. Uva¾ujeme-li øe¹ení Laplaeovy rovnie r�4Y32(#; �), víme, ¾e nemá v oblastir > 0 extrém. Proto z extrému na nìjaké sféøe po radiále dojdeme a¾ do poèátku, kde si mù¾eme pøedstavitnatìsnané ètyøi kladné a ètyøi záporné náboje. Proto se øíká èlenùm rozvoje s l = 3 oktupólové. Podobnìmáme èleny kvadrupólové l = 2 a dipólové l = 1. Zadání úlohy do sbírky Pìstujeme kulové funke: Zkustevymyslet kolikapól odpovídá l = 4 a proè je bì¾nì u¾ívané oznaèení hexadekapól ¹patnì?Kulové funke díky svým zázraèným vlastnostem napøíklad umo¾òují okam¾itì øe¹it úlohu, kdy na povrhukoule je pøedepsán prùbìh napìtí U(#; �) a je tøeba urèit pole daleko od ní. My jsme to dokázali v pøípadì,kdy poteniál byl na povrhu koule roven nìjakému polynomu v kartézskýh souøadniíh tím, ¾e jsme øe¹ilisoustavu lineárníh rovni danou z èásti okrajovými podmínkami a z èásti Laplaeovou rovnií. Proto¾emultipólový rozvoj automatiky øe¹í polní rovnie, staèí urèit koe�ienty v rozvoji tak aby byly splòenyokrajové podmínky. Proto s pomoí kulovýh funkí zapí¹eme poteniál prostoru okolo hranièní sféry vetvaru multipólového rozvoje �(~r) = 1Xl=0 lXm=�lUlm Ylm (#; �)rl+1 (173)33



a jedna z mnoha kouzelnýh vlastnosti kulovýh funkíZ Ylm(#; �)Y �l0m0(#; �)d
 = Æll0Æmm0 (174)zvaná relae ortogonality nám umo¾òuje spoèíst pøímo koe�ienty rozvoje pro libovolný prùbìh funke U(#; �)takto �(j~rj = a) = U(#; �) = 1Xl=0 lXm=�lUlm Ylm (#; �)al+1 j � Y �l0m0& Z d
 (175)a tedy Z U(#; �) Y �l0m0(#; �) d
 = Ul0m0al+1 ; (176)neboli Ulm = al+1 Z U(#; �) Y �lm(#; �) d
 : (177)Axiálnì symetriká poleProto¾e pro osovì soumìrné rozlo¾ení nábojù vymizí integrál R 2�0 eim�d� pro m 6= 0, zjednodu¹í se souèetpøes m na jediný èlen, odpovídajíí momentùmql = ZV �(~r 0) r0l Pl(os#0) d3~r0; (178)kde jsme zavedli ql = ql0 a Pl(x) = P 0l (x). Za pøedpokladu axiální symetrie rozlo¾ení nábojù tak pro poteniálplatí 4��0�(~r) = 1Xl=0 ql Pl (os#)rl+1 (179)Jak je z de�nie vidìt, jsou Pl(x) polynomy stupnì l. NapøíkladP0(x) = 1 (180)P1(x) = x (181)P2(x) = 32 x2 � 12 (182)P3(x) = 52 x3 � 32 x (183)P4(x) = 358 x4 � 154 x2 + 38 (184)Také je na místì uvést vztah Pl(x) = 2l � 1l xPl�1(x) � l � 1l Pl�2(x) (185)který umo¾òuje ze snadno zapamatovalenýh hodnot P0(x) = 1 a P1(x) = x urèit v¹ehny dal¹í, stejnì tak,jako dokázat u¾iteènou vlastnost Pl(�1) = (�1)l (186)Pøíklad. Spoètìte momenty ql náboje o velikosti Q = 4��0 umístìného na ose z ve vzdálenosti z0 odpoèátku a z toho, ¾e budí známé oulombovské pole, odvoïte známý generujíí vzore pro Legenderovypolynomy 1p1� 2x os#+ x2 = 1Xl=0 xlPl(os#) (187)34



Legendrovy polynomy jsou vzorovým pøíkladem ortogonální báze funkí, na rozdíl od kulovýh funkí jejejih normalizae a fáze volena vztahem Pl(1) = 1 a tak relae ortogonality vypadá následovnìZ 1r�1 Pl(z)Pl0(z)dz = Z �0 Pl(os#)Pl0(os#)d os# = 22l+ 1Æll0 (188)a úplnost dokládá vzore1Xl=0 2l + 12 Pl(os#)Pl(os#0) = Æ(os#� os#0) = 1sin#Æ(#� #0) (189)Zde je expliitnì pøipomenut vztah Æ(f(x)) = 1=f 0 Æ(x� x0).Pøíklad. Jako prototyp netriviálního elektrostatikého pole nám nyní poslou¾í rovnomìrbì nabitá tyèka(náboj Q, délka 2a): 4��0�(~r) = Q2a ln z � a�p�2 + (z � a)2z + a�p�2 + (z + a)2 (190)Uva¾ujme hodnoty poteniálu na poloose z > 04��0�(z) = Q2a ln z + a+p(z + a)2z � a+p(z � a)2 = Q2a ln z + az � a = Q2a ln 1 + az1� az (191)Pøi uvá¾ení rozvoje ln 1 + x = x� 12x2 + 13x3 � 14x4 + 15x5 + ::: dostaneme4��0�(z) = Qz �1 + 13 �az�2 + 15 �az�4 + 17 �az�6 + :::� (192)Proto¾e platí, ¾e Pl(os 0) = 1, musí Q,Qa2=3,Qa4=5 atd. být koe�ienty q0,q2,q4 atd. v rozvoji (179).Pokud platí (178),(179) musí tyto koe�ienty souhlasit s pøímo spoètenými multipólovými koe�ienty(178) ql = Z a�a Q2a jzjl Pl(os#) dz; os# = zjzj = sgn z (193)Pro lihá l je integrand lihá funke (nebo» P2k+1(�1) = �1) a tak nenulové zùstanou jen sudé koe�ientyq2n = Q2n+ 1a2n (194)o¾ jsme vìdìli ji¾ z Taylorova rozvoje poteniálu podél osy z.Pøíklad Elektrostatiké pole rovnomìrnì nabité kru¾nie. Integraí je tento pøíklad øe¹en v Kvasniovìuèebnii a vede na eliptiký integrál. (Pozor na tiskovou hybku na str. 328, správnì je A = [r2 + a2 +2ar sin#℄1=2.) My si pov¹imneme, ¾e integrál (159) lze snadno spoèíst na ose Z, kde platí4��0�(Z) = Qpa2 + Z2 (195)Proto¾e 1p1 + z2 = � v(z) z < 11z v( 1z ) z > 1 ; (196)kde v(z) = 1� 121:1z2 + 1:322:1:2z4 � 1:3:523:1:2:3z6 + :::+ (�1)k1:3:5:::(2k � 1)2k:k! z2k + ::: (197)35



známe rozvoj �(Z) v okolí nuly i nekoneèna:4��0�(Z) = Qa "1� 12 �Za �2 + 38 �Za �4 � :::# Z < a (198)= QZ �1� 12 � aZ �2 + 38 � aZ �4 � :::� Z > a (199)Víme, ¾e øe¹ení Laplaeovy rovnie lze psát jako4��0�(~r) = 1Xl=0 qlrl+1Pl(os#); os� = zr (200)pro dostateènì velká r a podobnì 4��0�(~r) = 1Xl=0 �qlrlPl(os#); (201)v okolí poèátku, platí-li tam, ¾e �� = 0.Proto mù¾eme v (198-199) nahradit èleny Zl výrazem RlPl(os�) ve vnitøním rozvoji a èleny Z�l�1výrazem R�l�1Pl(os�) v rozvoji vnìj¹ím, tedy platí4��0�(~r) = Qa "1� 12 �Ra �2 P2(os�) + 38 �Ra �4 P4(os�)� :::# Z < a (202)= QR �1� 12 � aR�2 P2(os�) + 38 � aR�4 P4(os�)� :::� Z > a (203)Uva¾ujeme-li souèet a¾ do èlenù (R=a)6 resp. (a=R)6, dopadne porovnání souètu øady a pøesného øe¹enítakto:U ekvipoteniál pøibli¾ného øe¹ení na Obrázku 10 mù¾eme pozorovat poruhy poblí¾ koule r = a. Ty jsouzpùsobeny konem konvergene øady, mù¾eme se na nì také ale dívat jinak.Cvièení: Øeknìme, ¾e budeme studovat vý¹e zkonstruované pole je¾ získáme unvitø i vnì rozvojem donìjakého koneèného l. Jaké nábojové hustotì odpovídá? Návod: Nejsnáze lze výsledek spoèíst spoètenímskoku elektriké intenzity na povrhu sféry r = a bereme-li uvnitø (202) a vnì (203).
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Obrázek 10: Ekvipoteniály pøibli¾ného a pøesného pole prstene.
37


