Poznamky k prednasce Klasicka elektrodynamika,

Uvod

Fyzikdlni pole je naslednikem principu pusobeni na dalku. V klasické predstavé zprostiedkovava pole
vytvarené jednim zdrojem pusobeni na druhy zdroj. Jiz v této primitivni verzi musi polni teorie popsat
jak zdroj pole vytvari, jak se pole §iii z bodu do bodu a jak pusobi pole na jiny zdroj. Hezkd teorie pak
musi toto vSe ucinit v souladu s obecnymi fyzikalnimi principy. V této pfednésce budeme zkoumat jak de-
tailni vlastnosti polni teorie popsané Maxwellovymi rovnicemi, tak nalézat feseni téchto polnich rovnic pro
ruzné situace. Obecné vlastnosti jste z hledisek nejvznesenéjsich probirali predevsim v pfednédsce Specidlni
Teorii Relativity. My nastoupime do konkrétni inercidlni soustavy a v ni budeme hledat detailnéjsi pochopeni
vyznamu téchto polnich rovnic.

Pro zvyseni zmatku ale casto budeme polem minit i pouhou funkci tii prostorovych a piipadné jesté
jedné ¢asové soutadnice. Napiiklad budeme mluvit o poli bazovych vektort abychom zvyraznili, Zze v ruznych
bodech prostoru maji uvazované bazové vektory ruzné zmeény.

Skalarni pole

je tedy v nejvétsi obecnosti termin oznacujici skalarni funkci t¥i prostorovych a jedné ¢asové souradnice. V
této prednasce budeme az na vyjimky pracovat v 3+1 notaci, vektory budeme rozumét vektory tiirozmérné,
¢as bude samostatnou “soufadnici”’, podobné jako tomu bylo tieba v teoretické mechanice. Skalarni pole je
tedy néjaka funkce ®(Z,t).

V predmétech, které se néjak odkazuji na dynamiku, je zapotiebi studovat zmény pole. V nasem 3+1
pojeti odlisujeme ¢asové a prostorové zmény. Proto v teoriich budou vystupovat ¢asové derivace 0; a pros-
torové derivace, napiiklad 9,0y, 0,. Protoze soufadnice v prostoru budeme ¢asto volit i jiné, nez kartézské,
budeme se snazit uzivat pro prostorové derivovani symbol V. To, ze vystacime s timto symbolickym zapisem
misto explicitniho derivovani podle jednotlivych soufadnic je dusledek kvalit studované teorie. Ma-li byt
teorie nezavisla na volbé soufadného systému, nemohou v ni vystupovat libovolné kombinace 9,9y a 9., ale
jen takové, které lze zapsat s pomoci V. Pro pripomenuti, ze specialni teorii relativity vite, ze v lozertzovsky
invariantni teorii se i prostorové a casové derivace museji vyskytovat ve vhodnych kombinacich.

Isoplocha (Ekvipotenciila)

Znézornovat hodnoty skaldrntho pole 1ze rizné, nejstarsi a pro védecké ucely nejintuitivnéjsi je zakresleni
tzv. isoploch (ekvipotencidl) — mist stejné hodnoty pole. Ve tfech dimenzich predstavuje rovnice ® (&) = P
rovnici plochy. Casto zakreslujeme priseciky isoploch odpovidajici riznym hodnotdm @y s né&jakou jinou
plochou, ¢imz dostavame sadu car spojujici mista se stejnou hodnotu.

Vektorové pole

Vektorové pole se od skalarniho odlisuje tim, ze jde o vektorovou funkci. To znamend, ze jde o tii funkce

skaldrni popisujici slozky pole v néjaké bazi. Formélné piseme E(Z,t). Pfi praci budeme ale potfebovat umét

zapsat hodnoty konkrétné. Prvni moznosti je konstruovat vyraz pro hodnotu jako vektorovy vyraz z vektoru
pruvodice, feknéme
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Z praktickych divodu budeme ale nejcastéji postupovat tak, ze pouzijeme nekartézskou soufadnici (feknéme
r) a také pomocna vektorovd pole (v tomto pifpadé &, = 7/|7] — pole jednotkovych vektori mificich ve sméru
pruvodice) a vyslednou vektorovou funkci zapiSeme pomoci jejich kombinace

B@) = L _¢& . (3)
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Figure 1: Ekvipotencidly a silocary elektrostatického pole dvou vodivych kouli. Prava je uzemnéna.

Rovnice silocary

Pii znéazorinovéni vektorového pole je nejobvyklejsim zpusobem kresleni silo¢ar. Tento termin neni zcela
presny, kdyz mluvime o poli, pro které nejsou silové icinky rovnobézné s vektorem polni veli¢iny, tfeba u
pole vektort rychlosti mluvime o proudo¢érdch. Jde o kiivky Z(s), které jsou v kazdém bodé rovnobézné s

vektorovym polem:
d =
SLH(s) = As) B(i(s)) (4)

Koeficient imeérnosti A(s) je libovolnd funkce a volime ji tak, aby tato soustava ti{ obycejnych diferencidlnich
rovnic byla co nejsnéze Tesitelna.

Je-li vektorové pole gradientem néjakého skaldrniho potencialu, jsou silocary na ekvipotencialy kolmé, jak
uvidime az se budeme zabyvat operaci grad.

Slozky nebo nabla tecka?

Pii obecnych tvahach v elektromagnetismu muzeme vzdy volit mezi dvéma zépisy. To Ze, napiiklad, v
elektrostatice je elektrické pole nevitivé muzeme ekvivalentné zapsat jako

GijkajEk =0 (5)

nebo . .
rot E=VxE=0. (6)

Protoze druha varianta je obvykle ¢itelnéjsi, budeme ji pii obecnych ivahach upfednostinovat, zatimco prvni
prijde vhod pfi chdpéni podstaty nékterych tprav, feknéme

rot grad ® =0 oproti €100, =0 . (7)
Postupne si ale vybudujeme seznam identit, pii jejichz uziti jiz nebudeme muset prechazet do slozek. Napft.

grad fg =V(fg) =gVf+ fVg=ggrad f+ f grad g (8)



nebo
div fJA=V.(fA) = fVA+AVf=fdivA+A grad f . (9)

Elektrostatika ve vakuu

Protoze uplné Maxwellovy rovnice predstavuji relativné komplikovanou soustavu linedrnich parcidlnich difer-
encialnich rovnic, soustifedime se nejdiive na dulezitou soucast Maxwellovy teorie — popis neménnych ¢isté
elektrickych poli ve vakuu. Jak vime je tato redukce moznd jen v konkrétnim inercidlnim systému, nebot
rozdéleni na elektrické a magnetické pole je dano projekci tenzoru elektromagnetického pole na ¢tyirychlost
pozorovatele.

Zakladni veli¢inou v elektrostatice je elektrickd intenzita E. Jdeo veli¢inu, ktera byva obvykle definovana
operacionalisticky: vlozime-li v misté Z do elektrického testovaci(!) nédboj ¢, je polem tlacen silou

F = q¢E@) . (10)

Elektrickd intenzita tedy predstavuje veli¢inu polni (muze se lisit bod od bodu) a vektorovou (mé velikost a
smeér; nesmime ovSem zapomenout, ze o vektoru mluvime jen z hlediska prostorovych transformaci).

Jak se lisi elektrickd intenzita bod od bodu? To urcuji polni rovnice — pro elektrostaticka pole ve vakuu
maji tvar

div E = —p (11)
rot £ = 0 (12)

Tyto rovnice predstavuji soustavu 4 rovnic pro 3 neznamé slozky vektorového pole E (Z) anabddaji k otdzkam:
Je mozné aby takova soustava nebyla preurcena? Jak se déli operatorem div?
P#i hledédni feSeni téchto rovnic uvdzime nejdiive naivnf ale velmi uzite¢nou prestavu zdroju jako seskupeni
spousty bodovych néboju.
Zacénéme obvyklym uvazenim Coulombova zdkona ve vakuu
/ = =

B@) = ¢ F =1 "2

(13)

— —,

T e |T— 7P

Tento vztah popisuje jednak silu ﬁ7 jiz na naboj velikosti ¢ nachdzejici se v misté & pusobi ndboj ¢’ nachazejici
se v misté Z'. Zéroven ale také popisuje elektrickou intenzitu v misté misté & jiz zde budi ndboj ¢’ nachédzejict
se v misté &’. Pro uréen{ elektrické intenzity tu ale jiz mame rovnice (11-12). Budeme tedy muset zkoumat,
zda jsou obé urceni v souladu.

Nejdiive si povsimneme, co maji oba vztahy spoleéné — tzv. princip superpozice. Pro polni rovnice plati,
7e elektrické pole zpiisobené nabojovou hustotou p1 (&) + p2 (&) je souctem poli Ey(Z) + Ea(7), kde Ey () je
fedeni (11-12) s pravou stranou danou nabojovou hustotou p1 () a podobné pro E, (7). Podobné Coulombiiv
zékon zobecnime tak, Ze elektrické pole buzené soustavou ndboju je souc¢tem poli od jednotlivych nédboju.

Pii zkoumani souladu Coulombova zdkona a polnich rovnic nardzime na piekazku danou rozdilnou po-
vahou néboju v obou piistupech. V polnich rovnicich je zdrojem v prostoru rozlozend nabojova hustota, v
Coulombové zdkoné je to bodovy naboj. Pro pfipomenuti nejdiive velmi stru¢né zopakujeme postup obvykly
v ucebnicich pro tvodni kurz. Nébojovou hustotu si pfedstavime tvofenou velkym mnozstvim bodovych
naboju. Soucet elektrickych intenzit od jednotlivych ndboju je pak misto sumy dan integrdlem
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Nyni je tfeba ovérit, ze takovéto pole spliiuje polni rovnice. Kupodivu to ale neni pfimocaré — matematici
ndm totiz nepovoli prohodit derivace z operatoru divergence a rotace a integral vyskytujici se v (14). Kdy-
bychom jejich zdkaz ignorovali dostaneme, ze takto definované elektrické pole ma divergenci nulovou. Proto
prichazi na fadu



Gaussova véta

Nenf bez zajimavosti, ze Gaussovu vétu (pro gravitacni pole) objevil o padesét let diive Lagrange. S pouzitim
moderniho znaceni ji zapisujeme takto

divE(2)d*7 = E(Z) . dS . (15)
Q o0
Slovy fec¢eno: objemovy integral skaldrni veliciny dané divergenci vektorového pole pies objem 2 je roven
plognému integrélu, tj. toku této vektorové veli¢iny skrze plochu 09X, kterd tvoii hranici uvazovaného objemu.
V elektrostatice se rovnost téchto veli¢in 1épe vyjadii vztahem
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Q= [ paris = [dvaB@is = § wf@. s, (16)

ktery fikd, ze ndboj Qq libovolné rozlozeny uvniti objemu € vytvaii takové elektrické pole, jehoz tok skrze
hranici uvazovaného objemu je roven tomuto néboji.

Figure 2: Tlustrace ke Gaussové vété — vyruseni se piispévkiu pies vnitini plogky.

V limité vétsich a vétsich objemu majicich tvar koule s povrchem rostoucim jako kvadrat jejtho poloméru
dostavame tak zndmé chovan{ coulombického pole ~ 1/72, v limité nekoneéné malych krychli¢ek ¢i kulicek
obsahujicich bod &, jejichz objem ozna¢ime Vo, pak dostavame alternativni definici divergence vektorového
pole

e . 1 (= U
divE(Z) = Vlérilo Vo Do E(@) .dS". (17)
S jeji pomoci je Gaussova véta velmi nazornd: Velky objem si pfedstavime jako hromadu velmi malych
krychlicek. Pravé strana (15) md vyznam souctu pfes objem vsech krychlicek, levd souctu pfes orientovany
povrch vech krychlicek. Pravé to ze, jde o orientované plosky zpusobi vyruSeni piispévki uvniti velkého
objemu, zustane jen integral pfes jeho povrch. To, Ze (17) opravdu predstavuje diferencidlni operaci tvaru
V.E , ukdzeme v ¢asti vénované kiivocarym souiadnicim.

Aplikaci takto definované divergence za pouziti Gaussovy véty pro bodovy ndboj (21) snadno nahlédneme,
7e elektrickd intenzita uréend vztahem (14) splituje rovnici divE = p/eo. Splnéni vztahu (12) lze podobné
ovéfit po zavedeni alternativni definice operatoru rotace, coz vsak odlozime. Misto toho se spokojime s
prirozenym argumentem, ze superpozici poli s nulovou rotaci (tzv. polf nevifivych) dostaneme také nevifivé
pole. Navic v urcitych situacich lze elektromagnetickou indukci chapat jako zdroj pro rotE a tak budeme
pozdéji tuto ¢ast diskutovat podrobnéji.

Vime jiz, ze elektrickd intenzita spoctena podle (14) spliiuje rovnice elektrostatiky. Ignorujeme-li prozatim
otazku existence piislusnych integralu, znamenda to, Zze polni rovnice nejsou preurcéené: pro vSechny pravé
strany — nabojové hustoty existuje pole v souladu s polnimi rovnicemi. Jsou tu jesté néjaka dalsi feseni
odpovidajici stejné nabojové hustoté, nejsou ndhodou polni rovnice nedouréené? A pokud ano, co rozhoduje,
které feSeni “ve skute¢nosti” opravdu nastane?

Jsou-li Ey a Fy dvé feSeni odpovidajici téZze ndbojové hustoté p, muzeme pii uplatnéni linearity polnich
rovnic dojit k zavéru, ze obé TeSeni se mohou odlisovat o libovolné feseni homogennich polnich rovnic



popisujicich pole bez naboju. Existuji takova pole v elektrostatice? Ukéze se, ze jich jsou spousty. Abychom
o nich mohli pofadné mluvit budeme ale muset pockat. Spokojime se s jedinym piikladem, jimz je homogenni
elektrické pole vypliujici cely vesmir, a budeme doufat, ze i ostatni feSeni homogenni rovnice pochazeji od
naboju pfesunutych za hranice vesmiru. Polni rovnice zde pouzivané jsou zbytecné slozité na piesnéjsi formu-
laci jednoznacnosti feseni a tak uzavieme naSe zkoumani: poc¢itame-li elektrickou intenzitu jako superpozici
coulombickych poli vztahem (14), dostaneme jedno z feSeni polnich rovnic — to, které predpokldda neexistenci
dalsich naboju a to i za hranicemi vesmiru.

Na cvicenich poslouzi Gaussova véta jako nastroj pro urceni pole v symetrickych situacich. Nalezneme
pole rovnomeérné nabité koule, nekonecné dlouhého valce a nekone¢né veliké rovnomérné nabité vrstvy.

Diracova d-funkce

Ukazuje se, ze chdpani bodového naboje jakozto specidlniho prubéhu ndbojové hustoty a nédsledujici zobecnéni
tohoto vede k dulezitym metoddm pro feSeni{ linedrnich (parcidlnich) diferencidlnich rovnic. Pfedevsim,
nabojova hustota jednotkového bodového naboje neni slusna funkce — sama nula a v jednom bodé nekonecno.
To nekonecno ale neni jen tak obycejné, je jednotkové. Nabojova hustota dvakrat takového bodového nédboje
mé to nekoneéno dvakrat vétsi (... pocitdni s nekoneény je vyzva pro matematiky).
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Figure 3: Tlustrace k zavedeni §-funkce jako ndbojové hustoty bodového néboje.

Chceme-li tedy pracovat s témito zobecnéniymi funkcemi, budeme muset obétovat jednu dulezitou vlastnost
funkci — funkéni hodnotu. Za tuto cenu bude mozno ponechat v platnosti jiné dulezité vlastnosti funkei,
predevsim pravidla jez funkce spliiuji pii integraci. To neni ndhoda — ndboj, tedy integralni veli¢ina je
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zavedeme tzv. zobecnéné funkce neboli distribuce:

e Nébojovou hustou jednotkového bodového nédboje v pocatku soutadnic oznacéime §2(Z), nééim, co je
nula pro vSechna & # 0 a vhodné nekoneéné v pocatku.

e Sidli-li takovy jednotkovy naboj v bodé &, bude ndbojova hustota popsana distribuci 63 (% — &), prave
pro & = Z bude totiz argument §-funkce nulovy.

e Integral nabojové hustoty pfes objem 2

1 Z uvnitt Q
8% — & )d*xr = 0 & vné Q (18)

Q nedef. 2’ na hranici Q

e Nebude-li ndboj jednotkovy, ale bude mit velikost ¢’, vyjadifme hustotu jako ¢’ 63 (% — 7).



e Protoze d-funkce je nulova s vyjimkou bodu, kde ma nulovy argument, jsou totozné nasledujici ndbojové
hustoty f(%) 63(% — ') a g(¥) 63(& — 7’) pravé kdyz se dvé (obycejné) funkce f a g rovnaji v bodé 7,

tj. f(@) = g(&).

e Nasobeni §-funkce obycejnou funkci se tedy shoduje s ndsobenim obycejnou konstantou a tedy

f(@)8% (% — 2)d3x = f(@)e3(z — &)dPx = f(2) /R 83z — &Pz = f(T) (19)

R3 R3

e Hezké funkce jsou distribuce, d-funkce je distribuce, distribuce vynédsobend hezkou funkci je distribuce,
soucet distribuci je distribuce.

e Pii integraci distribuce spliiuji vétu o substituci, o souc¢tu integrala atp.

e Vystupuje-li distribuce v integrdlech ndsobend dostate¢né hezkou funkei, spliuje pravidla integrace per
partes a ji podobnd vicerozmérnd zobecnéni.

e Rovnost dvou distribuci se pozna podle rovnosti jejich vlastnosti pod integralem.

e Prostor zobecnénych funkci je iplnéjsi. Specidlné plati, Ze bodovy naboj jako vysledek zmensovéni
napf. homogenné nabitych kulicek ma mezi distribucemi obdobu v J-funkei jako limité na jednotku
normovanych funkei imérnych charakteristické funkei téchto kulicek — viz. Obr. 3

Polni rovnice s distribuci na pravé strané

Je snadné se presvédcit, ze elektrické pole bodového néboje spliiuje vSude podminku nulové divergence,
jakkoli pouzité tipravy nedavaji smysl v misté, kde tento bodovy naboj lezi — tam musi byt ndbojova hustota
nekoneénd. Tuto vlastnost muzeme zapsat vztahem

— —
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div jﬂﬁ = ¢ BE-T). (20)
Tento vztah je tvrzenim o rovnosti dvou distribuci a nedokazuje se porovnavanim funkénich hodnot, nybrz
rovnost{ obou stran pod integra¢nim znaménkem, piipadné duvérujeme-li v iplnost prostoru distribuci jako
limita poli nebodového naboje.

Vyznam rovnosti dvou distribuci si pfiblizime z pohledu a) fyzikdlné motivovaného a b) matematic¢téji
presnéjsiho. a) V jednom z boda, jimiz jsme zavedli distribuce se bez dalsich podrobnosti #ik4, Ze rovnost
distribuci se pozné podle jejich rovnosti pod integra¢nim znaménkem. Budeme-li na distribuce nahlizet jako
na jisty druh nespojitého rozlozeni naboje, lze kritérium rovnosti distribuci chapat tak, ze paklize poc¢itame
mnozstvi ndboje v néjakém objemu (coz je integrél z téchto distribuc{) daji obé distribuce stejné vysledky
pro stejné objemy. Leva strana mé tvar uplné divergence, takze ji pfevedeme na plosny integral a protoze
plati

1 7 uvniti V

1 #-& - 1 d 1
f fim.dS:]{ %: f —dQ = 0 &  vneV (21)
o 1¢] | 3]

A |7 — 23 A |& — T 47 ~ ..
v | | 14 | 4 nedef &' na hranici V

vidime, ze levd strana se chovd jako bodovy naboj v bodé &, tedy jako strana prava.
b) ProtoZe je prostor distribucf bohatéi nez jen kombinace prostoru spojitych funkci a o-funkci je z

platit || rs V(T) f(Z) = | R V(T g(Z)d®>x. Nam jak uvidime staéi aby funkce 1 byla hladkd a nulovd v
nekoneénu, pro seri(')zni préici potfebuji matematici testovaci funkce jesté o néco hezéi. Zatimco prava strana
(20) okamzité déva [ ()¢ 6*(Z — T')d*x = ¢'¢(Z), levou stranu

¢ T-F

upravime pomoci identity V.@[}/_l' = /T.Vw + z/)V./T na rozdil dvou integrala, pficemz prvni ma tvar uplné
divergence:

= / 7 _ 5
/le [ q— ; - } d*x — qTr gradiy(7) . 2Ty (23)



Protoze podle Gaussovy véty piejde prvni integral na plosny integral ptes hranici integra¢ni oblasti, jiz je
nekonecné velikd sféra na niz ¢ vymizi, zbyde jen druhy z integrali. Po zavedeni posunutych soutadnic
7 = ¥ — @ (jakobidn téhle transformace je jedna) a zdpisu integrace d3y = r2dr dQ0 a zavedeni funkce
O(y) = (7§ + &) = ¥(F) se ukaze, ze skalarni soucin gradientu v a radidlniho vektorového pole §/|7]® d4
soucin radidlni derivace (9,®) a velikosti zminéného vektorového pole, tj. r~2. Proto miizeme psat

_ —Z—W/@fb(r,&,qﬁ).dr a0 — —j—ﬁ/@ﬁ?(r,@,d)) dr / i = —q [BE)F = —q v(@) (24)

Protoze se tedy oba integrély rovnaji pro vSechny hezké funkce (%) (jez spliuji ¥)(co) = 0), predstavuji obé
strany (20) tutéz zobecnénou funkci. Pozn. Povsimnéte si vyznam dukazu, kdyz ve vSech vztazich polozite

¢ =1 a (@) = p(Z)/eo.

Aplikaci divergence na (14) pak za pouziti rovnosti (20) dostdvdme potvrzen{ splnéni polnich rovnic

—’/

div E(7) = dlv— /d?’x’p ') ‘; I
1 1 72-2
— d3 ! di
€0 / @ () Vir |7 — &3
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Jinak feCeno, zjisténi, ze divergence pole bodového naboje je distribuce imérnd Jd-funkci ndm umoznuje
prohazovat diferencidlni operator div a integra¢ni znaménko.

Obdobné bychom zjisténim, ze elektrické pole bodového naboje ma nulovou rotaci ve smyslu distribuci
dokézali, Ze i druhd polnf rovnice je feSenim (14) splnéna.

Potencial elektrostatického pole

Rovnice rot E = 0 znamena, ze elektrostatické pole je gradientem néjaké skalarni funkce. S pfihlédnutim ke

konvenci se zavadi .
E(X) = — grad ®(%) (25)

Toto tvrzeni je silngjsi nez pouhd identita rot grad u(Z¥) = 0, protoze iika, ze v elektrostatice lze kazdé
elektrické pole pséat jako gradient jisté skalarni funkce. Zda je to opravdu mozno ucinit v celém prostoru
je nelehkd otazka, jejiz vyjasnéni spadd do pokrocilé matematiky. Budeme zatim predpokladat, ze v ramci
elektrostatiky jsou pfiislusné matematické pozadavky splnény a pii vykladu elektromagnetické indukce si
ukazeme, jak tyto pozadavky souvisi s fyzikou.

Samoziejmé také vidime, ze rovnice (25) neurcuje potencidl ®(Z) jednoznaéné, pii jeho vypoctu z E méme
dan jen rozdil potencidlu mezi libovolnymi body vztahem

B(Zy) — B(7) = — /x E .dl. (26)

Libovile budeme vyuzivat k tomu, ze dulezitym mistim, jako je nekoneéno nebo povrch jistého vodice
prifadime nulovy potencidl.

Vyse uvedenou primou integraci elektrické intenzity 1ze nalézt, ze potenciél elektrostatického pole bodového
naboje je
¢ 1

dmeg | — &|

(27)

o(7) =

Zavedenim potencidlu jsme jednu polnf rovnici splnili automaticky (tu homogenni), z druhé pak dosazenim
za E podle (25) dostdvdme rovnici Poissonovu

AB(7) = —%p@). (28)



Protoze vime, Ze nabojova hustota bodového naboje je imérna J-funkci, nepiekvapi Laplacetv operator
A = V.V pusobici na 1/|Z — Z'| je opét distribuce a ze plati nésledujici dulezity vztah
AL _ 4 83z - 1) (29)
|7 — 2| '
Stoji za to pochopit tento vztah z hlediska limitniho procesu. Pfedevsim s vyuzitim translacni invariance
operatoru A staci kdyz budeme zkoumat pusobeni laplacidnu na funkei 1/r. Abychom se vyhnuli nekone¢nu
v bodé r = 0 nahradime v blizkosti nuly (uvniti koule o poloméru a) funkei 1/r kvadratickou funkef tak,
abychom mohli bez potizi spocist druhé derivace obsazené v laplacianu

2_ 2
3a2a3r r<a
% r>a

u(r) = (30)

Takto definované vylepseni (funkce u(r) mé spojité funkéni hodnoty a prvni derivace) prejde pro a = 0 ve
funkei 1/r. Vime-li, ze Au(r) = (ru(r))” /r, snadno spocteme, ze

=3 _ o1
Au(r) = o3 47TVk(a) r<a ’ (31)
0 r>a

kde Vi(a) oznacuje objem koule o poloméru a, tedy oblasti, kde je Au(r) nenulové a nabyva konstantnf
hodnoty —4m/Vi.(a). Z toho je vidét, ze tato funkce ptedstavuje piiblizeni funkce —47 63(#). Na cviceni
tentyz piiklad fesime jako problém prubéhu potencidlu ®(r) = —%u(r) rovnomérné nabité koule a jeji
limity jako bodového naboje — pii zachovani celkového naboje @ musi jit v této limité nabojova hustota do
nekone¢na jako Q/Vi(a).

S pouzitim (29) v souladu s pfedstavou o spojitém nabojovém rozlozen{ jako soustavé bodovych naboju
dostavame z potencidlu jednoho bodového nédboje potencial buzeny spojitym rozlozenim naboje

(7)) = /‘Lq/ L _ /p(f') LI (32)

dreg |T— 2| dmeg | — 7|

Misto integralu z vektorové veliciny nyni staci pii hledani pole buzeného nabojovou hustotou p pocitat
jiz jen jediny trojny integrdl. Presto je diky pfitomnosti odmocnin ve jmenovateli jeho analytické nalezeni
vzécné. A to i v piipadé, kdy uvazujeme plosné ( a nékdy dokonce jen linedrni ) ndbojové hustoty.
Metoda Greenovy funkce

Ackoli (32) pfedstavuje znamy vztah, je vhodné zminit, ze patii do jisté dulezité tiidy formulek. V linedrni
algebfe se zkouma feseni konecné-rozmérné lohy

AT = b (33)

mimo jiné lze tuto ulohu fesit tak, ze pro vsechny bazové vektory €; nalezneme konkrétni feSeni tilohy

Agi = € . (34)
Rolozime-li pak vektor b = b;€;, kde b; predstavuji koeficienty b v dané bézi, muzeme pro feSeni psat
T = b g . (35)

—

Resfme-li v elektrostatice tilohu (28), piedstavuji funkce pz (&) = 6*(# — &) obdobu bézovych vektorti &;
s tim, Ze diskrétni index 4 je pro tento problém nahrazen “spojitym indexem” #’. Rozklad pravé strany do
béze mé pak misto sumy tvar integralu

pa) = [ old) 8@~ 7) s (36)

Za povsimnut{ stoji, Ze bazové funkce §(Z — &) jsou jistou obdobou diskrétniho &;;, nebot koeficienty v
této bézi jsou rovny pfimo funkénim hodnotdm. Nalezneme-li pro kazdou bédzovou funkci pz (Z) piislusny
potencial &z (Z) takovy, ze
o 1 "
M) = — = po(@). (37)



muzeme jejich slozenim ziskat FeSeni Poissonovy rovnice

p(@) 1
dmeg | —F|

O(%) = / p() @z (T) d*z’ = / d3z’ (38)

Funkce
1 1

() = — ——
# (&) deg | T — &

(39)

tedy potencidl buzeny jednotkovym bodovym nébojem se proto téz nazyva Greenovou funkef (diferencidlniho)
operatoru —egA. Pozdéji uvidime, ze ruzné hraniéni podminky povedou k jeho riznym Greenovym funkeim.

Plosné a linearni nabojové hustoty

V integrélech, které jsme doposud napsali je mirou pfispévku k integraci mnozstvi nédboje, nikoli samotny
objem a tak kromé nabojové hustoty p zavadime jesté hustotu plosnou o a linearni A vztahem

df = p(@)dV(Z) = o(@)dS(F) = M@ )dI(T) . (40)

Naptiklad plocha nabitd danou plosnou nédbojovou hustotou budi pole

. o(@) 1 ,
) = . 41
(@) / dmeq |2 — 2 s (41)

Pole buzené soustavou objemovych, plosnych, linedrnich a bodovych naboju tak dostaneme jako soucet
prislugnych tii-, dvou- a jednorozmérnych integréli a potencidlu piislusnych bodovych nédboju. Pojem dis-
tribuce jsme zavedli abychom dokézali reprezentovat bodové naboje jako zldstni druh objemové nabojové
hustoty 63(& — #'). Podobné je mozno distribucemi popsat i plogné a linedrni nabojové hustoty. Ukézeme si,
jak to vypada pro plo$né rozlozeni naboje.

Plocha na niz je ndboj rozlozen necht je pro jednoduchost popséna explicitni rovnici » = a tedy plocha je
totozna se soufadnicovou plochou v néjakych kiivocarych souradnicich (pro jednoduchost vybrany soufadnice
sférické). Nébojovd hustota je pak popsdna distribuci o (6, ¢)d(r — a), tedy nula viude kromé stéry r = a. S
vyuzitim vztahu [ §(z — a)f(z)dz = f(a) ! mizeme pro celkovy ndboj psat

Q = /p(f’) 3z’ = /p(r,@,d)) r? dr dQ = /U(H,d))é(r—a) 2 dr dQ (42)

= /0—(9@) dQ /5(r—a) r?dr = a2/0(0,¢)dﬂ = 4na’7 (43)

tedy ndboj je (samozfejmé) roven sou¢inu povrchu koule a pramérné ndbojové hustoty 6. Pokud je plocha
popséna implicitn{ rovnici napt. f(z,y,z) = 0 je vypocet komplikovanéjs{ (viz Prosemindi teoretické fyziky).

Jesté jedna vlastnost jednorozmérnych d-funkei ndm ptijde vhod — jsou to totiz derivace skokovych funkci.
Ve smyslu distribuci totiz plati

%%sgn(m—a) = %@(x—a):d(x—a). (44)

Provést dukaz této rovnosti opét znamend ukédzat rovnost obou stran pod integra¢nim znaménkem

< d

< i
dx

[ Y@)]dz = (a),
(45)
pro pochopeni je ale lepsi studovat limitu spojitych aproximaci skokové funkce a jejich derivaci, (chdpana
jako limita plosného naboje popisuje tento limitni proces zten¢ovani nabité oblasti pii zachovani celkového
naboje).
Vime-li, ze ndbojova hustota nabité roviny z = 0 je 0d(z), vidime, Ze elektrické pole nabité roviny uvedené
v nésledujicim odstavci mé divergenci rovnou této zobecnéné funkci.

/Z Wx)% O(z—a)dr = [(x) @(x—a)]gooo_/

— 00

W(2)] O(z—a)dz = o—/

a

1Vztahy platici pro jednorozmérné §-funkce jsou piehledné uvedeny v dodatku II v [Kvas]



Nabita rovina z = 0 s konstantni ndbojovou hustotou ¢ budi v prostoru pole popsané

@) = —5-lel . E@) = - sen(z) & . (46)
€0
Protoze rozumnou plochu a na ni sidlici ndbojovou hustotu si v dostatetné blizkosti muzeme nahradit
rovinou s konstantni ndbojovou hustotou ma predchézejici feseni §irsi vyznam. Specidlné je ilustraci znamého
dusledku Gaussovy véty: elektricky potencial pii prechodu nabitou plochou je spojita funkce, jeho derivace
se ale skokem mén{ o o/e.
V tvodni pifednésce Elektiina a Magnetismus jste zavedli plosnou divergenci

Div E = @.(Ey, — Ey) , (47)

v

kde 77 je jednotkova normadla k plose oddélujici oblasti 1 a 2 mifici z oblasti 1 do 2. S jeji pomoci se pak pise

= 1
DivE = —o. (48)
€0

I v pfipadné plosnych naboju zustava v platnosti vztah E(i") = — grad ®(Z) pouze je vyslednd elektrickd
intenzita nespojitd. Podrobnéji se budeme zabyvat nespojitostmi poli pii studiu chovani Maxwellovych
rovnic na rozhrani dvou prostfedi. V prednésce se naopak nesetkdme s nespojitym elektrickym potencidlem,
ktery si ndzorné muzeme piedstavit jako limitu kondenzatoru s nekonecné tenkym dielektrikem, kdy pfti
ztencovani neménime napéti a tedy zvysujeme naboj. Vysledkem je nekonecnd elektricka intenzita v misté
skoku potencidlu — vice napf. v [SeSt, odst. Elektrickd dvojvrstva).

Linedrni naboje jsou na rozdil od plosnych obklopeny nekoneéné silnym polem. V jistém ptiblizeni
muzeme na linedrni ndboj zblizka pohlizet jako na piimku s konstantni ndbojovou hustotou a tak stoji uvést
vlastnosti poli zde.

Nabita pfimka tvofend osou z na niz je rozprostiena konstantni ndbojova hustota A je obklopena polem

. 1
ANNG M@ZA — R . (49)

®(7) = 2meg R

27meg

Oba vztahy lze snadno ziskat z Gaussovy véty zvolime-li integra¢ni objemy respektujici symetrii problému.
Oproti bodovému néboji E ~ r~2 jde intenzita pole do nekoneéna s pievracenou hodnotou vzdalenosti.

Na cvicenich spoc¢teme za pouziti pfimé integrace potencidl rovhomérné nabité tsecky a kruznice, tato
pole nam pfi vykladu multipélového rozvoje poslouzi jako piiklady axidlné symetrickych poli.

Symetrie

Symetrie daného problému je dédna operacemi, které muze nékdo s poli a zdroji uc¢init za nasimi zady, aniz
bychom to poznali. Tolik definice symetrie dle Prof. Kvasnici. Z této definice je zfejmé, ze symetrie problému
tvori grupu — mohu neudélat nic, u¢inénou zménu mohu vratit a nebo k ni pridat dalsi. Pro naSe potieby
nebude piilis vyznamnd sama struktura symetrii, spiSe dopad jistych symetrii na tvar poli.

Pro nase potieby vystacime s nékolika symetriemi: transla¢ni, axidlni a sférickou.

Translacni symetrie odpovida situaci, kdy po posunuti zdroji a poli o libovolny nasobek jistého sméru
7 dostaneme tutéz situaci. Jde o piipad, kdy je pole vytvdfeno objemovou nabojovou hustotou spliujici
podminku p(Z + sfi) = p(Z) nebo soustavou navzdjem rovnobéznych vodi¢t neménného prutezu. Vysledné
pole (nevnucuji-li ndm okrajové podminky néco jiného) bude mit podobnou vlastnost. Zapiseme ji snadno
jak pro potencidl ® (& + sit) = ®(Z), tak pro elektrickou intenzitu E(Z + sii) = E(Z). Rovnost dvou vektori v
ruznych bodech tu nezpusobuje komplikace. Obvykle volime smér 7i = €, a tak muzeme psat p(z,y), ®(z,y)
a E (z,y), tedy, ze zaddnd veli¢ina nezavis{ na soufadnici z. Adaptace souradnic: Pii volbé soufadnic jsme
vzali v ivahu symetrii problému. Pro jinou volbu by symetrie problému nebyla tak dobte vidét. Navic —
méné proménnych znamena méné netrividlnich parcidlnich derivaci v polnich rovnicich a to usnadnuje jejich
feseni.

Axzidlni symetrie odpovidd situaci, kdy po otoceni zdroju a poli o libovolny thel kolem dané osy
dostaneme tutéz situaci. Tentokrat je pole vytvérené nédbojovou hustotou, kterd spliuje p(RsZ) = p(Z),
kde R, predstavuje oto¢eni koncového bodu pruvodice o thel s kolem dané osy. Potencidl spliiuje stejnou
rovnici, ovSem symetrie vektorového pole elektrické intenzity je nyni popsdna vztahem E(Rsf) = R,E (Z)
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— vektor pole je tfeba pti prechodu z bodu do bodu otoc¢it. Hned vidime, Ze véci se velmi komplikuji ne-
prochéazi-li osa poc¢atkem soutradnic — jen tehdy je otaceni koncového bodu pruvodice Rs¥ totozné s operaci
otaceni vektortu Rsﬁ .

Adaptaci soufadnic tak aby respektovaly axidlni symetrii si opét muzeme zjednodusit praci. Osu otdéeni
ztotoznime s osou z a jako soufadnice pouzijeme soufadnice vélcové R,¢ a z. Pak pro skaldrni veli¢iny
podminka symetrie zni ®(R, ¢ + s,2) = ®(R, ¢, z), a iikd, ze skaldrni veli¢ina nezavisi na souradnici ¢, tj
piseme ®(R, z).

Pro snadné zapséni symetrickych vlastnosti vektorovych poli ale musime ucinit o krok vic. Neni totiz
pravda, ze E(R, z). Zde pomuze adaptace bdzovych vektori: zvolime takovou bazi, Ze slozky pole v ni nebudou
zaviset na ¢: .

E(R,¢,z) = E-(R,2)€-(R,¢) + E4(R, 2)€p(R, ) + E.(R, 2)€; . (50)

(vice o €, souvislosti poli bazovych vektoru a piisludnych souradnic ve vykladu o kiivoc¢arych souradnicich).
Vidime, ze pro obé vyse uvedené symetrie lze shrnout tak, ze transla¢ni a axidlni symetrie vedou ke zmizeni
zavislosti poli na jedné, vhodné zvolené soutadnici.

Sférickd symetrie se pak odrazi ve zmizeni dvou soufadnic, tedy alespon pokud pracujeme v soufadnicich
sférickych. Skalarni sféricky symetrickd funkce je pouze funkei radidlni soutadnice r, tj. napf. potencial
®(r). Sféricky symetrickd vektorovd pole pak jsou obzvlasté jednoduchd

E(r,0,0) = E.(r)é.(r,0,0) . (51)

Bazova pole €y a €4 jsou pouze axidlné symetricka. Ani zadné jiné pole te¢nych vektort ke kouli nemiize byt
sféricky symetrické (lze snadno nahlédnout z Hairy Ball Theorem — kazdé spojité pole tecnych vektoru na
sféte je nékde nulové, diky pozadavku sférické symetrie musi byt nulové vsude, nenf to tedy bédze).

Vodice v elektrostatice

Vymizeni magnetickych poli v elektrostatice je svazano s vymizenim proudi. Proto v elektrostatice musi
uvniti vodivého télesa byt elektricka intenzita nulova. Po zavedeni elektrického potencidlu tak mame uvnits
a na povrchu vodi¢u

(X)) = Uy TeVy . (52)

Jednotlivé, navzijem izolované vodice V4 jsou ocislovany indexem A. Poissonova rovnice zde nabyvé nového
smyslu — hleddme takovy potencidl, aby jeho hodnota byla na povrchu vodi¢u konstantni (rozsiteni tohoto
konstantniho potencidlu dovnitt vodi¢u nestojf za fec). I pii jinak nepiftomné ndbojové hustoté mezi vodici
prestdvd byt metoda piimé integrace uzite¢nd — nevime jak se nédboje po povrchu vodi¢u rozdéli. To, zZe
povrch vodice je ekvipotencialni plocha znamend, ze d® = grad d.dl=—Ed = 0 pro vS8echna posunuti dl
po povrchu vodice, tedy, ze elektrickd intenzita je kolmé k povrchu (zndmé relace silocar a ekvipotencidl). Z
Gaussovy véty pak za uvazeni nulového pole uvniti vodic¢e vyplyva

E=27, (53)
€0
kde 7 je vnéjsi norméla k povrchu vodice. S vyjimkou dostateéné jednoduchych situaci lze pole buzené
nabitymi vodiéi hledat jen ptibliznymi (obzvlasté numerickymi) metodami. Na této prednésce se soustiedime
na vyse uvedené vyjimky. Pujde obvykle o “kulatd” télesa, a feSeni nedokdzeme nalézt s pouzitim kartézskych
soufadnic.

Priklad: Koncentrické vodivé sféry s vyuzitim A®(r) = r~1(r®(r))”. Vyznam integraénich konstant.

Krivocaré souradnice

Polohu bodu muzeme udévat pomoci vhodné trojice soufadnic — ne nezbytné kartézskych (napf. zemépisné
soufadnice + “nadmoiskd” vyska tvorl docela komplikované, nicméné praktické soufadnice). V elektrody-
namice az na vyjimky vystacime se soufadnicemi kartézskymi, valcovymi a sférickymi. Protoze budeme
potfebovat v danych soufadnicich vyjadfovat i vektorové velic¢iny a také umét pocitat s nabla, nevystacime s
pouhym zavedenim soufadnic. Nejdiive pfipomeneme zavedeni valcovych a sférickych souradnic kde uvedeme
i veli¢iny jejichz vyznam se vyjasni az poté, co se vratime k vektorové analyze v libovolnych ortogonalnich
kiivocarych soutadnicich.
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Vime, Ze ptizpusobeni souradnic symetrii problému vede k zjednoduseni rovnic. Protoze v nasich rovnicich
vystupuji také vektorova pole, je potieba zavést bazova vektorova pole a symetrickd vektorova pole popisovat
koeficienty vzhledem k této bézi.

Dulezitym poznatkem bude skuteénost, ze na rozdil od kartézskych béazovych vektorovych poli bazova
pole respektujici symetrie nemusi byt konstantni vektory, jen jejich velikost budeme pozadovat rovou jedné.
V dusledku toho pole s konstantnimi koeficienty v kfivoc¢aré bazi neni konstantni vektorové pole!

Ozna¢me kiivocaré souradnice obecné q1, g2, g3. Jaké mame kandidaty na nase bazova pole v kiivocarych
soutadnicich?

(1) Ménime-li vybranou soufadnici ¢; opisuje bod pfislusnou soufadnicovou ¢éru. Pro trojici souradnic
tak mame v kazdém bodé 3 tecné vektory k soutadnicovym ¢ardam prochézejicim timto bodem g—i,g—i,g—i

(2) Protoze souradnice ¢, g2, g3 lze chépat jako skaldrn{ pole mdme tu i druhou sadu vektoru — gradienty
kfivocarych soutfadnic V1, Vgs, Vgs.

Jak spolu obé sady vektoru souvisi objasni jejich zapis ve slozkach

(9.Ti GQj

. — 4
94, Vs B2, (54)

tedy jde o Jakobidny navzdjem inverznich transformaci qi,q2, g3 — x,y, z resp. x,y,2z — q1, q2, q3, tedy

dzr Om Oy 9¢1  9q1  Oqu
9 d d B 2 b
Laq:; Laq:z ng S 85; 832 832 (55)
0q1  Oq2  Ogqs VS. Oz, Ozy  Oxs :
9z  Ozz  Ozs 9q3 Oqs  9gs
9q1 9q2 9q3 oz, Oxo Oxs3
To, ze jde o navzajem inversni matice se dé zapsat téz jako Vg; . 0Z/0¢q; = 0;;. Z tohoto vztahu

vyplyvajici kolmost, feknéme, Vq; a 0%/Jqy neiikd ovSem nic o tom jestli vektory Vg a 0Z/dq1 jsou
navzdjem rovnobézné. Abychom vektory vzniklé derivaci polohy podle parametru (tfeba rychlost) a vek-
tory (formy) vzniklé derivaci podle polohy (gradient potencidlu) nemuseli odliSovat a mohli je vyjadfovat
pohodlné ve stejné bazi budeme pozadovat aby i v kfivocarych souradnicich zustala pfece jen zachovana
néjaka vlastnost kartézskych soutfadnic — rovnobéznost gradientu soufadnic a te¢en k soufadnicovym cardm.
Abychom toho dosahli, potfebujeme aby soufadnicové ¢ary byly na sebe navzdjem kolmé. Plati totiz, ze
jsou-li ¥} 1L ¥y L ¥/3 L v pak pro matici slozenou z vektoru ¢, v2, U3 plati

—

e
=

——

[0, T U] , (56)

T:
<L

Y
wl V]

¥

S

z ¢ehoz je srovnanim s vySe uvedenymi Jacobiho maticemi ziejmé, ze v ortogondlnich kiivocariyjch souradicich,
pro néz plati, ze v kazdém bodé jsou soufadnicové ¢dry na sebe navzajem kolmé 0%/0qy L 0%/0qa L 0Z/0qs L
0% /0qq se vektory 0% /0q; a Vg, 1isl jen svou velikosti. Jejich shodny smér oznacime €; a zvolime jej za bazovy
vektor. PiSeme oz )
X N -
a témito vztahy zavadime Laméovy koeficienty h;, které urcuji skutecnou velikost posunuti pfi zméné
kiivocaré soutadnice o dg;. (Také plati, ze pokud je néjakd kiivocard soufadnice bezrozmérnd, ma piislusny
Laméuv koeficient rozmér délky.)
Pro vektor posunuti pii zméné kiivocarych soutadnic plati

B i oF oOF .
= g+ Zdge + Ldgs = by & dgi + ho & dgo + hs & dgs (58)
oq 0qz 0q3
a pro kvadrat velikosti tohoto posunuti pak
di* = h?dgi + h3 dgs + h3 dg3 . (59)

Na tomto vztahu je pozoruhodné, Ze chapeme-li Laméovy koeficienty jako funkce kiivocarych soufadnic,
nejsou v tomto vztahu patrné zadné pozustatky kartézského soufadného systému z néjz jsme vychézeli a
pritom popisuje vzdalenosti v prostoru. V kontextu této prednéasky tato metrika tiirozmérného euklidovského
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Figure 4: Béazové vektory a délky oblouku soufadnicovych ¢ar ve sférickych soufadnicich.

prostoru v kiivoc¢arych souradnicich predstavuje predevsim nejkompaktnéjsi zpusob jak si pro dané souradnice
zapamatovat jejich Laméovy koeficienty.

Samoziejmym dusledkem ortogonality souradnic je také moznost transformovat vektory z jedné baze
do druhé prostiednictvim skaldrniho sou¢inu s bézovymi vektory — skaldrni souciny bézovych vektoru s
rozkladanym vektorem totiz déavaji prislusné koeficienty, napiiklad

€, = (€,.€,) € + (€,.89) € + (€,.€p) €y = cos b€, — sinfbey + 0¢, . (60)

Samoziejma vlastnost kiivocarych bazovych poli — to, Ze nejsou konstantni, ale jde o funkce soutadnic
— zpusobi bazové vektory nemuzeme vytykat pred derivace a integraly, jak jsme zvykli u baze kartézské. V
pripadé derivaci ndm toto nepohodli vynahradi dale uvedené vzorce pro vypocet gradientu, divergence atd.,
pii integraci vektorové veli¢iny ndm ovSem nezbyde nez se tim ¢ onim zpusobem vratit k integraci slozek
vzhledem k néjaké konstantni bazi.

Pifklad: Pokud pii vypo¢tu polohy tézisté polokoule poéitdme [7dV = [(ré,)r?drdQ) = é.2n [r3dr = ...

dospéjeme rychle k vysledku, ovsem §patnému. Pole €. méni v objemu télesa (i mimo néj) smer.

r=r sinf cos¢p |r=/z2+y?+ 22 r €<0,00)
y=r sinf sin¢ 9=arccos\/ﬁ 0 e<0,m >
z=r1 cosf ¢ = arg(x + 1y) ¢ €<0,27)
dl = GEdr+ 95d0 + §5d¢ = dré, + rd6cs + rsin 0dgés
di2 = dr?+r? df? + r?sin® 0 dp?
h,=1 €, = [sinfcosd , sinfsing , cosb)
hg =1 €p = [cosBcosp , cosfsing , —sinb)]
hg =rsind €y =[—sing , cos¢ , 0]
grad @ = G2 + 158 @ + 559 %
div E = 5Z(PE,) + +5g & (sin0Fy) + 5 & Ey
A = %% rq)) + T12 sirlxe%(Sine%@) + 515208%&¢

Table 1: Sférické soufadnice a souvisejici vztahy.

V naésledujicich tabulkach jsou pro sférické soutradnice a valcové soutradnice shrnuty transformace
mezi témito soufadnicemi a soufadnicemi kartézskymi, kartézské komponenty bézovych vektoru, Laméovy
koeficienty a vztahy pro vypocet gradientu, divergence a Laplaceova operatoru na skalarni funkci.

13



Pro tuplnost je jesté tfeba uvést, ze ¢asto budeme ve sférickych souradnicich poéitat plosné integraly pies
plochu sféry r = konst., kde m4 plosny element smér a velikost dS = dSé. = r2sinf do do e.. Objemovy
element ve sférickych soufadnicich je dV = r? dQ2 = r%sinf dr df d¢. Ve valcovych soutadnicich jsou
plosné elementy na plose R = konst. pfipadné z = konst. rovny dS = dSég = R d¢ dz €g, resp.
dS = dSé. = Rd¢ dRé..

r=R cos¢ |R=+/22+y> R €<0,00)
y=R sing |¢=arg(z+iy) ¢ €<0,2m)
2=z z=2z z € (—00,00)

dl = 9% dR+ 92 dp+ 5% dz = dR &p + Rd¢ €, + dz €.
di? = dR?+ R2%d¢? + dz?

hr=1 €r =[cos¢ , sing , 0]
hg=r e¢—[—51nqb, cos¢ , 0]
h,=1 =10, ]
gradq) = + a e¢+% €,
div E = L2 (REg) + %a@(E(z,)—i-a—Ez

R

( 2
o (pd %y 8
75 (Bar®) + RL() P+ 520

Table 2: Vélcové soutadnice a souvisejici vztahy.

Gradient

Operace oznacovand grad se objevuje ptirozené v prvnim diferencidlu skaldrni funkce soufadnic

of

al’i |Z=1o

f(@o +dZ) = f(Zo) + dx; = f(Zo) +dEVP = f(Zy) + dZ.gradd (61)

a tedy oznacuje-li 7 jednotkovy vektor ma 7i.grad® vyznam derivace v tomto sméru. V této piedndsce
neodlisujeme vektory a formy a tak V® muzeme chapat jako vektorové pole vzniklé ze skalarniho. V kazdém
bodé ma gradient smér nejvétsiho vzrustu skaldrniho pole a velikost rovnou derivaci v tomto sméru.

S vyuzitim véty o uplném diferencialu dostavame vyraz pro gradient v kiivocarych soutfadnicich

10 10 10
Vf<qi(xj>>:' Zaq (W>_ fo LOf ., 10f

Y a2 gy 2 Y 62
hy 0q1 “ ha Oqo “ hs Oqs3 s (62)

Piitomnost Laméovych koeficientu ve jmenovateli si zapamatujeme tak, ze gradient je zména na jednotku
délky ne na radian.
Piiklad: Pro funkci f = z = rcosf dostavame tato alternativni navod na transformaci €, = Vz do
sférickych soutadnic
1 9(r cosb) 19(rcosb) 1 O(rcosf) -

“: 9:77H _—— —_— = ‘0‘;,,—.0“ “.
e, V(r cos @) 1 5 e,«+r 20 69+rsin9 96 o) cosf €, —sinf €y +0 e, . (63)

Divergence

Divergenci je mozno chapat jako objemovou hustotu vytoku pole z okoli néjakého bodu

. 1 . .
divE(Z) = lim — E(@).dS . 64
@ = Jm =4 B@) (64
Za téleso Vg, jehoz objem posleme k nule zvolime kvadiik < q; — Aql g1+ A‘h > X < go— %, g2+ A‘” >
X < q3— % ,q3+ A% > v prostoru kiivoc¢arych soutadnic u néjz se pti hmltnlm procesu nebude ménit pomer

stran, tedy Aq = Qle ..Agz = Qze pfi € = 0. Jemu v prostoru odpovidd objem ohranic¢eny Sesti (obecné
kiivymi) souradnicovymi plochami ¢, = g; AQQ" . Normaly k témto plocham jsou pravé vektory kiivocaré béze
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Figure 5: Piiklad ve dvou dimenzich: funkce a vektorové pole jejiho gradientu.

a tak na kazdé ze stén k toku vektorového pole piispéje prévé jedna z (kiivocarych) komponent vektorového
pole E. Pro takto zvoleny objem bude piimo vidét geometricky vyznam vztahu pro divergenci vektorového

pole v kiivocarych soufadnicich.

Pii odvozeni diferencialniho vyrazu pro divergenci v ortogonalnich kiivocarych soufadnicich pouzijeme

vlastnost stfedni hodnoty hladké funkce na obdélniku Q =< x — %,x + % > X < y— %,y + % >

o strandch Az a Ay se stfedem v bodeé [z, y]
[ e dedy = (1.9 +o(0) Ar Ay (65)

kde o(e€) popisuje limitn{ chovéni, kdyz polozime Az = Xe, Ay = Ye a jdeme s ¢ — 0.

Figure 6: K odvozeni divergence v kiivocarych soutadnicich.

Pfi vypoctu toku pole podle (64) budeme integrovat pies Sest stén ohranic¢ujicich uvazovany kvadr
f B(@) . d§ = ﬁ.d§1++/ﬁ.d§;+/ﬁ.d§;+/é.d§;+/ﬁ.d§;+/ﬁ.d§; (66)
o 1+ 1- 2+ 2- 3+ 3-
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Indexy u integalu oznacuji, kterd z souradnicovych ¢ar k ni tvofi normélu a jak je orientovana. Napiiklad

- ox 83:
dsS} = 9 3 ad, dqh dqy = ho € X hg & dqh dgy = hahg €1 dgh dqy (67)
zatimco JS; = — hohg €1 dqo dgs se lisi orientaci. OvSem fﬁ pocitame pfes pravou sténu kvadru, zatimco

Ji- pies levou. Proto nesmime zapomenout, ze Laméovy koeficienty se ruznygch koncich kvadru L. V

kazdém z bodii stén 1% je vnéjsi norméla rovna +€; a tak jen prvni komponenta pole E bude pri integraci
hrat roli. Pro integrandy muzeme psat

E . dS| = (Ey haohs ddh dqg)‘ - (68)
a vysledek integrace ptes obdélnik [¢4, ¢5] €< g2 — qu ,q2 + qu > X < q3 — A‘B ,q3 + Aq3 > bude
/1 E.dSf = [(Elhghg)‘i:[qﬁ%%%] + o(e)} Ags Ags (69)
a je tedy aZ na zanedbatelné opravy uréen hodnotou Eihohs ve stfedu stény 1. Podobné
B oas = - (Bihahs) oy 2wy, o+ 00)] Az Aas (70)

je ur¢eno hodnotou Fyhohs ve stfedu stény 17. Cyklickou zdménou pak dostavame hodnoty toku pole ptes
zbylé stény kvadru

niptal 1 »q2, 1,92 > 1,42,93 24
fEdS = [Ethh ][q +A2ql q: qj]qu Aq3+[E2h h ][q q +A2qQ QJ]Aql AQ3+[E3h1h ][q q qdi_AZq:;]Aql AqQ .
lg1— =51 ,q2,q3 [q1,92— [q1,92,93—=52]
(71)

Pro urcéeni hustoty potiebujeme znat hodnotu objemu kvadiiku, kterd je jak snadno nahlédneme

VQ = /dV = / h1 h2 hg dql dQQ dQ3 = (h1h2h3)|f:[qhqz7qz] —|—O(€) Aql AQQ AQ3 (72)

Nyni se ukaze pro¢ je mozno v limité ptiblizit tok sténami hodnotou sou¢inu délky stran a norméalové slozky
pole. Po vydéleni objemem télesa je tieba zanedbat vyraz
o(e) Ags Ag o9 oe)

~ — =0, 73
[(h1h2h3) + 0(6)] Aql AQQ Aq?, Aql € ( )

kde je pouzit predpoklad o stejnomérném smritovani kvadru ve viech smérech. Za pouziti definice parcidlni

derivace A A
f(CI1+%7Q27(J3)—f(‘J1—%ﬂza%) af

(74)
Aql aql\w lq1,92,93]
dostaneme limitu stfedni hodnoty toku pole z objemu §2 jako
- 1 0 0 0
divE = ——— E1hsh — (Eahih: —(Eshih 75
v h1h2h3{8q1(123)+3 (213)4—8 (312)} (75)

Tento vzorec vyjadiuje navod ke spocteni divergence vektorového pole zname-li slozky pole v kiivocaré a
nikoli kartézské bazi. Samoziejmé v piipadé kartézskych soufadnic s h, = hy = h, = 1 pfejde na 0, F, +
oy E, + 0, E,.

Piiklad: Divergenci vektorového pole €. muzeme spocist jak ptimo

L T L L1 1 3 - 2
div e, = V.T = V.(rr) = V.(r)r +(f’).Vr = + 7 = = (76)
a nebo s pouzitim pravé odvozeného vztahu
1 0 0 0 1 0 2
dive, = —— 1lhgh hr-h hyh = —  —~ (r?®sinfh) = =
v hrhohy {67"( ho) ¥ 9 (Ohrhg) + 8¢(0 0)} r2sin @ Or (rsinf) r (")
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Rotace

Vyjdeme ze Stokesovy véty

/rotﬁ.d§:]{ﬁ.df. (78)
> ()3

Pokud plochu ¥ rozdélime na mnoho “Gtverecku” tak, ze ty sousedni spolu sdileji opacné orientované strany,
je mozno Stokesovu vétu chépat jako dusledek vyruseni se vSech prispévku k cirkulaci pole E pres tyto sdilené
strany. Jen ty strany ¢tvereckt, jez lezi na hranici ¥ se nemaji s ¢im vyrusit a “pospojovanim” daji cirkulaci
E pres hranici X.

Projekci rotace do smeéru 7 pole tedy muzeme spocist jako plosnou hustotu cirkulace pole

A ot B(7) = lim — ?{ B . b (79)

kolem plogky ¥z 7 s normalou ve sméru 7, jez se v limité smrituje do bodu Z.

Pro nazlezeni (diferencidlnfho) vyrazu pro rotaci pole v kiivoc¢arych soufadnicich zvolime za ploskou Sy
obdélnik (v prostoru kfivocarych souradnic) ¥ =< ¢ — AQE“ ,q1 + % > X < qg — Azqz,qg + % > jenz
v prostoru lezi na plose q3 = konst., je ohrani¢en ptislusnymi tseky soufadnicovych car a v kazdém bodé
ma normalu 7 = €3. Pro zjednoduseni budeme opét predpoklddat neménny pomér stran béhem limitniho
procesu Ag; ~ €.

Figure 7: K odvozeni rotace v kiivocarych soufadnicich.

Cirkulaci pole okolo této plochy vyjadiime jako soucet

B@).dl — [ B.dir+ E.dm/ﬁ.dm/ B . di; (80)
ox 1+ 1- 2+ 2=

Protoze all_%E = +hi€1dq, je kiivkovy integral podél protilehlych stran 1+

R
/1i BLdif = £ [(By by, et g+ 0€)] Aar (81)

a podél protilehlych stran 2+

R
By =+ (B2 1) oy 01, 0y 0(0)] B (82)

Po dosazen{ plosky obdélnicku Sy, = h1he Agr Ags + o(€) mdme plosnou hustotu ve sméru €3

= 1 _ Aay +ﬂ
e . Tot F = ——————— < [E1h A 2 EshoA 2 A A 83
€3 . IO huhs A1 A {[ 1h1 Q1]+¥ + [Exho Ago] 20 + 0(€)Aq1 + o(e) Q2} (83)
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tedy po limité, kterd vede k parcidlnim derivacim, vlozeni jednotky ve tvaru 1 = €3.€3 a rozsifeni zlomku
koeficientem hs

- 1 0 0
é3 .tot B = €3 . ——— hsé3 < ——(FE1h — (Esh 84
10 G hihohy O { 8Q2( ' 1)+3Q1( ? 2)} (8
Tento vztah muzeme zapsat s pouzitim determinantu jako
1 0 0 h3€3
. = s 0
€3 .ot E = €3 . Il R 92 0 (85)

hl E1 hg E2 0
a nepiekvapi, ze vSechny slozky rotace ziskdme vycislenim determinantu

1 hl 51 hg gg h3 53
rot £ = e o = (86)
hl El h2 EQ h3 E3

Tento vzorec také ilustruje axialni charakter pole V x E - prohozenim soufadnic a piislusnych vektortu baze
zméni rotace znaménko. Protoze jsme pii odvozeni predpokladali, ze kiivka na obrazku mé orientovanou
normélu ve sméru €3, plati tento vztah pouze pro orientovanou bazi spliiujici €; x € = €3. To znamena, ze
u soufadnic je dulezité poradi. Proto volime g1, g2, q3 jako x,y, z pro kartézské | r, 0, ¢ pro sférické a R, ¢, z
pro valcové soutadnice.

Laplacetiv operator na skalarni funkci

V elektrostatice budeme pracovat predevsim s operatorem A
AP = V.V® = div grad ¢ (87)

slozenim jiz zndmého kiivocarého vyjadieni obou operdtoru dostdvame

. 1 0 [ hahs 8@) 0 (hlhg 8@) 0 (hlhg (9(1))}
AP = divgradd = ——— < — — )+ = — )+ = il 88
8 hihohs {5971 ( hi Oq O0g2 \ h2 Oqgo Ogqz \ hs Ogz (88)

Priklad: Pole nabitého kruhového disku

Zavedeme zplostelé sferoidalni (nékdy zvané elipsoidaln{) souradnice

T V82 4+ a2 sinv cos ¢
y = +/s2+a? sinv sing

r = SCOSv

jejich jméno je dano faktem, ze plocha s = konst. je rotacni elipsoid s polarnim polomérem mensim nez
rovnikovym

2
x Y z\2
Y S T (7) =1. 89
<\/$2—|—a2> <\/82—|—a2> s (89)
V nekoneénu, kde v/s2 4+ a? ~ s prechdzeji v souradnice sférické (s — r, v — ). Plocha s = 0 je disk o
poloméru a. Inverzni transformace s(z,y, z) resp. cosv(zx,y, z) ziskdme se¢tenim resp. odectenim vyrazu

V(@2 + 12 +22—a2)? +422a2 = % +a’cos?v

x2+y2+227a2 = % —a%cos?v

Tecné vektory k soutadnicovym ¢aram jsou

ox s s
— = hg€s = |——— sinv cos¢ , ————— sinv sin¢ , cosv 90
o = by 5. coso] (90)

0%
- hy € = {\/SQ—I—a2 cosv cos¢ , \/s2+a? cosv sing, —s sinv} (91)

v
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07 hy €5 = {f\/52+a2 sinv sin¢ , V/s2 + a2 sinv cos¢p, 0 (92)

5 =

Laméovy koeficienty jsou

oz 52 +a? cos?v
e = 0ol TN e (93)
hy, = oz| _ Vs +a? cos?v (94)
Y Ov

Figure 8: Sferoidalni{ soufadnice v poloroviné z —z. Soufadnice v prostoru vzniknou jejich rotaci, tj. pfidanim
soufadnice ¢. Oblouky elips na obrézku ptejdou na rotacni sferoidy (povrchy elipsoidi). Ty pro potenciél
®(s) zavisejici jen na souradnici s predstavuji zarover i ekvipotencidlni plochy.

Budeme hledat obdobu pole bodového ndboje ve sférickych souradnicich, kde ®(r), tedy potencidl ®(s)
zévisejici jen na soufadnici s. Az uspéjeme, ziskdme pole tvorené vodi¢i ve tvaru zplostélého rotaéniho
elipsoidu, pfipadné kruhového disku, protoze to je tvar ploch s = konst. a potencidl, jenz zavisi jen na této
soutadnici musi mit ekvipotencialni plochy stejné.

Laplaceova rovnice pro potencidl ®(s) m4 tvar

1 0 _hvh¢> 0
0 = AP = — — 96
) = Jhhy 85 | hy 2500 (%6)
tedy po dosazeni Laméovych keficientl a vykrdceni faktoru hshy,he
0 9 9, 0 1

Protoze uvazujeme zavislost potencidlu na jediné soufadnici musime fesit jen obycejnou diferencidlni
rovnici a jeji feSeni s dvéma integra¢nimi konstantami o a 3 je

D(s) = « (arctanz + ﬁ) (98)
Hodnotu 8 = —7/2 uréime z podminky ®(s = co) = 0. Ur¢it hodnotu o muzeme nékolika zpusoby. Jed-

nou moznosti je spoéist naboj jako tok elektrického pole skrze plochu s = konst.. Zde je dS = (hydv) (hpdo)és
a elektrické pole spocteme zndmym vztahem pro gradient a ziskdme tak

QR = %(EOVQ)).dS: = .. = /—aeoa sinv dv d¢p = —4wegan (99)
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Druhou moznosti je rozvinout v okoli nekone¢na funkci

. /3C dx /‘”dw 1 /mdx 1 1 n /xd 1 1 n T 1+ 1
arctanzx = | —— = | = —_ = =4+ .| = el —— — 1 | =2_Z2
2 +1 x21+xi2 2 2 2 ot 2 =z 3:63$

(100)
tedy

B(s) ~ a (6 + g - g + ) (101)

a uvazit, ze potencial se zde musi chovat jako ﬁ% nebot pro velks s tato soufadnice splyva se sférickou
soufadnici r. Tedy vysledny potencidl ma tvar

Q

T s
B(s) = (5 - arctan®) 102
(s) Treoa \2 arctan— (102)

Budeme-li uvazovat, ze plocha s = sy je vyplnéna vodic¢em a spocteme skok elektrické intenzity na jeho
povrchu dostavame plosnou nédbojovou hustotu

o 1 1
Am /st + a% \/st + a? cos?v

o = ¢Div E = 60€S'Evné = —¢ (103)

190

— —P(5)5=s, =
hs Os (8)s=s0
Piipad sg # 0 popisujici pole nabitého rota¢niho elipsoidu nabizi cviceni: jak souvisi plosnd nabojové

hustota na rovniku a na pdlech s poloosami elipsoidu? Zde si v§imneme situace, kdy se pro sy = 0 elipsoid
redukuje na nabity vodivy disk. Tehdy roste nabojova hustota na kraji disku do nekone¢na

Q 1

-~ - 104
4ma a2 — 2 — y2 ( )

o(z,y) =

Integraci muzeme ovérit, ze celkovy naboj na disku je stale @, pficemz tak jak disk vznikl zplosténim télesa,
je uvedena nabojova hustota piitomna z obou stran disku.
Kapacitu kruhového disku dostavame

Q

¢ = D(s = sp)

= 8¢pa (105)

tedy /2 krat mensi nez je kapacita koule stelného prumeéru. H. Cavendish roku 1773 experimentdlné uréil
tento pomér jako 1.541 !

Greenovy véty
Kdyz v identité div f/f = ff.grad [+ fdiv A polozime A= grad g dostavame
fAg = V.(fVg) - Vf.Vyg (106)

s pouzitim Gaussovy véty pak prvni Greenovu vétu (identitu) IGV/[f,g]

/ng Pr = 7{ fvg.dﬁ—/w.vg P . (107)
Q o0 Q

Druhé Greenova véta vznikne jako rozdil IIGV[f,g]=IGV|f,g]-IGV|g,f]
| rag—oan #z = § (199—gv1) 5. (108)

Stredni hodnota feseni Laplaceovy rovnice

Necht funkce ® spliuje Laplaceovu rovnici A® = 0. S pouzitim druhé Greenovy identity dokdzeme, zZe
hodnota ® ve stiedu koule 2 = K,(0) je rovna pruméru hodnot na jejim povrchu, tedy sféie 992 = S,(0).
Pak IIGV[1/r,®] dava

/(lAcb—chl) Pr = f (lvq>—<1>v1).d§. (109)
Q r b r

T o T
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Piislusné ¢tyfi integraly (zleva doprava) jsou 0, +47®(0) (proto jsme volili funkei 1/7), 0 (disledek nepiftomnosti
néboje v kouli) a % [ ®dS, a tedy plati

dsS
d(0) = % P . 110
(©) S.0) A4ma? (110)

Samoziejmé tato zajimava vlastnost feSeni Laplaceovy rovnice plati i pro sféry se stfedem mimo pocatek
soufadnic a mé za dusledek, ze FeSeni Laplaceovy rovnice na néjaké oblasti muze nabyvat extrému jen na jeji
hranici. (Jednoduchy dukaz sporem).

Formulace tlohy v elektrostatice

Protoze predem nevime jak se naboje ve vodi¢i rozmisti, vyjmeme oblast vyplnénou vodi¢em z prostoru a
Poissonovu rovnici fesfme jen na zbytku, oblasti Q, kde je ndbojové hustota zndma. Na hranici (okraji) této
oblasti, jiz tvofi nekoneéno (nebeskd sféra) a hranice jednotlivych vodi¢u pak predepiSseme hodnoty potencidlu
— uréime okrajové podminky.

Ezistence reSend takto zadané ulohy neni samoziejmé. Jako piiklad Spatné zadané ulohy muze poslouzit
hledani potencialu jez v nekoneénu vymizi ale v poc¢atku soufadnic ma kone¢nou hodnotu. Protoze symetrie
dlohy davé feseni ®(r) = A + B/r, vidime, ze pro B # 0 nemuZze byt v pocatku soufadnic feseni konecéné.
Podobné ze cviceni znamé feseni popisujici pole protdhlého rota¢niho elipsoidu jasné tika, ze ani na tusecka
neni dobrou oblasti, kde bychom mohli urcit potencial. Jako pouéeni z toho plyne, ze z ploch, jez tvoii hranici
oblasti € a na nichz chceme zadat potencidl (obvykle to jsou povrchy vodi¢u), nesméji vycuhovat tseckdm
podobné hroty.

Jednoznaénost

Mame-li dvé feseni ®; a P, stejné elektrostatické tlohy, vime ze jejich rozdil spliiuje Laplaceovu rovnici a
vymizi na hranici. Tyto dvé vlastnosti anuluji dva ze ti{ integralt v prvn{ Greenoveé vétée IGV[®1 — Py, &1 — Py
a tak plati, ze integral kvadrdtu gradientu rozdilu obou potencidli pies objem oblasti [ |V(®1 — o) |2d3x je
nulovy. Protoze se oba potencialy hranici shoduji, jsou tedy stejné i kdekoli uvnitf.

Matice kapacit soustavy vodict

Pokud se mimo povrch vodi¢iu nenachézeji zadné ndboje jsou pii daném tvaru a poloze vodicu jedinym
volnym parametrem hodnoty potencidlu na povrchu vodicu V4. Kazdé z feseni ® muzeme slozit kombinaci
Y 4Ua¥ 4 “bézovych” feseni W4 (Z) splnujicich okrajové podminky Wa(Z € 0Vg) = dap. Samoziejmé,
nalézt tato bazova feseni je stejné obtizné jako vyfesit puvodni zadani. Pomohou ndm ale pochopit vyznam
matice kapacit. Ta popisuje souvislost napéti na vodi¢ich a kapacit na nich.

Qs = f (—egV®).dS = ]{ (VY Ualy).dS = ZUAjf (—€0VWa).dS = Y CpalUa,
Vs Vi P 1 oVp 1

(111)
kde jsme zavedli matici kapacit Cga = favB (—egVU A).dg . A-ty sloupec matice kapacit udava, jaky naboj
je tfeba umistit na vodice uréené indexem B, aby na vodi¢i V4 byl jednotkovy potencidl a na ostatnich
nula. Tato souvislost koeficienti matice kapacit a funkei ¥ 4 umoziuje nahlédnout, ze diagonélni koeficienty
museji byt kladné, zatimco koeficienty nediagonalni museji byt zaporné, piipadné nulové. To proto, ze FeSeni
Laplaceovy rovnice ¥ 4 nabyvé extrému na vodicich. V okoli toho z vodi¢ti, na némz je jednotkovy potencidl,
je potencial nizsi nez na jeho povrchu a nédbojova hustota na jeho povrchu musi byt kladna, v okoli vodici
s nulovym potencidlem je naopak vyssi potencidl nez na jejich povrchu a nabojova hustota zde musi byt
zdpornd (piip. nulovd, je-li cely obklopen jinym uzemnénym vodi¢em). Jinymi slovy, silo¢dry pole ¥ 4 vedou
z jediného vodice s nenulovym potencidlem V4 do nekoneéna nebo na néktery z jinych vodi¢u. Pokud nékteré
ze silo¢ar kon¢i na vodic¢i B, musi tento byt nabit zdporné.

S vyuzitim vztahu W 4 (Z € OVg) = d4p a druhé Greenovy identity je vidét, ze matice kapacit je symetricka

CBA—CAB 27{ (—Gov\IfA).dg— (—CQV\I/B).dg = 7{ \I’B (—eov\I/A).dg— \I/A (—Gov\I/B).dg =
Vs OVa Jovx Uovx
(112)
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= +60/ (Vg AU, — Ty AVp) d®z = 0, (113)
Q

pritemz zména znaménka pied objemovym integralem je zapfi¢inéna opa¢nou orientaci hranice oblasti 02 a

hranice vodicu | JOVx.

Energie elektrostatického pole

Energie soustavy bodovych naboja se v ramci elektrostatiky konstruuje jejich postupnym stéhovanim
z nekonecna, kde predpokladdame, ze jsou od sebe natolik vzdaleny abychom mohli poc¢atecni energii takto
rozptylené soustavy zanedbat. Pii stéhovani A-tého néboje z nekoneéna do bodu x4 na néj pusobi jiz
prestéhovanych A — 1 néboju a vykondme praci (diky rot E = 0 nezévislou na cesté) proti sildm pole na
naboj jenz stéhujeme

Wy = —/ gaBa . dl = / ga(+grad ®41) . dl = / ga d®a1 = qa Pa_y . (114)
Pro prestéhovani vsech ndboju je potieba vykonat praci

4B 44 9B
W o= 4 L 115
g sy Ao |foxB| §B§44ﬂ'60 |Za — 2| (115)

Tentyz vztah lze psét
1 -
3 > qa (i) (116)
A

kde @', (Z4) oznacuje elektricky potencidl v bodé 4 pokud by tam nebyl néboj g4.
Vyjadrit energii elektrostatického pole spojitého rozlozeni naboji mizeme po ndhradé g4 — p(&')d>z’

1 =/ =/ 3,/ 1 1 p(f’) (f) 3. 43
WfQ/p(x)fl)(x)dx 72// Ireg 77| &’z d°x (117)
pritemz pro spojité rozlozeni nemdme zapotiebi vynechdvat z potencidlu @ (&) vliv ndbojové hustoty v
bodé #’. Toto nevynechdni je ovSem zdrojem rozdili mezi timto vztahem a vySe uvedenym vztahem pro
soutavu bodovych naboji. Napiiklad soustava tvofend jedinym ndboje mé kvuli ) ,, 5 nulovou energii.
Ovsem, pokusime-li se spocist energii tohoto jediného néboje integraci (singuldrni) ndbojové hustoty §(Z—a”),
neuspéjeme.

Pokud misto bodového naboje zkouméame pole rovnomérné nabité kulicky o poloméru a a naboji Q budici
okolo sebe pole

Q 3a®—1?
<
o(r) :{ Ty 2 "0 (118)
4megr r Z a
dostévame energii W = 1 [@pd’z = 3 02260% N

ol

Bodové naboje tedy podle tohoto vztahu maji nekonetnou vlastni energii a to i kdyz sedi opusStény
v nekonecnu. Tak lze chapat nesoulad mezi spojitym a diskrétnim vztahem pro energii v elektrostatice.
ProtoZe proces vzniku reélnych protéjékﬁ bodovych nébojﬁ - tf"eba elektronﬁ - nespadé do elektrostatiky

VVVVVV

nezapada.

V misté bodovych a linedrnich ndboju je hodnota potencidlu nekoneénd a tak muzeme ocekdvat nekoneénou
energii takovychto objektu. Energie plosného rozlozeni ndboje jiz muze byt koneénéa. Dobte to vidime u en-
ergie soustavy vodi¢u popsanych matici kapacity

W= %/qmd% = %ZZCABUAUB = ;%:XB:CZEQAQB (119)

A B
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Energie elektrostatického pole
Prozatim jsme mluvili o energii ndboju. S pouzitim Poissonovy rovnice a IGV[®,®] dostadvame

1 1 1 = 1
W= _-|[ ¢pd’z = 7/ B(—eoAD) d®z = 7/ O (—¢VP).dS—= | V. (—¢Vd)d*r. (120)
Pokud plati, ze ®(00) = 0 a méme jen koneéné mnozstvi ndboje (v tom smyslu, ze existuje néjaké K takové,
7e |0,®| < K/r? pro dostateéné velkd r), vymiz{ pifslusny plosny integrdl a energii mizeme vyjadiit jako
objemovy integral hustoty energie elektrostatického pole w = eg|E|?

W= 6—0/ IVO|2d3z. (121)
2 Js

V ramci elektrostatiky nelze rozhodnout, zda tato energie pole mé samostatny vyznam — pole bude v kazdém
okamziku svazano s naboji.

Zajimava je tato rovnost napiiklad pro soustavu vodicu, kdy energie je popsana jednak kvadratickou
formou potencidlu na vodicich (119), jednak integrdlem z hustoty energie elektrického pole — nabiz{ se tu
analogie z mechaniky, kde energie deformace télesa [(deformace)?dV déva potencidlni energii soustavy
pruzinami pospojovanych téles Y Vapzaxp charakterizovanou posunutimi z rovnovazné polohy x 4.

Piiklad: Spoctéte energii pole nabité sféry obéma zpusoby. Muzete zkusit i pro pole nabitého disku.

Piiklad: Sila mezi deskami kondenzatoru (kde se vezme faktor 1/2, pole jedné nabité desky a jeho pusobeni
na druhou desku).

Nehomogenni iiloha

Vlozime-li do blizkosti vodic¢e nédboj, pfeskupi se nosice ndboje ve vodici tak aby jejich pole vyrusilo tecnou
slozku elektrického pole buzeného nabojem. Proto je za pfitomnosti vodi¢u feseni Poissonovy 1lohy mnohem
obt{zngjsi. Pokud bychom znali hodnoty pole G(7,7) v bodé 7, jaké budi jednotkovy bodovy néboj s
p = 03(F—7") umistény do bodu 7, mizeme vysledné pole popsat jako jejich superpozici. Potencidl bodového
nédboje G(7, ") spliiuje Poissonovu (Greenovu) rovnici
" 1 "
AG(T,7) = " B (F—7) (122)

s nulovymi okrajovymi podminkami G(7 € 9§, ) = 0 Reseni Poissonovy rovnice s hustotou p(&) pak ziskame
jako

O(r) = /p(f’) G(7,7) d*r , (123)

coz piedstavuje obdobu vztahu (32), pficemz ovSem takto spocteny potencidl nyni navic splituje nulové
okrajové podminky na hranici uvazované oblasti.
Problém: Jakd zajimavé vlastnost vyplyne z IIGV[G(7,@),G(7,b)] ?
O funkci G vime, Ze protoze jde o pole bodového naboje ovlivnéné piitomnosti nadboju vné Q je mozno
psat
1

G(F,7) = yrr F(7,) (124)

kde F(7,#") popisuje pole od ndboju ve vodicich.

Metoda zrcadleni

Hledani funkce F' neni snadné a analytické vysledky je mozné ziskat jen pro specidlni tvar vodi¢a. V piipadé
bodového naboje v blizkosti nekonetné uzemnéné roviny z = 0 je mozné za funkci F' zvolit pole bodového
néboje s opaénym znaménkem v misté zrcadlového obrazu bodu #, 7 = [/, y’, —z']. Takto zvolend poloha

fiktivniho néboje zpusobi, ze

1 1 1
G(r ) =— -
(7, 7) A | o=+ (y—y)2+ (2202 Jo—2V2+(y—y)2+(z+2) (125)
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jen nulovd v z = 0 nezdvise na I’.
Cviceni: ukazte, ze na povrchu roviny sidli ndbojova hustota

Q 22
AT (= a')? + (y — y')? + 27

o(z,y) = - (126)

3/2
umistime-li do bodu 7" néboj Q.

Kulova inverze

Jesté jeden tvar vodice umoziuje explicitné nalézt G(7,7) — koule. Mame-1i funkci ¥(r, 8, ¢) spliiujici rovnici

AV =x (127)
spliiuje funkce ,
O(r,0,¢) = — W(T,e,(b) (128)
roviicl a5 a2
AD(r,0,9) = 5 X(7,0,¢) (129)

Specialné tak kulovou inversi

7 = (%)277 (130)

prechazi jedno feSeni Laplaceovy rovnice na druhé tak, ze vnitfek prejde na vnéjsek a naopak a navic se
hodnoty na povrchu koule nezméni (proto faktor a/r).

Piiklad: Funkce ¥ = 1 je trividln{ feSeni Laplaceovy rovnice, jeho kulové inverse ® = a/r pak pfedstavuje
Coulombické pole. Zatimco funkce ¥ = z = r cosf popisuje homogenni elektrické pole. Jeji kulovd inverse
® ~ cosf/r? je potencidl elektrického dipélu.

Cviceni: Vsimnéte si, ze rozdil ¥ — @ je nulovy na sféfe o poloméru a. Nenechaji-li se zdroje potencidlu
U ovlivnit vlozenim vodivé koule, lze vysledny potencidl nalézt pravé jako tento rozdil. Ukazte, ze po
vlozeni vodivé koule o poloméru a do homogenniho pole ¥ = Er cosf ma vysledny potencial tvar ¥ — & =
E(r —a®/r?) cos . Spoététe plosnou ndbojovou hustotu na povrchu této vodivé koule.

Je zajimavé, ze kulovou inverzi pole bodového naboje vznikne téz pole bodového néboje a tak

. 1 1 |,E-L/| a \?
G 7)) = — - =2 131
") = 1 [IF—FI |F—F”|] " <|f” > " (131)

kde 7' je poloha fiktivniho ndboje nachdzejictho se uvniti koule. S rostouci vzdédlenost{ od vodice klesd i jeho
naboj ﬁ To 1ze popsat tak, ze s rostouci vzdalenosti od vodice klesd pocet silocar, které skoné¢i na vodiéci s

nulovym potencidlem a roste pocet téch, které skon¢i v nekoneénu.

Reseni Laplaceovy rovnice ve sférickych souradnicich

Velky prakticky vyznam méa studovat pole vytvafené zdrojem s omezenym objemem. Tusime, ze daleko
od zdroje si takové muzeme predstavit jako zndmé feseni Laplaceovy rovnic — pole bodového ndboje 1/r.
Jako proménnd charakterizujici vzdalenost od télesa se zde ptirozené objevi sférické soufadnice. Nez zjistime
jak vypadd dalsi ¢len, jehoz piitomnost muzeme v potencidlu daleko od zdroje ocekdvat, zkusime se blize
seznamit s prostorem funkci, které predstavuji dalsi feseni Laplaceovy rovnice ve sférickych souradnicich.

Uloha s predepsanym potencidlem na sféfe

Ptredpokladejme, ze uvniti jednotkové koule spliiuje pole ® Laplaceovy rovnici. Vime, ze zaddme-li jeho
hodnoty na jeji hranici — jednotkové sfére, mame nejvyse jedno reseni. Predpokladejme, ze hrani¢ni podminka
zni

®(0,¢) = Ucos?8 , (132)
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tedy zvolili jsme konkrétni hladkou funkci na sféfe. Plati, ze na sféfe je zadany potencidl roven
o(0,9) = Uz?, (133)

tedy je dmeérny kvadratu souradnice z. Za pokus tedy stoji hledat feseni{ ®(z,z,y) na prostoru polynomu
stupné < 2 v kartézskych soufadnicich. VyfeSeni téhle tlohy vyzaduje nalézt vSechny rovnice pro neznamé
koeficienty. Pro polynomy takto nizkého stupné vyjde jen jedna rovnice z podminky A® = 0, zatimco
zbylé jsou dany prubéhem hodnoty potencidlu na hranici, kde je tfeba sféru parametrizovat pomoci 6 a ¢ a
pozadovat rovnost koeficientu u vSech nezavislych trigonometrickych funkci. Po uréeni vsech koeficientu jako
feSeni soustavy linedrnich rovnic nalezneme feseni uvnitt koule

U
O(x,y,2) = §(1 +222 — 22 —y?) . (134)
Protoze kulovou inversi se vSe, co bylo uvniti dostane ven a zaroven se hodnoty na povrchu koule nezménti,

tento invertovany potencial , , ,
, U/1 22¢ —x* —y
O(z,y,2) = 3 <|r| + RE ) (135)
popisuje pole vné koule s vySe predepsanymi okrajovymi podminkami.

Pocet polynomu ve tfech proménnych z, y a z stupné pravé L je ny, = (L+1)(L+2)/2. Napiiklad mame 6
polynomt stupné prave 2 — 22, y2, 2%, vy, yz a zx. Pocet polynomi stupné < L je Np, = > np = (L+1)(L+
2)(L 4 3)/6. Laplaceuv operédtor snizi fad polynomu od dva, a tak Laplaceova rovnice predstavuje nr_o
resp. Ny_o podminek. Uvazujeme-li polynomy stupné pravé L, bude mezi nimi pravé ny, —np_o = 2L+ 1
nezgvislych polynomt fesicich Laplaceovu rovnici. Pusobeni Laplaceova operédtoru na kvadratické polynomy
dava konstantu a tedy dimenze oboru hodnot na tomto prostoru je 1. Proto mame 6 — 1 = 5 nezavislych
kvadratickych polynomii splitujicich Laplaceovu rovnici, napt. 222 — 2~ y?, 22 — 2, zy, yz a zz. Uvazujeme-li
polynomy stupné < L bude mezi nimi

L
(L+1)? = ) (2+1) = 1+3+5+...+(2L+1) (136)
=0

nezavislych feseni Laplaceovy rovnice.

Tato feSeni nelze katalogizovat ve tvaru s rovnopravné zastoupenymi souradnicemi x,y a z. Naptiklad ti
funkce 2% 4y — 222, 2 4+ 22 — 222 a 2% 4+ 2% — 2y? daji nulovy soudet a pii vylucovani “té zavislé” vneseme do
seznamu asymetrii. Nejuspornéjsi je pak néasledujici zépis katalogu polynomidlnich feseni Laplaceovy rovnice

$00 1
$10 = z p141 = Ty
P20 = 222 —22 —y? dou1 = z(xtiy) doys = (zEiy)?

(137)

v némz je vyuzito komplexni kombinace x + iy pro dosazeni co nejSetrnéjsiho zapisu. Samoziejmé Redy,
a Imdy, predstavuji alternativu k ¢pm a ¢pm = ¢—m. Komplexni zpis ale piijde vhod pii pocitani Ay,
protoze Au(x + iy) = 0 pro kazdou holomorfn{ fuknci u, tedy i m-tou mocninu (x + iy)™. Navic v takto
uspoifddaném seznamu je tvar kazdé z bazovych funkci ¢y, az na jeji normovani jednozna¢né urcen, protoze
mé tvar soucinu polynomu (z + iy)!™! stupné |m| a polynomu Q}ml (2,22 4+ y?) stupné [ — |m| a pro takovéto

funkce predstavuje Laplaceova rovnice pravé odpovidajici pocet rovnic pro neznamé koeficienty polynomu
|m]
[

Separace Laplaceovy rovnice ve sférickych souiadnicich

Laplacian ve sférickych soufadnicich ma tvar

2 2 2
10 L[ L0 gfg L 0 19

Ad = 20

82(¢)+ sin @ 00

1
Lol =18 o)+ Lage,
sin? § 962 S5 r®) ghe®,  (138)

zde definujeme 1ihlovou ¢ast Laplacidnu Ag. Oddélime zavislost na jednotlivych proménnych do tvaru sou¢inu

®(r,0,0) = f(r) g(0) h(¢®) . (139)
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¢imz Laplaceova rovnice ziska tvar

AUF() 9(6) @) = T07)'ah+ 7 | < soinda') fh+

r2

fg } =0. (140)
n’4
Rovnici vydélime sou¢inem fgh a v souladu s principem separace proménnych funkei h(¢) zvolime tak, aby
splitovala rovnici h”/h = konst. tedy h = e*®. Pro nutné periodickou funkci h(¢) periodické soutadnice ¢
zvolime \ = im, tedy h(¢) = e'™?. Poté prepiseme Laplacovu rovnici A® do tvaru

1 " 1 1 . N m?

—r(r = ——|—= sinfg') — ——g| . 141

Fried) = =2 | ety - (141)
Na levé strané vystupuji pouze funkce (a derivace podle) r, na pravé strané pouze funkce (a derivace podle) 6,
ob¢ tedy musi predstavovat néjakou konstantu. Jeji zapis je ziejmy z faktu, ze leva strana %7‘(7“ £)" = konst.

predstavuje diferencidlni rovnici s polynomidlnimi fesenimi a tak tuto konstanu zapiSeme jako [(I+1) a FeSeni
i s integracnimi konstantami mé tvar

filr) = arl + T% . (142)

Ocividné jde o dvé navzajem kulové inverzni funkce.
Naopak prava strana (141) piedstavuje netrividlni Legenderovu diferencidlni rovnici a nalézt a analyzovat
jeji Teseni nenf snadné. Proto maji svoje oznaceni P/"(cosf). Vysledné separované feseni mé tvar

b .
b = <a7"l 4+ /r-l"rl) P)lm(COS 0) elm‘b (143)

Zatimco pro kazdé [ existuje alespon jedno v pocdtku reguldrni feseni f;(r), funkce sin 6 vystupujici ve
jmenovateli ¢lenu v Legenderové rovnici je nulovd na obou pélech § = 0,7 a pozadavek na reguldrni g(6)
omezuje hodnoty [ na celd nezdpornd ¢isla a m na celd ¢isla takovd, ze |m| < 1. Misto feSeni diferencidlnf
rovnice muzeme Legenderovy funkce P/"(cosf) az na normalizaéni faktor nalézt srovnanim separovaného
feseni s jiz difve nalezenymi polynomidlnimi fesenimi, jez odpovidaji volbé f(r) = r!. Napiiklad pro | =
2,m = 1 mame

$po1 = z(x +iy) = (rcosf) (rsinfcos¢ +irsinfsing) = (r2)(cosf sin@)(cos $ + isin ¢) (144)

kde mizeme jasné identikovat funkce f(r),g(6) a h(¢), tedy i hledany tvar Pj (cosf) ~ cos@ sin@.

Pfipomenme, Ze nalezeni separovaného feSeni ma prakticky vyznam. Bude-li mnozina feseni f;(r) tvorit
hustou bazi ve vhodném prostoru funkcf jedné proménné r, mnozina feseni g (¢#) tvorit hustou bazi v prostoru
funkef jedné proménné ¢ a podobné pro A, (¢), budou funkce Uy, (7) = f1(r) gr(F) him (@) tvofit hustou bézi
v prostoru funkci vSech tfi proménnych. Nalezeni separovanych feseni laplaceovy rovnice pak umozni pro
kazdé I, m nalézt takové k(I,m)m, ze @pp (7) = fi(r) gim (9) hi (@) je hustou bézi prostoru fesen{ Laplaceovy
rovnice. V nasledujicich odstavcich ukazeme, ze tato separovand feseni maji jesté hlubsi matematicky i
fyzikalni vyznam, specidlné, ze koeficienty v pole spliujiciho Laplaceovu rovnici vné omezeného zdroje jsou
pfimo urceny rozlozenim naboje uvnitt zdroje.

Pole daleko od zdroje

Reseni Poissonovy rovnice v celém prostoru ma znamy tvar

p(r’)
4reg®(7) = e md%«’ . (145)

V situaci, kdy jsou zdroje umlbteny v ohrani¢ené oblasti V', pro niz plati |F] > || V7' € V, se nabizl
pouzit Tayloruv rozvoj funkce 1/|7 — 7’|

1 1 1, 1 +18 1
P T =

1 1
vl +—8zgkr7 rirlr + .. (146)

=1 )
= 3! ‘ =0
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Prislusné parcidlni derivace

1 M () 1)
/ i o

8l|7:‘—77/| =0 - r3 ’ Mi (F) =T,
1 M (7) 2) /-

gjﬁ = :"757 MZ(] )(r) = 3TLTJ 7‘25137

|T 7| #1=0
1 M) () 3
Do F— ey — 2 ME)(F) = 15riryrk — 3(0i7k + Ojri + g )12 = 15riryE — 9 8y 7,
r'=

prestavaji byt pro vétsi rady [ pouzitelné pro praktické pocitani. Protoze jsou to uplné symetrické tenzory
mize byt z jejich s 3! slozek, nanejvys (14 1)(I + 2)/2 nezavislych. Navic spliuje kazdy z polynomi-tenzorii
MZ(]L ( ) podminku nulové stopy, nebot v uvazované oblasti |7] > |7’| je splituje (146) Laplaceovu rovnici,
coz snizi pocet nezavislych komponent tohoto tenzoru na pouhych 2/ 4+ 1. To je vidét nejsnaze z toho, ze
kulovou inversi funkce MI(JZ;C(F) /r?*1 dostdvame polynom Ml(]l;C(F) stupné [. Pocet nezdvislych polynomu
tohoto stupné, jez splnuji Laplaceovu rovnici jsme jiz diive urcili jako 21 + 1.

Nulovost stop miizeme vyuzit k tomu, ze taylorovské polynomy napi. r; r; rj nahradime 1/15M, (3)(_" )
atp., ¢imz rozvoj ziska symetricky tvar

s = 2) /- 2) /> 3) 3) />
et I et
‘,,:*_ 7:'/| r r3 21.3 rd 31.15 r7

(147)

Piestoze pro vyssi fady jde o velmi neefektivni vzorec, muzeme rozvoj dosadit do (145). Zavedeme oznaceni
pro tenzorové momenty nédbojové hustoty, tedy pro integraly souc¢inu polynomu v soufadnicich a nabojové

hustoty Qfé)k = Ml(jk (F")p(F")d3r" a poté pro potencial daleko od zdroje miizeme psat

(1) 5 /(1) )0 (7 3) 1f®) (7
Areq®(7) = g Q ]‘fB (1), 9 - (4)+Q”’€r7”k(q) TR (148)

Jde o soucet, v némz [-ty ¢len ubyva do nekoneéna jako 1/r!*1 a koeficienty v tomto rozvoji jsou:

e koeficient u ¢lenu s I = 0 je skaldr a mé vyznam celkového ndboje Q = [ p(7 P d3r.

e koeficient u ¢lenu s [ = 1 je vektor a jde o celkovy dipélovy moment zdroje QZ(- = [rip(F")d>r

e koeficient u ¢lenu s [ = 2 je tenzor druhého fadu (symetricky, bezestopy) a jde o tzv. kvadrupdlovy
moment soustavy Qg) = & [ Brjrl —17205)p(7")dPr’
Pozndmka. ¢leny vech vyse uvedenych rozvoju pro 1/|# — 7’| spliiuji Laplaceovu rovnici v 7 vSude kromeé
pocdtku. Jak je mozné, zZe jejich poskldddnim vznikne funkce 1/|7 — 7’|, kterd nespliiuje Laplaceovu rovnici
pro ¥ = 7'? Za timto nesouladem stoji otdzka konvergence uvazovanych fad. Jak mnohem ztetelnéji uvidime
déle, rozvoje 1/|F — 7/| konverguji jen vné (¢i uvnitt) koule o poloméru |7’| a tedy rozvoje potencidlu maji
smysl jen vné koule obsahujici vSechny naboje.

Multipélovy rozvoj v kulovych funkcich

Stéle plati, ze v rozvoji (148) jsou prislusné souciny tenzoru formalné souctem 3" ¢lent, i kdyz se dd ukazat,
ze v kazdém takovém souctu je jen 2] + 1 nezavislych scitanci. Pfi jejich hledéani bychom museli ucinit
velkou spoustu objevi, abychom nakonec zjistili, ze kli¢ lezi v nésledujici formuli, ktera predstavuje konecny
dokonale optimalizovany tvar Taylorova rozvoje funkece 1/|7 — 7’|

LIS (P an - (PN (T y
|F—F/|‘?l§ T nglmzl tm 7 ) Y\ L (149)

kde kulova funkce Y;,,, (¥, ¢) je az na normalizaci ddna vztahem
Gim = Qiojm|(z, 2> +97) (i)™~ Yy, (:) , (150)
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kde ¢y, jsou jiz diive zminéna béaze polynomu v kartézskych soufadnicich x,y, z stupné pravé [, jez splnuji
Laplaceovu rovnici.
Integraci (149) s ndbojovou hustotou dostdvame

SR A Yo (9,
are®(™ =3 Y am ,/2111 ZTZ(H ¢) (151)

=0 m=—1

s koeficienty ¢;,,, udavajicimi jak rozlozené jsou naboje vytvarejici pole

- am « =
Qi = /V PN gy ™ Vi (9,0 & (152)

Vyznam tohoto rozvoje tyz jako u (148), pouze misto tenzorovych, ve vyssich fadech silné nadbyteénych,

koeficientu Qg)k maéme koeficienty multipdlové ¢, Diky vhodnému normovani kulovych funkci je koeficient
oo roven celkovému ndboji @ télesa a prvni ¢len rozvoje tak iika, ze ® ~ Q/(4megp r). Podobné s kvadratem
vzdalenosti ubyva piispévek dipélového momentu ndboje daného trojici velic¢in ¢1,-1,q1,0 & q1,1-

Kulové funkce

Predevsim, kulové funkce jsou komplexni funkce redlnych sférickych proménnych ¢ a ¢. Duvod je stejny,

jako v piipadé fourierovské baze na intervalu z €< 0,27 >, kterou v teoretickych tivahdch volime e!"® spige

nez 1,v/2 cos(nx), v2sin(nz) a to kvili jednoduchosti. V pifpadé kulovych funkef je to zavislost tvaru e™™®.
Jiz v oddile vénovaném separaci proménnych v kulovych soutadnicich jsme vidéli, ze nalézt ¢ast feseni

zévisejici na 9 znamenalo zkoumat slozitou diferencidlni rovnici. Jeji Feseni P/™(cos#) lze nalézt pomoci

Rodriguesovy formule

(1 _ x2)m/2 lerm

P (@) = g g @

—1) (153)

Piidanim separované ¢asti zavislé na ¢ a dodanim normovacicho a fazového koeficientu dostdvame z pridruzeného
Legenderova polynomu kulovou funkci

@20+ 1)1 —m

1/2
Vin(0.0) = (-1 (ZE SR T e cosoperms (154)

Pro takto normované kulové funkce plati

Yiem(0,0) = (—1)™ Y75 (9,9) - (155)

Pozn. Pfi hledédni separovaného feeni Laplaceovy rovnice jsme zjistili ze P/™(cos 9)e?™? je vlastn{ funkef
thlové ¢dsti Laplacidnu Agq s vlastni hodnotou —I(l + 1). To méd za ndsledek, ze kulové funkce tvoii
ortonormalni bazi na prostoru funkci na sfére.

Priiklad Pouzijeme pfedchézejici vztahy k vypoctu tvaru funkce Ys. Pro zjednoduSeni budeme pocitat
nejdifve Y3_o k ¢emuz ndm stacf jen jedenkrat derivovat pii vypoctu P/™ podle (153).

—2_(1_332)71 2 sy _ 1. 9
B =T (07 - =glem e (156)
.51 . 1 _
Y55 = Zw51!§ sin? 9 cos® e 2 = % sin? 9 cos® e2 (157)
Tedy
_ J205 o o 105z (2 +iy)?
Y3o = 33 S ¥ cosV (cos ¢+ ising)® = o 5 (158)

Poznamka: Vykreslime-li na povrch koule znaménko redlné ¢i imaginarni ¢asti této funkce uvidime étyfi
kladné a étyii zdporné oblasti. Uvazujeme-li feseni Laplaceovy rovnice 7~4Y35(1, ¢), vime, Ze nem4 v oblasti
r > 0 extrém. Proto z extrému na néjaké sfére po radidle dojdeme az do pocatku, kde si muzeme ptedstavit
natésnané ¢tyfi kladné a Gtyfi zdporné naboje. Proto? se ifkéd ¢leniim rozvoje s | = 3 oktupdlové. Podobné

2Toto pojmenovani &islovkou 2! pochézi z toho, ze nejjednodussi zpiisob, jak zkonstruovat pole ubyvajici jako 1/r!*1 je vazit
superpozici dvou opaénych ale prostorové posunutych poli ubyvajici jako 1/rl. Takto dostaneme z dvojice opa¢nych monopélu
dipdl, z dvou dipéla kvadrupdl atp. Na model zdroje pole s | = 10 ovSem nepotfebujeme 1024 ndboju, nékdy staci i 11.
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mame Cleny kvadrupdlové [ = 2 a dipdlové [ = 1. Zadéani ulohy do sbirky Péstujeme kulové funkce: Zkuste
vymyslet kolikapdl odpovida | = 4 a pro¢ je bézné uzivané oznaceni hexadekapdl obecné Spatné?

Kulové funkce diky svym zazra¢nym vlastnostem napiiklad umoziuji okamzité fesit ilohu, kdy na povrchu
koule je predepsdn prubéh napét{ U(d, ¢) a je tieba urcit pole daleko od ni. My jsme to dokédzali v pripade,
kdy potencial byl na povrchu koule roven ngjakému polynomu v kartézskych souradnicich tim, ze jsme Tesili
soustavu linedrnich rovnic danou z ¢asti okrajovymi podminkami a z ¢asti Laplaceovou rovnici. Protoze
multipdlovy rozvoj automaticky fesi polni rovnice, staci urcit koeficienty v rozvoji tak aby byly splnény
okrajové podminky. Proto s pomoci kulovych funkei zapiseme potencidl prostoru okolo hraniéni sféry ve
tvaru multipélového rozvoje

0 =3 3 vy Ym0 (159)

=0 m=—1

a jedna z mnoha kouzelnych vlastnosti kulovych funkci
[ ¥in (0.0, 0. 49 = G5 (160)

zvand relace ortogonality ndm umoznuje spocist piimo koeficienty rozvoje pro libovolny prubéh funkce U (19, ¢)
takto

> Yim (0
(=) = U0.0) =3 3 Ui R R A (161)
=0 m=—1
a tedy
U’m/
[ 00,0 ¥ (0.6) a0 = Dzt (162)
neboli
Ut = a1 / U(9,6) Vi (0, 6) S . (163)

Axialné symetricka pole

- « o . s -0 < s . 2 . v -
Protoze pro osové soumérné rozlozeni ndboju vymiz{ integrél fo e™?d¢ pro m # 0, zjednodusi se soucet
pfes m na jediny ¢len, odpovidajici momentim

q = / p(7") ' Py(cos ') d3F, (164)
v

kde jsme zavedli ¢, = qi0 a P(z) = P?(x). Za predpokladu axidln{ symetrie rozlozen{ ndboju tak pro potencidl
plati

(cos ¥
47T6()¢ fj Z qi ')"71) (165)
1=0
Jak je z definice vidét, jsou P;(x) polynomy stupné [. Napiiklad
Py(z) = 1 (166)
P(z) = = (167)
Poa) = Sa?— (168)
A
Py(z) = gsc?’ - ;x (169)
35 15 3
P, = gt a4 C 1
1 () g ¥ 2 + 3 (170)
Také je na misté uvést vztah
20— 1 -1
Pz) = 2 Lap (@) - LR o) ()

l l

ktery umoziuje ze snadno zapamatovatelnych hodnot Py(xz) =1 a Pj(x) = x uréit vSechny dalsi, stejné tak,
jako dokézat uzitetnou vlastnost
P(1) = (+1) (172)
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Priklad. Spoctéte momenty ¢; nédboje o velikosti Q = 4meg umisténého na ose z ve vzddlenosti 2’
od pocatku a z toho, ze budi zndmé coulombické pole, odvodte zndmy generujici vzorec pro Legenderovy
polynomy

1
V1 —2xcos?) + 22

= i z'Py(cos V) (173)
=0

Legendrovy polynomy jsou vzorovym piikladem ortogonalni baze funkci, na rozdil od kulovych funkeci je
jejich normalizace a fize volena vztahem P;(1) = 1 a tak relace ortogonality vypadd nasledovné

1r g
/ Pi(2)Py(2)dz = / P;(cos )Py (cos¥)dcos ) = 2 O (174)
-1 0 20+ 1
a uplnost dokladé vzorec
2041 N N1 /
; 5 P;(cos )P (cos ') = §(cosv) — cosv') = sinﬁd(ﬂ 9 (175)

Zde je explicitné pripomenut vztah 6(f(z)) = 1/f" §(z — zp).
Priklad. Jako prototyp netrividlniho elektrostatického pole ndm nyni poslouzi rovnomérné nabitéd tycka
(ndboj @, délka 2a):
—a— /2 — )2
47reo<I>(F):Q1nZ a P2+ (z—a)
20 z2+4+a—+/p*+(2+a)?

(176)

Uvazujme hodnoty potencidlu na poloose z > 0

dregd(z) = L itetvEtat Q) zha Q) 1+ (177)

2 z—a+(z—a)? 20 z—a 2a 1-%¢

Pii uvazeni rozvoje Inl 4+ x =z — %acQ + %J;?’ — ix‘l + %m5 + ... dostaneme

e = 2 (103 (1) 3(2)+.) s

Protoze plati, ze P(cos0) = 1, musi Q,Qa?/3,Qa*/5 atd. byt koeficienty qo,g2,q4 atd. v rozvoji (165).
Pokud plati (164),(165) musi tyto koeficienty souhlasit s piimo spo¢tenymi multipdlovymi koeficienty
(164)

Q. z
aQ / 5 |z|" P(cos¥) dz, cos E sgn z (179)

Pro lich4 [ je integrand lichd funkce (nebot Paii1(41) = £1) a tak nenulové ziistanou jen sudé koeficienty

—a

Q
n — " 1
Pn =5 1% (180)

coz jsme védéli jiz z Taylorova rozvoje potencialu podél osy z.
Piiklad Elektrostatické pole rovnomérné nabité kruznice. Integraci je tento ptiklad feSen v Kvasnicové

uéebnici a vede na elipticky integral. (Pozor na tiskovou chybku na str. 328, spravné je A = [r? + a? +
2ar sin®]'/2.) My si povsimneme, ze integral (145) lze snadno spocist na ose Z, kde plati
dreg®(Z) = @ (181)
va?+ 72
Protoze »
1 v(z z<1
_ : 182
ea= Rl BN (182
o (-)M185..(2k ~ 1)
B 1, 13 , 135 4 —1)F135..(2k — 1) o,
VB =1- 5P s T paass T 2k o (183)
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zndme rozvoj ®(Z) v okoli nuly i nekoneéna:

dreo®(Z) = % [1 - % (f)Q +§ (f)4 .
- 2[15(2)2%(2)4} Z>a (185)

Vime, ze feSeni Laplaceovy rovnice lze psat jako

Z <a (184)

(o)
_ Q@ : 0="=
dmeg®(7) = ; mPl(COb 9), cos® = . (186)
pro dostatecné velka r a podobné
4dmeg®(7) = Z qir'Py(cos ), (187)

1=0
v okoli pocatku, plati-li tam, ze AP = 0.
Proto miizeme v (184-185) nahradit ¢leny Z! vyrazem R!Pj(cos©) ve vnitinim rozvoji a éleny Z~!~1
vyrazem R™!"1P(cos ©) v rozvoji vnéjsim, tedy plati

dreg®(7¥) = % [1 - % (f>2 Py(cos©) + g (f>4P4(cos 0)—..| Z<a (188)
= % [1 - % (%)2 P5(cos©) + g (%)4P4(COS@) — } Z>a (189)

Uvazujeme-li soucet az do ¢élentt (R/a)® resp. (a/R)®, dopadne porovnani souétu fady a presného fesen{
takto:

U ekvipotencidl pfiblizného feseni na Obrdzku 9 muzeme pozorovat poruchy pobliz koule r = a. Ty jsou
zpusobeny koncem konvergence rady, muzeme se na né také ale divat jinak.

Cviceni: Reknéme, ze budeme studovat vyse zkonstruované pole jez ziskdme uvnitf i vné rozvojem do
néjakého konecného [. Jaké nédbojové hustoté odpovida? Navod: Nejsnéaze lze vysledek spocist spoctenim
skoku elektrické intenzity na povrchu sféry r = a bereme-li uvnitt (188) a vné (189).
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