Zadani prikladu z predmétu Programovani prakticky

ResSeni soustav diferencialnich rovnic s poc¢ateé¢ni podminkou

Na cviceni jsme se seznamili s feSenim soustav obycejnych direnecidlnich rovnic. Skonéili jsme s fesenim problému obéhu
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lehké planety pritahované hmotnym centrem.

program odr_planeta;

type tIndex = (ix, iy, ivx, ivy);
tVektor= array[tIndex] of real;

tPohybovaRovnice = function (U:tVektor;t:real): tVektor;
procedure krok_Euler (pohRovnice:tPohybovaRovnice;
var Y: tVektor;
var t:real; dt : real);
var i:tlIndex;
dYdt :tVektor;
begin
dYdt := pohRovnice(Y,t);
t := t+dt;
for i:=low(Y) to high(Y) do Y[i] := Y[i] + dYdt[il=*dt;
end;
procedure krok_Midpoint (pohRovnice:tPohybovaRovnice;
var Y: tVektor;
var t:real; dt : real);
var i:tIndex;
Ypul ,dYdt:tVektor;
begin
dYdt := pohRovnice(Y,t);
for i:=low(Y) to high(Y) do Ypull[i] := Y[i] + dYdt[i]l*dt=*0.5;
dYdt := pohRovnice(Ypul,t+0.5%dt);
for i:=low(Y) to high(Y) do Y[i] := Y[i] + dYdt[il=*dt;
t = t+dt;
end ;

procedure Krok_RK4 (fce_dUdt:tPohybovaRovnice; var U:tVektor;

var i:tIndex;
Utmp ,k1_dUdt ,k234_dUdt : tVektor;

dt2:real;
begin
k1_dUdt := fce_dUdt (U,t);
dt2 := 0.bxdt;
t = t+dt2;
for i:=low(tIndex) to high(tIndex) do Utmp[i] := U[i] + k1_dUdt[i]l*dt2;
k234_dUdt := fce_dUdt (Utmp,t);

for i:=low(tIndex) to high(tIndex) do begin
Utmp [i] := U[i] + k234_4dUdt[i]*dt2;

k1_dUdt [i] := k1_dUdt[i]+2*k234_4dUdt[i];
end ;
k234_dUdt := fce_dUdt (Utmp,t);
t += dt2;
for i:=low(tIndex) to high(tIndex) do begin
Utmp [i] := U[i] + k234_4Udt [i]*dt;
k1_dudt [i] := k1_dUdt[i]+2*k234_dUdt[i];
end;

k234_dUdt := fce_dUdt (Utmp,t);

var t:real;
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for i:=low(tIndex) to high(tIndex) do U[i] := U[i] +
(k1_dUdt [1]+k234_dUdt [i])*dt2%0.333333333333333333;
end;

function pohybova_rovnice_planety(U:tVektor;t:real): tVektor;

const GM = 4%Pi*Pji;

var r2,r_3 :real;

begin
pohybova_rovnice_planety [ix]
pohybova_rovnice_planety[iy]
r2 := sqr(U[ix])+sqr(Uliy]l);
r_3 := 1/(r2#*sqrt(r2));
pohybova_rovnice_planety[ivx]
pohybova_rovnice_planety [ivy]

end;

Ulivx];
Ulivyl;

-GM*U[ix]*r_3;
-GM*U[iy]l*r_3;

function jeNasobek(x,krok:real):boolean; // nepfilis spolehlivad verze stati
begin

jeNasobek := abs(x-round(x/krok)*krok)<1E-9;
end;

var Y: tVektor;
t:real;

const dt=1/365; // krok jeden den
tmax=2; // dva roky

type tMetoda = procedure (fce_dUdt:tPohybovaRovnice; var U:tVektor; var t:real; dt:real);
const metoda: array [1..3] of tMetoda = (@krok_Euler ,@krok_Midpoint ,@Krok_RK4);
var i:integer;

begin
for i := low(metoda) to high(metoda) do begin
t := 0;
Y[ix] := 1; // jednotka: AU
Y[iyl := 0;
Y[ivx] := 0;
Y[ivy] := 2*Pi-3; // Au/rok, menSi neZz kruhovad rychlost

while t<tmax do begin

if jeNasobek(t,1/365) then writeln( t:7:4, ’,’,Y[ix]:9:6,°,’, Y[iyl:9:6);
metoda[i] ( @pohybova_rovnice_planety, Y , t, dt);
end ;

writeln; writeln;
end;

end .

Klicovym krokem pii volbé struktury programu bylo oddélit pohybovou rovnici (zde v pohybova_rovnice_planety})a
zpusob, jimz ji feSime (v programu jsou tii metody, dvé z nich jsme vidéli na cviceni, t¥et{ je nejlepsi, ale nebyl ¢as na
vysvétlent.)

Problém, ktery jsme fesili je soustava dvou obycejnych diferencialnich rovnic druhého fadu, z niz jsme udélali soustavu
¢tyt rovnic prvniho fadu. Vysledkem programu vyse je sada ctyf ruzné presnych feseni v podobé tif sloupcu &isel, které
lze vykreslit piikazy gnuplotu

set size ratio -1
set grid
plot [-0.5:1.5][-1:1]°pl.txt’ 1 O u 2:3 w 1 ti ’Eul’, ’’> i 1 uw 2:3 w 1 ti ’Midp’, ’’ 1 2 u 2:3 w 1 ti ’RK4’

Pro vykresleni do souboru pak jesté

set size ratio -1
set term pdf; set output ’planeta.pdf’; replot; unset term;



Vysledny obrazek vypada takto:

1 T T T
Eul
Midp ——
RK4
0.5 - -
0+ i
-0.5 -
-1 1 1 1
-0.5 0 0.5 1 1.5

Obrézek: Vystupr programu vyse vykresleny uvedenymi piikazy gnuplotu. Je vidét ruznd presnost pouzitych metod.

Aby program vyzkousel vSechny tfi numerické metory teSeni dif. rovnic, je v programu cyklus na ¥. 88. Pokud chcete jen
jednu metodu, je tfeba cyklus zrusit a misto metoda[i] napsat na . 97 napi. Krok_RK4.

Zapoctovy problém

Zajimavym piikladem, kde nelze vystacit s analytickym feSenim a je tfeba rovnice
Fesit numericky, je dvojkyvadlo. To vznikne tak, Ze na matematické kyvadlo (to uz
umime fesit) povésime jesté jedno. Pro jednoduchost bude mit stejné dlouhy zdvés a
stejné hmotné zdvazi.
Misto jedné obycejné diferencialni rovnice Y+sing =0 nyni budeme mit dvé navzajem
neoddélitelné provazané

2sin(u — v) [1’12 + 42 cos(u — v)} + sin(u — 2v) 4+ 3sinu

“=- 3 — cos2(u —v) ’

2sin(u — v) (242 4 9% cos(u — v) + 2 cos u)

3 —cos2(u—v)

’U:

Odvodit tyto rovnice se naucite ptisti rok v teoretické mechanice, kurs programovani
mame ale uz letos. Stejné jako difve u matematického kyvadla, i zde pro jednodu-
chost ve vSech rovnicich uvazujeme ,bezrozmérny* cas 7 = ﬁ/ng a derivace podle
néj. Pro kontrolu pfesnosti vypoc¢tu budeme jesté potiebovat vzorec pro celkovou
(bezrozmérnou) energii obou zévazi:

1
E =142+ 51’)2 + 40 cos(u — v) — 2cosu — cos .
Modifikujte program ze cviceni pro pohyb jednoduchého matematického kyvadla tak, aby fesil vySe uvedené pohybové
rovnice dvojkyvadla. Jako pocdtecni polohu obou zavazi zvolte u(0) = v(0) = 7/2, 4(0) = v(0) = 0.



1 ‘ ‘ la. Vystup programu necht jsou hodnotu 7, w, v, E, x1, Y1, T2, Y2 Pro
t=35.000 7 € {0, 35) vypsané s tabela¢nim krokem A7 = 0.025. Kartézské
0s | soufadnice obou zavazi jsou x; = sinu,y; = —cosu,xrs =
sinu + sin v, ys = — cos u — COS V.

1b. Pro nejméné dvé metody uvedené vyse naleznéte takovou hod-
notu ¢asového kroku pii fesenf diferencidlni rovnice (zvoleného
jako celoéiselny zlomek tabela¢niho kroku), aby v uvazovaném
¢asovém intervalu chyba energie E nepfesihla 1077,

lc. Pro tuto hodnotu kroku nakreslete zévislost E(7) piikazem

-1.5

plot ’data.txt’ using 1:4 with lines

— - L
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 ., . .. ,
Obr. 2. Trajektoric dolnfho zdvaz a poloha dvojkyvadla v 1d. Ze stejnych dat vykreslete trajektorii druhého kyvadla
7 = 35. Rychlost je zndzornéna délkou zanechané stopy. Navod . .
set size ratio -1

jak z vasich dat vytvoftit takovyto obrazek v pohybu najdete . . .
plot ’data.txt’ using 7:8 with lines

na http://utf.mff.cuni.cz/~ledvinka/2kyv

m 2
1.5
2
N 0
-t/ 2
Tt
-t -Ti/2 0 /2 bl
Ug

Obrézek 2: Zéavislost vychylky spodniho kyvadla v ¢ase 7 = 100 na poc¢dtec¢nich podminkach ug,vg. Je vidét, ze pro vétsi
pocateéni vychylky vykazuje dvojkyvadlo chaotické chovani — vysledek zavisi na pocateénich podminkych natolik silné,
Ze 1 jen nejmensi myslitelnd neznalost poc¢atecnich podminek ndm neumozni feSenim pohybovych rovnic uréit, s jakou

vychylkou kyvadlo pozdéji skonéi.



2. Napiste dalsi verzi programu, kterd s nalezenym ¢asovym krokem spocte stav dvojkyvadla v ¢ase 7 = 100 vypusténého
z u(0) = up, v(0) = vy a vypise hodnoty

u(tr =0) v(t=0) u(r =100) v(r =100) E(r = 100)
stejnym zpusobem (viz http://utf.mff.cuni.cz/"ledvinka/PrPrakticky/jupyter/Cvicenib5.pdf ), jako jsme

malovali Newtonuv fraktdl, nakresli zavislost vychylky spodniho kyvadla xo = sin(u) + sin(v) na pocitecnich
podminkéch.

To znamend, ze soubor vykreslime piikazy

set size ratio -1
plot [-3.15:3.15][-3.15:3.15] ’uhly100.txt’ using 1:2:(sin($3)+sin($4)) palette pt 5 ps 0.2

Pokud bychom chtéli hez¢i, nez automatickou paletu barev, je vhodné ulozit nasledujici sekvenci piikazi do souboru
obr2.gp

set xlabel ’u0’
set ylabel ’vO0’

set palette defined (-2 "magenta", -0.3 "blue", O "black", 0.3 "red", 2 "yellow")
set cbrange [-2:2]

set size ratio -1

set xtics (°-m’ -pi, ’-w/2’ -pi/2, 0, ’w/2’ pi/2, ’n’ pi)
set ytics (°-m’ -pi, ’-w/2’ -pi/2, 0, ’w/2’ pi/2, ’n’ pi)

plot [-pi:pi] [-pi:pi] ’uhell00.txt’ using 1:2:(sin($3)+sin($4)) palette pt 5 ps 0.2 notitle
#set term png size 1600, 1200; set output ’uvplot.png’;replot; unset term

a v gunplotu ji vyvolat ptfikazem load’obr2.gp’ , posledni ptikaz pak po odstranéni znaku # vytvoii soubor s
vyslednycm obrézkem.
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Obrézek 3: Zavislost vychylky spodniho kyvadla v ¢ase 7 = 5 (vlevo) a 7 = 10 (vpravo) na poédteénich podminkéch
ug, vg. Je vidét, ze s rostoucim ¢asem se stéle vice projevuje komplikovany prubéh pii vétsich vychylkach.



