
Zadáńı př́ıkladu z předmětu Programováńı prakticky

Řešeńı soustav diferenciálńıch rovnic s počátečńı podmı́nkou

Na cvičeńı jsme se seznámili s řešeńım soustav obyčejných direneciálńıch rovnic. Skončili jsme s řešeńım problému oběhu
lehké planety přitahované hmotným centrem.

1 program odr_planeta;

2

3 type tIndex = (ix, iy, ivx , ivy);

4 tVektor= array[tIndex] of real;

5 tPohybovaRovnice = function (U:tVektor;t:real): tVektor;

6

7

8 procedure krok_Euler(pohRovnice:tPohybovaRovnice;

9 var Y: tVektor;

10 var t:real; dt : real);

11 var i:tIndex;

12 dYdt:tVektor;

13 begin

14 dYdt := pohRovnice(Y,t);

15 t := t+dt;

16 for i:=low(Y) to high(Y) do Y[i] := Y[i] + dYdt[i]*dt;

17 end;

18

19 procedure krok_Midpoint(pohRovnice:tPohybovaRovnice;

20 var Y: tVektor;

21 var t:real; dt : real);

22 var i:tIndex;

23 Ypul ,dYdt:tVektor;

24 begin

25 dYdt := pohRovnice(Y,t);

26 for i:=low(Y) to high(Y) do Ypul[i] := Y[i] + dYdt[i]*dt *0.5;

27 dYdt := pohRovnice(Ypul ,t+0.5* dt);

28 for i:=low(Y) to high(Y) do Y[i] := Y[i] + dYdt[i]*dt;

29 t := t+dt;

30 end;

31

32 procedure Krok_RK4(fce_dUdt:tPohybovaRovnice; var U:tVektor; var t:real; dt:real);

33 var i:tIndex;

34 Utmp ,k1_dUdt ,k234_dUdt : tVektor;

35 dt2:real;

36 begin

37 k1_dUdt := fce_dUdt(U,t);

38 dt2 := 0.5*dt;

39 t := t+dt2;

40

41 for i:=low(tIndex) to high(tIndex) do Utmp[i] := U[i] + k1_dUdt[i]*dt2;

42 k234_dUdt := fce_dUdt(Utmp ,t);

43

44 for i:=low(tIndex) to high(tIndex) do begin

45 Utmp[i] := U[i] + k234_dUdt[i]*dt2;

46 k1_dUdt[i] := k1_dUdt[i]+2* k234_dUdt[i];

47 end;

48 k234_dUdt := fce_dUdt(Utmp ,t);

49

50 t += dt2;

51 for i:=low(tIndex) to high(tIndex) do begin

52 Utmp[i] := U[i] + k234_dUdt[i]*dt;

53 k1_dUdt[i] := k1_dUdt[i]+2* k234_dUdt[i];

54 end;

55 k234_dUdt := fce_dUdt(Utmp ,t);



56

57 for i:=low(tIndex) to high(tIndex) do U[i] := U[i] +

(k1_dUdt[i]+ k234_dUdt[i])*dt2 *0.333333333333333333;

58 end;

59

60 function pohybova_rovnice_planety(U:tVektor;t:real): tVektor;

61 const GM = 4*Pi*Pi;

62 var r2 ,r_3 :real;

63 begin

64 pohybova_rovnice_planety[ix] := U[ivx];

65 pohybova_rovnice_planety[iy] := U[ivy];

66 r2 := sqr(U[ix])+sqr(U[iy]);

67 r_3 := 1/(r2*sqrt(r2));

68 pohybova_rovnice_planety[ivx] := -GM*U[ix]*r_3;

69 pohybova_rovnice_planety[ivy] := -GM*U[iy]*r_3;

70 end;

71

72 function jeNasobek(x,krok:real):boolean; // nep ř ı́li š spolehliv á verze sta č ı́

73 begin

74 jeNasobek := abs(x-round(x/krok)*krok)<1E-9;

75 end;

76

77 var Y: tVektor;

78 t:real;

79

80 const dt =1/365; // krok jeden den

81 tmax =2; // dva roky

82

83 type tMetoda = procedure (fce_dUdt:tPohybovaRovnice; var U:tVektor; var t:real; dt:real);

84 const metoda: array [1..3] of tMetoda = (@krok_Euler ,@krok_Midpoint ,@Krok_RK4);

85 var i:integer;

86

87 begin

88 for i := low(metoda) to high(metoda) do begin

89 t := 0;

90 Y[ix] := 1; // jednotka: AU

91 Y[iy] := 0;

92 Y[ivx] := 0;

93 Y[ivy] := 2*Pi -3; // Au/rok , men š ı́ ne ž kruhov á rychlost

94

95 while t<tmax do begin

96 if jeNasobek(t ,1/365) then writeln( t:7:4, ’ ’,Y[ix]:9:6,’ ’, Y[iy ]:9:6);

97 metoda[i]( @pohybova_rovnice_planety , Y , t, dt);

98 end;

99

100 writeln; writeln;

101 end;

102

103 end.

Kĺıčovým krokem při volbě struktury programu bylo oddělit pohybovou rovnici (zde v pohybova_rovnice_planety})a
zp̊usob, j́ımž ji řeš́ıme (v programu jsou tři metody, dvě z nich jsme viděli na cvičeńı, třet́ı je nejlepš́ı, ale nebyl čas na
vysvětleńı.)

Problém, který jsme řešili je soustava dvou obyčejných diferenciálńıch rovnic druhého řádu, z ńıž jsme udělali soustavu
čtyř rovnic prvńıho řádu. Výsledkem programu výše je sada ctyř r̊uzně přesných řešeńı v podobě tř́ı sloupc̊u č́ısel, které
lze vykreslit př́ıkazy gnuplotu

set size ratio -1

set grid

plot [-0.5:1.5][-1:1]’pl.txt’ i 0 u 2:3 w l ti ’Eul’, ’’ i 1 u 2:3 w l ti ’Midp’, ’’ i 2 u 2:3 w l ti ’RK4’

Pro vykresleńı do souboru pak ještě

set size ratio -1

set term pdf; set output ’planeta.pdf’; replot; unset term;



Výsledný obrázek vypadá takto:
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Obrázek: Výstupr programu výše vykreslený uvedenými př́ıkazy gnuplotu. Je vidět r̊uzná přesnost použitých metod.

Aby program vyzkoušel všechny tři numerické metory řešeńı dif. rovnic, je v programu cyklus na ř. 88. Pokud chcete jen
jednu metodu, je třeba cyklus zrušit a mı́sto metoda[i] napsat na ř. 97 např. Krok_RK4.

Zápočtový problém

Zaj́ımavým př́ıkladem, kde nelze vystačit s analytickým řešeńım a je třeba rovnice
řešit numericky, je dvojkyvadlo. To vznikne tak, že na matematické kyvadlo (to už
umı́me řešit) pověśıme ještě jedno. Pro jednoduchost bude mı́t stejně dlouhý závěs a
stejně hmotné závaž́ı.
Mı́sto jedné obyčejné diferenciálńı rovnice ψ̈+sinψ = 0 nyńı budeme mı́t dvě navzájem
neoddělitelně provázané

ü = −
2 sin(u− v)

[
v̇2 + u̇2 cos(u− v)

]
+ sin(u− 2v) + 3 sinu

3− cos 2(u− v)
,

v̈ =
2 sin(u− v)

(
2u̇2 + v̇2 cos(u− v) + 2 cosu

)
3− cos 2(u− v)

.

Odvodit tyto rovnice se nauč́ıte př́ı̌st́ı rok v teoretické mechanice, kurs programováńı
máme ale už letos. Stejně jako dř́ıve u matematického kyvadla, i zde pro jednodu-
chost ve všech rovnićıch uvažujeme

”
bezrozměrný“ čas τ = t

√
g/l a derivace podle

něj. Pro kontrolu přesnosti výpočtu budeme ještě potřebovat vzorec pro celkovou
(bezrozměrnou) energii obou závaž́ı:

E = u̇2 +
1

2
v̇2 + u̇v̇ cos(u− v)− 2 cosu− cos v.

u

v

Modifikujte program ze cvičeńı pro pohyb jednoduchého matematického kyvadla tak, aby řešil výše uvedené pohybové
rovnice dvojkyvadla. Jako počátečńı polohu obou závaž́ı zvolte u(0) = v(0) = π/2, u̇(0) = v̇(0) = 0.
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Obr. 2. Trajektorie dolńıho závaž́ı a poloha dvojkyvadla v

τ = 35. Rychlost je znázorněna délkou zanechané stopy. Návod

jak z vašich dat vytvořit takovýto obrázek v pohybu najdete

na http://utf.mff.cuni.cz/~ledvinka/2kyv

1a. Výstup programu necht’ jsou hodnotu τ, u, v, E, x1, y1, x2, y2 pro
τ ∈ 〈0, 35〉 vypsané s tabelačńım krokem ∆τ = 0.025. Kartézské
souřadnice obou závaž́ı jsou x1 = sinu, y1 = − cosu, x2 =
sinu+ sin v, y2 = − cosu− cos v.

1b. Pro nejméně dvě metody uvedené výše nalezněte takovou hod-
notu časového kroku při řešeńı diferenciálńı rovnice (zvoleného
jako celoč́ıselný zlomek tabelačńıho kroku), aby v uvažovaném
časovém intervalu chyba energie E nepřesáhla 10−7.

1c. Pro tuto hodnotu kroku nakreslete závislost E(τ) př́ıkazem

plot ’data.txt’ using 1:4 with lines

1d. Ze stejných dat vykreslete trajektorii druhého kyvadla

set size ratio -1

plot ’data.txt’ using 7:8 with lines

Obrázek 2: Závislost výchylky spodńıho kyvadla v čase τ = 100 na počátečńıch podmı́nkách u0, v0. Je vidět, že pro větš́ı
počátečńı výchylky vykazuje dvojkyvadlo chaotické chováńı – výsledek záviśı na počátečńıch podmı́nkých natolik silně,
že i jen nejmenš́ı myslitelná neznalost počátečńıch podmı́nek nám neumožńı řešeńım pohybových rovnic určit, s jakou

výchylkou kyvadlo později skonč́ı.



2. Napǐste daľśı verzi programu, která s nalezeným časovým krokem spočte stav dvojkyvadla v čase τ = 100 vypuštěného
z u(0) = u0, v(0) = v0 a vyṕı̌se hodnoty

u(τ = 0) v(τ = 0) u(τ = 100) v(τ = 100) E(τ = 100)

stejným zp̊usobem (viz http://utf.mff.cuni.cz/~ledvinka/PrPrakticky/jupyter/Cviceni5.pdf ), jako jsme
malovali Newton̊uv fraktál, nakresĺı závislost výchylky spodńıho kyvadla x2 = sin(u) + sin(v) na počátečńıch
podmı́nkách.

To znamená, že soubor vykresĺıme př́ıkazy

set size ratio -1

plot [-3.15:3.15][-3.15:3.15] ’uhly100.txt’ using 1:2:(sin($3)+sin($4)) palette pt 5 ps 0.2

Pokud bychom chtěli hezč́ı, než automatickou paletu barev, je vhodné uložit následuj́ıćı sekvenci př́ıkaz̊u do souboru
obr2.gp

set xlabel ’u0’

set ylabel ’v0’

set palette defined (-2 "magenta", -0.3 "blue", 0 "black", 0.3 "red", 2 "yellow")

set cbrange [-2:2]

set size ratio -1

set xtics (’-π’ -pi, ’-π/2’ -pi/2, 0, ’π/2’ pi/2, ’π’ pi)

set ytics (’-π’ -pi, ’-π/2’ -pi/2, 0, ’π/2’ pi/2, ’π’ pi)

plot [-pi:pi][-pi:pi] ’uhel100.txt’ using 1:2:(sin($3)+sin($4)) palette pt 5 ps 0.2 notitle

#set term png size 1600, 1200; set output ’uvplot.png’;replot; unset term

a v gunplotu ji vyvolat př́ıkazem load’obr2.gp’ , posledńı př́ıkaz pak po odstraněńı znaku # vytvoř́ı soubor s
výslednýcm obrázkem.

Obrázek 3: Závislost výchylky spodńıho kyvadla v čase τ = 5 (vlevo) a τ = 10 (vpravo) na počátečńıch podmı́nkách
u0, v0. Je vidět, že s rostoućım časem se stále v́ıce projevuje komplikovaný pr̊uběh při větš́ıch výchylkách.


