Okrajové podminky na idealnim vodici pro vlnova reseni Maxwellovych
rovnic

Vime, ze v mnoha situacich je vlnové rovnice
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kde potencidly splnuji Lorenzovu kalibra¢ni podminku V.A + 6—128t<1> = 0. doplnéna hrani¢nimi podminkami, které urcuji,
jaké proudy je tfeba na pravé strané (1), (2). U vlnovodu jsme vidéli, Ze lze hledat polni feSen{ ze symetrie problému a
nasledné proudy urcit z hodnot poli na rozhrani vodi¢-vakuum.

Alternativné lze povazovat proudové pole za nezndmou veli¢inu a s vyuzitim linearity problému jej pak urcit pravé z
hrani¢nich podminek. Nejjednodussim a zaroven dilezitym problémem je vyzarovani jednoduché dipélové antény.
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Obréazek 1: Uvazovany dipél mé tvar plasté valce rozdéleného tenkou mezerou na dvé poloviny. Plosny proud na jeho
povrchu teCe ve sméru osy valce.

Predpoklddame, Ze m4 tvar vdlce R = a, |z| < L/2, kde R, ¢, z jsou vélcové soufadnice. V roviné z = 0 bude umistén
zdroj napéti, ktery popiseme pozdéji. Proudy maji harmonicky prubéh a vyskytuji se jen na plasti valce S a v souladu se
symetrii je jPI5 = jPlosg, = (27ra)~1I(z)e,. Tedy na provrchu vélce je
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AZ(R:a,¢>,z)=Z—0/ dS, R=+/(z—2)%+2a2(1 — cos¢'), (3)
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kde R je vzddlenost mezi dvéma body na povrchu vélce se soufadnicemi R = a,¢ =0,z a R’ = a,¢’,2" a dS = ad¢'dz’.
Ptedpokladdame, 7e vSechny polni veli¢iny jsou ~ e~* a tak z Lorenzovy kalibra¢ni podminky dostaneme ¢~ 2iw® = 9, A,
a nasledné pak spocteme tecnou slozku elektrického pole na povrchu vodice
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tedy (za pouziti Zg = \/1o/e0 a k = w/c)
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Tato rovnice se nazyva Pocklingtonova (1897). Pokud bychom studovali, jak se chové pfimy vodi¢ v poli elektromagnetické
vlny, vyzadovali bychom, aby byla nulova superpozice elektrické slozky pole proudu a pole dopadajici viny. Zde se budeme
zabyvat situaci, kdy valcovy vodi¢ predstavuje vysilajici anténu. V jejim stfedu je vdlcova plocha prerusena a je zde umistén
zdroj napéti U. Tomu odpovida elektrické pole E.(z) = —Ud(z), tedy

. Ak
(0-2 + k) KT = i—~U5(2). (6)
Zo
Zde jsme integralni operator nahradili symbolem K.
Funkce K(z,7') = K(|z — Z/|) pfedstavuje tzv. jidro integrélnfho operdtoru. Pribéh funkce K (|z — 2’|) je na Obr. 2.
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Obrazek 2: Redlna (singuldrni) a imganindrni ¢dst funkce K(z — 2’) pro L = X a a = L/30. I pfes singuldrni chovani v
z =2, funkce K(|z — 2'|) patif do L;.

Formalné muzeme psét

RT= /ZJU (0. + 1) 5(2). (1)
0

Snadno zjistime, ze
(0.- + k?) (Acoskz + Bsink|z|) = 2Bkd(z)

(Zde rovnou predpokldddme symetrické rozloZeni proudi na anténé, bez tohoto predpokladu bychom niZe museli zkoumat
zv1ast FeSeni pro z < 0 a zvldst pro z > 0 takze bychom dostali vice rovnic, jejichz feSen{ by pak m.j. dalo i tuto symetrii.)
Tak dostaneme Hallénovu rovnici (1938)
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KI:iZ—ﬂ-Usin/dz\ + Acoskz. (8)
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Nezndmou je i zde proud I(z) = I(|z|) pro |z| < L/2. Je obvyklé takovéto rovnice feSit pfechodm k koneénérozmérnému
podprostoru funkei, tedy polozit

I(2) :ijwj(z), sin k|z| :Zsjwj(z), coskz:chwj(z), 0<z<L/2. 9)
J J J
Bézové funkee zvolime Cebysevovy polynomy T} (s) posunuté z intevalu s € (—1,1) na interval z € (0, L/2)

0y =1 (1 1), (10)

(Zlaté pravidlo aproximace funkei na koneéném intervalu: Pouzij Cebysevovy polynomy.) Madame-li funkci f(s), pak
koeficienty f; kone¢né aproximace f(s) = Z?:o f;T;(s) nalezneme nejsnaze diskrétni cosinovou transformaci (DCT)

{f;} = DCT™Y{f(sx)}, protoze T;(s) = cos(jarccos s) (nejkratii definice CebySevovych polynomi) dostaneme polozenim
s = cost

f(cost) = ij cos(jt).
§=0

Zde sy, = costy a ty, = nk/n, k=0,1,2,...,n pokryvaji rovnomérné interval <0, 7>. Nésledujici funkce spocte {f;} pro
danou funkci f a fad aproximace n:

ChebKoeffs[n_, f_] := Module[{cnodes, fc, cc},
cnodes = N[Cos[Pi Range[0, nl/nll;
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Obrazek 3: Hezké funkce jako je tfeba sin ks na tomto obrazku dokaze éebyéevova aproximace nahradit velmi dobfe.
Kdybychom misto n = 4 vzali o jednu vice, jiz bychom kfivky na obrazku nedodlisili. Aproximaéni polynom se s pfesnou
funkci shoduje ve vyznacenych bodech.

fc = Map[f, cnodes];

cc = FourierDCT[fc, 1]*Sqrt[2/n];
cc[{1, -1}11 /= 2;

cc

]

Jako piiklad vezméme koeficienty s; reprezentujici funkei f(s) = sin %k(s +1) pro k = 11/L na Obr. 3. Uvazujme funkci

R L2
(K1;)(2) = K(z,2');(2")d2" (11)
-L/2
kterou muzeme také rozvinout do baze {iy}:
(Kv;)(z Z Kijn(z (12)
Tak dostdvdme maticovou aproximaci rovnice (8)
Z Kyl = z Usk + Acy. (13)

Tuto soustavu rovnic pro nezndmé I; je jesté tieba doplnit hraniiéni podminkou I(z = L/2) = 0 a mnozinu nezndmych
rozsitit o A.

Ukazuje se, ze pro nekonecné tizkou mezeru mezi castmi dip6lu je roste normélova slozka elektrické intenzity na povrchu
vélce ~ U/z a tedy dostdvdme nekoneénou nabojovou hustotu. Z rovnice kontinuity mdme I ~ In|z|. Na Obr. 4 jsme
vyuzili skutecosti, ze pro dostatecné nizké rady rozvoje se tento detail ztrati.
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Obréazek 4: z Prabéhy proudu podél dipélové antény pro dvé frekvence a fad aproximace n = 7. Nizsi frkvence odpovida
zhruba pulvlknnému dipélu, pro ktery je anténa v rezonanci, coz se poznd tim, Ze vymizi imagindrni hodnota proudu na

svorkdch. Vyzafovaci odpor vyjde po dozazen{ spravnych jednotek 81€2. Na vyss{ frekvenci (L = A, vpravo) se anténa chovd
jako kombinace odporu a kapacity.



