
Poznámo£ky k Semináru
Marián Pilc

Abstrakt
V tomto seminári je urobený výklad Diracovského algoritmu pre sys-

témy s väzbami. V úvode je stru£ne zhrnuté kanonické kvantovanie pre
regulárne teórie. Pouºívajú sa tam výrazy, o ktorých sa predpokladá, ºe
by mali by´ známe £itatelovi z predná²ok teoretickej mechaniky, prípadne
z matematickej fyziky. Prvá £as´ je venovaná klasickej úrovni a druhá sa
zaoberá kvantovou teóriou. Celý seminár je doplnený nie len jednoduchými
tzv. hra£kárskymi príkladmi, ale aj príkladmi, ktoré majú reálny fyzikálny
zmysel. �alej je skúmaný obsah pojmu £asový vývoj, ke¤ daný fyzikálny
systém nemá skuto£ný hamiltonián.
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1 �o vieme o hamiltonizácii a kvantovaní
regulárnych teórií?
1.1 Klasická úrove¬
Máme klasický systém, ktorého £asový vývoj je popísaný lagrangiánom

L. Pohybové rovnice dostaneme variáciou ú£inku S =
∫

Ldt

−δS

δq
=

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0. (1)

Z pohybových rovníc (1) zistíme, ºe sa zachováva (ak ∂L
∂t = 0) veli£ina

E(q, q̇) =
∂L

∂q̇
q̇ − L.

Túto veli£inu nazveme energiou systému.
�alej si zave¤me pojem kanonickej hybnosti

p(q, q̇) :=
∂L

∂q̇
. (2)

Ak existuje inverzné zobrazenie medzi q̇ a p

q̇ = V (q, p), (3)

tak sa teória nazýva regulárna a my vieme prejs´ k hamiltonovskému for-
malizmu pomocou Legendreovej transformácie. Zave¤me si pojem hamil-
toniánu

H := E|q̇=V (q,p) (4)

Pohybové rovnice (1) môºme prepísa´ do Hamiltonovskej formy.

q̇ = {q,H}
(5)

ṗ = {p,H}

kde
{A,B} :=

∂A

∂q

∂B

∂p
− ∂A

∂p

∂B

∂q

sú Poissonove zátvorky pre ©ubovo©né fyzikálne veli£iny A,B. Pomocou
Poissonových zátvoriek môºme napísa´ totálnu £asovú deriváciu funkcie A
na fázovom priestore ako

dA

dt
= {A,H}+

∂A

∂t
.
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1.2 Kvantová úrove¬
Kuchársky recept na kvanovanie 1

-ak ná² fázový priestor je typu2 T ∗M , tak si zavedieme do hry Hilber-
tov priestor H = L2(M,dµ) fyzikálnych stavov. Stavu priradíme lú£ v H
-funkciám na fázovom priestore priradíme (!!!nejednozna£ne!!!) operátory
na L2(M, dµ) tak, aby platilo:

[Â, B̂] = i~{̂A,B}

-reálnym fyzikálnym veli£inám zodpovedajú samoadjungované operátory
-£asový vývoj kvantového systému je popísaný Schrödingerovou rovnicou

i~
d

dt
|ψ >= Ĥ|ψ >

Toto ale cele zlyhá, ke¤ sa za£neme zaujíma´ o systémy, ktoré nie sú
regulárnymi. To, ºe také systémy existujú a sú fyzikálne
najzaujímavej²ie, si ukáºeme teraz.

1.3 Príklady ukazujúce nedostato£nos´ iba "reg-
ulárneho" kanonického kvantovania
Uvaºujme lagrangián prislúchajúci elektromagnetickému po©u

L =
∫
−1

4
FµνF

µνd3x, (6)

kde
Fµν = Aν,µ −Aµ,ν

je intenzita ELMAG po©a. Táto intenzita je antisymetrická v indexoch
µ, ν. �asové derivácie obsahuje len £len typu F0µ, £len typu F00 je identicky
nulový. Lagrangián teda vôbec neobsahuje £asovú deriváciu A0. Z toho je
jasné, ºe neexistuje inverzný vz´ah medzi p0 a Ȧ0. Ako dôsledok máme, ºe
nemôºeme pouºi´ predchádzajúcu schému hamiltonizácie a kvantovania.

�al²í príklad na neregulárnu teóriu je relativistická £astica. Jej la-
grangián je

L = −m
√
−u2, (7)

kde u je (4)rýchlos´ £astice. Pre kanonickú hybnos´ (2) máme vyjadrenie

pµ = m
uµ√−u2

. (8)

1Toto je len stru£né zhrnutie, ktoré nie je presne de�nované. Presnú matematickú formuláciu
kanonického kvantovania obsahuje £as´ 3.

2Ak to tak nie je, celá vec sa e²te viac komplikuje, takºe mi budeme uvaºova´ prípady, ke¤
to platí.
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Ak teraz zrátame ²tvorec hybnosti, dostaneme väzbu na hybnosti

p2 + m2 = 0, (9)

ktorá nám hovorí, ºe namiesto pôvodných ²tyroch stup¬ou vo©nosti máme
len tri. Ak zrátame hessián3, zistíme, ºe je nulový a my nie sme schopní
vyjadri´ v²etky rýchlosti cez hybnosti. Zase tu nemôºme pouºi´ na²u starú
známu hamiltonizáciu.

Ako posledný príklad spome¬me gravitáciu. Vo v²eobecnej teórii
relativity máme gravitáciu popísanú cez metriku £asopriestoru. Av²ak nie
kaºdá zloºka metrického tenzora nám vstupuje rovnako do lagrangiánu.
Zloºky g0µ tam vstupujú bez £asovej derivácie, teda zase ich nevieme vy-
jadri´ cez hybnosti a ²tandartný proces zase zlyháva.4

Toto bolo len zopár teórií, ktoré sa takto kvantova´ nedajú, ale napríklad
celý ²tandartný model má takúto ²truktúru. Takºe, ke¤ si to zhrnieme, celú
fyziku vieme robi´ len cez lagrangiány, teda na klasickej úrovni (Teraz sme
naschvál nespomenuli kvantovanie cez dráhové integrály, ktoré nemá dobrý
matematický základ.). Ako teda pokra£ova´ si ukáºeme teraz. Za£nime s
klasickou úrov¬ou!

2 Hamiltonizácia singulárnych teórií
V tejto £asti sa nau£íme ako hamiltonizova´ teórie, o ktorých sme si pred

chví©ou hovorili a nevedeli sme £o s nimi. Najprv si ukáºeme základnú
teóriu ako treba postupova´ na ceste k hamiltoniánu, potom túto teóriu
aplikujeme na jednoduché príklady, kde pochopíme ©ah²ie celú vec. V²im-
neme si, ºe teória dáva v istých prípadoch nejednozna£né výsledky a dáme
tomu aj fyzikálny zmysel. V poslednej £asti si preberieme ako príklad vek-
torové pole s hmotnos´ou a aj bez hmotnosti a uvidíme, ºe hmotnostný
£len nám naru²uje kalibra£nú vo©nos´.

2.1 Základná teória
Teraz sa zas vrá´me k na²emu klasickému systému. Jeho £asový vývoj

je popísaný pohybovými rovnicami (1). Problém v hamiltonizácii bol spô-
sobený tým, ºe sme nevedeli vyjadri´ v²etky hybnosti p cez rýchlosti q̇.
Roz²írme si preto ná² priestor z funkcií q aj na funkcie v, kde v budú pred-
stavova´ rýchlosti. To, ºe sa v = q̇, v²ak predstavuje väzbu, ktorú musíme
uvaºova´. Zapí²me si to matematicky. Miesto q̇ pí²me v

Lv(q, v) := L(q, q̇)|q̇=v.

3Pozri 2.1
4Celé je to tro²ku komplikovanej²ie, lebo Hilbertov ú£inok obsahuje aj druhú deriváciu, ale

tá sa dá odstráni´, lebo má tvar divergencie.
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K na²emu lagrangiánu pridáme väzbu q̇−v = 0, lagrangeove multiplikátory
ozna£íme p a dostaneme modi�kovaný ú£inok

S =
∫

[Lv + p(q̇ − v)]dt. (10)

Variáciou ú£inku dostaneme pohybové rovnice

δS

δv
=

∂Lv

∂v
− p = 0,

δS

δp
= q̇ − v = 0, (11)

δS

δq
=

∂Lv

∂q
− ṗ = 0.

Vidíme, ºe rovnice sú tie isté ako (1).
Skúmajme teraz podrobnej²ie rovnicu

δS

δv
=

∂Lv

∂v
− p = 0.

Táto rovnica nám ur£uje lagrangeove multiplikátory p, ktoré sú mimo-
chodom kanonické hybnosti (2), ako funkcie t.

�alej sa pokra£ovalo tak, ºe sme rýchlosti vyjadrili cez kanonické hyb-
nosti. Toto môºme urobi´ len, ke¤ Hessova matica

M :=
∂2Lv

∂v∂v
(12)

je regulárna, teda ak hessián det|M | je nenulový. Takéto lagrangiány
budeme nazýva´ regulárnymi. V opa£nom prípade im hovoríme singulárne.

Ak má Hessova matica (12) rang r, tak vieme vyjadri´ r rýchlostí, oz-
na£me ich V = V (q, p, λ) , cez q a p. Zvy²né ozna£íme λ. E²te sa dohodnime
na notácii

F (q, p, λ) = F (q, v)|V =V (q,p,λ)

Pokra£ujme teraz ¤alej v skúmaní prvej z rovníc (11). Rozde©me si to
na dve £asti.
1) v = V

δS

δV
=

∂Lv

∂V
− p = p− p = 0

identicky.
2) v = λ. Ozna£me

Φ(1) = −δS

δλ
= p− ∂Lv

∂λ

Tento výraz sa rovná nule iba preto, ºe to je dôsledok pohybových rovníc,
je to väzba na q a p. Φ(1) neobsahuje λ, lebo ak by obsahoval nejakú λ′,
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tak z podmienky Φ(1) = 0 by som vedel vyjadri´ túto λ′, £o je v spore s
tým, ºe M má rang r.

De�nujme si teraz funkciu
H∗(q, p, v) := pv − Lv. (13)

Ke¤ teraz miesto V dosadíme V dostaneme funkciu iba q, p a λ. Túto
funkciu nazvem hamiltonián s primárnymi väzbami. Zmysel názvu bude
jasný o chví©u.

H(1) = H∗ (14)
V²imnime si podrobnej²ie jeho ²trukúru. Podobne ako v regulárnom prí-
pade sa zachováva veli£ina

Ev :=
∂Lv

∂v
v − Lv (15)

ktorú nazveme energiou a veli£inu
H = Ev (16)

skuto£ným, pravým, alebo len stru£ne hamiltoniánom. Teraz sme pripravení
urobi´ dôkladnú analýzu výrazu (14).

H∗ = p.v − Lv =

= p.v − Lv +
∂Lv

∂v
v − ∂Lv

∂v
v =

= Ev +
∂(pv − Lv)

∂v
v =

= Ev +
∂H∗

∂v
v

Ke¤ teraz do toho dosadíme V

H(1) = H∗ =

= Ev +
∂H∗

∂v
v =

= H + λΦ,

kde sme vyuºili
∂H∗

∂V
= p− ∂Lv

∂V
= 0

a
∂H∗

∂λ
= p− ∂Lv

∂λ
= Φ(1).

H nezávisí na λ. Dôkaz je ve©mi jednoduchý.
∂H∗

∂λ
=

∂H

∂λ
+ Φ(1)

∂H∗

∂λ
=

∂H∗

∂V

∂V

∂λ
+

∂H∗

∂λ
= Φ(1)

⇒ ∂H

∂λ
= 0
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2.2 Hra£kárske modely
Teraz sa pohráme s jednoduchými modelmi, aby sme lep²ie pochopili celý
proces hamiltonizácie. Uvidíme, ºe veta o jednozna£nosti rie²enia neplatí.
V ¤al²ej £asti si ukáºeme aký má toto fyzikálny zmysel.
1) Ako prvý model skúmajme systém popísaný lagrangiánom

L =
1
2
(u̇ + v̇)2 − 1

2
(u2 + v2). (17)

Kanonické hybnosti sú

pu = pv = u̇ + v̇.

Hessova matica

M =
(

1 1
1 1

)

je evidentne singulárna.

2.3 Teórie s nejednozna£ným £asovým vývojom.
Kalibra£ná vo©nos´. Diracove premenné
2.4 "Elektromagnetické" pole s hmotnos´ou a bez
hmotnosti. Naru²enie kalibra£nej vo©nosti

3 Kvantovanie systémov s väzbami
V tejto stati si ukáºeme ve©mi ²ikovnú metódu ako kvantova´ systémy s
väzbami prvého druhu. Táto metóda bola vyvynutá s úmyslom aplikova´
ju na v²eobecnú teóriu relativity, konkrétne na slu£kovu teóriu(pozri [5]).
Ide v podstate o presné matematické formulovanie algebraického kvantova-
nia. Forma, ktorú si tu ukáºeme je vlastne "prekopírovaná" z [2]. Treba
e²te poznamena´, ºe bola aplikovaná so slu£kovími technikami aj na vo©nú
strunu, kde sa následne zistilo, ºe ºiadna kritická dimenzia neexistuje, ºe
teória je bez anomálií, duchov, tachyónov at¤, £o boli vlastne len dôsledky
Fockovskej reprezentácie[4].

3.1 Kuchársky recept alebo Re�ned Algebraic Quan-
tization
Uvaºujme klasický systém s väzbami Ci, ktoré sú prvého druhu. Fázový
priestor Γ nech je reálna symplektická varieta modelovaná nad nejakým Ba-
nachovým priestorom. Na²ou nasledujúcou úlohou bude kvantovanie uvaºo-
vaného klasického systému. Rozdelíme si túto úlohu do ²iestich krokov.
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Krok £.1
Vyberme vektorový podpriestor S hladkých komplexných funkcií na Γ tak,
aby sp¨¬al nasledujúce podmienky:
(a) dS generuje celý kodotykový priestor na Γ,
(b) S je uzavretý priestor vzh©adom na Poissonove zátvorky,
(c) S je uzavretý na operáciu komplexného zdruºenia.
Kaºdý prvok z S budeme nazýva´ základnou klasickou premennou. Táto
mnoºina v ¤a©²om poslúºi ako stavebný kame¬ pre kon²trukciu Hilbertovho
priestoru. Kaºdému prvku z S priradíme jednozna£ne kvantový analóg.
Postúpme teda k ¤a©²iemu kroku.

Krok £.2
Prira¤me kaºdému prvku F z S abstraktný operátor F̂ . Zkon²trulujme
vo©nú asociatívnu algebru5 generovanú tímito abstraktnými operátormi. O
násobení predpokládame, ºe sp¨¬a kanonické komuta£né vz´ahy [F̂ , Ĝ] =
i~{̂F, G}. Ozna£me túto algebru Baux.

Krok £.3
Zave¤me na tejto algebre operáciu involúcie ∗, tak aby pre v²etky F ∗ = G
z S platilo F̂ ∗ = Ĝ. Ozna£me túto algebru B∗aux.

Krok £.4
Nájdime lineárnu ∗-reprezentáciu R : B∗aux → L(Haux), teda R(F̂ ∗) =
R(F̂ )† pre v²etky F̂ z B∗aux. Haux je Hilbertov priestor, ktorý nazveme
pomocným, † je hermitovské zdruºenie vzh©adom ku skalárnemu sú£inu
na Haux a L(Haux) je mnoºina linárnych operátorov (aj neohrani£ených)
na Haux. Pomocou tohto Hilbertovho priestoru skon²trulujeme fyzikálny
Hilbertov priestor.

Krok £.5
V tomto kroku skon²trulujeme fyzikálny Hilbertov priestor.
(a) Vyjadrime väzby Ci ako samozduºené operátory na Haux.
(b) Vyberme lineárne operátory na Haux, ktoré komutujú s väzbami a
zárove¬ a aj ich zdruºenia komutujú s väzbami. Takúto mnoºinu operá-
torov ozna£íme B∗phys. Zvo©me hustý podpriestor Φ ⊂ Haux, taký aby ho
väzby a mnoºina B∗phys zobrazovali do seba. Na tejto mnoºine je B∗phys

∗-algebrou. Túto algebru nazveme algebrou fyzikálnych pozorovate©ných.
(c) Nájdime antilineárne zobrazenie η : Φ → Φ∗, kde Φ∗ je duál k Φ, ak je
na Φ zavedená nejaká topológia, tak máme na mysli topologický duál, iná£
algebraický. Chceme, aby toto zobrazenie sp¨¬alo nasledujúce podmienky:
(i) ∀φ1 ∈ Φ, ηφ1 rie²i väzby, t.j.

0 = (Ĉiηφ1)[φ2] := ηφ1[Ĉiφ2]

pre v²etky φ2 ∈ Φ.
5T.j. algebru s násobením, ktoré je asociatívne a obsahujúcu v²etky polynómy.
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(ii) η je reálne a pozitívne, t.j.

(ηφ1)[φ2] = ((ηφ2)[φ1])
∗

(ηφ1)[φ1] ≥ 0
(ηφ1)[φ1] = 0 ⇔ ηφ1 = 0

(iii) η komutuje s akciou ©ubovo©ného A z B∗phys, t.j.

(ηφ1)[Aφ2] = (ηA†φ1)[φ2]

pre v²etky φ1,2 z B∗phys.
(d) Teraz zavedieme priestor fyzikálnych stavov, ktorý vo vhodnej topológii
uzavrieme a dostaneme fyzikálny Hilbertov priestor. De�nujme Vphys :=
SpanΦ{ηφ}. Na tomto vektorovom priestore de�nujme skalárny sú£in

〈ηφ1, ηφ2〉 := (ηφ2)[φ1].

V¤aka vlastnostiam (i) aº (iii) v (c) je to skuto£ne dobre de�novaný
skalárny sú£in. Teraz zúplnime priestor Vphys a dostaneme Hilbertov priestor
fyzikálnych stavov, t.j.

Hphys := Vphys.

Krok £.6
De�nujme akciu operátorov A ∈ B∗phys na fyzikálnom Hilbertovom priestore,
tak ºe pre v²etky φ ∈ Φ

Aphys(ηφ) := η(A†φ)

Treba poznamena´, ºe ak A = A†, tak operátor Aphys s de�ni£ným oborom
Vphys je v podstate samozdruºený.
Ako uvidíme na príklade relativistickej £astice, tak niektoré podmienky
kladené v krokoch sú aº príliº silné, takºe toto je len ten ideálny prípad. V
skuto£nosti to môºe by´ celé úplne iné. Napríklad poºiadavok aby Γ bo-
la varieta modelovaná nad nejakým Banachovým piestorom je niekedy aº
moc silný, pozri [3]. �alej v príklade uvidíme, ºe ani v kone£norozmerných
systémoch nejde v²etko jednoducho, napríklad budeme ma´ problém de�-
nova´ operátor pre £as "t", ale ke¤ºe t nie je Diracova premenná, tak na
fyzikálnej úrovni uº nie sú ºiadne problémy. Tak nemá zmysel zahadzo-
va´ takto skon²truovanú teóriu iba preto, ºe nebola skon²truvaná presne
pod©a týchto ²iestich krokov. �alej treba poveda´, ºe sme sa obmedzili iba
na silné Diracove premenné, v niektorých prípadoch môºu existova´ slabé
Diracové premenné, ktoré nie sú ekvivalentné so ºiadnou silnou Diracovsk-
ou pozorovate©nou, tak tieto prípady, treba vy²etrova´ zvlá²´.
Toto je iba kvantovací program, nie vºdy musí da´ rie²enie. Ale ke¤ uº dá
tak máme kvantovú teóriu, ktorá vyhovuje v²etkým základným postulátom
kvantovej teórie a odráºa algebraické vlastnosti klasickej. �al²ie konkrét-
nej²ie treba skúma´ podrobnej²ie, napríklad s experimentom.
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3.2 Kvantovanie hra£kárskych modelov

4 Relativistická £astica
Klasická úrove¬

V tejto £asti sa budeme venova´ relativistickej £astici na Minkovskom pozadí
v inerciálnych súradniciach. Jej Lagrangeián je

L = −m
√
−u2,

kde u = (λ, v), je ²torrýchlos´ £astice, λ je jej £asová a v priestorová £as´.
Ke¤ºe akcia daná týmto Lagrangeiánom je invariantná vo£i zámene "vlast-
ného £asu" τ → τ ′(τ), tak u nie je normované na (mínus) jednotku. O u
predpokladáme, iba to, ºe leºí v budúcom svetelnom kuºeli, t.j. −u2 > 0
a λ > 0. Kon�gura£ný priestor je daný ²tvoricou (t, x) ∈ R4. Priestorové
kanonické hybnosti sú

p =
mv√

λ2 − v2

a £asová

E = −pt =
mλ√

λ2 − v2
.

Z podmienky, ºe u je z budúceho svetelného kuºela máme E > 0. Ale £o je
dôleºité, tak to platí aj naopak, teda ak E je kladné, tak u leºí v budúcom
svetelnom kuºeli.
Hamiltonián je

H(1) = λC = λ(
√

p2 + m2 − E),

kde C je väzba.
Z podmienky {F, H} = 0 nájdeme, ºe kaºdá silná Diracova pozorovate©ná
je funkciou p,E, x0, kde

x0 = x− p√
p2 + m2

t.

Kvantová úrove¬

Aplikujme teraz RAQ na relativistickú £asticu. Veberme si priestor S =
Span{x, p,Ω, E}, kde Ω = Et. Medzi základné pozorovate©né sme nevy-
brali t, kvôli tomu, ºe ke¤ si spomenieme na £asticu na polpriamke, tam
nastáva podobný problém, ºe nevieme vyjadri´ hybnos´ v reprezentácii,
kde x̂ = x. Ak zvolíme p̂ = −i∂x, tak tento operátor je iba symetrický a
nemá samozdruºené roz²írenie. Tu je to to isté, tak sme rad²ej zvolili Ω.
Poissonove zátvorky sú

{x, p} = 1, {Ω, E} = −E, a ostatné sú nulové
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Prira¤me teraz premenným z S operátory na Haux = L2
(
R+ × R3; dE

E dp
)

nasledujúcim spôsobom

x̂ = i∂p,

Ω̂ = −iE∂E ,

p̂ = p,

Ê = E,

V²etky operátory sú na danom Hilbertovom priestore samozdruºené o £om
sa dá ©ahko presved£it napríklad výpo£tom indexov defektu. Prienik de�ni£-
ných oborov daných operátorov je nadmnoºinou hladkých funkcií s kom-
paktným nosi£om C∞

0 (R+ × R3), tak dané operátory generujú ∗-algebru
B∗aux. Tým sme vlastne vyplnili kroky 2 aº 4.
Teraz sa vrhneme na ten najdôleºitej²í krok a to krok £.5. Väzbe priradíme
operátor násobenia, £iºe Ĉ =

√
p2 + m2 − E. Ako vhodný podpriestor

zvolíme priestor hladkých funkcií s kompaktným nosi£om C∞
0 (R+ × R3).

To asi najdôleºitej²ie, £o potrebujeme je nájs´ η zobrazenie. �ahko sa zistí,
ºe

ηφ1[φ2] =
∫

R+×R3

dE

E
dpφ∗1δ(

√
p2 + m2 − E)φ2

sp¨¬a uvedené podmienky. Skalárny sú£in je daný

〈ηφ1, ηφ2〉 =
∫

dp

Ep
(φ∗2φ1)

∣∣∣∣
E=Ep

a fyzikálny Hilbertov priestor jeHphys = L2(R3; dp/Ep), kde Ep =
√

p2 + m2.
Prira¤me Diracovským veli£inám ich kvantové analógy. Pre hybnosti a en-
ergiu nie je ºiaden problém zisti´, ºe p̂phys = p, Ê = Ep, ale £o s x0? Vieme,
ºe s t̂, je potiaº. Skusmo zistíme, ºe

t̂ = −i∂E + i
1

2E2

je symetrický operátor. Výpo£tom indexov defektu, zistíme, ºe t̂ nemá
symetrické roz²írenie. To ale nevadí. Nás zaujíma predsa akcia x0 na
Hphys, to je to, £o je z fyzikálneho h©adiska podstatné. Tak skúsme zisti´
ako vyzerá x0 phys a zistíme, ºe

x0 phys = i∂p − i
1

2E2
,

a ºe toto je v podstate samozdruºený operátor na de�ni£nom obore C∞
0 (R3).

�o nás ve©mi pote²ilo, pretoºe sa nám ná² program podarilo úspe²ne ap-
likova´.
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