Poznamocky k Seminéaru

Marian Pilc

Abstrakt

V tomto seminari je urobeny vyklad Diracovského algoritmu pre sys-
témy s vizbami. V tvode je stru¢ne zhrnuté kanonické kvantovanie pre
regularne tedrie. PouZivaji sa tam vyrazy, o ktorych sa predpoklada, Ze
by mali byt zname Citatelovi z prednagok teoretickej mechaniky, pripadne
z matematickej fyziky. Prva ¢ast je venovana klasickej arovni a druhé sa
zaoberd kvantovou tedriou. Cely seminér je doplneny nie len jednoduchymi
tzv. hrackarskymi prikladmi, ale aj prikladmi, ktoré maja redlny fyzikalny
zmysel. Dalej je skimany obsah pojmu ¢asovy vyvoj, ked dany fyzikalny
systém nemé skuto¢ny hamiltonian.
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1 Co vieme o hamiltonizacii a kvantovani
regularnych teorii?

1.1 Klasicka troven

Mame klasicky systém, ktorého ¢asovy vyvoj je popisany lagrangianom
L. Pohybové rovnice dostaneme varidciou a¢inku S = [ Ldt

0S dOoL 0L
Tog @ioq og " .

Z pohybovych rovnic (1) zistime, ze sa zachovava (ak % = 0) veli¢ina

oL .

e
aq

E(q,q)

Tato veli¢éinu nazveme energiou systému.
Dalej si zavedme pojem kanonickej hybnosti

p(q,q) == g{;- (2)

Ak existuje inverzné zobrazenie medzi ¢ a p

q¢=V(q,p), (3)

tak sa tedria nazyva regularna a my vieme prejst k hamiltonovskému for-
malizmu pomocou Legendreovej transforméacie. Zavedme si pojem hamil-
tonidnu

H:= E’4=V(q,p) (4)

Pohybové rovnice (1) mozme prepisat do Hamiltonovskej formy.

q:{QaH}

p:{paH}

kde

st Poissonove zatvorky pre Tubovolné fyzikalne veli¢iny A, B. Pomocou
Poissonovych zatvoriek moZzme napisat totalnu ¢asovi derivaciu funkcie A
na fazovom priestore ako

dA 0A
= {AH}+ o



1.2 Kvantova turoven

KUCHARSKY RECEPT NA KVANOVANIE 1

-ak nas fazovy priestor je typu? T*M, tak si zavedieme do hry Hilber-
tov priestor H = L?(M,dpu) fyzikalnych stavov. Stavu priradime la¢ v H
-funkcidm na fazovom priestore priradime (!!'nejednozna¢ne!!!) operatory
na L?(M,dy) tak, aby platilo:

A, B] = in{A, B}

-redlnym fyzikdlnym veli¢inam zodpovedaji samoadjungované operatory
-Casovy vyvoj kvantového systému je popisany Schrédingerovou rovnicou

d ~
h—|p >= H
i dt\w> | >

Toto ale cele zlyhé, ked sa zafneme zaujimat o systémy, ktoré nie su
regularnymi. To, ze také systémy existuju a st fyzikalne
najzaujimavejSie, si ukdzeme teraz.

1.3 Priklady ukazujice nedostato¢nost iba "reg-
ularneho" kanonického kvantovania

UvaZzujme lagrangian prislachajuci elektromagnetickému polu
1
L= / —ZFWF“”d?’m, (6)

kde
Fuw=Av, —Apy

je intenzita ELMAG pola. Této intenzita je antisymetrickd v indexoch
L V. Casové derivécie obsahuje len ¢len typu Fo,, ¢len typu Foo je identicky
nulovy. Lagrangian teda vobec neobsahuje ¢asovia derivaciu Ag. Z toho je
jasné, ze neexistuje inverzny vztah medzi p° a Ap. Ako dosledok mame, Ze
nemozeme pouzit predchadzajicu schému hamiltonizécie a kvantovania.

Dalsi priklad na nereguldrnu teériu je relativistickd cCastica. Jej la-
grangian je

L=—-my—u?, (7)

kde u je (4)rychlost Castice. Pre kanonickii hybnost (2) mame vyjadrenie

Uy

Pu=m 3" (8)

—Uu

!Toto je len struéné zhrnutie, ktoré nie je presne definované. Presnt matematickd formuléciu
kanonického kvantovania obsahuje ¢ast 3.

2Ak to tak nie je, celd vec sa edte viac komplikuje, takZze mi budeme uvazovat pripady, ked
to plati.



Ak teraz zratame Stvorec hybnosti, dostaneme vézbu na hybnosti
p?+m? =0, (9)

ktord nam hovori, Ze namiesto pévodnych Styroch stupiiou volnosti mame
len tri. Ak zratame hessian?
vyjadrit vSetky rychlosti cez hybnosti. Zase tu nemédzme pouzit nasu stariu
zndmu hamiltonizaciu.

Ako posledny priklad spomeiime gravitaciu. Vo vSeobecnej teorii
relativity médme gravitaciu popisant cez metriku ¢asopriestoru. Avgak nie
kazda zlozka metrického tenzora nam vstupuje rovnako do lagrangianu.
Zlozky go, tam vstupuji bez casovej derivacie, teda zase ich nevieme vy-
jadrit cez hybnosti a §tandartny proces zase zlyhava.*

Toto bolo len zopar tedrii, ktoré sa takto kvantovat nedaju, ale napriklad
cely Standartny model mé takuto Strukturu. Takze, ked’ si to zhrnieme, cela
fyziku vieme robit len cez lagrangiany, teda na klasickej tirovni (Teraz sme
naschvél nespomenuli kvantovanie cez drahové integraly, ktoré nema dobry
matematicky zaklad.). Ako teda pokracovat si ukdZeme teraz. Zacnime s
klasickou uroviiou!

, zistime, Ze je nulovy a my nie sme schopni

2  HamiltonizAcia singularnych teorii

V tejto Casti sa nau¢ime ako hamiltonizovat teoérie, o ktorych sme si pred
chvilou hovorili a nevedeli sme ¢o s nimi. Najprv si ukdzeme zakladnu
tedériu ako treba postupovat na ceste k hamiltonidnu, potom tato teériu
aplikujeme na jednoduché priklady, kde pochopime l'ahsie celt vec. V§im-
neme si, ze teéria dava v istych pripadoch nejednoznacéné vysledky a dame
tomu aj fyzikalny zmysel. V poslednej ¢asti si preberieme ako priklad vek-
torové pole s hmotnostou a aj bez hmotnosti a uvidime, Ze hmotnostny
¢len nam naruguje kalibra¢nu volnost.

2.1 Zakladna tedria

Teraz sa zas vratme k naSemu klasickému systému. Jeho ¢asovy vyvoj
je popisany pohybovymi rovnicami (1). Problém v hamiltonizacii bol spo-
sobeny tym, Ze sme nevedeli vyjadrit vSetky hybnosti p cez rychlosti ¢.
Roz8irme si preto nas priestor z funkcii ¢ aj na funkcie v, kde v budua pred-
stavovat rychlosti. To, Zze sa v = ¢, v8ak predstavuje vizbu, ktor musime
uvazovat. ZapiSme si to matematicky. Miesto ¢ pisme v

Lv(‘]a U) = L(qv C_I) |(j=v'

3Pozri 2.1
4Celé je to trogku komplikovanejsie, lebo Hilbertov G¢inok obsahuje aj druht deriviciu, ale
t4 sa da odstranit, lebo méa tvar divergencie.



K nasemu lagrangidnu pridame vizbu ¢ —v = 0, lagrangeove multiplikitory
oznacime p a dostaneme modifikovany G¢inok

5= [1L"+pla— o)l (10)
Variaciou ac¢inku dostaneme pohybové rovnice
68 OLY _0
v v P70
08
= g—v=0 11
5 ¢—v=0, (11)
08 oLv .
oq dq
Vidime, Ze rovnice su tie isté ako (1).
Skiimajme teraz podrobnejsie rovnicu
6S  OLY _0
v v P

Tato rovnica ndm urcuje lagrangeove multiplikdtory p, ktoré st mimo-
chodom kanonické hybnosti (2), ako funkcie ¢.

f)alej sa pokracovalo tak, Ze sme rychlosti vyjadrili cez kanonické hyb-
nosti. Toto moézme urobit len, ked Hessova matica

- a?Lv
" Qvdv

(12)

je regularna, teda ak hessidan det|M| je nenulovy. Takéto lagrangiany
budeme nazyvat regularnymi. V opa¢nom pripade im hovorime singularne.

Ak mé Hessova matica (12) rang r, tak vieme vyjadrit r rychlosti, oz-
na¢meich V = V(q,p, ), cez q a p. Zvyéné oznaéime \. Este sa dohodnime
na notacii

F(g,p.\) = F(a,9)ly—v(gp0)

Pokracujme teraz dalej v skimani prvej z rovnic (11). Rozdelme si to
na dve Casti.

o=V
oS _orv 0
ov oy PTPTPE
identicky.
2) v = A. Ozna¢me
08 OLY
22 _ 5
® ax P o

Tento vyraz sa rovna nule iba preto, Ze to je dosledok pohybovych rovnic,
je to viizba na ¢ a p. ®1) neobsahuje X, lebo ak by obsahoval nejaka X,



tak z podmienky ®() = 0 by som vedel vyjadrif tato N, ¢o je v spore s
tym, Ze M mé rang r.
Definujme si teraz funkciu
H*(q,p,v) :=pv— L". (13)

Ked teraz miesto V dosadime V dostaneme funkciu iba ¢,p a A. Tuto
funkciu nazvem hamiltonidn s primarnymi vizbami. Zmysel nazvu bude
jasny o chvilu.

HY = H* (14)
V&imnime si podrobnejsie jeho Struktaru. Podobne ako v regularnom pri-

pade sa zachovava veli¢ina

EY =

5y U~ LY (15)

ktora nazveme energiou a veli¢inu
H=FE" (16)

skutoénym, pravym, alebo len struéne hamiltonidnom. Teraz sme pripraven{
urobit dokladnt analyzu vyrazu (14).

H* = pv-—L°"=

v OLY OLY
= pu— v — v =
p ov ov
L ) B
ov
OH*
— Ev
+ EN v
Ked teraz do toho dosadime V
av = [T =
OH*
+ ov v
— H+ )\,
kde sme vyuzili
oH* B oLv 0
av YTy T
a
OH* OLv
—p— —oM),
ax Y7 o
H nezavisi na A\. Dokaz je velmi jednoduchy.
OH* OH
- 2= M
o~ ot
OH* _ OH*OV.  OH* _ .n)
O\ oV O O\
om
oN



2.2 Hrackarske modely

Teraz sa pohrame s jednoduchymi modelmi, aby sme lepsie pochopili cely
proces hamiltonizacie. Uvidime, Ze veta o jednoznac¢nosti rieSenia neplati.
V dalgej Casti si ukadzeme aky méa toto fyzikalny zmysel.

1) Ako prvy model sktumajme systém popisany lagrangidnom

1 1
L= —(i+9)% — = (u® +v?). (17)
2 2
Kanonické hybnosti st
Pu =Py =U+0.

Hessova matica

_ =

[ —
~

je evidentne singularna.

2.3 Teoérie s nejednoznaénym casovym vyvojom.
Kalibra¢na vol'nost. Diracove premenné

2.4 "Elektromagnetické" pole s hmotnostou a bez
hmotnosti. Narusenie kalibra¢nej vol'nosti

3 Kvantovanie systémov s vazbami

V tejto stati si ukdzeme velmi Sikovni metédu ako kvantovat systémy s
vizbami prvého druhu. Této metéda bola vyvynuta s tamyslom aplikovat
ju na vSeobecnu teoriu relativity, konkrétne na sluckovu tedriu(pozri [5]).
Ide v podstate o presné matematické formulovanie algebraického kvantova-
nia. Forma, ktoru si tu ukaZzeme je vlastne "prekopirovana" z [2]. Treba
eSte poznamenat, Ze bola aplikovand so slutkovimi technikami aj na volnu
strunu, kde sa nasledne zistilo, Ze ziadna kritickd dimenzia neexistuje, ze
teoria je bez anomalii, duchov, tachyénov atd, ¢o boli vlastne len dosledky
Fockovskej reprezentacie[4].

3.1 Kucharsky recept alebo Refined Algebraic Quan-
tization

Uvazujme klasicky systém s vizbami Cj, ktoré st prvého druhu. Fazovy
priestor I' nech je redlna symplekticka varieta modelované nad nejakym Ba-
nachovym priestorom. Nagou nasledujicou tlohou bude kvantovanie uvazo-
vaného klasického systému. Rozdelime si tato dlohu do §iestich krokov.



Krok ¢.1

Vyberme vektorovy podpriestor S hladkych komplexnych funkcii na I" tak,
aby splital nasledujace podmienky:

(a) dS generuje cely kodotykovy priestor na I,

(b) S je uzavrety priestor vzhladom na Poissonove zéatvorky,

(¢) S je uzavrety na operaciu komplexného zdruZenia.

Kazdy prvok z & budeme nazyvat zékladnou klasickou premennou. Tato
mnozina v dalSom posliazi ako stavebny kamen pre konStrukciu Hilbertovho
priestoru. Kazdému prvku z S priradime jednoznacne kvantovy analdg.
Posttipme teda k dalSiemu kroku.

Krok ¢.2

Priradme kazdému prvku F z S abstraktny operator F. Zkongtrulujme
volni asociativnu algebru® generovant timito abstraktnymi operatormi. O
nasobem predpokladame, 7e splha kanonické komutacné vzfahy [F G] =

zh{F, G}. Ozna¢me tato algebru By,

Krok ¢.3
Zavedme na tejto algebre operaciu involucie *, tak aby pre vietky F* = G
z S platilo F* = G. Oznacéme tato algebru B(wx

Krok ¢.4

Najdime linedrnu *-reprezenticiu R : Bj,, — L(Haua), teda R(F*) =
R(F) pre vietky F z B, Hauz je Hilbertov priestor, ktory nazveme
pomocnym, T je hermitovské zdruzenie vzhladom ku skalarnemu sucinu
na Houz & L(Hauz) je mnoZina linarnych operdtorov (aj neohrani¢enych)
na Hauz. Pomocou tohto Hilbertovho priestoru skonstrulujeme fyzikalny

Hilbertov priestor.

Krok ¢.5

V tomto kroku skonstrulujeme fyzikalny Hilbertov priestor.

(a) Vyjadrime viizby C; ako samozduzené operatory na Hayz.

(b) Vyberme linedrne operatory na Hgyz, ktoré komutuji s vizbami a
zaroven a aj ich zdruzenia komutuji s vizbami. Takdto mnozinu opera-
torov ozna¢ime B*hys Zvolme husty podpriestor & C Haqz, taky aby ho
vizby a mnozina B ohys Zobrazovali do seba. Na tejto mnoZzine je B* ohys
x-algebrou. Tuto algebru nazveme algebrou fyzikalnych pozorovatelnych.
(c¢) Najdime antilinearne zobrazenie 7 : & — ®*, kde ®* je dual k ®, ak je
na ® zavedend nejaka topolégia, tak mame na mysli topologicky dudl, ina¢
algebraicky. Chceme, aby toto zobrazenie splhalo nasledujice podmienky:

(i) Vo1 € @, ney riesi vizby, t.j.

0 = (Cing1)[da] == ng1[Ciga)
pre vietky ¢o € ®.

5T.j. algebru s nasobenim, ktoré je asociativne a obsahujicu vSetky polynémy.



(ii) 7n je realne a pozitivne, t.j.

(ne1)d2] = ((nd2)[h1])”
(no1)l¢r] > 0
(no1)l¢1] =0 = np1 =0

no1
no1

(iii) n komutuje s akciou 'ubovolného A z By, . t.j.

(n1)[Ado] = (nAl1)[¢o]

pre vietky ¢12 z B;hys.

(d) Teraz zavedieme priestor fyzikalnych stavov, ktory vo vhodnej topologii
uzavrieme a dostaneme fyzikdlny Hilbertov priestor. Definujme Vppys =
Spang{n¢}. Na tomto vektorovom priestore definujme skalarny sucin

(N1, mP2) := (nd2)[h1].

Vdaka vlastnostiam (7) aZz (i7i) v (c) je to skuto¢ne dobre definovany
skaldrny stcin. Teraz ziplnime priestor Vpuys a dostaneme Hilbertov priestor
fyzikalnych stavov, t.j.

thys = Vphys‘

Krok ¢.6
Definujme akciu operatorov A €
tak Ze pre vietky ¢ € ®

*

ohys 112 fyzikdlnom Hilbertovom priestore,

Aphys (19) = n(AT¢)

Treba poznamenat, ze ak A = AT, tak operator Aphys s definiénym oborom
Vphys je v podstate samozdruzeny.

Ako uvidime na priklade relativistickej Castice, tak niektoré podmienky
kladené v krokoch st az priliz silné, takze toto je len ten ideadlny pripad. V
skutoénosti to moze byt celé dplne iné. Napriklad poziadavok aby I' bo-
la varieta modelovana nad nejakym Banachovym piestorom je niekedy az
moc silny, pozri [3]. Dalej v priklade uvidime, Ze ani v kone¢norozmernych
systémoch nejde v8etko jednoducho, napriklad budeme mat problém defi-
novat operator pre ¢as "t", ale kedZe t nie je Diracova premennd, tak na
fyzikalnej trovni uZ nie si ziadne problémy. Tak nemé zmysel zahadzo-
vat takto skonStruovani teoériu iba preto, Ze nebola skon§truvana presne
podla tychto &iestich krokov. Ealej treba povedat, Ze sme sa obmedzili iba
na silné Diracove premenné, v niektorych pripadoch mézu existovat slabé
Diracové premenné, ktoré nie st ekvivalentné so ziadnou silnou Diracovsk-
ou pozorovatelnou, tak tieto pripady, treba vySetrovat zv1ast.

Toto je iba kvantovaci program, nie vzdy musi dat rieSenie. Ale ked uz dé
tak mame kvantovt teériu, ktord vyhovuje vsetkym zékladnym postulatom
kvantovej tedrie a odraza algebraické vlastnosti klasickej. Dalsie konkrét-
nejsie treba skumat podrobnejsie, napriklad s experimentom.



3.2 Kvantovanie hrackarskych modelov

4 Relativisticka castica

KLASICKA UROVEN

V tejto ¢asti sa budeme venovat relativistickej ¢astici na Minkovskom pozadi
v inercidlnych sdradniciach. Jej Lagrangeién je

L = —mv —u?,

kde u = (A, v), je Storrychlost Castice, A je jej ¢asova a v priestorova Cast.
Ked7e akcia dané tymto Lagrangeianom je invariantné voci zdmene "vlast-
ného ¢asu" 7 — 7/(7), tak u nie je normované na (minus) jednotku. O u
predpokladame, iba to, Ze lezi v budicom svetelnom kuzeli, t.j. —u? > 0
a A > 0. Konfiguracny priestor je dany Stvoricou (¢,z) € R*. Priestoroveé
kanonické hybnosti st

a ¢asova

mA
VA2 — 2

7 podmienky, ze u je z buduceho svetelného kuzela mame £ > 0. Ale ¢o je
dolezité, tak to plati aj naopak, teda ak F je kladné, tak u lezi v budacom
svetelnom kuzeli.

Hamiltonian je

E=-p =

HY =)\C = \(V/p? +m? - E),

kde C' je vazba.
Z podmienky {F, H} = 0 najdeme, Ze kazda silna Diracova pozorovatelna
je funkciou p, E, xg, kde

p

—t.
VR e

Trg =T —
KVANTOVA UROVEN

Aplikujme teraz RAQ na relativisticki casticu. Veberme si priestor § =
Span{z,p,Q, E}, kde Q = Et. Medzi zdkladné pozorovatelné sme nevy-
brali ¢, kvoli tomu, ze ked si spomenieme na Casticu na polpriamke, tam
nastava podobny problém, Ze nevieme vyjadrit hybnost v reprezentécii,
kde £ = z. Ak zvolime p = —i0,, tak tento operator je iba symetricky a
nemé samozdruzené rozsirenie. Tu je to to isté, tak sme radSej zvolili .
Poissonove zatvorky su

{z,p} =1, {Q,E}=—FE, aostatné st nulové

10



Priradme teraz premennym z S operatory na Haye = L2 (R+ x R3; 4 dp)
nasledujiicim sp6sobom

i:iap, p = p,

Q = —iFE0g, E = FE,
Vsetky operédtory st na danom Hilbertovom priestore samozdruzené o ¢om
sa da I'ahko presvedéit napriklad vypoctom indexov defektu. Prienik defini¢-
nych oborov danych operatorov je nadmnozinou hladkych funkcii s kom-
paktnym nosi¢om C{°(RT x R3), tak dané operdtory generuju x-algebru
B.... Tym sme vlastne vyplnili kroky 2 az 4.

aux:
Teraz sa vrhneme na ten naudolemtqa krok a to krok ¢.5. Véazbe priradime

operétor nasobenia, ¢ize C = Vp?+m? — E. Ako vhodny podpriestor
zvolime priestor hladkych funkcii s kompaktnym nosicom C§°(RT x R3).
To asi najdoleZitejsie, ¢o potrebujeme je najst n zobrazenie. Lahko sa zisti,
ze

dE .
né1 (] = fdp P10(\/p? +m? —
Rt xR3

splha uvedené podmienky. Skalarny stéin je dany

d
(nd1,mp2) = Ep(¢§¢1)
P

E=E,

a fyzikalny Hilbertov priestor je Hpnys = L2(R3;dp/E,), kde E, = \/p? + m2.
Priradme Diracovskym veli¢inam ich kvantové analégy. Pre hybnosti a en-
ergiu nie je ziaden problém zistit, Ze Pphys = p, E= E,, ale o s 29?7 Vieme,
7e s 1, je potiaz. Skusmo zistime, Ze

1
= —i0 I——s
E + Y2
je symetricky operator. Vypoctom indexov defektu, zistime, Ze ¢ nemé
symetrické rozsirenie. To ale nevadi. Nas zaujima predsa akcia zg na
Hphys, to je to, ¢o je z fyzikalneho hladiska podstatné. Tak skisme zistit

ako vyzerd xophys a zistime, Ze

xophys = Zap — Z@,
a e toto je v podstate samozdruzeny operator na defini¢nom obore C§°(R3).

Co nas vel'mi potesilo, pretoZe sa nam nag§ program podarilo Gspegne ap-
likovat.

11
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