
Od Newtona ke Keplerovigeometri
kyJiøí PodolskýU¾ od základní ¹koly v¹i
hni známe Newtonovy zákony me
hanikya od støední ¹koly také Keplerovy zákony pohybu planet. Bez velkénadsázky lze øí
t, ¾e tyto dvì troji
e zákonù tvoøí základní kamenyfyzikálního poznání svìta. Víme také, ¾e sehrály klíèovou roli v histo-rii pøírodovìdy. Zmínìné zákony { klenou
í se jako du
hovní obloukmezi poèátkem a kon
em 17. století | vymezují první úspì¹ný pokusv dìjiná
h o matemati
ké vysti¾ení slo¾itý
h dìjù, které se odehrávajíve vesmíru. V jistém smyslu právì jimi lidstvo pøekroèilo stín støe-dovìký
h dogmat a vstoupilo do éry novovìku, ve kterém rozum ara
ionalita pøinesly své pøekvapivé a netu¹ené plody.PøipomenutíV tomto pøíspìvku se 
h
eme vìnovat souvislosti mezi Keplerovými aNewtonovými zákony, a proto logi
ky zaèneme jeji
h struèným pøipo-menutím (v dne¹ní þne¹kolometskéÿ formula
i).Keplerovy zákony: geometrie planetární
h orbitK1 (þelipsyÿ): Planety se pohybují po elipsá
h v jeji
h¾ spoleènémohnisku je Slun
e.K2 (þplo
hyÿ): Spojni
e Slun
e a planety opí¹e za stejný èas v¾dystejnou plo
hu.K3 (þT 2� R3 ÿ): Druhá mo
nina obì¾né doby planety je úmìrnátøetí mo
ninì hlavní poloosy její trajektorie.První dva zákony byly Keplerem objeveny bìhem jeho plodného po-bytu v Praze a poprvé oti¹tìny ve slavném díleAstronomia nova (Nováastronomie, 1609), tøetí zákon objevil 15. 5. 1618 a publikoval o rokpozdìji v prá
i Harmoni
e mundi (Harmonie svìta, 1619).1



Newtonovy zákony: dynamika pohybuN1 (þsetrvaènostÿ): Tìleso setrvává v klidu nebo rovnomìrnì pøímo-èarém pohybu, není-li nu
eno vnìj¹ími silami tento stav zmìnit.N2 (þzákon sílyÿ): Èasová zmìna hybnosti hmotného bodu je (
o dovelikosti i smìru) rovna pùsobí
í síle,pro na¹e úèely tedy platí vzore
 m�~v�t = ~F .N3 (þak
e a reak
eÿ): Tìlesa na sebe pùsobí stejnì velkými silamiopaèného smìru.K tìmto základním zákonùm me
haniky je¹tì pøipojíme významnýþètvrtý Newtonùv zákonÿ, jím¾ je zákon v¹eobe
né gravita
e. Oznaèmeho pro na¹e úèely symbolemNG (þgravitaèní sílaÿ): Dvì tìlesa hmotnosti m1 a m2 vzdálená R sepøitahují silou F = �m1m2R2 ;která le¾í na spojni
i obou tìles.Gravitaèní zákon a jeho souvislost s Keplerovými zákony Newton po-prvé prezentoval ve svém krátkém pojednání De motu 
orporum ingyrum (O pohybu tìles po obì¾ný
h drahá
h, listopad 1684). Úplnáverze pohybový
h zákonù a zákona gravitaèního je pak vlastním obsa-hem jeho slavný
h Prin
ipií, tedy díla Philosophi� naturalis prin
ipiamathemati
a (Matemati
ké základy pøírodní �loso�e, èervene
 1687).Od Keplera k Newtonovi a nazpátekNewtonùv dùvtipný postup fyzikálnì-geometri
ký
h úvah, které ve-dou od Keplerový
h zákonù k zákonùm dynami
kým, je fas
inují
í av minulosti zaujal øadu lidí, mezi nimi i Feynmana. Ten 13. 3. 1964proslovil na Calte
hu pøedná¹ku právì na toto téma. Nebyla ov¹em za-øazena do jeho známého kurzu Feynmanový
h pøedná¹ek z fyziky. Fey-nmanovy struèné rukopisné poznámky se záhy þztratilyÿ, byly znovuobjeveny a¾ v ro
e 1992 v pra
ovnì jeho bývalého spolupra
ovníkaLeightona. Podaøilo se je rekonstruovat a vydat kni¾nì [1℄ (nedávno2



vy¹el slovenský pøeklad [2℄). Kniha vyvolala znaèný ohlas v odborný
hpedagogi
ký
h èasopise
h [3, 4, 5, 6℄, záhy se objevil i èeský èlánek [7℄.Ná¹ pøíspìvek je inspirován právì zmínìnou knihou [1℄. Pøebíráme zdejak logiku argumenta
í, tak klíèové obrázky.Postup, kterým zde uká¾eme geometri
kou souvislost Keplerový
ha Newtonový
h zákonù, lze rozdìlit do dvou èástí. V první nejprvez Keplerova druhého a tøetího zákona odvodíme Newtonùv gravitaènízákon. Následnì pak z Newtonový
h zákonù odvodíme Keplerùv prvnízákon, èím¾ se ovìøí správnost Newtonovy teorie a její predikativnís
hopnost. Poutavá je pøedev¹ím skuteènost, ¾e posloupnost úvah doznaèné míry odpovídá histori
kému Newtonovu postupu.K2 implikuje dostøednost gravitaèní sílyUká¾eme nejprve, ¾e za pøedpokladu platnosti Newtonový
h dyna-mi
ký
h zákonù N1-N3 je Keplerùv zákon plo
h K2 ekvivalentní sku-teènosti, ¾e gravitaèní síla pùsobí v¾dy smìrem ke Slun
i. Newtonùvpostup spoèívá v tom, ¾e dráhu planety nejprve þdiskretizujemeÿ, tedyspojitou trajektorii aproximuje na sebe navazují
ími úseèkami, kteréplaneta ubìhne za stejné èasové intervaly �t, viz Obr. 1.

Obrázek 1: Newtonùv originální diagram z Prin
ipií.3



V nepøítomnosti Slun
e by se planeta v souladu se zákonem setr-vaènosti N1 pohybovala rovnomìrnì pøímoèaøe z bodu A do bodu Ba pak dále za stejný èas z bodu B do bodu 
 (v detailu viz Obr. 2).Slun
e umístìné v bodì S v¹ak planetu gravitaènì pøitahuje k sobì,pøièem¾ jeho pùsobení mù¾eme soustøedit do okam¾iku, kdy se pla-neta na
hází v bodì B. Proto¾e gravitaèní síla je dostøedná, budev souladu s N2 zry
hlení a tedy i zmìna ry
hlosti míøit na spojni
iBS. Z prostého skládání ry
hlostí plyne, ¾e planeta se nedostane dobodu 
, ale do bodu C, pøièem¾ úseèka C
 je rovnobì¾ná s BS. To alenutnì implikuje, ¾e plo
ha trojúhelníka SAB je stejnì velká jako plo-
ha trojúhelníka SBC. Opravdu: Trojúhelník SAB má stejnou plo
hujako (na Obr. 2 nezakreslený) trojúhelník SB
 (ponìvad¾ mají stejnézákladny AB resp. B
 a toto¾né vý¹ky, nebo» mají spoleèný vr
holv S), a ten má zase stejnou plo
hu jako trojúhelník SBC (nebo» majíspoleènou základnu SB a také stejnou vý¹ku právì proto, ¾e úseèkaC
 je rovnobì¾ná s SB). Stejný postup mù¾eme aplikovat i dále naúseku CD, jen s tím rozdílem, ¾e síla nyní pùsobí na spojni
i CS,a podobnì na v¹e
h následují
í
h úse
í
h. Mù¾eme tedy shrnout, ¾edostøednost gravitaèní síly implikuje platnost zákona plo
h. Proto¾epoøadí vý¹e uvedený
h argumentù mù¾eme snadno obrátit, lze takénaopak odvodit, ¾e z Keplerova zákona K2 plyne fakt, ¾e gravitaènísíla Slun
e pùsobí v¾dy 
entrálnì, tedy ve smìru od planety ke Slun
i.

Obrázek 2: Plo
ha trojúhelníka SAB je stejnì velká jako plo
ha troj-úhelníka SBC.
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K3 implikuje ubývání gravitaèní síly se ètver
emvzdálenostiNyní je vhodné zavést pojem ry
hlostního diagramu. Zatím
o obvyklýdiagram znázoròuje závislost polohového vektoru ~R planety vùèi Slun
ina èase, ry
hlostní diagram (zvaný té¾ hodograf) znázoròuje èasovývývoj vektoru okam¾ité ry
hlosti ~v, pøièem¾ posloupnost vektorù ~vvykreslujeme vùèi spoleènému poèátku, viz Obr. 3.

Obrázek 3: Polohový diagram (vlevo) a odpovídají
í ry
hlostní dia-gram (vpravo).Z pouhé kinematiky plyne, ¾e ry
hlost je okam¾itá zmìna polohy,a proto napøíklad vektor ry
hlosti ~vAA0 je rovnobì¾ný s úseèkou AA0atd. Uva¾me nyní spe
iální pøípad kruhové orbity. Pøedstavme si, ¾eplaneta obíhá po kru¾ni
i polomìru R, a to rovnomìrnì konstantníry
hlostí v. Ry
hlostní diagram proto bude také kru¾ni
e ov¹em polo-mìru v. Kdy¾ planeta obìhne Slun
e právì jednou dokola, polohovývektor ~R opí¹e úplný kruh a vektor ry
hlosti v ry
hlostním diagramutaké, a to za stejný èas obìhu T . Proto¾e ry
hlost je zmìna polohya zry
hlení je zmìna ry
hlosti | a naví
 jde o pohyb rovnomìrný |platí elementární vztahy v = 2�R=T a a = 2�v=T , tak¾e dosazením zprvní rovni
e do druhé dostáváme a = 4�2R=T 2. Kdy¾ nyní pou¾ijemetøetí Keplerùv zákon T 2� R3, dostáváme ihned a � R=R3 = 1=R2.Podle N2 je ov¹em síla F úmìrná zry
hlení a, a tak velikost gravi-taèní síly ubývá s druhou mo
ninou vzdálenosti planety od Slun
e,F � 1=R2.Shrneme-li oba pøed
hozí body, mù¾eme tedy uzavøít, ¾e NG jeekvivalentní K2 a K3 5



Finále: odvození K1 z Newtonový
h zákonùDva Keplerovy zákony nám tedy umo¾nily nalézt správnou podobuzákona gravitaèní síly. Zbývá provést klíèový test, toti¾ ovìøit, ¾e zNewtonový
h zákonù me
haniky N1-N3 a z gravitaèního zákona NGplyne také hlavní Keplerùv zákon K1. Jinými slovy, zbývá odvodit,¾e dráha planety kolem Slun
e je elipsa. Podobnì jako v pøed
hozí
húvahá
h pou¾ijeme i zde výhradnì geometri
ké argumenty.Geometri
ké konstruk
e elipsyMusíme po
hopitelnì zaèít tím, 
o to vlastnì elipsa je a jak se dá zkon-struovat. V¹i
hni známe ze ¹koly, ¾e elipsa je mno¾ina bodù, které majíkonstantní souèet vzdáleností od dvou privilegovaný
h bodù | ohni-sek, viz Obr. 4 vlevo nahoøe. Dal¹í dùle¾itou (av¹ak ménì známou)
harakteristikou elipsy je skuteènost, ¾e ka¾dý paprsek vyslaný z jed-noho ohniska se na elipti
ké køiv
e odrazí pøesnì do druhého ohniska.(Tento fakt známe v limitním pøípadì: extrémnì ex
entri
ká elipsapøe
hází v parabolu, její¾ druhé ohnisko le¾í v nekoneènu. Proto jerovnobì¾ný svazek paprskù parabolou soustøedìn do jejího ohniska.)Pro ná¹ dal¹í výklad je ov¹em nutné pøipomenout je¹tì dal¹í za-jímavou geometri
kou konstruk
i elipsy. Ta nám naví
 umo¾ní podatelegantní dùkaz platnosti obou vý¹e zmínìný
h vlastností. Kolem boduF opi¹me tzv. øídí
í kru¾ni
i a uvnitø ní zvolme dal¹í bod F 0, jak jeznázornìno na Obr. 4 dole. Spojme oba body s libovolným bodem Gna le¾í
ím na kru¾ni
i. Prùseèík osy úseèky GF 0 s úseèkou GF je bodP , který le¾í na elipse. Provedeme-li tuto konstruk
i pro ka¾dý bod Gna øídí
í kru¾ni
i, opravdu dostaneme elipsu s ohnisky F a F 0.Tuto skuteènost snadno doká¾eme. Trojúhelníky GOP a F 0OPjsou zjevné identi
ké, tak¾e i strany PG a PF 0 jsou stejnì dlouhé.Souèet vzdáleností FP + PF 0 je roven FP + PG, 
o¾ je konstantarovná polomìru kru¾ni
e. Body P odpovídají
í v¹em bodùm G naøídí
í kru¾ni
i tedy le¾í na elipse. Nyní doká¾eme také druhou vlatnost,troti¾ ¾e svìtlo vyslané z ohniska F se nutnì odrazí do ohniska F 0. Zeshodnosti trojúhelníkù GOP a F 0OP plyne, ¾e úhel � je roven úhlu �.Dále zjevnì platí, ¾e úhel � je roven úhlu 
. Je tedy jasné, ¾e � = 
,
o¾ je právì hledaný zákon odrazu. Staèí pouze dokázat, ¾e osa OPúseèky GF 0 je teèna k elipse v bodì P . To je ov¹em snadné: vezmeme-li kterýkoli jiný bod na této ose, evidentnì bude (opìt díky shodnosti6



Obrázek 4: Obì hlavní vlastnosti elipsy (nahoøe) lze dokázat pomo
íkonstruk
e zobrazené na spodním diagramu a vysvìtlené v textu.pøíslu¹ný
h trojúhelníkù) souèet jeho vzdáleností od ohnisek vìt¹í ne¾FP+PG, 
o¾ je polomìr kru¾ni
e. Ka¾dý takový bod proto musí le¾etvnì elipsy, tak¾e osa úseèky GF 0 je opravdu teèna.Ry
hlostní diagram planetyPo této krátké geometri
ké pøedehøe se mù¾eme vrátit k na¹í fyzikálníúloze, toti¾ odvození Keplerova zákona K1. Celou dráhu planety ko-lem Slun
e, je¾ le¾í v bodì S, rozdìlíme na pevnì daný poèet úsekùtakový
h, ¾e jeji
h støedové úhly jsou v¹e
hny stejné a mají konstantníhodnotu ��, viz Obr. 5 vlevo nahoøe. Podle zákona plo
h K2 proletíplaneta pøíslu¹ný úsek dráhy za èas �t, který je pøibli¾nì (v limitì�� ! 0 pak pøesnì) úmìrný plo¹e pøíslu¹ného trojúhelníka, tedy�t � �S � R2�� � R2, kde R je (prùmìrná) vzdálenost planety7



od Slun
e na daném úseku.Uva¾me nyní, jaká je zmìna ry
hlosti �~v na tì
hto úse
í
h. PodleNewtonova pohybového zákona N2 je zmìna hybnosti rovna pùsobí
ísíle 
o do smìru i velikosti, tak¾e �~v � ~F�t. Zmìna velikosti ry
hlosti�v je tedy úmìrná F�t, pøièem¾ �t � R2, zatím
o podle NG je F �1=R2, tak¾e �v je na v¹e
h úse
í
h vymezený
h �� stejná. Pokud jde osmìr zmìny ry
hlosti �~v, je podle NG pøesnì dostøedný, tedy pùsobíve smìru okam¾ité spojni
e ~R Slun
e a planety. Z tì
hto informa
iji¾ snadno odvodíme, ¾e ry
hlostní diagram pohybu planety musí býtpravidelným mnohoúhelníkem, viz Obr. 5 vpravo dole. Zmìna velikosti

Obrázek 5: Ry
hlostní diagram pohybu planety je pravidelný mnoho-úhelník, ve spojité limitì pak kru¾ni
e.8



ry
hlosti �v je toti¾ na ka¾dém úseku ry
hlostního diagramu stejná,tak¾e úseèky jk, kl, lm atd. mají stejnou délku. Naví
 smìry tì
htoúseèek odpovídají smìrùm �~v, která jsou rovnobì¾né se smìry ~R,tedy úseèkami KS, LS, MS atd. v polohovém diagramu. Tyto smìryjsou ov¹em vzájemnì otoèené v¾dy o konstantní úhel ��. Ry
hlostnídiagram je tedy pravidelný mnohoúhelník. Ve spojité limitì ��! 0 sery
hlostní diagram stává kru¾ni
í. To je do
ela pøekvapivá skuteènost!Vlastní dùkazDospìli jsme tedy k obrázku znázornìném na Obr. 6. Ne
h» se pla-neta pøi svém pohybu kolem Slun
e dostala do bodu P , který svírá speriheliem v bodì J úhel �. Její okam¾itou ry
hlost ~vP mù¾eme zjistitv ry
hlostním diagrmu, jen¾ má podobu kru¾ni
e. Stanovíme bod p,aby úhel urèený body pCj byl právì �. Spojni
e ex
entri
kého boduO a bodu p v ry
hlostním diagramu pak urèuje okam¾itou ry
hlostplanety ~vP (
o do smìru i velikosti), která je teènou k trajektorii.

Obrázek 6: Poloha planety a odpovídají
í ry
hlost jejího pohybu.Nyní staèí provést poslední elegantní trik: otoème ry
hlostní dia-gram o 90 stupòù ve smìru hodinový
h ruèièek a vykresleme ho dostejného obrázku, v nìm¾ znázoròujeme trajektorii planety (ztoto¾-níme body C a S). Dostaneme tím Obr. 7. Oba úhly � v polohovém iotoèeném ry
hlostním diagramu splynuly. Nyní staèí si jen uvìdomit,¾e ry
hlostní diagram se stal øídí
í kru¾i
í pro konstruk
i elipti
ké tra-jektorie! Opravdu: osa úseèky Op v otoèeném ry
hlostním diagramuurèuje okam¾itou ry
hlost, která je teènou k trajektorii planety v bodìP . Jak jsme ale ji¾ døíve ukázali, takto zkonstruovaný bod P musí le¾etna elipse, a to pro ka¾dou hodnotu úhlu �.9



Obrázek 7: Ry
hlostní diagram planety otoèený o 90 stupòù kreslenýdo stejného obrázku jako diagram polohy ukazuje, ¾e trajektorie pla-nety musí být elipsa, proto¾e osa pøímky Op urèují
í smìr okam¾itéry
hlosti je teènou k elipse v bodì P (srovnej s Obr. 4).Tím jsme dokázali, ¾e trajektorií planety v gravitaèním poli Slun
epopsaném Newtonovými zákony je opravdu elipsa. I první Keplerùvzákon je tedy dùsledkem zákonù Newtonový
h.Referen
e[1℄ D. L. Goodstein and J. R. Goodstein: Feynman's lost le
ture,Norton, New York, 1996 a 1999.[2℄ slovenský pøeklad knihy [1℄: J. Hanè and S. Tuleja, Feynmanovastratená predná¹ka, Enigma, Nitra, 2001. Viz té¾ webové stránkywww.lostle
ture.host.sk[3℄ S. K. Stein: Exa
tly how did Newton deal with his planets?, TheMathemati
al Intelligen
er 18 (1996) 7{11.[4℄ A. Gonzáles-Villanueva et al : From 
ir
ular paths to ellipti
 or-bits: a geometri
 approa
h to Kepler's motion, Eur. J. Phys. 19(1998) 431{438. 10



[5℄ E. I. Butikov: The velo
ity hodograph for an arbitrary Keplerianmotion, Eur. J. Phys. 21 (2000) 297{302.[6℄ D. Debres: Reinventing the wheel: Hodographi
 solutions to theKepler problems, Am. J. Phys. 69 (2001) 481{489.[7℄ J. Kubìna: O Newtonový
h a Keplerový
h zákone
h, aneb jakasi Newton na své zákony pøi¹el, Matematika-fyzika-informatika7 (1997/98) 409{416, 472{482.

11


